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RESUMO

Neste trabalho abordaremos alguns assuntos relacionados as Se¢des Conicas: elipse,
parébola e hipérbole. O trabalho est4 dividido em cinco capitulos: Introdugdo; Origem
das Conicas; Equagdes das Conicas; Propriedades de Reflexdo das Conicas; Cons-
truindo Conicas. No segundo capitulo, falaremos sobre o problema da duplicacdo do
cubo que, segundo a Histéria da Matematica, deu origem as conicas e citaremos alguns
matemadticos cujos trabalhos contribuiram para o desenvolvimento do estudo dessas
curvas. No terceiro capitulo, estudaremos as equagdes cartesianas das conicas, bem
como as suas representacdes graficas e os principais elementos de cada conica. No
quarto capitulo, apresentaremos as propriedades de reflexdo das conicas e algumas
aplicacdes muito interessantes dessas propriedades. No tultimo capitulo, demonstra-
remos alguns métodos para construir conicas e em seguida faremos essas construgdes
na pratica através de materiais concretos e por meio de um programa de Geometria

Dinamica, chamado Geogebra.

Palavras-chave: Sec¢des Conicas. Duplicacdo do cubo. Equagdes cartesianas. Propri-

edades de reflexao. Construgdes de conicas .



ABSTRACT

In this paper we discuss some issues related to Conic Sections: ellipse, parabola and
hyperbole. The work is divided into five chapters: Introduction; Origin of Conic
Sections; Equations of Conic Sections; Reflection Properties of Conic Sections; Building
Conic Sections. In the second chapter, we'll talk about doubling the cube problem
that, according to the History of Mathematics, originated the conic sections and talk
about some mathematicians whose work contributed to the study of these curves.
In the third chapter, we will study the Cartesian equations of conic sections, as well
as their graphical representations and the main elements of each curve. In the fourth
chapter, we present the reflection properties of conic sections and some very interesting
applications of these properties. In the last chapter, we will show some methods to
construct conic sections and then we will make these constructs in practice through

concrete materials and through a dynamic geometry program, called Geogebra.

Keywords: Conic Sections. Doubling the cube. Cartesian equations. Properties of
reflection. Construction of conic sections.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho faremos um breve estudo sobre as se¢des conicas. Quando uso a
palavra "breve", ndo tenho a intensdo de parecer modesto, pois tenho plena convic¢ao
de que o contetido que sera apresentado nas préximas paginas é apenas a ponta de um
grande iceberg que é o estudo das conicas. A escolha desse tema foi uma indicagdo da
Prof®. Silvana, minha orientadora. Desde o principio achei a ideia interessante, pois
durante minha vida escolar ndo tive oportunidade de estudar as conicas, apesar de
ser um assunto que consta nos livros de Matemaética do Ensino Médio. Embora tenha
estudado na escola o gréfico da fun¢do quadratica, que é uma parabola, somente na
Universidade é que de fato aprendi um pouco sobre as conicas.

Com o tema definido comecei a buscar fontes de referéncias, o que me deixou
bastante impressionado pela variedade de assuntos nos quais as conicas sdo abordadas.
Assim comegaram a surgir os primeiros embaracos: sobre qual assunto devo escrever?
Depois de muita reflexdo, percebi que a reposta para essa pergunta seria obtida se eu
primeiro encontrasse uma resposta para a seguinte pergunta: para quem vou escrever?
Entdo decidi elaborar um texto voltado para estudantes do Ensino Médio. Dessa
maneira, todos os conceitos e resultados que serdo apresentados neste trabalho foram
adaptados de forma que possam ser compreendidos por qualquer pessoa que tenha
familiaridade com os conhecimentos basicos de Geometria Euclidiana Plana e Espacial.

Os assuntos que abordaremos neste trabalho estdo divididos em cinco capitulos, a
saber: Introducdo; Origem das conicas; Equagdes das conicas; Propriedades de reflexdo
das conicas; Construindo conicas.

No capitulo 2, estudaremos um pouco de Histéria da Matemética, onde serd apre-
sentado o problema da duplica¢do do cubo que ocupou a mente de muitos matematicos,
amadores e profissionais, ao longo de varios séculos. Durante esse periodo, foram apre-
sentadas diversas solugdes para esse problema, porém todas violavam a regra que foi
imposta para a solucdo do mesmo: a duplicacdo do cubo deveria ser feita com régua e
compasso. Uma dessas solugdes foi dada pelo matemdtico Menaecmus, que resolveu
o problema utilizando uma nova familia de curvas, mais tarde batizada de Se¢des Co-
nicas. Citaremos também outros matemdticos como Apoldnio, Philippe de La Hire e
Dandelin, cujos trabalhos acarretaram grandes contribuic¢des para o estudo das conicas.

O assunto estudado no capitulo 3, geralmente estd presente na maioria dos livros
e trabalhos que tratam de conicas e aparece em todos os livros de matemética do
Ensino Médio, logo os resultados obtidos neste capitulo sdo bastante conhecidos pelos
estudantes e professores de Matemadtica. Nele veremos que cada conica pode ser
representada por meio de uma equagdo algébrica. Para isso, enunciaremos alguns

conceitos de Geometria Analitica necessarios para a dedugdo dessas equagoes.
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No quarto capitulo, demonstraremos as propriedades de reflexdo das conicas. Ve-
remos que essas propriedades, que ja eram conhecidas desde o tempo dos matematicos
gregos, possuem diversas e curiosas aplicacdes em vdrias dreas do conhecimento e
profissionais como Optica, Medicina, Telecomunica¢do, Astronomia, Actstica, Odon-
tologia, etc. A ideia é mostrar que as cOnicas estdo presentes em nosso cotidiano e sem
elas seria impossivel alcangar os avangos tecnolégicos que conhecemos.

No tltimo capitulo, descreveremos métodos para construir conicas que serd o foco
principal deste trabalho. Esses métodos sdo na verdade construgdes geométricas onde,
ao invés de serem usados régua e compasso como de costume, utilizaremos um soft-
ware (programa) de Geometria Dinamica chamado Geogebra, que pode ser adquirido
gratuitamente pela internet. Como nas escolas raramente os alunos aprendem a fazer
construgdes geométricas, a intencdo é familiariza-los com alguns conceitos matemati-
cos, como o conceito de Lugar Geométrico, que muitas vezes passam desapercebidos
em determinados assuntos. O objetivo é criar uma ponte entre o processo de Ensino-
Aprendizagem de Matematica e uso de tecnologias modernas, ambos importantes para
a formacdo do aluno e consequentemente para éxito do aluno na Atual Sociedade.

Espero que todos os leitores deste trabalho possam desfrutar do mesmo sentimento
que tive ao estudar as cOnicas e assim possam apreciar as cOnicas como uma obra-prima

da Matemaética.



2 ORIGEM DAS CONICAS

Neste capitulo faremos um estudo sobre a origem das conicas. Iniciaremos com um
problema conhecido como o problema da duplicacdo do cubo, que segundo a Histéria
da Matematica, tal problema deu origem as se¢des conicas. Em sequéncia, falaremos
sobre o matematico Menaecmus (considerado o descobridor das conicas), as equagdes
das conicas segundo a Geometria Plana e finalizaremos o capitulo apresentando algu-
mas contribui¢des dos mateméticos Apolonio, Philippe de La Hire e Dandelin para o
estudo das conicas.

Ressaltamos que, neste capitulo, alguns problemas serdo apresentados sem o devido

rigor matematico. Porém, no capitulo 3 abordaremos o assunto com detalhes.

21 A duplicagao do cubo

As curvas chamadas de As segoes Conicas ou simplesmente As Conicas surgiram de
um fato, que na verdade néo se sabe se realmente aconteceu ou talvez seja apenas uma
lenda, mas conta-se que por volta do ano 429 A. C. houve uma terrivel epidemia de
peste na cidade de Atenas na Grécia. Por causa da doenga muitas pessoas morreram
e as autoridades da época buscavam meios para controlar a situacdo. Como era de
costume naquele tempo, as autoridades foram consultar o orécul do deus Apolo, que
ficava na ilha jonica de Delos. O ordculo, como era de se esperar, deu a solugdo para o
problema da peste: o altar de adoracdo a Apolo, que tinha a forma de um cubo, deveria
ser substituido por outro altar de mesma forma, s6 que deveria ter o dobro do volume
do altar anterior. Dai o surgimento do Problema da Duplicacdo do Cubo, também
conhecido como o Problema de Delos ou o Problema Deliano, fazendo referéncia ao
local do seu surgimento.

Conta ainda a Histdria, que as autoridades providenciaram de imediato a construgdo
do novo altar da seguinte forma: mediram o lado de uma face do primeiro altar, ou
seja, a aresta do cubo, dobraram a medida do comprimento dessa aresta e partir dela
fizeram um novo cubo (ver Figura[l). Porém, mesmo depois de atendida a exigéncia do
ordculo, a peste continuou fazendo suas vitimas em Atenas. Mais uma vez, o ordculo
foi procurado para dar explicagdes sobre a permanéncia do problema que sustentou
sua palavra, uma vez que se tratava de uma resposta divina. Dessa forma, s¢ restava
uma possibilidade: um erro teria ocorrido na construcdo do altar. E de fato aconteceu
e serd mostrado. Vamos chamar a medida da aresta do primeiro altar de 4; e de V; o
seu volume, temos:

Vlzal-al-alza?

! Resposta dada por uma divindade a quem a consultava.
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Figura 1 — O problema da duplicagdo do cubo

2l ,
V21

Fonte: Elaborada pelo autor

Agora seguindo com o processo de construgdo utilizado vamos dobrar a medida
da aresta. Se chamarmos de a; e V, a medida da aresta e o volume do segundo altar

respectivamente, obtemos:
a, = 2ay = V, = a; = (2a;)° = 8a; = 8V/,.

Podemos ver claramente que, ao invés de construir um cubo com o dobro do volume
do cubo dado inicialmente, os construtores fizeram um cubo que tinha um volume oito
vezes maior que o primeiro. Assim o problema estava em descobrir uma medida x tal
que x* = 2a3. Foi entdo que os matematicos da época "compraram a briga” e comegaram a
buscar alguma solugdo para o problema Deliano. Se fosse em nossos dias, dirfamos que
a solugdo algébrica do problema é tomar x = a; V2. Porém na época, impuseram uma
condigdo, bastante aceita pelos matematicos: o segmento que representa a medida x da
aresta do cubo deveria ser construido usando apenas régua (sem marcas) e compasso.
Esse processo de construgdo consistia em utilizar esses instrumentos para executar um
numero finito de operagdes de tracado de retas e circunferéncias, através dos quais
sdo encontrados os elementos (segmentos, pontos de intersecédo, etc) que resolvem o
problema proposto. Este problema de facil compreensdo e aparentemente simples de se
resolver entrou para a Histéria, juntamente com outros dois, como Os Trés Problemas

Classicos, sdo eles:

A trissec¢do do dngulo: dado um angulo qualquer, construir por meio de régua e com-

passo, um angulo com exatamente um terco da medida do angulo dado.

A quadratura do circulo: dado um circulo arbitrédrio, construir somente com régua e

compasso, um quadrado de area igual a do circulo.

A duplicagdo do cubo: dada a aresta de um cubo, construir somente com régua e

compasso, a aresta de um segundo cubo tendo o dobro do volume do primeiro.
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O fato que levou esse conjunto de problemas a ficar marcado na Histéria da Mate-
madtica, e consequentemente na Histéria da Humanidade, é que diversos matematicos
respeitados tentaram durante vérios séculos resolver pelo menos um dos problemas,
todavia ndo descobriram nenhuma solugdo que atendesse as exigéncias propostas.
Dentre esses célebres matematicos estava Menaecmus (380-320 a.C.) que resolveu “des-
respeitando” as regras (ndo usou apenas régua e compasso) o problema da Duplicagdo
do Cubo, utilizando-se de uma nova familia de curvas: as cOnicas.

Vale ressaltar que, embora ndo tenham encontrado as solu¢des com régua e com-
passo para os Trés Problemas Classicos, as muitas tentativas dos matematicos produzi-
ram importantes descobertas que enriqueceram profundamento a Matemdtica ao longo
dos anos. Além disso, a razdo pela qual nenhum matemaético foi capaz de resolver ne-
nhum desses problemas é porque foi provado (somente no século XIX) que ndo existe

solucdo para eles através de construcdo com régua e compasso.

2.2 Menaecmus, o descobrir das cOnicas

Rei, para viajar pelo pais hd estradas reais e estradas para os cidaddos comuns, mas
na geometria hd s6 uma estrada para todos.ﬂ

Menaecmus

Antes de falarmos sobre Menaecmus, falaremos de outro matemdtico importante
que também "atacou"os trés problemas classicos: Hipocrates de Chios (470-410 a.C.).
Hipdcrates ficou conhecido pelo seu trabalho de quadratura de lunasﬂ no qual aplicava

uma ferramenta matemdtica muito utilizada naquela época: a Teoria das Proporcdes.

Figura 2 — Exemplos de lunas

Fonte: Elaborada pela autor

2 Atribui-se essa frase a Menaecmus quando Alexandre, o Grande, lhe pediu um caminho mais curto

para a geometria.

3 Uma luna é uma figura geométrica limitada por dois arcos circulares de raios diferentes.
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Devido ao éxito de Hip6crates na quadratura de uma figura geométrica curvilinea,
os matemdticos achavam que a Teoria das Propor¢des também ajudaria na solugdo do
problema da quadratura do circulo. Um exemplo de aplicagdo dessa teoria utilizada
pelos matemaéticos gregos era converter um retdngulo com lados de medida a e b em
um quadrado de mesma 4rea, para isso bastava encontrar a média proporcional (ou

geométrica) dea e b:

a _ x
x b’
onde x é a medida do lado do quadrado.

Os gedmetras gregos facilmente construiam com régua e compasso um segmento
medindo x. Tiveram entdo a ideia de ampliar o problema: dados dois segmentos a e b,

encontrar (ou construir) outros dois segmentos x e y tais que:

a_x_Y
x y b
Se fizermos b = 2a teremos:
a_x_Y
x y 24
de onde obtemos:
a_x 2 a_ Y 2
—=—-=Xx = - === xy =2a".
Ty X~ =ay e il xy =2a
Agora considere o sistema:
x> =a
Y (2.1)
xy = 2a°.

2
. ~ X o
Na primeira equacdo temos y = ' Substituindo na segunda obtemos x> = 24>. Como

mencionamos anteriormente, é esse x que resolve o problema da duplica¢do do cubo.
Atribui-se a Hipdcrates, essa percepg¢do de transformar o problema da duplica¢do do
cubo em um problema de proporgao. Isso é muito comum na Matematica, transformar
um problema em outro equivalente porém mais simples de se entender e resolver.
Agora falaremos sobre aquele que descobriu as conicas, Menaecmus, que para
resolver o problema da duplicagdo do cubo, utilizou-se de outra superficie muito
conhecida pelos matematicos de sua época: o cone. A definicdo de cone daquela época
é bastante restrita, bem diferente da atual. Menaecmus usou um tipo bem particular

de cone, que hoje chamamos cone circular reto, que serd definido a seguir:
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Figura 3 — Cone circular reto

\'

Fonte: Elaborada pelo autor

Definicao 2.1. Um cone, ou superficie conica, é uma superficie gerada por uma reta g (geratriz)
que passa por um ponto dado V (vértice) e percorre os pontos de uma linha dada d (diretriz),
onde V nio pertence a d. Em particular, se a diretriz é uma circunferéncia com centro O e a reta

VO é perpendicular ao plano que contém d, a superficie conica é um cone circular reto.

Na Figura 3| podemos ver os principais elementos de um cone circular reto: a altura

h = VO, o raio r da circunferéncia da base; a geratriz g e a linha diretriz d. E importante
lembrar que o cone é uma superficie, ou seja, ele é "oco"como uma casca de sorvete ou
como um chapéu de aniversario feito de papel.

Agora seguiremos o raciocinio utilizado por Menaecmus para descobrir as novas
curvas: considere trés cones cada um tendo uma medida diferente no angulo do vértice
na seguinte ordem: o primeiro é reto (90 graus), o segundo é agudo (menor que 90
graus) e o ultimo é obtuso (maior que 90 graus). Em seguida, tome trés planos distintos,
cada um perpendicular a uma geratriz de cada cone. Das interse¢des dos cones com os
planos obtemos trés curvas: Orthotome, Oxytome e Amblytomeﬁ Essa familia de curvas
sdo as Se¢des Conicas ou simplesmente as Conicas, como diz o nome, sdo cortes no
cone.

No capitulo[3, veremos que as conicas possuem equacdes que as caracterizam, mas
para isso usaremos uma ferramenta matematica que ainda ndo havia sido descoberta
na época de Menaecmus: a Geometria Analitica. No entanto é possivel mostrar usando
apenas Geometria Plana Elementar, que as conicas de Menaecmus possuem equagdes
equivalentes aquelas obtidas analiticamente. Essa caracterizagdo das conicas era cha-

*  Sem correspondente em Portugués.
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mada de symptome, que quer dizer sintoma, que trata-se de uma relacdo entre grandezas
que caracteriza os pontos pertencentes a conica dada. A seguir mostraremos as equa-
¢des, ou sintomas, das trés curvas a partir das constru¢des de Menaecmus. Para isso
admitiremos que o leitor tenha familiaridade com os principais resultados da Geome-
tria Euclidiana Plana e Espacial, relativos aos seus axiomas e elementos basicos: ponto;

reta; plano.

2.2.1 O sintoma da orthotome

Considere um cone circular reto apoiado sobre o plano 7 e que possui um angulo reto
no seu vértice A. Seja o segmento BC o didmetro da circunferéncia C; da base do cone.
Tome um ponto D sobre a geratriz AC e por ele faga incidir o plano a perpendicular a
AC. Da intersecdo do cone com o plano a obtemos uma curva £, a qual Menaecmus
chamou de Orthotome. Agora tomemos um ponto P sobre a curva # que seja diferente
de D e por esse ponto incidiremos o plano 5 paralelo ao plano 7. A interse¢do do cone
com o plano g é a circunferéncia C,. A intersecdo de C, com as geratrizes AB e AC sdo
os pontos R e S, respectivamente. Temos que o segmento RS é o didmetro de C,. A
intersecdo entre a curva P e a circunferéncia C; sdo os pontos F e G e a intersecdo de
com C; sdo os pontos P e Q. Seja E o ponto médio dos pontos F e G. Por simetria os
segmentos RS e PQ sao perpendiculares e a intersecado entre eles é o ponto O.

Como RS é o didmetro de C,, temos que o tridngulo PRS inscrito na circunferéncia C,
é retangulo e tem o segmento RS como hipotenusa e OP é a altura relativa a hipotenusa
(ver Figura @) Das relacdes métricas do tridngulo retangulo temos que OP é a média
proporcional entre RO e OS, isto é:

OP =RO-0S. 2.2)

Os segmentos RS e BC sdo paralelos, assim os angulos ACB e DSO séo congruentes
(ver Figura . Tem-se ainda que os angulos BAC e EDC sio retos, logo os triangulos
ABC e DOS sao semelhantes. Com isso temos:

OS BC - OD-BC
05 _EC_, 55 ODEC o
OD AB AB

Note também que os segmentos BR e OE sdo paralelos assim como RO e BE, logo o
quadriladtero ROEB é paralelogramo dai:

RO = BE. (2.4)
Substuindo as expressoes (2.3) e na equagao (2.2) obtemos:

oF - (BE;BC)O—D. 2.5)
AB
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Figura 4 — A orthotome segundo Menaecmus

(a) Vista espacial

A

(b) Vista frontal

A

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 5 — A solugdo de Menacmus para o problema deliano

Fonte: Elaborada pelo autor

Analisando a equagédo e a Figura ] podemos perceber que, independente da
escolha do ponto P sobre P, os segmentos AB, BC e BE ndo variam de comprimento,
assim podemos considerar a expressdo entre parénteses na equacao igual a uma
constante que chamaremos de [. Para simplificar um pouco mais chamaremos os
segmentos OP e OD, que sdo os tinicos que variam, de y e x, respectivamente. Assim

pode-se escrever a equacao (2.5) da seguinte forma:

v* = Ix. (2.6)

A constante | era chamada pelos matematicos de latus rectum e as varidveis y e x de
coordenadas do ponto P. Portanto essa era o sintoma, ou a equagao, da Orthotome que
Menaecmus deduziu.

Conhecer apenas o sintoma da Orthotome era suficiente para resolver o problema da
duplicagdo do cubo. Para isso, bastava deslocar o plano de se¢do do cone ao longo da
diretriz AC (ver Figura [4) para encontrar duas orthotomes, uma com latus rectum igual
a e outra igual 24, ou seja, com equagdes y* = ax e y* = 2ax, respectivamente. Para
continuarmos a explicagao, é necessario definir dois elementos da Orthotome: o eixo de
simetria; o vértice. Podemos considerar o eixo de simetria como uma linha que divide
uma figura geométrica em duas partes simétricas, ou seja, como fossem a figura e o seu
reflexo em um espelho. O vértice é a intersegdo da Orthotome com seu eixo de simetria.

Encontradas as duas Orthotomes, fazemos os seus vértices coincidirem num ponto

que chamaremos de A de modo que os seus eixos de simetria sejam perpendiculares (ver
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Figura[5). Além do ponto A, as curvas se intersectam em outro ponto que chamaremos
de C. Se considerarmos o segmento AC como a diagonal do retangulo ABCD, teremos
AD = aV4 e AB = aV2. Veja que AB = x é a medida da aresta que resolve o problema
da duplicagdo do cubo.

2.2.2 O sintoma da oxytome

Considere um cone circular reto cuja base esta apoiada sobre o plano 7 e que possui
um angulo agudo no seu vértice A. Seja o segmento BC o didmetro da circunferéncia
C1 dabase do cone. Tome um ponto D sobre a geratriz AC e por ele faga incidir o plano
a perpendicular a AC. A intersegdo entre o cone e o plano a forma uma curva &, que
Menaecmus chamou de Oxytome. Agora tome um ponto P sobre a curva & diferente
de D e por ele passe o plano g paralelo ao plano 7. A intersecdo entre o cone e o plano
B é a circunferéncia C,. A interse¢do de C, com as geratrizes AB e AC sdo os pontos
R e S respectivamente, onde o segmento RS é o didmetro de C,. A intersecdo entre a
curva & e C, sdo os pontos P e Q. Por simetria temos que os segmentos RS e PQ sdo
perpendiculares, cuja intersecdo é o ponto O.

Como RS é o diametro de C; (ver Figura [6a), temos que o tridangulo PRS inscrito
em C, é retangulo, e tem o segmento RS como hipotenusa e OP como altura relativa
a hipotenusa. Pelas relacdes métricas do tridngulo retangulo temos que OP é a média

proporcional entre RO e OS, isto é:

OP =RO-0S. 2.7)

Agora prolongaremos os segmentos ED e BC de modo que se encontrem no ponto |
(ver Figura [pb)). Dessa forma temos que os tridngulos REO e BE] sdo semelhantes pois
os angulos REO e BE] sdo opostos pelo o vértice e os angulos |BE e ERO sao alternos

internos (o mesmo ocorre com os dngulos EJB e ROE). Dessa semelhanga temos:

RO_B _ro-ECB (2.8)
EO EJ EJ

E facil ver que os triangulos DOS e DJC sio semelhantes (ver Figura , pois
compartilham o mesmo angulo ODS e suas bases sdo paralelas. Dai:
0S JC - OD-]C
0L L5522 9)
oD D JD
Substituindo as expressdes e em obtemos:

op* - EO-JB OD-JC
E] 7D

(2.10)



Figura 6 — A oxytome segundo Menaecmus

(a) Vista espacial

A

(b) Vista frontal

A

Fonte: Elaborada pelo autor
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Como EO = ED - OD a equagio (2.10) pode escrita na forma:
JB-JC-OD

EJ-JD
Perceba que na equacdo (2.11)) os segmentos ED, |B, JC, E] e |D tém sempre a mesma

OP = (ED - OD)- @.11)

medida independente da escolha do ponto P sobre &, enquanto que os segmentos OP
e OD variam de comprimento em fungdo da posigio do ponto P. Fazendo OP = y,

OD=x,ED=2a e E'IC = k, temos:

EJ-]D

y* = kx (22 — x). (2.12)

Podemos ainda deixar a equagdo (2.12) com uma aparéncia mais moderna, fazendo
b? 2b?

k= — e | = —, obtemos
a a

2 _ v,
y o =Ix— a—zx , (2.13)

onde a constante [ é chamada de latus rectum.

2.2.3 O sintoma da amblytome

Considere um cone circular reto apoiado sobre o plano 7 e que possui um angulo
obtuso no seu vértice A. Seja o segmento BC o diametro da circunferéncia C; da base do
cone. Tome o ponto D sobre a geratriz AC e por ele faca incidir o plano a perpendicular
a AC. Da interse¢do do cone com a obtemos uma curva H, que Menaecmus chamou
de Amblytome. Tome um ponto P sobre H diferente de D e por ele faca incidir o plano 3
paralelo ao plano 7. A intersecdo entre o cone e § é a circunferéncia C,. A interse¢do de
C, com as geratrizes AB e AC sdo os pontos R e S, respectivamente. Logo o segmento RS
é o diametro de C,. A intersecdo de H com C; sdo os pontos F e G e a intersecdo de H
com C; sdo os pontos P e Q. Chame de E o ponto médio dos pontos F e G. Por simetria
temos que os segmentos RS e PQ sdo perpendiculares e o ponto O ¢ a interse¢do desses
segmentos.

Sabendo que RS é o diametro de C, (ver Figura [7a)), temos que o tridngulo PRS
inscrito em C; é retangulo, onde RS e OP sdo a hipotenusa e altura relativa a hipotenusa,

respectivamente. Aplicando as relagdes métricas do tridngulo retangulo temos:

OP =RO-Os. (2.14)

Agora prolongaremos os segmentos AB e DE até que se intersectem no ponto I,
como podemos ver na Figura[7b] Como os segmentos RO e BE séo paralelos é facil ver

que os tridngulos IRO e IBE sdo semelhantes, assim:

RO_BE __rp5=10-BE (2.15)
10 EI EI

)
Il
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Figura 7 — A amblytome segundo Menaecmus

(a) Vista espacial

(b) Vista frontal

Fonte: Elaborada pelo autor
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De forma andloga temos que os tridngulos DOS e DEC também sdo semelhantes,
daf:

05 _EC_ gz OD-FC

— = . (2.16)
OD ED ED
Substituindo as expressdes (2.15) e (2.16) na equagao (2.14):
—> JO-BE OD-EC
op: = 10-BE OD-EC 2.17)
EI ED
Como IO = OD + DI, podemos escrever a equacdo (2.17) da seguinte forma:
OP = (OD + DI). P EC-OD. (2.18)
EF-ED

Note que na equacdo (2.18) os segmentos DI, BE, EC, EF e ED permanecem com a
mesma medida para todo ponto P pertence a H. Ja os segmentos OP e OD podem ter

comprimentos variados de acordo com a escolha do ponto P. Fazendo OP = y, OD = x,
BE-EC

DI =22 e ——— =k, temos:
EF-ED
y* = kx (2a + x), (2.19)
2 2 2
fazendo k = o) el= — onde [ é chamada de latus rectum, tem-se:
2 =] L 22
y =+ 5 (2.20)

2.3 Apoldnio de Perga, o Grande Gedmetra

Nascido em Perga na Panfilia que ficava ao sul da Asia Menor, Apolonio (262-190
a.C.) foi um dos matemdticos que mais se destacou em seu tempo produzindo traba-
lhos notédveis e muito avancados para sua época que influenciaram profundamente a
Matematica atual. O apelido de Grande Geometra, foi devido as diversas obras sobre
Geometria, que se caracterizavam pelo rigor matemdtico nos textos, estudo exaustivo
do tema abordado e ideais sofisticadas. Alguns o consideram como idealizador da
Geometria Analitica.

De todos os trabalhos de Apolonio, o mais conhecido certamente é sua obra As
Conicas, uma colegdo de oito livros, na qual ele faz um estudo profundo sobre o tema,
abrangendo todo o conhecimento que existia na época sobre as conicas e introduziu
novos resultados, o que tornou As Conicas o maior tratado sobre o assunto até entdo
produzido.

Neste trabalho nao falaremos sobre todo o contetido da obra As Coénicas, uma vez
que é bastante extenso e complexo para os nossos fins. Vamos apenas comentar algu-

mas inovag¢des implementadas por Apoldnio que usamos até hoje quando estudamos
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as se¢des cOnicas, a comecar pela mudanga dos nomes das curvas. Foi visto que Mena-
ecmus as chamava de Orthotome, Oxytome e Amblytome que eram obtidas de trés cones,
onde os angulos dos vértices eram respectivamente, reto, agudo e obtuso. Apolénio
passou a denominé-las nessa ordem de Parabola, Elipse e Hipérbole que sdo até hoje
utilizados. Apolonio ndo inventou esses nomes, na verdade ele aplicou no estudo
das conicas uma terminologia desenvolvida pelos pitagéricos que era empregada nas
aplicacdes de area da Geometria grega.

Uma aplicagdo de drea trata-se de um problema de constru¢do geométrica no qual
sdo dados um segmento de reta, um poligono de drea conhecida e um terceiro objeto
geométrico que, dependendo da aplicacdo, podia ser um angulo ou um paralelogramo

quaisquer. Os gregos trabalhavam com trés tipos de aplica¢des de areas, a saber:

Aplicacao parabélica: sejam AB um segmento, 0 um angulo e s a 4rea de um poligono
qualquer. Uma aplicacdo parabolica consiste em construir sobre o segmento AB

um paralelogramo ABCD que tem um angulo interno igual a 0, onde

Area(ABCD) =s.

Aplicacao eliptica: sejam AB um segmento, PQRS um paralelogramo e s a 4rea de
um poligono qualquer. Uma aplicac¢do eliptica consiste em construir sobre o
segmento AB um paralelogramo AEFD e um paralelogramo BEFC, com E entre
A e B, semelhante ao paralelogramo PQORS, onde

Area(AEFD) + Area(BEFC) = s.

Aplicacdo hiperbdlica: sejam AB um segmento, PORS um paralelogramo e s a drea de
um poligono qualquer. Uma aplica¢do hiperbdlica consiste em construir sobre o
prolongamento do segmento AB um paralelogramo AEFD e um paralelogramo
BEFC , com B entre A e E, semelhante ao paralelogramo PQRS, onde

Area(AEFD) — Area(BEFC) = s.

Figura 8 — Aplicacdes de areas

(a) Aplicagdo parabélica (b) Aplicagdo eliptica (c) Aplicagao hiperbdlica
/D / | /D /F/ C /D / C
A B A E B A B FE

Fonte: Elaborada pelo autor
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Os nomes destas aplicagdes se justificam pelo fato de que a palavra pardbola indica
igual, a palavra elipse que vem de ellipsis significa falta e a palavra hipérbole que vem
de hyperbola quer dizer excesso.

Com base nessas defini¢des, Apolonio observou que o sintoma da Orthotome dado
pela equagdo y* = Ix, podia ser interpretado como uma aplicagdo parabodlica de um
quadrado delado y em um retangulo delados!e x. A partir de entdo a Orthotome passou
a ser chamada de parébola. Ja o sintoma da Oxytome dado pela equacdo y? = Ix — z—zxz,
podia ser considerado uma aplicagdo eliptica (ou com falta) de um quadrado de lado

y em um retangulo de lados [ e x, pois y* < Ix. Daf a mudanga do nome Oxytome para
2

elipse. Analogamente, o sintoma do Amblytome dado pelo equagdo y* = lx+ a—zxz, podia
ser visto como uma aplicagdo hiperboélica (ou com excesso) de um quadrado de lado y
em um retangulo de lados [ e x, uma vez que y* > Ix. Entdo temos o nome hipérbole.
Outra mudanca implementada por Apolonio foi na forma de como obter as conicas,
sem a necessidade de trés cones distintos como foi inicialmente idealizada por Mena-
ecmus. Apoldnio mostrou que as trés curvas podiam ser obtidas de um tnico cone,
reto ou obliquo, para isto basta variar o angulo do plano de corte em relacdo a uma das
diretriz, o qual Menaecmus “obrigou” que fosse reto. Além disso, Apolonio utilizou
um cone mais sofisticado, chamado cone duplo ou cone de duas folhas, com isso a
hipérbole passou a ter dois ramos que é a forma como a conhecemos hoje. Apolonio

definiu o cone duplo da seguinte forma:

Definicdo 2.2 (Apoldnio). Sefizermos uma reta, de comprimento indefinido e passando sempre
por um ponto fixo, mover-se ao longo da circunferéncia de um circulo que ndo estd num mesmo
plano com o ponto de modo a passar sucessivamente por cada um dos pontos dessa circunferéncia,

a reta moével descreverd a superficie de um cone duplo.

A partir do cone duplo, as conicas também ganharam uma nova definicdo: se o
plano é paralelo a uma das geratrizes, obtemos uma parabola (ver Figura [9a)); se o
plano corta todas as geratrizes sobre uma mesma folha do cone, obtemos uma elipse
(ver Figura9b)); e se o plano corta as duas folhas do cone, obtemos uma hipérbole (ver
Figura [9c).

Vale lembrar que a circunferéncia é um caso particular de elipse, que é obtida
quando 0 plano corta um cone circular reto paralelamente a sua base. No entanto,
neste trabalho ndo daremos énfase a circunferéncia, focaremos nosso estudo apenas
nas trés conicas: elipse , parabola e hipérbole.

No anexo A, disponibilizamos moldes para a confec¢do de cones de papel, onde
cada cone contém um corte que gera uma conica. A ideia é facilitar o entendimento do
conceito de conica, principalmente quando de trata de alunos do Ensino Médio que,
na maioria das vezes, sdo instruidos a enxergarem as cOnicas apenas do ponto de vista

do plano, desvinculando-as de sua verdadeira esséncia que é o espago tridimensional.
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Figura 9 — As se¢0es cOnicas

(a) Pardbola

(b) Elipse

(c) Hipérbole

/\'

Fonte: Elaborada pelo autor
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2.4 Philippe de La Hire e a propriedade bifocal

Em sua obra As Conicas, Apoldnio foi o primeiro a escrever sobre uma propriedade
particular das conicas que estava relacionada com o que chamou de "os pontos origi-
nados pela aplicagdo". Esses pontos, mais tarde, foram chamados de focos por Kepler,
que os utilizou para descrever as Orbitas planetarias. Essa caracteristica das conicas
é chamada de propriedade bifocal. Apesar da importancia, Apolénio ndo deu muita
énfase sobre o assunto em sua obra.

Depois de Apolodnio, muitos matemaéticos escreveram sobre a propriedade bifocal
das conicas, propondo aplicagdes praticas principalmente no campo da Optica. Porém
o estudo da propriedade bifocal tornou-se relevante quando passaram a utiliza-la na
caracterizagdo das conicas. Nesse estudo se destacou o matemaético francés Philippe
de La Hire (1640-1718) que escreveu trés obras dedicadas as conicas. No seu trabalho,
Philippe obtém um grande nimero de proposicdes a partir dessa caracterizacdo bifocal,
tratando as conicas sobretudo no plano, fato que o levou a chamaé-las de planiconicas.
A obra de Philippe é de tal importancia que influencia até hoje o ensino das conicas na
escola, principalmente no Brasil.

A partir de agora, definiremos as conicas com base na propriedade bifocal, de forma

similar a caracterizagdo feita por Philippe em seu trabalho.

Definicdo 2.3. Dados dois pontos F; e F, e um niimero r maior do que a distdncia entre Fy e
F,, o conjunto de pontos P do plano cuja soma das distdncias a Fy e F, é iqual a r é chamado

elipse com focos Fy e F; e eixo focal de medida r.

Definicdo 2.4. Dados dois pontos F, e F, e um niimero r menor do que a distdncia entre Fy e
F,, o conjunto de pontos P do plano para os quais o médulo da diferenga de suas distincias a F;

e F, é igual a r é chamado hipérbole com focos Fy e F, e eixo focal de medida r.

Definicado 2.5. Dados um ponto F e uma reta L, chama-se pardbola com foco F e diretriz L, o
conjunto de pontos P do plano cuja distdncia a F é igual a distdncia de P a L.

2.5 As cOnicas e as esferas de Dandelin-Quetelet

Em 1822, dois matematicos belgas, Germinal Dandelin (1794-1847) e Adolphe Que-
telet (1796-1874), utilizaram a propriedade bifocal para demonstrar que a curva obtida

entre um cone e um plano secante ao cone é uma c()nica, CcOmo veremos a seguir.

2.5.1 A elipse e as esferas de Dandelin-Quetelet

Para simplificar a demonstracdo consideremos apenas a folha inferior de um cone
duplo circular reto. Sejam « um plano que intersecta todas as geratrizes do cone

e &1 e & duas esferas inscritas no cone, tangentes ao plano a e que pertencem ao
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semiespaco abaixo e acima de a, respectivamente (ver Figura [I0). Sejam F; e F, os
pontos de tangéncia das esferas &; e & com o plano a, respectivamente. Sejam C; e C
as circunferéncia formadas pelas interse¢des de &, e & com o cone, respectivamente.
Vamos escolher um ponto P qualquer pertencente a curva formada pela intersecdo do
cone com o plano a. Seja r a reta que passa pelo vértice V e por P, cuja intersecdo
com &; e &, sdo os pontos R; e R,, respectivamente. Assim os segmentos PR; e
PF; sdo tangentes a esfera & e tem o ponto P comum, logo tém mesma medida.

Analogamente, os segmentos PR, e PF, possuem mesmo comprimento. Dessa forma,

PF; + PF, = PRy + PR, = RyR,. Pela forma como foi construido, o segmento R;R,
tem medida constante para qualquer posi¢do do ponto P sobre a curva. Portanto, pela
Defini¢ao a curva obtida da se¢do do cone pelo plano a é uma elipse com focos F;
e F, e eixo focal de medida RiR,.

Figura 10 — Elipse: demonstragdo de Dandelin e Quetelet

Fonte: Elaborada pelo autor

2.5.2 A hipérbole e as esferas de Dandelin-Quetelet

Para tornar a demonstragdo mais simples consideremos um cone duplo circular
reto. Sejam a um plano que secciona as duas folhas do cone, &, a esfera inscrita na
folha superior e tangente ao plano a e &, a esfera inscrita na folha inferior e tangente
a a (ver Figura [I1). Sejam C; e C, as circunferéncias obtidas pela intersegdo entre o
cone e as esferas &; e &,, respectivamente. Sejam F; e F, os pontos de tangéncia do
plano a com &; e &, respectivamente. Tome um ponto P qualquer da curva formada
pela intersecdo do cone com a. Seja r a reta que passa pelo vértice V e por P, cuja
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intersecdo com C; e C; sdo os pontos R; e R, respectivamente. Como os pontos R
e F; pertencem a &;, os segmentos PR; e PF; sdo tangentes a esfera &; e tém o ponto
P partilhado, logo tém medidas iguais. O mesmo vale para os segmentos PR, e PF,.

Assim, PF, — PF; = PR, — PR; = RiR; = VR; + VR;, que é constante quaisquer que
sejam as posigdes de R; e R; sobre as circunferéncias. Portanto, pela Defini¢do 2.4} a
curva gerada é uma hipérbole com focos F; e F; e eixo focal de medida R;R,.

Figura 11 — Hipérbole: demonstracdo de Dandelin e Quetelet

Fonte: Elaborada pelo autor

2.5.3 A pardbola e a esfera de Dandelin-Quetelet

Para facilitar a demonstragdo, consideremos apenas a folha inferior de um cone
duplo circular reto e sobre ela uma geratriz ¢ qualquer. Vamos incidir pelo cone um
plano a, paralelo a geratriz g (ver Figura [I2). Sobre a curva obtida da intersecao de
a com o cone, tomaremos um ponto P qualquer e por ele incidiremos um plano f
perpendicular ao eixo do Coneﬁ Sejam C, a circunferéncia que resulta da intersecao
entre o cone e o plano f e r a reta obtida da interse¢do dos planos a e f. Seja m um
plano tangente ao cone que contém a geratriz g. A intersecdo entre os planos f e 7

é a reta s, que intersecta a circunferéncia C, no ponto M e é perpendicular a reta que

> Reta que passa pelo vértice do cone e pelo centro de uma esfera qualquer inscrita no cone.
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contém o segmento VM e ao segmento MN (didmetro de C;). Assim, pela forma como
foram obtidas, as retas r e s sdo paralelas. Seja & a esfera inscrita no cone e tangente
ao plano a. Chamemos de F o ponto de tangéncia da esfera & com o plano « e seja
C1 a circunferéncia resultante da intersecdo de & com o cone. Considere ainda o plano
y paralelo ao plano 8 e que contém C;. A intersecdo entre os planos o e y é a reta t,
paralela a reta r.

Seja 1 uma reta pertencente ao plano a que passa pelo ponto Q e é perpendicular as
retas r e t. A intersecdo entre as retas u e t € o ponto Q. Seja w outra reta pertencente
ao plano a, paralela a reta u e que passa pelo ponto F. As intersecdes entre as retas
w e t e entre as retas w e r sdo os pontos S e O, respectivamente. Assim temos que
PQ = OS. A geratriz g e a reta w sdo paralelas, pois pertencem a planos paralelos e
sdo perpendiculares as paralelas 7 e s, respectivamente. Dai, OS = JM. Tragando o
segmento PV, este intersecta a circunferéncia C; no ponto R. Dessa forma, obtemos
as seguintes igualdades: JM = PR (segmentos de geratrizes entre planos paralelos e
ortogonais ao eixo do cone) e PR = PF (segmentos tangentes a esfera & pelo ponto P).
Logo, PQ = OS = JM = PR = PF. Portanto, pela Definigdo a curva é uma parabola
com F e diretriz t.

Figura 12 — Pardbola: demonstracdo de Dandelin e Quetelet

Fonte: Elaborada pelo autor



3 EQUACOES DAS CONICAS

A Geometria Analitica é uma ferramenta matematica muito eficiente no estudo
de determinadas curvas planas, pois nos permite representar uma curva através de
uma equacdo que caracteriza as coordenadas dos seus pontos. Usando Algebra, pode-
mos manipular essa equacdo e obter resultados que determinam as propriedades da
curva que arduamente seriam encontrados pela Geometria Euclidiana Plana, que ficou
conhecida por Geometria Sintética em alusdo a Geometria Analitica.

As conicas sdo exemplos de curvas planas que possuem equagdes que as caracteri-
zam. Na verdade, acredita-se que foram as conicas que motivaram o desenvolvimento
da Geometria Analitica. Apoldnio em sua obra As Conicas, utiliza alguns conceitos
geométricos similares aos usados na Geometria Analitica, como por exemplo a ideia
de coordenadas de um ponto. Inclusive o termo ordenada é devido a Apolonio.

Inspirado pela As conicas de Apolonio, Pierre de Fermat (1601-1665), publicou em
1636 sua obra Ad locos planos et solidos isagoge, na qual utiliza um sistema de coorde-
nadas no plano, equivalente ao de René Descartes (1596-1650) que é considerado o
criador da Geometria Analitica. Fermat aplicou a linguagem algébrica combinada com
as propriedades que definem as cOnicas e obteve suas equagdes algébricas em duas
varidveis, cuja andlise, lhe rederam diversas descobertas relativas as propriedades e

aplica¢des dessas curvas.

3.1 Alguns conceitos fundamentais de Geometria Analitica

Antes de iniciarmos o estudo das equag¢des das cOnicas, é necessario apresentar
alguns conceitos fundamentais da Geometria Analitica. Como o nosso foco sdo as
cOnicas, que por si soja é um tema bastante amplo, ndo abordaremos todos os conceitos
que envolvem o estudo de Geometria Analitica e, mesmo aqueles que abordaremos
serdo tratados de forma superficial. Vamos falar somente daquelas ideias que sdo
indispenséveis para a dedugdo das equacdes das conicas. Da mesma forma que fizemos
no capitulo 2| admitiremos que o leitor tenha familiaridade com os conhecimentos
bésicos de Geometria Euclidiana Plana e Espacial, que serviram de base para definir os

conceitos geométricos que utilizaremos neste capitulo.

3.1.1 A reta dos niimeros reais

No estudo de qualquer geometria euclidiana é fundamental representar o conjunto
dos ntimeros reais (indicado por IR) por pontos de uma reta. Para isso escolheremos
um ponto O da reta, chamado origem, o qual faz-se corresponder o nimero 0 (zero).

Seja A um ponto sobre a reta e faremos o segmento OA, de comprimento arbitrério, a
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unidade de comprimento. Por convencgdo, representaremos 0s nimeros reais positivos
por pontos a direita de O e os nimeros reais negativos, por pontos a esquerda de O. A

reta que possui essas caracteristicas é chamada de reta real ou eixo real.

Definicado 3.1. O niimero real x que corresponde ao ponto X pertencente a reta real é denominado
a coordenada do ponto X.

3.1.2 Valor absoluto e distdncia entre pontos da reta
Definicdo 3.2. Se x é um nimero real, o modulo de x (ou valor absoluto de x) é o niimero |x|
definido por

x sex>0

x| =
—x sex <0.

Decorrem imediatamente da Defini¢do as seguintes propriedades:

x| =0,
x| =0 x =0,
x| =1 = xl.
Se P é um ponto da reta real correspondente ao ntimero x, o médulo de x pode ser
interpretado como sendo a distancia do ponto P a origem O, que é indicada por d(O, P).

Dessa forma tem-se:
x| = d(O, P) = OP.

Vamos enunciar duas proposic¢des sobre valor absoluto que serdo importantes para
o nosso estudo, porém suas demonstra¢des serdo omitidas (ou como preferem alguns

autores, deixaremos a demonstracdo como exercicio para o leitor).

Proposicao 3.1. Quaisquer que sejam os niimeros reais a, b e x, tem-se

1. |abl = la |bl,
2. la+0| < lal + 0],

3. x| <ae —a<x<a,

4. x| = V2.

Proposicdo 3.2. Se x e y sdo as coordenadas dos pontos X e Y pertencentes a reta real,

respectivamente, entdo
d(X,Y) = |x -yl
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3.1.3 Sistema de coordenadas cartesianas

Consideremos um plano definido pelo par de retas perpendiculares x e y que cha-
maremos de eixo x e eixo y respectivamente. Estas retas se intersetam no ponto O
que é a origem comum delas. Tomemos como a unidade de comprimento o segmento
OA; igual a OA;, conforme a Figura Seja P um ponto qualquer do plano e por ele
tracaremos duas retas: a reta x’ paralela a x e a reta y’ paralela a y. Dessa forma as retas
x" e Y’ intersetam as retas y e x nos pontos P, e P, respectivamente. Seja x 0 nimero real
correspondente ao ponto P, e ¥ o nimero real correspondente a P,. Afirmamos que o
par de ntimeros x e y determinam o ponto P no plano. De fato, dados x e y podemos
determinar os pontos P, e P, e por eles tragar as paralelas x’ e y’ cuja intersegdo é o ponto
P. Os ntmeros x e y constituem as coordenadas cartesianas do ponto P em relagdo a um
sistema de eixos ortogonais xOy, onde x é chamado de abscissa ou primeira coordenada
de P e y é chamado de ordenada ou segunda coordenada de P. Para representar o ponto P

nas coordenadas cartesianas usamos a notagdo

P(x, y).

Figura 13 — Coordenadas cartesianas

(a) Simplificada (b) Detalhada
'y & :
Yy y y
e e P(:E’ y) Py P
; -
I
I
I
| A2 p 1
I
I
I > 1 5
0 z o A P, x

Fonte: Elaborada pelo autor

Note que através da construgdo que fizemos, podemos representar qualquer ponto
do plano por meio de um par de nimeros reais e da mesma forma podemos fazer o
inverso. Portanto existe uma correspondéncia biunivoca entre os pontos do plano e

conjunto de pares ordenados (x, y), com x,y € R.
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3.1.4 Distdncia entre pontos do plano

Sejam P(x1, y1) e Q(xy, y2) dois pontos do plano dados pelas suas coordenadas em
relagdo a um sistema de eixos ortogonais xOy. Tome o ponto R cuja abscissa é mesma
do ponto P e cuja ordenada é igual a de Q, ou seja, R(x1, i2). A partir desses trés pontos,
construiremos o tridngulo PQR que é retangulo, j4 que o angulo PRQ é reto. Podemos
escrever as medidas dos catetos desse tridangulo em fungao das coordenadas dos pontos
dados. Assim PR = ly1 — 1ol e @ = |x1 — x2|. Pelo teorema de Pitdgoras, temos que a

medida da hipotenusa é dada por

PQ = \/(xl —x2)* + (1 — y2)*
Este ntimero é chamado distincia de P(x1, 1) a Q(x2, ¥2) e denotado por d(P, Q). Logo,

por definicdo,

A(P,Q) = (1 = 1P + (y1 — )2 (3.1)

Figura 14 — Distancia entre pontos do plano

ylh

16

2 &

.
He— — — — —

s 4

Fonte: Elaborada pelo autor

3.1.5 Translacgdio dos eixos coordenados

Considere o sistema de coordenadas xOy (visto na se¢éo [3.1.3), um ponto O do
plano e o sistema de coordenadas ¥O7 cujos eixos Ox e O sdo paralelos aos eixos Ox

e Oy e possuem o mesmo sentido desses eixos, respectivamente (ver Figura [15). Se P
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é um ponto do plano, podemos expressa-lo de duas maneiras conforme o sistema de
coordenadas escolhido. Dessa forma, se (x, y) sdo as coordenadas de P em relacdo ao
sistema xOy e (%, i) sdo as coordenadas de P em relacdo ao sistema xO7, temos

X=X+X, = X=x-1X, (3.2)
Yy=y+tYo =YY=y~ Yo, (3.3)

onde ¥, e ¥, sdo as coordenadas de O em relagdo ao sistema xOy. As equacdes (3.2)
e (3.3) possibilitam que as coordenadas de um ponto P dadas por um dos sistemas
sejam mudadas para as coordenadas do outro sistema. Dizemos que o sistema de

coordenadas ¥O7 é uma translagdo do sistema xOy.

Figura 15 — Translacdo de eixos

YA U4
PP = == = [ e - P
) |
|
|
I
|
|
|
|
3y - - — >
Y (9] :r-':' T
|
|
| |
o) z, x T

Fonte: Elaborada pelo autor

3.2 Asequacdes da elipse

De acordo com a Definicao uma elipse & com focos F; e F; e eixo focal de medida
r,com 0 < d(F;, F;) < r, é o conjunto dos pontos P do plano tais que d(P, F1) +d(P, F,) =1,
isto é,

&={P; d(P,Fy) +d(P,Fy) = r}.
Para fins harmonicos, faremos r = 2a e d(Fy,F;) = 2c,coma, c € Re 0 < ¢ < a. Assim

a elipse fica definida como sendo o conjunto

& = {P; d(P,F)) + d(P, F,) = 2a}. (3.4)
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Antes de estudarmos as equagdes da elipse, é importante sabermos que essa curva
possui elementos especiais que as determinam e nos fornecem todas as informagdes
necessdrias para estudé-la. Sao eles:

(E1) Os pontos F; e F, sdo os focos da elipse.
(E2) A retal que passa pelos focos é a reta focal.

(E3) A intersecdo da elipse com [ sdo os pontos A; e A, chamados vértices da elipse sobre
a reta focal.

(E4) O segmento A1A; é o eixo focal e tem comprimento 2a.

(E5) O centro C da elipse é o ponto médio do eixo focal A;A,. A medida a é a distancia

do centro aos vértices sobre a reta focal.
(E6) A reta ndo focal é a reta I’ que passa por C e é perpendicular a reta focal.

(E7) A intersecdo da elipse com a reta ndo focal sdo os pontos B, e By, chamados vétices
da elipse sobre a reta nio focal.

(E8) O segmento B;B; é o eixo ndo focal da elipse e tem comprimento 2b, com b? = a?—c>.

A medida b é distancia do centro aos vértices sobre a reta ndo focal.

, c . . o iAo
(E9) O ntimero e = - é a excentricidade da elipse, onde c é a distdncia do centro aos
a
focos. Na elipse tem-se 0 < e < 1.

Vamos mostrar a veracidade dos itens (E3) e (E7). Comegaremos por (E3). Seja A
um ponto, tal que A € EN, e suponha que A € FF,, entdo

2c = d(Fl,Fz) = d(A,Fl) + d(A,Fz) =2a
0 que contraria a Defini¢do[2.3} pois ¢ < a.
Figura 16 — Vértices sobre a reta focal

a . (1

A 1 _li 1] c }:1-2

- :D* L ]
(%]

Fonte: Elaborada pelo autor

Seja A1 € EN(I—-F1F,) tal que F; estd entre A; e F, (ver Figura. Seja x = d(A1, F1).
Como A; € &, temos

2a =d(Ay,F1)+d(A;,F)) =x+2c+x=2x+2c = x=a—c.
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Analogamente, o ponto A, € EN (I — F1F,) dista a — ¢ do foco F,. Logo a intersegdo
da elipse com I sdo os pontos A;, que esta a esquerda de Fj, e A, que estd a direita de
F».

Agora provaremos (E7). Por defini¢do a reta I’ é a mediatriz do segmento F,F, (ver

Figura[I7). Assim um ponto B € I’ N & se, e somente se,
d(B/ Fl) = d(B/ FZ) =a.

Portanto, pelo teorema de Pitdgoras, temos que a intersegdo entre I’ e & sdo dois pontos,
B; e By, que distam b = Va? — ¢? do centro C da elipse.

Figura 17 — Vértices sobre a reta ndo focal

IFI

Fonte: Elaborada pelo autor

3.2.1 Elipse com centro na origem

A partir da Definicdo obteremos a equagdo da elipse & em relagdo a um sistema
de coordenadas cartesianas xOy, onde o centro da elipse estd na origem. Suponha que
reta focal da elipse coincide com o eixo Ox. Nesse caso, os focos e vértices da elipse

tém as seguintes coordenadas:

Fl(—C, 0), Al(—a, 0), Bl(O, —b),
Fz(C, 0), Az(ll, 0), Bz(o, b),

comO<c<aeb= Va? - 2.
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Agora aplicando a férmula (3.1) na equacéo (3.4), temos:

P(x,y) € & & d(P,F;) + d(P,F,) = 2a

= \Jx+)2+ 12+ (J(x—c)2+1y2=2a (3.5)
& (Jx+o)2+y2=2a— J(x—c)? + 12 (3.6)
= (x+o)f + 1y =4a> —da[(x — )2 + 2 + (x — )* + 1 (3.7)
¥ +2xc+F+yF =4a® —da(x —c)* + y2 + x* = 2xc + ¢ +

& dxc = 4a” — 4a \[(x — ¢)? + 12

S aP—cx=a,/(x—c+12 (3.8)

= (@* —cx)* = az((x -’ + yz) (3.9)

& a* - 2acx + Ax* = a*(x* = 2xc + * + P)

= (@® - x> + azyz = a*(a® - ?)

= b*x* + ay* = a?b?

2y

— a—z + ﬁ = 1, (310)

com b* = a* - c* > 0.
Observe que em (3.6) tem-se que 22 — +/(x — c)> + y> > 0. De fato, pela Proposicao

B.TJe sabendo que 0 < ¢ < 4, temos:

2 2 2
%Sz_z+%:1:>yng2:>yz—b2ﬁo

=>~(x+c)2+y2:x2+20x+c2+y2<az+2az+az—b2+y2<4a2

= J(x =)+ 12 <20 = 21— [(x—c)2+y2 >0.

Logo, (3.7) implica (3.6).
Note também que em tem-se que a* + cx > 0. De fato,

2 2 2

x _x ¥y 2 2

— — 4 —=1=x <a :>|X|Sa:>_aSXSa
2 a2 b2

— - <dP-a<id+xe=a—-cx>0.

Assim, (3.9) implica (3.8). Portanto, as equagdes e (3.10) sdo equivalentes. A

equagao

X2y
Rl (3.11)

é chamada forma canénicaﬂ da elipse com centro na origem e reta focal coincidente
com o eixo Ox (ver Figura|[18a)).

1

Em matematica, a forma candnica é uma forma simples de apresentar algum objeto matematico.



Figura 18 — Elipses com centros na Origem

(a) e reta focal coincidente ao eixo Ox

‘yll
B(0,b)

B]_ [:ﬂ.. —E)}

(b) e reta focal coincidente ao eixo Oy
Yy r'y
Ar_)( ., U)

By(0, —b)

}11("(1, U:]

Fonte: Elaborada pelo autor
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No caso da elipse com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo Oy (ver

Figura[I8b), temos:
Fl (O/ _C)/ Al(oi _a)/ Bl(_b/ O)/
F2(0/ C)/ A2(0/ (Z), BZ(bI 0)/

comO<c<aeb= Va? -2

De forma similar ao caso anterior, obtemos a seguinte equagao:

2 (3.12)

3.2.2 Elipse com centro no ponto O(x,, y,)

Seja xOy um sistema de coordenadas obtido pela translagdo a origem O do sistema
xOy para a nova origem O(x,, ,), conforme foi explicado na se¢ao[3.1.5, Como no caso
anterior, consideremos uma elipse & com centro na origem O e reta focal coincidente
com o eixo Ox. Sabemos pela se¢do[3.11] que um ponto P(%, i) dado em coordenadas

do sistema ¥Oj pertence a elipse se, e somente se, satisfaz a equagio:

322 yZ
) + o= 1.
a> b

As equagdes (3.2) e (3.3), nos permitem representar o ponto P(¥, i/) nas coordenadas
do sistema xOy. Assim,

2 =2
'7+y
a

=i

=% | (y—v)
7o 1l = = + - 1.
Portanto, a equacdo da elipse & com centro no ponto (x,, y,) e eixo focal paralelo ao eixo

Ox é:

(x—x)2?  (Y—¥) _
2 T L (3.13)

Os elementos dessa elipse (ver Figura sdo:

e focos: Fi(x, — ¢, 1) e Fa(x, + ¢, ¥,);

e retafocal: [:y = y,;

e reta ndo focal: I' : x = x,;

e vértices focais: A;(x, —a, y,) e Ax(x, + a, Yo);

e vértices ndo focais: B1(x,, Y, — b) e Ba(xo, Yo + b).

No caso da elipse com centro no ponto O(x,,1,) e reta focal paralela ao eixo Oy,
procederemos de forma andloga ao caso anterior. Assim obtemos a seguinte equagao:



Figura 19 - Elipses com centros no ponto O(x,, ¥,)

(a) e reta focal paralela ao eixo Ox

'ylh

Yo+ be-

(!_;JL
B,

Ay
y!’) :%
I
[
[
I | [
Yo— b A= —=1— — — === | |
[ [ | [
| ! | |
ol s © Zs O T
[ | T |5
S S
(b) e reta focal paralela ao eixo Oy
1 4
Yo T+ a9
Yo+ €9
Yo T
Yo — C9
Yo — Y
O L

Fonte: Elaborada pelo autor
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(x—x)?  (Y—y) _
R . (3.14)

Os elementos dessa elipse (ver Figura sdo:
e focos: Fi(x,, Yo — ¢) e Fa(x,, Yo +C);

e reta focal: [: x = x,;

e reta ndo focal: I : y = y,;

e vértices focais: A1(x,, Yo — a) e Aa(xo, Yo + a);

e vértices ndo focais: B1(x, — b, y,) € Ba(x, + b, 1,).

3.3 Asequacoes da hipérbole

Pela Definicdo uma hipérbole H com focos F; e F; e eixo focal de medida r,
com 0 < r < d(Fy, F), é o conjunto dos pontos P do plano tais que |d(P, F1) —d(P, F»)| =1,
isto é,

H = P; [d(P,F1) - d(P,Fy)| = 7}.
Fazendor =2aed(F,,F;) =2c,com0 < a < ¢, tem-se
H = {P; [d(P,F1) — d(P, Fy)| = 2a. (3.15)

Para facilitar o nosso estudo, apresentaremos os elementos da hipérbole:

(H1) Os pontos F; e F, sdo os focos da hipérbole.
(H2) A reta ! que contém os focos é a reta focal.

(H3) A intersecdo da hipérbole com a reta focal I sdo dois pontos, A; e A,, chamados
vértices da hipérbole.

(H4) O segmento A;A; é chamado eixo focal da hipérbole e seu comprimento é 2a.

(H5) O ponto médio C do eixo focal A;A; é o centro da hipérbole, onde a é a distancia

do centro aos seus vértices.
(H6) Aretal’ que passapor Ce éperpendicular areta focal é a reta ndo focal da hipérbole.

(H?7) O segmento B;B,, perpendicular ao eixo focal que tem C ponto médio e compri-
mento 2b, com b? = ¢? — a?, é chamado eixo nio focal da hipérbole, e os pontos B; e
B, sdo os vértices imagindrios da hipérbole.

c . o o A
(H8) O ntamero e = - é a excentricidade da hipérbole, onde c é a distancia do centro aos

a
focos. Na hipérbole tem-se que e > 1, pois ¢ > a.



48

(H9) O retangulo de base da hipérbole H é o retangulo que tem A;, Ay, By e B, como
pontos médios de seus lados.

(H10) As retas que contém as diagonais do retangulo de base sdo as retas assz’ntotaﬂ da
hipérbole.

E fécil ver que as assintotas da hipérbole se intersectam em C (ver Figura[20) e que
a distancia de C a qualquer vértice do retangulo de base da hipérbole é igual a c. Além
disso, se @ ¢ amedida do dngulo entre a reta focal e a assintota s e § = 180°—a é o angulo

entre a reta focal e a assintota s’, temos que os coeficientes angulares das assintotas em

b b .
relagdo a reta focal sdo tana = — etanf = — respectivamente.
a

Figura 20 — Elementos da hipérbole

E"
S'f B 5
c b C
3
noAY : A B |
c—a a a c—a
'
C e
b
By

Fonte: Elaborada pelo autor

Existem alguns tipos de hipérboles que recebem nomes especiais. Uma hipérbole é
chamada equilétera, se os comprimentos dos eixos focal e ndo focal sdo iguais, isto é,
a=bh.

Duas hipérboles sdo ditas conjugadas se o eixo focal de cada uma é o eixo ndo focal
da outra. Portanto, duas hipérboles conjugadas tém em comum as assintotas, o centro,
o retangulo de base e a distancia do centro aos focos.

2 uma reta é uma assintota de uma curva quando um ponto ao mover-se ao longo da parte extrema da

curva se aproxima dessa reta
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3.3.1 Hipérbole com centro na origem

A partir da Definigao[2.4} obteremos a equagao da hipérbole em relacdo a um sistema
de coordenadas cartesianas xOy, cujo centro da hipérbole esta na origem. Suponha
inicialmente que a reta focal coincide com o eixo Ox. Neste caso, temos:

Fl(—C, 0)/ Al(_a/ 0)/ Bl(or _b)/
FZ(C/ O)/ Az(ﬂ, 0)/ BZ(O/ b)/

com(0<a<ceb= Vc*-a%
Aplicando a férmula (3.1) e a Proposi¢do|3.1/na equagdo (3.15)), obtemos:

P(x,y) € H < |d(P,F1) — d(P, F,)| = 2a
= ‘\/(x+c)2+y2— \/(x—c)2+y2

=2a

2

(:)(\/(x+c)2+y2— \/(x—c)2+y2) = 44?

(E)(x+c)2+]/2—2\/(x+c)2+y2\/(x—c)2+yz+(x—c)2+y2:4a2

<=>Zx2+2y2+202—4a2:2\/(x+c)2+y2\/(x—c)2+y2

= P+ +cF -2 = ((x +0)? + yz)((x —c)* + yz).

Para melhor entendimento dos calculos, faremos M = (> + 1> + 2 — 222 e M =

((x +0)* + yz)((x -+ yz) e desenvolver cada termo separadamente. Comegando por

M, temos:

M= (> + Y2+ c* — 2a%)?
=(*+ yz +c? = 2a%) (% + y2 +c* —24%)
= x* + % + A = 2077 + PP + vt + Ay - 2088 + 0 + A+
— 20 - 2x%a* — 2y*a® — 2c%a* + 4a*

=xt+yt + ¢+ dat + 227 + 2037 + 297 - 4xPa® — 4yta® — Actat. (3.16)
Desenvolvendo M, obtemos:

M= ((x +c)? + y2)<(x —c) + yz)
=(*+2xc+c2+ yz)(x2 —2xc+c + yz)
= x* = 2cx° + %% + P + 2x°c — 4xP? + 2xc + 2xey? + x7c — 2xc
+ct+ yPF + Py - 2yt + Ay +

=xt+yt + = 2077 + 20 + 217 (3.17)
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Figura 21 — Hipérboles com centros na Origem

(a) e reta focal coincidente ao eixo Ox

YA

Bs(b, 0)

1(—a,0) As(a,0)

—
By

By(—b,0)

(b) e reta focal coincidente ao eixo Oy

Y4
1F2(c,0)
As(a, 0)
Bi(~b,0)] JBa(b,0) .
O HH
14,(~a,0)

Fonte: Elaborada pelo autor
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Igualando as equacdes (3.16) e (3.17)), obtemos:
4a* + 2x°C* — 4x*a® — dyPa® — Ac*a® = —2x°C°
= 4 — 4x*a* - 4yPa® = Ac*a® - 4a*
— 22 — 2 — 2 = P - o
— xZ(CZ _a2) _ y2a2 — HZ(CZ _ a2)
— 2B — P = P
2P
— [,‘l_2 — ﬁ =1.

Portanto, a equacao da hipérbole H com centro na origem e reta focal coincidente com

o0 eixo Ox é
2 2
st 3.18
a> b (3.18)
. b b
que tem como assintotas as retas y = Jxou bx—ay=0ey= ——xou bx +ay = 0 (ver
Figura21a)).

Agora considere uma hipérbole com centro na origem e reta focal coincidente com

o eixo Oy. Neste caso, os vértices e focos da hipérbole tém as seguintes coordenadas:

Fl(O, —C), Al(O, —El), Bl(—b, 0),
Fz(o, C), Az(O,a), Bz(b, 0),

comO<a<ceb= Ve —a2.

A partir dai, seguindo o mesmo procedimento realizado no caso anterior, obtemos
a equagao:

y_x
a2 p 1 (3.19)

que representa uma hipérbole H que tem centro na origem, reta focal coincidente com

o eixo Oy e as retas x = Jyex=-——y sdo as assintotas (ver Figura [21b).

3.3.2 Hipérbole com centro no ponto O(x,, )

Consideremos sistema de coordenadas ¥Oy obtido através de uma translagdo da
origem O do sistema xOy para a nova origem O(x,,,). Seja uma hipérbole H cujo
centro estd na origem O e reta focal coincidente com o eixo Ox. Logo, pela segdo[3.3.1]
essa hipérbole tem a seguinte equagao:

22 2
Xy

No entanto, ja vimos que um ponto P(X, ij) representado pelas coordenadas do

sistema xOy, também pode ser escrito nas coordenadas do sistema xOy. Para isso,

basta aplicar as equagdes (3.2) e (3.3) na expressdo (3.20), que assume a seguinte forma:



Figura 22 - Hipérboles com centros no ponto O(x,, Y,)

\yn

(a) e reta focal paralela ao eixo Ox
!_J F 3

(:'L-ri! Yo 7k b)
4] B
i g e
m | 4
|
|
|
(:rm Yo — b) |
|
/] s po »
— L3
2 3
g <
+ o+
L il

(b) e reta focal paralela ao eixo Oy

b

_______ , F5

wisl

(xm Yo — a}'

(Im Yo— C

x
// o) (o — b, Yo) Lo (zo + b, yo) x

Fonte: Elaborada pelo autor
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(3.21)

Essa é a equagdo da hipérbole H com centro no ponto (x,, i,) e eixo focal paralelo ao

eixo Ox. Além disso temos:
e focos: F1(x, — ¢, Y,) € Fa(x, + ¢, Yo);
e retafocal: [:y =y,;
e reta ndo focal: I : x = x,;
e vértices focais: Aj(x, —a,Y,) e Ay = (X, +4,1);

e vértices imagindrios: Bi(x,, Y, — b) € B1(x,, ¥, + b);

) b b
e assintotas: y — y, = E(x — X)) ey =Y, = —E(x - X,).

Procedendo como na caso anterior, obtemos a equagdo da hipérbole com centro no

ponto (x,, y,) e reta focal paralela ao eixo Oy:

Y=y  (r=x) _

a? b? !

Seus elementos sdo:

e focos: Fi(x,, Yo — €) € Fa(xo, Yo + C);

e reta focal: [ : x = x,;

e reta ndo focal: I : y = y,;

e vértices focais: A1(X,, Yo — a) € Ax(xo, Yo + a);

e vértices imagindrios: Bi(x, — b, y,) e B1(x, + b, y,);

. b b
e assintotas: x — x, = E(y —Yp)eX —X, = _E(y — Vo)

3.4 As equacgdes da parabola

(3.22)

Pela Definigao uma parabola # com foco F e reta diretriz £ é o conjunto de

pontos P do plano tais que d(P, F) = d(P, L), ou seja,
P ={P; d(P,F) = d(P, L)}.
Listaremos os elementos da pardbola, que ajudardo no nosso estudo:

(P1) O ponto F é o foco e a reta L é a diretriz da parabola.

(3.23)
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(P2) A reta ! perpendicular a diretriz que passa pelo o foco é a reta focal.
(P3) O vértice V da parabola é o ponto de intersecdo entre a reta focal e a parabola.

(P4) O ntamero real 2p = d(F, £) é chamado pardmetro da pardbola, onde p = d(V,F) =
d(Vv, L).

3.4.1 Pardbola com vértice na origem

Obteremos as equagdes da pardbola em relagdo a um sistema de coordenadas car-
tesianas xOy, cujo vértice da parédbola estd na origem O e a reta focal coincide com um

dos eixos coordenados.
Caso em que a reta focal coincide com o eixo Ox

Note que existem dois casos a considerar: o foco estd a direita da diretriz da pardbola;
o foco estd a esquerda da diretriz. Vamos analisar cada caso separadamente.

No primeiro caso, o foco estd sobre o eixo Ox e a diretriz é paralela ao eixo Oy (ver
Figura . Como d(F, L) = 2p, entdo o foco tem coordenadas F(p,0) e a equacdo da

diretriz é x = —p. Assim,
P(x,y) e P < d(P,F) =d(P, L)
= Jx-pP+yPr=lx+pl = x-p’+y*=(x+p)]
(:)xZ—pr+p2+y2 :x2+2px+p2 = —2px+y2 = 2px

> y* = 4dpx.

Portanto, a equagdo da parabola com vértice na origem e reta focal coincidente com o

eixo Ox, cujo foco esta a direita da diretriz é

y* = 4dpx (3.24)

Quando o foco estd a esquerda da diretriz, temos F(—p,0) e £ : x = p, onde 2p =
d(F, L) (ver Figura [23b). De forma andloga ao caso anterior, obtemos a equacdo da
parabola com vértice na origem e reta focal coincidente com o eixo Ox, cujo foco estd a

esquerda da diretriz:

y* = —dpx (3.25)

Caso em que a reta focal coincide com o eixo Oy

Consideraremos dois casos: o foco estd acima da diretriz; o foco estda abaixo da

diretriz.



Figura 23 — Pardbolas com vértices na origem

(a) reta focal coincidente com o eixo Ox (b) reta focal coincidente com o eixo Ox
e foco a direita da diretriz e foco a esquerda da diretriz
E y A y A E
[ 2 3 i "
(=p,0)l V| £p,0) T H=p,0) [V [(p,0) T
(c) reta focal coincidente com o eixo Oy (d) reta focal coincidente com o eixo Oy
e foco acima da diretriz e foco abaixo da diretriz
y 4+ y S
0,
Y Fo.p) 73 (0,p)
4 T
i€
(07 —Pp )
[ l

Fonte: Elaborada pelo autor
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No primeiro caso, temos F(0,p) e L : y = —p, onde 2p = d(F, L) (ver Figura 23d).
Assim,

P(x,y) e P < d(P,F) =d(P, L)

R =ly+pl e Pt (y—pP = (v +p)

X+ 1y = 2py +p* = y* + 2py + p? &= x% - 2py = 2py

— x* = 4dpy.

Portanto, a equagdo da pardbola com vértice na origem e reta focal coincidente com o

eixo Oy, cujo foco estd acima da diretriz é

x* = dpy (3.26)

No caso em que o foco estd abaixo da diretriz, temos F(0,—p) e L : y = p, onde
2p = d(F, £) (ver Figura 23d).

Procedendo como no caso anterior, concluimos que a equacdo da pardbola com
vértice na origem e reta focal coincidente com o eixo Oy, cujo foco estd abaixo da

diretriz é

x* = —4py (3.27)

3.4.2 Pardbola com vértice no ponto O(x,, o)

Seja ¥O7 um sistema de coordenadas obtido pela transla¢do da origem O do sistema
xOy para a nova origem O(x,, ). Seja P uma parabola com centro na origem O cuja

reta focal coincide com um dos eixos do sistema xO7.
Caso em que a reta focal é paralela ao eixo Ox

Existem dois casos a considerar: o foco esta a direita da reta diretriz; o foco esta a
esquerda da diretriz.
No primeiro caso, pela segdo temos que a equagdo dessa pardbola nas coorde-

nadas %, i/ do sistema ¥O7 ¢ dada por
i* = 4px. (3.28)

Aplicando as equagdes (3.2) e (3.3), obtemos a equacao (3.28) nas coordenadas x, y do
sistema xOy. Logo,

(Y = ¥o)* = 4p(x — x,) (3.29)

Essa é a equagdo da pardbola com vértice no ponto (x,, y,) e reta focal paralela ao eixo

Ox, cujo foco estd a direita da diretriz (ver Figura[24a)). Seus elementos séo:



Figura 24 — Pardbolas com vértices no ponto (x,, y,)

(a) reta focal paralela ao eixo Ox
e foco a direita da diretriz

(b) reta focal paralela ao eixo Ox

e foco a esquerda da diretriz
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P
(c) reta focal paralela ao eixo Oy (d) reta focal paralela ao eixo Oy
e foco acima da diretriz e foco abaixo da diretriz
yu 74 yn U4
) — — — — — <[ Yo T P o L
y(} t i \
l V . i y() V "
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Fonte:

Elaborada pelo autor
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foco: F(x, +p, Yo);

vértice: V(x,, Yo);

diretriz: L:x =x,—p;

reta focal: [ : y = y,.

No caso em que o foco estd a esquerda da diretriz, pela secdo temos que a

equagado dessa parébola nas coordenadas £, 7 do sistema ¥O7 ¢ dada por
77 = —dpx. (3.30)

Passando a equacdo (3.30) para as coordenadas x, y do sistema xOy através das equagdes
(3-2) e (3.3) obtemos,

(Y = Yo)* = —4p(x = xo) (3.31)

Essa é a equagdo da pardbola com vértice no ponto (x,, y,) e reta focal paralela ao eixo

Ox, cujo foco estd a esquerda da diretriz (ver Figura[24b). Seus elementos so:

toco: F(x, —p, Yo);

vértice: V(x,, Yo);

diretriz: L:x =x, +p;

reta focal: [ : y = y,.

Caso em que a reta focal é paralela ao eixo Oy

Consideraremos dois casos: quando o foco estd acima da diretriz e quando o foco
esta abaixo da diretriz.
No primeiro caso, pela se¢do temos que a equacdo dessa pardbola nas coorde-

nadas ¥, i do sistema xOy é dada por
X = dpi. (3.32)

Passando a equacdo (3.32) para as coordenadas x,y do sistema xOy através das
equagdes (3.2) e (3.3) obtemos,

(x = x,)* = 4p(y = o) (3.33)

Essa é a equacdo da pardbola com vértice no ponto (x,, ,) e reta focal paralela ao

eixo Oy, cujo foco estd acima da diretriz (ver Figura 24c). Seus elementos sdo:

e foco: F(x,, vy, +p);
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o vértice: V(x,, ¥o);
o diretriz: L:y =y, —p;
e reta focal: | : x = x,.

No caso em que o foco estd abaixo da diretriz, pela segdo [3.4.1, a equagdo dessa
parébola nas coordenadas ¥, i do sistema ¥Oy é dada por

% = —4pj. (3.34)

Passando a equacdo (3.34) para as coordenadas x,y do sistema xOy através das
equagdes (3.2) e (3.3) obtemos,

(x = x0)* = —4p(y — Vo) (3.35)

Essa é a equacdo da pardbola com vértice no ponto (x,, ,) e reta focal paralela ao

eixo Oy, cujo foco estd abaixo da diretriz (ver Figura 24d). Seus elementos sio:
e foco: F(x,, ¥, — p);
o vértice: V(x,, 1o);
o diretriz: L:y =1y, +p;

e reta focal: [ : x = x,.

3.5 Equacgao geral do segundo grau com duas variaveis

Nesse capitulo, vimos que as conicas sdo subconjuntos do plano cujas equagdes
possuem pelo menos uma das varidveis com expoente dois, ou seja, sdo equagdes do
segundo grau. Na verdade, as equagdes das conicas sdo casos particulares da equagao

geral do segundo grau com duas variaveis, dada por
Ax* +Bxy+Cy*+Dx+Ey+F=0 (3.36)

onde A, B,C, D, E e F sdo nameros reais, chamados de coeficientes.

Faremos um breve estudo sobre a equagao e sua relagdo com as cOnicas, porém
consideraremos apenas os casos em que B = 0. O estudo dos casos onde B # 0 requer
a utilizagdo de rotagdo dos eixos coordenados, um assunto que ndo trataremos neste

trabalho. Contudo, isso ndo nos impede de enunciar algumas proposicoes.

Proposicdo 3.3. Se os coeficientes A e C da equagiio Ax* + Cy* + Dx + Ey + F = 0 tém mesmo
sinal, entdo essa equagdo representa um dos sequintes conjuntos:

e uma elipse com os eixos paralelos aos eixos coordenados;

e um ponto,;

® 0 conjunto vazio.
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Demonstragio. Dividindo a equagdo Ax* + Cy? + Dx + Ey + F = 0 por AC, obtemos

», D »  E
2 ¥ D E r x+Zx y+6y r
E+Z+EX+R+EZO= c + 1 - AC
Completando quadrado, temos
, D D? , E E?
x+Zx+E+y +Ey+ﬁ__i+ D2 . 2
C A AC  4A2C  4AC?
2 E\2
(:)(“ﬂ) +(y+f) _ CD?+ ACE? - 4ACF 637)
C A 4A2C3 ’ '
Seja M = C°D? + ACE? — 4AC?F. Se M = 0, temos
(oga) (v 5e)
X+ — y+—)
C2A + AZC :O@x:—%ey:—%,

pois, por hipétese, A e C tém o mesmo sinal. Logo a equacéo (3.37) representa o ponto

(—%, —%), um caso degenerado da elipse.

Se M # 0, podemos escrever a equacao (3.37) na forma

D \? E \
el i
M M
4A2C2 4ACC?

com AC > 0.

Se M > 0, a equacao representa uma elipse com centro no ponto (—%, —%)

e eixo focal paralelo a um dos eixos coordenados.

‘.Se M < O., entdo %ZCZ <0e % < 0. Assim a equacdo (3.38) representa o
conjunto vazio, outro caso degenerado da elipse. m|

Proposicdo 3.4. Se os coeficientes A e C da equagio Ax* + Cy*> + Dx + Ey + F = 0 tém
sinais opostos, entio essa equagdo representa uma hipérbole com os eixos paralelos aos eixos

coordenados ou um par de retas concorrentes.

Demonstragiio. Suponhamos sem perda de generalidade que A > 0e C < 0. Assim,

2 D 2 E
X +Zx y +Ey F
Ax2+Dx—(—Cy2—Ey)=—F(=) — -

—C A AC
x2+9x+D—2 2+E +E—2
e A e VTV e F D2 B
—C A  AC  4A2C 4AC?
( 2 E2
x+—) (y+—) . 2 2
— 2A) 2C :4ACF CD- - AE (3.39)

—C A 1A2C2
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Seja N = 4ACF — CD?* — AE?. Se N # 0, a equagdo (3.39) representa uma hipérbole com

E
centro no ponto (_ﬂ’ _f)
Se N =0, temos

e eixo focal paralelo a um dos eixos coordenados.

— =0 y+==%+/-=lx+=—

D \? E \?
(x+ﬁ) (y+f) E A( D)
—C A 2C C 2A)7

que representa um par de retas concorrentes, que é o caso degenerado da hipérbole. O

Proposicdo 3.5. Seja a equagio Ax* + Cy*+ Dx+Ey+F=0,com A =E>—4CF. Se A=0
e C # 0, essa equagdo representa um dos seguintes conjuntos:

e uma pardbola com reta focal paralela ao eixo Ox, se D # 0;

e um par de retas paralelas ao eixo Ox,se D =0e A > 0;

e uma reta paralela ao eixo Ox,se D = 0e A = 0;

e 0 conjunto vazio, se D = 0e A <0.

Demonstragio. Se A =0,C # 0e D # 0, entdo a equagdo Ax* + Cy*> + Dx + Ey + F + 0

pode ser escrita na forma
2 B Dy
yre¥yrertte T
Completando o quadrado, obtemos

2 E +£+2x+£_ﬁ:,( +_)2__2x_£+5_2
yr o9 ettt T e Yy*3c) Tt c T ac

D . .
Colocando -C em evidéncia, temos

( +£)2__2 L C(E_E =,( +£)2__9 L ACF-CE
¥*ac) T"c\¥ T plc T i ¥*ac) ¢ e K

que representa uma pardbola com reta focal paralela ao eixo Ox e vértice
v _4C2F— CE? _E
4C2D " 2C)°
Se D = 0, tem-se a equacdo Cy*> + Ey+ F = 0, com A = E? — 4CF. Neste caso, se A > 0

a equacdo representa duas retas paralelas ao eixo Ox
_-E+VA _-E- VA
TS R T
se A = 0, a equagdo representa uma reta paralela ao eixo Ox

—_— E .

Y=o
se A < 0, a equagao representa o conjunto vazio. Estes trés tiltimos casos sdo chamados
casos degenerados da pardbola. m|
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Proposicdo 3.6. Considere a equagio Ax* + Cy*> + Dx+ Ey+F =0, com A = E*> — ACF. Se
C =0eA # 0, essa equagio representa um dos seguintes conjuntos:

e uma pardbola com reta focal paralela ao eixo Oy, se E # 0;

e um par de retas paralelas ao eixo Oy, se E=0e A > (;

e uma reta paralela ao eixo Oy, se E=0e A =0;

e 0 conjunto vazio,se E=0e A <0.

E andloga a demonstragdo da Proposigao

3.6 Definicdo unificada das cdnicas por meio da excentricidade

Teorema 3.1. Dados uma reta L e um ponto F ndo pertence a L, tem-se que o conjunto a C
dos pontos P do plano tais que d(P, F) = ed(P, L), ou seja,

C={P; d(P,F) = ed(P, L)} (3.40)

é uma elipse se 0 < e < 1, uma pardbola se e = 1 e uma hipérbole se e > 1, com foco F e
excentricidade e.

Demonstragio. Considere um sistema de coordenadas onde o eixo Oy coincide com a
reta L e o eixo Ox é reta perpendicular a £ que passa por F (ver Figura 25). Relativa-
mente a esse sistema, o ponto F tem coordenadas (p, 0), onde p = d(F, £). Assim,

Figura 25 — Sistema de coordenadas do teorema

P(z,y)

Fonte: Elaborada pelo autor
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P(x,y) € C & d(P,F) = ed(P, L)
& /(x—p)r+ Y2 =elx]

= (x-pPeyt =

7 -2px+pi+ Yyt —ex* =0

= (1-A+y* —2px+p* =0. (3.41)

Comparando os coeficientes da equagéo (3.41) com os coeficientes da equagao geral
do segundo grau com duas varidveis (equacdo (3.36)), temos:

A=1-¢,B=0,C=1,D=-2p, E=0eF=p*.

See =1, entdio A = 0. Assim, pela Proposi¢do a equacdo representa uma
pardbola com reta paralela ao eixo Ox, pois C # 0 e D # 0 (ver Figura [26a). Ou ainda,
se e = 1, entdo o conjunto

C = {P; d(P,F) = d(P, L)}
é uma parabola com foco F e diretriz L.
Se 0 < e <1, os coeficientes A e C sdo ambos positivos e

M = C?D* + ACE* —4AC’F = 4p* — 4(1 - A)p* = 4p*(1 - 1 + &%) = 4p** > 0.

Logo, pela Proposicao[3.3) a equagdo (3.41) representa uma elipse com os eixos paralelos
aos eixos coordenados (ver Figura[26b)). Para obter o centro da elipse prosseguiremos

com o desenvolvimento da equacao (3.41)):

(1-ex* +y* —2px+p* =0
v p

2

=)x2+1—ez_1—e2x+1—€2:o
2 2 2 2
(:)xz_lz_peZX+(1fez)2 1:582 1662:(11962)2
2 2 2 :
‘E’("erz) der: :<1fe2>2_1liez
2 2 2 —p*(1—-¢2
(E)(x_lfez) +1]ie2 - (1p—(e2)28)

PV, v _ pre
(x 1—62)+1—62_(1—€2)2
(- s)
X — 2

1-—e¢2 Y

22 +t—=1

p-e pe
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Como 0 < e <1, entdo A=) > 1=

doaope PO PE PR )
(1-¢e2)? 1-¢e2 1-e2\1-¢2

e e pre e

T1-e 1-¢2 (1-e2)2 ‘CT1 e

Portanto, temos que:

WOl pe  1-—¢?
a 1-e2 vpe

o) €{is ) lto) sosmmanc
.C(l—eZ’O =C T2 e'O =C 6,0 é o centro da elipse.

Vale ressaltar que a circunferéncia é considerada uma elipse de excentricidade nula,

= e é a excentricidade da elipse;

ou seja, e = 0.

Se e > 1, os coeficientes A e C tém sinais opostos e
N = ACF - CD? - AE* = (1 — )p* — 4p* = —p*(-1 + &* + 4) = —p*(e* + 3) # 0.

Portanto, pela Proposicao a equagdo (3.41) representa uma hipérbole com os eixos
paralelos aos eixos coordenados. De forma andloga ao caso anterior, obtemos o centro

da hipérbole C ( g, 0) e a sua excentricidade e (ver Figura [26c). O

A reta L mencionada no Teorema3.1é chamada reta diretriz correspondente ao foco
F, ou seja, para cada foco existe uma diretriz associada. E por isso que a parébola possui
apenas uma diretriz enquanto que a elipse e a hipérbole possuem duas diretrizes, sendo
uma para cada foco.

No sistema de coordenadas que consideramos na demonstracdo do Teorema
temos que o centro da conica é o ponto C (g, O) pertencente ao eixo Ox e a equacdo da
diretriz é L : x = 0. Assim,

d(C, L) = g
Dai podemos concluir que a diretriz £; correspondente ao foco F;, i = 1,2, é a reta
perpendicular a reta focal I que dista g do centro da conica, com o foco F; pertencente
ao segmento CM;, onde M; é o ponto de intersecdo entre as retas [ e L;.
No caso da elipse ou da hipérbole com centro no ponto C(x,, y,) e reta focal paralela
ao eixo Oy, as retas
Ll:x=x0—E e L2:9c=xo+E
e e
sdo as diretrizes correspondentes aos focos F; e F,, respectivamente.
Ja para a elipse ou a hipérbole com centro C(x,, y,) e reta focal paralela ao eixo Oy,
as retas
£12y=yo—g e £zry=yo+§

sdo as diretrizes correspondentes aos focos F; e F», respectivamente.



Figura 26 — As diretrizes das conicas

(a) A diretriz da pardbola
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Fonte: Elaborada pelo autor
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4 PROPRIEDADES DE REFLEXAO DAS CONICAS

Vimos que as conicas foram criadas para resolver o problema pratico de duplicar
o cubo, que serviria para dobrar o volume do altar do deus Apolo, situado na ilha
de Delos. Assim desde a sua concepgdo, essas curvas mostraram que além de belas
e harmonicas, possuem propriedades que as tornam altamente eficientes na solucao
de problemas praticos e que sdo amplamente aplicadas nas mais diversas e inusitadas
situagoes.

Neste capitulo falaremos de algumas aplicagdes das conicas. Para isso, vamos
primeiro mostrar algumas propriedades geométricas das conicas que as tornam tdo

especiais.

4.1 Propriedade das retas tangentes as conicas

A palavra tangente vem do latim tangens, que quer dizer "tocando". Assim, ao "pé da
letra" podemos dizer que a reta tangente a uma curva dada é aquela que toca a curva.
E evidente que essa ndo é a definicio matematica de reta tangente. Vale lembrar que

toda reta tangente a uma curva C estd associada um ponto P pertencente a essa curva.

Figura 27 — Secantes e tangente a pardbola em P

Fonte: Elaborada pelo autor

Para definirmos matematicamente uma reta tangente, precisamos usar o conceito
de limite que normalmente é desconhecido pela maioria dos estudantes do Ensino
Médio. No entanto, usando uma ideia intuitiva de limite, tentaremos mostrar de forma
simples o conceito de reta tangente a uma curva, tomando como exemplo de curva

uma pardbola.
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Exemplo 4.1. Sejam P e Q pontos de uma pardbola e | a reta que passa por esses pontos.
Suponha que t seja a reta tangente a pardbola no ponto P. Agora vamos manter o ponto P
fixo e deslocar o ponto Q sobre a curva, aproximando-o de P. Neste processo o ponto Q vai se
aproximando cada vez mais de P, porém sem coincidir com P. Assim, dizemos que o ponto Q
tende para P e a reta | tende para a tangente t, que é a posicio limite da reta | através desse

processo de aproximagaio.

Portanto, para encontrar a reta tangente a uma curva dada em um ponto P da curva,
precisamos calcular um /imite semelhante ao do exemplo anterior. Isso s6 serd possivel
se tivermos nogdes bésicas de Cdlculo. No entanto, para nossos propoésitos, daremos as

seguintes defini¢des de reta tangente a uma conica:

Definicao 4.1. Sejam P uma pardbola com foco F, diretriz L e P um ponto de P. Dizemos que
t é a reta tangente a pardbola em P, se todo ponto Q € t, Q # P, tem-se que

d(Q, F) >d(Q, L).

Definicao 4.2. Seja & uma elipse com focos Fy e F, e eixo focal de medida 2a. Seja P um ponto
de &. Dizemos que t é a reta tangente a elipse em P, se todo ponto Q € t, Q # P, tem-se que

d(Q, Fl) + d(Q, FZ) > 2a.

Definicdo 4.3. Seja H uma hipérbole com focos Fy e F, e eixo focal de medida 2a. Seja P um
ponto de H. Dizemos que t é a reta tangente a hipérbole em P, se todo ponto Q € t, Q # P,
tem-se que

d(Q, F1) —d(Q, F2)| < 2a.

A partir dessas defini¢des, veremos que as cOnicas sdo as Unicas curvas planas
tais que, dado um ponto P da conica, podemos tracar a sua tangente em P utilizando
apenas régua e compasso, uma vez que o problema se resume em tragar a bissetriz de
um angulo descrito nas proposi¢des a seguir.

Proposicao 4.1. Seja P uma pardbola com foco F e diretriz L. Sejam P um ponto pertence a
P e F' o pé da perpendicular baixada do ponto P sobre L. Tem-se que a reta bissetriz do dngulo
FPF é a reta tangente a pardbola em P.

Demonstragio. Sejat areta bissetriz do angulo FPF’ e como P pertence a pardbola, temos
que PF = PF'.

Seja Q um ponto pertencente a reta ¢, distinto de P. Observe que os trlangulos FPQ

e F’PQ sio congruentes, pois possuem o lado PQ em comum, PF = PF’ e QPF QPF’
(ver Figura[28). Assim,

QF = QF'. (4.1)
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Figura 28 — Reta tangente a parabola em P

Q

[ ]

Fonte: Elaborada pelo autor

Seja R o pé da perpendicular baixada do ponto Q sobre a diretriz da pardbola. Assim
o triangulo QF'R é retangulo, cuja hipotenusa é o segmento QF'. Assim QF > QR.

Porém, pela equagdo temos que QF = QF > QOR, isto &, d(Q,F) > d(Q,R) =
d(Q, L). Portanto, pela Definigdo areta t é tangente a pardbola em P. m|

Proposicdo 4.2. Sejam & uma elipse com focos Fy e F, e P um ponto pertencente a E. Tem-se
—_— =

que a reta bissetriz do dngulo formado pelas semirretas F1P e F,P é a reta tangente a elipse em

P.

’

Demonstragio. Seja t a bissetriz do dangulo Fﬁé, onde o ponto F) pertence a semirreta
— SN —
F,P tal que PF, = PF),. Como P pertence a elipse, temos

PF, + PF, = 2a & PF; + PF} = 2a &< F,F} = 2a. (4.2)

Considere Q um ponto pertencente a t, diferente de P. Temos entdo que, os trian-

gulos QPF; e QPF) sdo congruentes, pois possuem o lado PQ em comum, PF, = PF} e
Q/P\Fz = Q/P?; (ver Figura . Assim,

OF; = OF, @3

Pelos resultados obtidos nas equagdes (.2) e (@.3), e aplicando a desigualdade
triangular no tridngulo QF;F’, temos que

QF1 + QF), > F1F>,

isto é, d(Q, F1) + d(Q, F,) > 2a. Portanto, pela Definicdo a reta t é tangente a elipse
em P. O
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Figura 29 — Reta tangente a elipse em P

Fonte: Elaborada pelo autor

Proposicao 4.3. Sejam H uma hipérbole com focos F1 e F, e P um ponto pertencente H.
— —
Tem-se que a reta bissetriz do dngulo determinado pelas semirretas PF; e PF, € a reta tangente

a hipérbole em P.

Demonstragdo. Seja t a bissetriz do angulo Fﬁ’?’, tal que F), € P_Fl) e P_Fz = P_Fé Como
P € H, temos

IPF, — PF,| = 2a < |PF, — PF}| = 2a & F,F}, = 2a. (4.4)

Se Q é um ponto pertence a bissetriz ¢, tal que Q # P, entdo os tridngulos QPF; e
QPF) sdo congruentes, pois possuem o lado PQ em comum, PF, = P_Fé e QPF, = Q/Pfé

(ver Figura[30). Assim,

QF, = QF;. (4.5)

Aplicando a desigualdade triangular no tridngulo F;QF), obtemos
QF, < QF, + F,F, < QF, — QF, < F{F, (4.6)
QF, < QF, + F\F, < QF, — QF; = —(QF, — QF)) < F|F,,. (4.7)

Pelas equagdes (.4), (.5), 4.6) e (.7) concluimos que
IQF: — QF,| < 24,

ou seja, |[d(Q, F1) — d(Q, F2)| < 2a. Portanto, pela Defini¢do a reta t é tangente a
hipérbole em P. ]
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Figura 30 — Reta tangente a hipérbole em P

Fonte: Elaborada pelo autor

4.2 As leis de reflexdo da luz

Antes de explorarmos as propriedades de reflexdo das conicas, primeiro conhe-
ceremos alguns conceitos de Optica Geométrica, um ramo da Fisica que estuda os
fendmenos luminosos.

Na Optica Geométrica, a luz em propagacéo é representada graficamente por linhas
orientadas que dado a direcdo e o sentido da propagacdo luminosa. Cada linha é
chamada de raio de luz. Um conjunto de raios de luz constitui um feixe de luz.

Figura 31 — Reflexdo da luz

(a) Superficie plana (b) Superficie curva

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 32 — Propriedade de reflexdo da parabola

(a) Feixe de luz indo na dire¢do da pardbola, pa-
ralelo ao seu eixo focal (b) Fonte de luz no foco da pardbola

/ i
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Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 33 — Propriedades de reflexdo da elipse e hipérbole

(b) Raios de luz indo na dire¢do de um dos focos
(a) Fonte de luz em um dos focos na elipse da hipérbole

Fonte: Elaborada pelo autor
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A reflexdo da luz é definida como um fenémeno 6ptico que ocorre quando a luz
incide sobre uma superficie e retorna ao seu meio de origem. Os espelhos sdo os
principais instrumentos utilizados com base nesse fenémeno.

Agora considere a reflexdo de um raio de luz no ponto P pertencente a superficie S.
Seja n a reta normal a S no ponto P. Assim, quando um raio r incide no ponto P de S
forma com a normal n um angulo «, chamado dngulo de incidéncia. Em seguida, o raio
r" que é refletido forma com a normal n o dngulo 8, denominado angulo de reflexdo.

As leis da reflexdo da luz afirmam que
Primeira lei: o raio incidente, a reta normal e o raio refletido sdo coplanares.
Segunda lei: o angulo de incidéncia é igual ao angulo de reflexo.

Vale salientar que além da luz, as leis da reflexdo valem para todos os tipos de ondas
eletromagnéticas e também para ondas sonoras.

As propriedades de reflexdo das conicas decorrem das leis da reflexdo e das Propo-
si¢des e

Observe a Figura Se considerarmos que a pardbola # é um espelho e que a
semirreta oposta a semirreta PF’ ¢ 0 raio incidente no ponto P € P entdo PF serd o raio
refletido. Isso quer dizer que se um feixe de luz paralelo ao eixo focal de # incide sobre
a parédbola entdo todo o feixe de luz serd refletido na direcdo do foco da paradbola (ver
Figura[32a). Analogamente, se uma fonte de luz estiver sobre o foco de uma parabola,
de forma que os raios de luz incidem na pardbola, entdo esses raios serdo refletidos
paralelamente ao eixo focal da parédbola (ver Figura 32b). Essa propriedade é muito
importante para o estudo da parabola, pois além de ter diversas aplica¢des praticas,
ela também caracteriza a parabola, ou seja, se uma curva plana tem essa propriedade
de reflexdo ela s6 pode ser uma parabola. Porém, ndo demonstraremos esse resultado
neste trabalho.

No caso da elipse, se uma fonte de luz estiver sobre um dos seus focos de um
espelho eliptico entdo o feixe de luz serd refletido em dire¢do ao outro foco da elipse.
Além disso, cada raio de luz que parte de um dos focos, leva o mesmo intervalo de
tempo para chegar ao outro foco, pois os raios de luz percorrem distancias iguais na
elipse. Essa particularidade tem aplicacdes interessantes na actistica como veremos
mais adiante (ver Figura[33a)). A elipse também é caracterizada por essa propriedade
de reflexdo.

Ja no caso da hipérbole, tem-se que os raios de luz emitidos na dire¢cdo de um dos
focos de um espelho hiperbdlico serdo refletidos na dire¢do do outro foco (ver Figura
B3Db). A hipérbole é a tinica curva plana que possui essa propriedade de reflexao.
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4.2.1 Aplicagées das superficies refletoras parabdlicas

Considere uma pardbola com foco F e eixo focal I. Imagine que ela comega a girar
em torno do seu eixo e que, a medida que ela gira, a pardbola vai deixando um rastro
por onde passa no espago. A superficie formada por esse rastro deixado pela pardbola

é uma superficie de revolugdo chamada paraboloide com foco F e eixo focal I.

Figura 34 — Paraboloide

Fonte: Elaborada pelo autor

O paraboloide herda da sua parabola geradora, a propriedade de reflexdo. Assim,
se um feixe de luz paralelo ao eixo focal / incindir num paraboloide espelhado, entdo
o feixe serd refletido na direcdo do foco do paraboloide. Da mesma forma, se uma
fonte de luz estiver posicionada no foco do paraboloide espelhado, todos os raios de
luz serdo refletidos paralelamente ao eixo focal do paraboloide.

Vejamos algumas aplica¢des dessa propriedade:

Lanternas, fardis e holofotes: neste caso, a fonte de luz fica localizada no foco do
paraboloide que é refletida paralelamente ao eixo, afim de iluminar o mais longe

possivel.

Microfones parabélicos: as ondas de som quando atingem a superficie parabdlica sdo
refletidas para o seu foco, onde fica posicionado um microfone que capta o som
produzido. Esses equipamentos tém aplica¢Oes interessantes. Na espionagem,
por exemplo, esses microfones sdo usados para ouvir a conversa de pessoas
distantes do espido, sem que ele seja notado. Outra aplicagdo é na localizagdo de

animais em florestas através da captacdo dos sons produzidos por esses animais.

Fornos solares: os raios solares sdo concentrados no foco, onde a temperatura fica
bastante elevada, permitindo cozinhar alimentos, fundir metais, etc. Em um
forno solar em Odeillo, Franca, a temperatura nele pode chegar a 3.800 graus
centigrados.
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Figura 35 — Lanterna Figura 36 — Holofote

Fonte: http://goo.gl/mOwoUD Fonte: http://goo.gl/Om5T4l

Figura 38 — Farol de motocicleta
Figura 37 — Microfone parabdlico

Fonte: http://goo.gl/P9Prai | Fonte: http://goo.gl/NXHyq2

Figura 39 — Forno solar em Odeﬂlo, Figura 40_Esquema de reflexdo no
Franca forno

refletor parabilico

T | e e
m] .' : mmmwn
BEiN |E &

instalagao de pesquisa  ponto facal do
de alta temperatura forno solar

Fonte: http://goo.gl/NRIYRa Fonte: Enciclopédia Como Funciona

FORNO SOLAR DE ODEILLO
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Figura 42 — Radiotelescépio em Are-
Figura 41 — Antena parabdlica cibo, Porto Rico

TtFTM9

Fonte: http://goo.gl/zwfofc Fonte: http://goo.gl/

Figura 43 — Brinquedo Mirascope

Figura 44 — Esquema de reflexdo no
Mirascope

Fonte: http://go0o.gl/ISQBx] Fonte: http://goo.gl/fOUTPK

Antenas parabdlicas: o sinal de televisdo, que sdo ondas eletromagnéticas, atingem a
superficie do paraboloide que é refletido para o foco, concentrando o sinal em até
2.000 vezes.

Radiotelescépios: as ondas eletromagnéticas provenientes de fontes césmicas, como
estrelas, sdo refletidos para o foco, onde essas ondas sdo captadas e depois pro-
cessadas. Com essas informagodes é possivel estudar os astros, seus fendmenos de

formacao e até a origem do universo.

Brinquedos "3D Mirascope": esse brinquedo é formado por dois espelhos parabdli-
cos idénticos que sdo colocados um em cima do o outro, de modo que o foco de
um paraboloide coincide com o vértice do outro. O espelho superior tem um
furo no centro. Assim quando um objeto é colocado no fundo do paraboloide
inferior, os raios de luz que partem desse objeto sdo refletidos pelo paraboloide
superior. Entdo, esses raios se propagam paralelos na direcdo do espelho inferior,

onde novamente sdo refletidos para o foco do paraboloide inferior que esta loca-
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lizado no furo do espelho superior. Neste local (o furo) é formada uma imagem
tridimensional do objeto colocado no fundo do espelho inferior.

4.2.2 Aplicagoes das superficies refletoras elipticas

Considere uma elipse com focos F; e F; e eixo focal I. Agora, imagine que a elipse
comega a girar em torno do seu eixo focal e que, a medida que gira, a elipse deixa um
rastro por onde passa. Temos que esse rastro descreve uma superficie de revolucdo

chamada elipsoide com focos F; e F; e eixo focal I.

Figura 45 - Elipsoide

Fonte: Elaborada pelo autor

Da mesma forma que ocorre com o paraboloide, o elipsoide também herda de sua
elipse geradora a propriedade de reflexdo. Assim, se uma fonte de luz estiver sobre
um dos focos de um elipsoide espelhado, entdo os raios de luz sdo refletidos e chegam
ao mesmo tempo no outro foco.

Vejamos como essa propriedade pode ser aplicada:

Refletores odontolégicos: esses refletores tém o formato de uma calota eliptica, onde
a fonte de luz fica posicionada no foco da calota. O dentista posiciona a boca do
paciente no outro foco para onde a luz é refletida evitando que os raios de luz

atinjam a visdo do paciente, causando desconforto.

Litotripsia extracorpdrea por ondas de choque: Litotripsia é um tratamento para cél-
culo renal. Essa palavra é derivada do grego Lithos (pedra) e Tripsis (esmaga-
mento), ou seja, litotripsia é o ato de fragmentar pedras. A Litotripsia Extracor-
porea por Ondas de Choque (LECO) é um tratamento em que ondas de choque
sdo geradas a partir do foco de um refletor eliptico e sdo refletidas para o outro
foco, onde o rim doente é posicionado, até que o calculo seja fragmentado. E,
portanto, um método nédo invasivo de fragmentagdo de cdlculos que permite uma

recuperacdo rdpida para o paciente.



Figura 46 — Refletor odontolégico

Fonte: http://goo.gl/Rc7PtX

Figura 48 — Equipamento de litotripsia
extracorporea

Fonte: http://goo.gl/pL3kAG

Figura 50 — Edificio Capitdlio dos Esta-
dos Unidos

Fonte: http://goo.gl/IUVI7t
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Figura 47 — Esquema do refletor odon-
tolégico

it

Fonte: http://goo.gl/hXilc8

Figura 49 — Esquema de reflexdo na li-
totripsia

Fonte: http://goo.gl/XLKtEF

Figura 51 —Esquema de reflexdo na
sala de sussurros

f

Fonte: Elaborada pelo autor
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Radioterapia: o equipamento usado na radioterapia que usa o mesmo principio de
funcionamento do equipamento da litotripsia extracorpdrea por ondas de choque.
No foco do refletor eliptico é posicionado uma fonte de radiagdes ionizantes, que
sdo refletidas para o outro foco, onde fica localizado o tumor a ser tratado.

Salas de sussurros: sdo salas especiais em que seus tetos tém o formato de uma calota
eliptica, cujo eixo focal é paralelo ao solo. A distancia dos focos ao solo corres-
ponde a altura de uma pessoa. Essas salas permitem que duas pessoas, cada
uma posicionada sobre um foco, conversem normalmente mesmo que estejam
distantes ou que falem baixo (por sussurros). Isso é possivel porque as ondas
sonoras emitidas em um foco sdo refletidas simultaneamente para o outro foco.
As salas ou galerias dos sussurros, sdo usadas geralmente em auditérios, teatros,
museus, castelos e catedrais, como é caso da Catedral de Sao Paulo (em Londres)
e do edificio Capitélio dos Estados Unido (em Washington).

4.2.3 Aplicagées das superficies refletoras hiperbélicas

Considere uma hipérbole com focos F; e F, e eixo focal . Imagine que essa hipérbole
comega a girar em torno de / e que, a medida que vai rotacionando, ela deixa um rastro
por onde passa. Temos que a superficie gerada por esses rastro é chamada hiperboloide

com focos F; e F, e eixo focal I.

Figura 52 — Uma das folhas do Hiperboloide

Fonte: Elaborada pelo autor

Prédio que serve como centro legislativo do governo dos Estados Unidos.
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Como nos casos anteriores, o hiperboloide herda a propriedade de reflexdo da
hipérbole que o gerou. Assim, todos os raios de luz que se propagam na direcdo de um
dos focos de uma superficie refletora hiperbélica, sdo refletidos para o outro foco.

Essa propriedade é aplicada na construcdo de telescopios refletores. Esses equipa-
mentos possuem dois espelhos, o espelho primdrio ou espelho principal que tem o formato
de um paraboloide e o espelho secunddrio que explicaremos mais adiante. O telescépio
funciona da seguinte forma: por causa das grandes distancias entre os corpos celestes
e 0 nosso planeta, pode-se considerar que a luz refletida ou emanadas por esses corpos
chegam até nés como um feixe de raios de luz paralelos entre si. Quando esse feixe
de luz incide no espelho principal do telescépio, os raios sdo refletidos para o foco do

paraboloide, por causa a propriedade de reflexdo dessa superficie.

Figura 53 — Telesc6pio Newtoniano

Figura 54 — Esquema de reflexdo no te-
lescépio Newtoniano

Diagonal mirror Prinary miimor

Eyepiece
lens

Fonte: http://goo.gl/ulbCFg Fonte: http://goo.gl/HVMgRR

Figura 55 — Telescopio Cassegrain
Figura 56 — Esquema de reflexdo no te-

lescopio Cassegrain

Primary mirror

Eyepiece
lens

=7 X, Secondary mirror

Fonte: http://goo.gl/vxG7Tt Fonte: http://goo.gl/iiq702

Assim, a luz fica concentrada no foco do espelho principal, onde é possivel ver de
forma ampliada o corpo celeste para qual o telescopio estd sendo apontado. Porém esse
ponto fica localizado no interior do telescépio. Logo, ndo é possivel posicionar o olho
nesse ponto, para visualizar as imagens. Para resolver esse problema foram propostas

duas solugdes, uma dada por Isaac Newton e outra por Guillaume Cassegrain.
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Newton posicionou um pequeno espelho plano préximo ao foco, chamado de espe-
lho secundario, com uma inclinagdo de 45 graus em relagao ao eixo focal do paraboloide
que forma o espelho primdrio. O espelho secunddrio reflete os raios luminosos que
vém na dire¢do do foco para a lateral do telescépio. Nesta posicdo perpendicular ao
tubo do telescépio, encontra-se a lente ocular por onde pode-se observar a imagem
ampliada do objeto. Esse telescépio é chamado de telescépio Newtoniano.

Cassegrain, por sua vez, também adicionou um espelho secundério em seu telesco-
pio. Ele posicionou um pequeno espelho préximo ao foco, porém com o formato de um
paraboloide, de forma que o foco do espelho primério coincide com um dos focos do
paraboloide. Feito isso, os raios de luz captados pelo espelho primadrio, sdo refletidos
para um dos focos do secunddrio, que por sua vez, reflete os raios para o outro foco
que fica num ponto por tras do espelho principal. Cassegrain fez um furo central no
espelho primadrio, permitindo que a luz passe e atinja o outro foco do secundédrio, onde
fica posicionada a lente ocular. Portanto, no telescépio de Cassegrain a observacao
é feita de modo semelhante a uma luneta, onde o observador se posiciona atras do
telescopio.

Comparado ao de Newton, o telescopio de Cassegrain apresenta diversas vanta-
gens. Uma delas é o pequeno comprimento do tubo, pois enquanto um Newtoniano
de 2 metros de distancia focal possui um tubo de aproximadamente 2 metros, um
Cassegrain com as mesmas caracteristicas possui um tubo que nao ultrapassa 1 metro
de comprimento. Esta caracteristica se deve ao espelho hiperbélico que comprime a
distancia focal do espelho primario.



5 CONSTRUINDO CONICAS

Nesse capitulo, mostraremos alguns métodos para construir conicas. Veremos
também que as construgdes das conicas sdo baseadas nas propriedades dessas curvas,
algumas delas ja vistas e outras que serdo apresentadas.

As construgdes poderdo ser realizadas de duas formas: utilizando materiais con-
cretos, como papel, pregos, barbantes e etc, ou utilizando um programa de geometria
dindmica.

Todos os materiais concretos empregados nas construgdes sdo de baixo custo e
podem ser facilmente encontrados, inclusive em nossa casa. Quanto ao programa de
geometria dindmica, escolhemos o Geogebra devido uma série de vantagens, entre elas,
por ser um programa gratuito que pode ser distribuido livremente, estd disponivel na
lingua portuguesa e por ser multiplataforma e, portanto, ele pode ser instalado em
computadores com Windows, Linux ou Mac OS, em smartphones e tablets. O Geogebra
estd disponivel em: <http://www.geogebra.org/>.

Porém, antes de iniciarmos as construgdes, exploraremos alguns conceitos ainda

nao estudados.

5.1 Conceito de lugar geométrico

Até aqui vimos que as cOnicas podem ser definidas pela propriedade bifocal ou
através de equagdes algébricas. Nessas defini¢des utilizamos o conceito de lugar geo-

métrico, que iremos definir a seguir.

Definicao 5.1. Dada uma propriedade P relativa a pontos do plano, o lugar geométrico dos
pontos que possuem a propriedade P é o subconjunto K do plano que satisfaz as duas condigoes
a seguir:

(@) todo ponto de K possui a propriedade P;

(b) todo ponto do plano que possui a propriedade P pertence K.

5.2 Construindo elipses

Nesta se¢do, veremos alguns métodos para construir elipses.

5.2.1 Meétodo das circunferéncias tangentes — Elipse

Considere uma circunferéncia C com centro no ponto F; e raio r e seja F, um ponto
pertencente a regido interior de C, com F, # F;. Seja C’ a circunferéncia com centro no

ponto F; eraio 7/, com v’ <.
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Suponha que a intersec¢do entre as circunferéncias C e C’ é vazia. Com base nessas
informagdes enunciaremos as proposi¢des seguintes.

Proposicdo 5.1. O lugar geométrico dos centros P das circunferéncias Cy tangentes interna-
mente a C e C’, é uma elipse com focos Fy e F; e eixo focal de medida v —1'.

—
Demonstragido. Considere a semirreta F1X, onde X € C e F; é o centro de C (ver Figura

57a)). Tome um ponto D sobre 1_-“:5)(, de forma que D esteja entre F; e X e DX = 7, onde

—
r" é o raio de C’. Seja P o ponto de intersecdo da semirreta F;X com a mediatriz do
segmento F,D, onde F; é o centro de C'.
—
Considere a semirreta PF,. Seja Y o ponto de interse¢do da circunferéncia C’ com

—
PF,, onde F; estd entre Y e P. Assim, pela nossa construgdo, temos

PY = PF, + F,Y = PE, + 7
PX=PD+DX=PF,+7.

Logo, é possivel tracar uma circunferéncia C; com centro em P, que incide pelos pontos
Y e X e tem raio de medida PF, + #'. Pela forma como foi construida, a circunferéncia
C; é tangente internamente a C’, j& que os pontos P, F, e Y sdo colineares. De forma
andloga, C; é tangente internamente a C, pois P, F; e X estdo alinhados. Além disso,

temos
PF,+PF,=r—PX+PY ¥ =r—7.
Assim, a soma das distancias do ponto P aos pontos F; e F, é constante. Portanto,

temos uma elipse com focos F; e F; e eixo focal de medida r — . O

Proposicdo 5.2. O lugar geométrico dos centros P das circunferéncias C, tangentes interna-
mente a C e externamente a C’, respectivamente, é uma elipse com focos F; e F, e eixo focal de
medida r +1'.

—
Demonstragio. Considere a semirreta F1X, onde X € C e F; é o centro de C (ver Figura

57b). Tome um ponto D sobre 13—15)(, de forma que X esteja entre F; e D e XD =7/, onde

—
r" é o raio de C’. Seja P o ponto de interse¢do da semirreta F; X com a mediatriz do
segmento F,D, onde F; é o centro de C'.
—
Seja Y o ponto de intersecdo da circunferéncia C’ com a semirreta PF,, onde Y estd

entre F, e P. Assim,

PY =PF, - YF, =PF, -/
PX=PD-XD =PF, .
Portanto, existe uma circunferéncia C, com centro em P, que incide pelos pontos Y e

X e tem raio de medida PF, — . Além disso, C, é tangente externamente a C’, pois os



Figura 57 — Circunferéncias diretrizes da elipse

(a) C; tangente internamente a C e C’

(b) C, tangente interna e externamente a C e C’, respectivamente

Fonte: Elaborada pelo autor
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pontos P, Y e F, sdo colineares, e também é tangente internamente a C, pois F;,P e X
estdo alinhados. Além disso, temos

PFi+PF,=r—PX+PY+V =r+7,
que representa uma elipse com focos F; e F; e eixo focal de medida r + 7. |

As circunferéncias C e C’ sdo chamadas de circunferéncias diretrizes da elipse.
Pode-se mostrar que os resultados das Proposigdes e [5.2] continuam validos
mesmo no caso em que a circunferéncia diretriz C’ tem raio nulo, ou seja, que o ponto

F, é uma circunferéncia degenerada.

Corolario 5.1. Sejam C uma circunferéncia com centro Fy e raio igual a 2a e F, um ponto
interno a C. O lugar geométrico dos centros P das circunferéncias C; tangentes a C e que
incidem pelo ponto F, é uma elipse com focos F; e F; e eixo focal de medida 2a.

Agora construiremos no Geogebra uma elipse que tem uma circunferéncia diretriz
degenerada. Para isso descreveremos cada etapa do processo de construgdo, bem como
os botdes do programa utilizados durante a execu¢do de cada passo. Caso surja dtividas
quanto a utilizacdo de algum botdo do Geogebra, basta posicionar o cursor do mouse
sobre esse botdo, sem clicar nele, que ird aparecer uma caixa de didlogo ensinando

como usa-lo.
Descricao dos passos

1. Com o botao "Circulo dados centro e um dos pontos” construa uma circunferéncia c
com centro A e raio AB qualquer. Essa € a circunferéncia diretriz da elipse que
construiremos. Em seguida oculte o ponto B sobre a circunferéncia, para isso
clique com a botdo direito do mouse sobre o ponto e desmarque o opg¢do "“Exibir
objeto”.

2. Com o botdo “"Ponto” marque um ponto C interior a circunferéncia c e um ponto
D sobre c.

3. Com o botdo “"Segmento” trace os segmentos AD e CD.
4. Com o botdo "Mediatriz” trace a mediatriz do segmento CD.

5. Com o botdo “Intersegio de dois objetos” encontre o ponto E de intersecdo do
segmento AD com a mediatriz do segmento CD.

6. Novamente com o botdo “Circulo dados centro e um dos pontos” construa uma
circunferéncia § com centro em E e raio EC. Para melhorar a visualizac¢do, oculte

o segmento AD, o segmento CD e sua mediatriz.



Figura 58 — Construgdo de uma elipse usando as circunferéncias tangentes

L
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BEEE S OE AN B O R

Fonte: Elaborada pelo autor
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7. Com o botdo direito do mouse clique sobre o ponto E e quando surgir uma janela,

marque a opgdo “Habilitar rastro”.

8. Com o botdo "Mover” clique, segure e mova o ponto D sobre a circunferéncia c.
O rastro deixado pelo ponto E formard uma elipse com focos A e C e eixo focal de

medida igual ao raio da circunferéncia diretriz.

9. E possivel visualizar a elipse sem usar o rastro. Com botdo "Lugar geométrico”,
clique primeiro no ponto E depois no ponto D. Assim, surgira a elipse formada
pelo rastro.

5.2.2 Método das tangentes envoltorias — Elipse

De acordo com o Corolério 5.1} se X é o ponto de intersecdo entre as circunferéncias
C e Cy entdo o ponto P serd a intersecdo do segmento F; X com a mediatriz do segmento
FX.

E facil ver que a mediatriz do segmento F,X também é bissetriz do angulo F,PX,
pois o triangulo F,PX é isésceles e PX = PF,. Assim, pela Proposicao a mediatriz
do segmento F,X é a reta tangente a elipse que em P. Logo, para cada ponto X de C
podemos obter uma reta tangente a elipse que corresponde a mediatriz do segmento
FX.

Isso nos fornece outro método para construir uma elipse, através de suas tangentes

envoltérias. Mais uma vez utilizaremos o Geogebra nessa construgao.
Descri¢ao dos passos

1. Com o botdo “Circulo dados centro e um dos pontos” construa uma circunferén-
cia ¢ com centro A e raio AB qualquer. Em seguida oculte o ponto B sobre a

circunferéncia.

2. Com o botdo "Ponto” marque um ponto C interior a circunferéncia c e um ponto
D sobre c.

3. Com o botdo “Segmento” trace o segmento CD.
4. Com o botdo "Mediatriz” trace a mediatriz do segmento CD.

5. Com o botdo direito do mouse clique sobre a mediatriz do segmento CD e marque

a opgdo "Habilitar rastro”.

6. Com o botdo "Mover” clique, segure e mova o ponto D sobre a circunferéncia c. O
rastro deixado pela mediatriz do segmento CD envolverd uma elipse com focos

A e C e eixo focal de medida igual ao raio da circunferéncia.



Figura 59 — Construgdo de uma elipse usando as tangentes envoltdrias
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Fonte: Elaborada pelo autor
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5.2.3 Dobraduras de papel — Elipse

A construgdo de uma elipse pelo método das tangentes envoltérias, pode ser feita na
prética através de dobraduras de papel. A seguir, é dada a lista de materiais necessérios
e a descri¢do dos passos da construgao.

Figura 60 — Construgdo de uma elipse através de dobraduras de papel

(a) Passos 1,2,3e4 (b) Passo 5a
(c) Passo 5b (d) Passo 6

Fonte: Fotos tiradas pelo autor

Materiais necessarios

e Uma caneta ou lapis.

e Uma folha de papel vegetal A4.

e Um compasso ou um objeto de forma circular, como por exemplo um CD.
Descri¢ao dos passos

1. Marque um ponto C aproximadamente no centro da folha de papel.

2. Com auxilio do compasso, desenhe uma circunferéncia com centro em C cujo

diametro ndo ultrapasse o tamanho do papel.
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. Marque um ponto F no regido interior da circunferéncia com F # C.
. Escolha um ponto D qualquer sobre a circunferéncia.

. Dobre o papel de modo que o ponto D coincida com o ponto F. Certifique-se de

que a dobra fique bem marcada no papel e, em seguida desdobre a papel.

. Repita a operagdo do item anterior para outros pontos diferentes sobre a circun-

feréncia. Dessa forma, as dobras formaram o desenho de uma elipse com focos
C e F. As dobras no papel correspondem as tangentes da elipse, e quanto mais
dobras o papel tiver melhor serd o desenho da elipse.

5.2.4 Método das circunferéncias concéntricas — Elipse

Proposicdo 5.3. Sejam F; e F, pontos do plano, onde d(Fy, F;) = 2c. O lugar geométrico dos

pontos P da intersegdo das circunferéncias Cy com centro Fy e raio r1 com as circunferéncias C,

com centro F, e raio v, = 2a — r1, é uma elipse com focos Fy e F; e eixo focal de medida 2a, com

a>c.

Demonstragio. Seja P um dos pontos da intersecdo de C; com C,. Assim,

P_E+P_Fz:r1+1’2:rl+(2a—rl):2a.

Portanto, os pontos P formam uma elipse com focos F; e F, e eixo focal de medida 24. O

Vamos construir uma elipse no Geogebra usando esse método.

Descricao dos passos

1.

2.

Com o botdo “Segmento” construa o segmento AB no canto superior do plano.

Com o botdo “Ponto” marque um ponto C sobre o segmento AB.

. Novamente com o botdo "Segmento” construa sobre o segmento AB dois seg-

mentos: AC e CB. Construa também um segmento DE no centro do plano, com
DE < AB. Para ver o tamanho dos segmentos use a "Janela de dlgebra”. Para
isso, no botdo Exibir marque a opgdo “Janela de dlgebra” ou através do atalho
"Ctrl+Shift+a".

Com o botdo “Circulo dados centro e raio” clique sobre o ponto D e surgird uma
janela pedindo a medida raio, nela digite a letra que representa o segmento AC.
Assim sera criada uma circunferéncia com centro em D e raio igual a medida do
segmento AC. Da mesmo modo, construa uma circunferéncia com centro em E e

raio igual a CB.

. Com o botdo “Intersecio de dois objetos” clique nas duas circunferéncias e surgirdo

os pontos de intersecdo F e G.



Figura 61 — Construcdo de uma elipse usando as circunferéncias concéntricas
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Fonte: Elaborada pelo autor
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Com o botdo direito do mouse clique sobre o ponto F e quando surgir uma janela,

marque a opgdo “Habilitar rastro”. Faga o mesmo com o ponto G.

. Com o botdo "Mover” clique, segure e mova o ponto C sobre o segmento AB. O

rastro deixado pelos pontos F e G formardo uma elipse com focos D e E e eixo
focal de medida igual ao comprimento do segmento AB.

. E possivel visualizar a elipse sem usar o rastro. Com botdo “Lugar geométrico”,

clique primeiro no ponto F depois no ponto C. Faca o mesmo com os pontos G e
C, nessa ordem. Assim aparecerd a elipse formada pelo rastro.

5.2.5 Método do jardineiro — Elipse

Vimos que a elipse pode ser definida da maneira que segue:

Definigao 5.2. Elipse é o lugar geométrico dos pontos do plano cuja soma das distincias a dois

pontos fixos Fy e F, é constante.

A partir dessa defini¢do, construiremos uma elipse utilizando um método de cons-

trucdo conhecido como Método do jardineiro, devido a sua simplicidade e praticidade.

A seguir, é dada a lista de materiais necessarios e a descrigdo dos passos.

Materiais necessarios

Um lapis ou caneta.
Uma prancheta de madeira tamanho A4.
Uma folha de papel A4.

Dois parafusos pequenos, ou dois pregos pequenos, ou duas tachinhas. Neste

Caso, usaremos parafusos.

40 cm de linha encerada ou linha 10.

Descricao dos passos

1.

Prenda a folha de papel na prancheta. Marque os pontos F; e F, no papel distantes
15 cm um do outro e paralelos em relagdo a margem maior da folha. Para que
o desenho fique bem centralizado no papel, os pontos devem ser simétricos em
relacdo ao centro da folha.

. Fixe um parafuso sobre cada um dos pontos.

. Una as pontas da linha e amarre-as.

Passe a linha pelos parafusos e com a ponta do lapis estique a linha, de modo que
forme um tridngulo qualquer.
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Figura 62 — Construcdo de uma elipse através do método do jardineiro

Fonte: Fotos tiradas pelo autor
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5. Movimente o ldpis em torno dos pontos sempre mantendo a linha esticada.
Quando a ponta do lapis voltar a posicdo inicial, teremos o desenho de uma
elipse. Se variarmos a distancia entre os pontos ou o comprimento da linha,

obteremos outras elipses.

5.2.6 Meétodo das circunferéncias deslizantes — Elipse

Seja xOy um sistema de coordenadas cartesianas. Tome um ponto D pertence ao
eixo Ox, com D # O. Sejam C; e C, circunferéncias com centro D e raio r; e com centro
D e raio r,, respectivamente, com r, < r;. Faremos o ponto D se mover sobre o eixo
Ox de forma que a intersecdo de C; com o eixo Oy é sempre ndo vazia. Sejam E; e E,
os pontos da interse¢do de C; com o eixo Oy, onde E; pertence a semirreta positiva
do eixo Oy e E, pertence a semirreta negativa do eixo Oy. Os segmentos DE; e DE,
intersectam a circunferéncia C, nos pontos P; e P,, respectivamente (ver Figura .

Nessas condi¢des, enunciaremos o resultado que segue.

Proposicdo 5.4. O lugar geométrico dos pontos Py e P, é
e uma elipse com centro na origem, eixo focal coincidente com o eixo Ox, com focos
F; (— \/(rl —1)? =12, O) eF, ( \/(rl —1)? =12, O) e eixo focal de medida 2(r1—1,), ser1 > 2ry;
e uma elipse com centro na origem, eixo focal coincidente com o eixo Oy, com focos
F; (0, - \/rz 2—(r - r2)2) eF, (O, \/rz 2—(r - rz)z) e eixo focal de medida 2r;, se 1y < 11 < 2ry;
® uma circunferéncia com centro na origem e raio vy, se ry = 2ry.

Demonstragio. Considere os pontos P1(x1, y1), R(0, y1) e Q(x1,0). Podemos ver na Figura
que os tridngulos P1RE; e DQP; sdo retangulos. No tridngulo P1RE;, pelas rela¢oes
trigonométricas, tem-se

Pl_R X1

cos @ = = .
P{E; =1

No triangulo DQP;, de forma anéloga, tem-se

P1Q _Nn
DP, 2

sen O =

Pela relacdo fundamental da trigonometria temos

2

2 2 2
c0526+sen26:1:< adl )+(£) =N (5.1)

r—n §] (rn—1)? 1?2
Assim, se 11 > 2r, entdo 11 — 1, > 1. Logo, a equagao representa uma parte da
elipse com centro na origem e eixo focal coincidente com o eixo Ox, onde a = 1, — 1,

eb =ry. Comoa* = b*+ c? temos que as coordenadas dos focos da elipse sdo
F1 (— \/(1’1 - 7’2)2 -1 2, 0) e Pz ( \/(1"1 - 7‘2)2 — T 2, 0)
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Ser, <r <2rentdor;—ry < 1. Logo, a equagéorepresenta uma parte da elipse
com centro na origem e eixo focal coincidente com o eixo Oy, onde b = r1—r,ea = r,. As
coordenadas dos focos da elipse sdo F; (0, —\r2—(r — rz)z) eF, (O, Vra2—(r - rz)z).

Se ry = 2r, entdo 11 — r, = r,. Logo, a equagdo pode ser escrita na forma

2 2_ .2
X1"+ly1" =1

que representa uma parte da circunferéncia com centro na origem e raio ;.
Fazendo o mesmo com o ponto P, obtemos as outras partes das elipses e circunfe-

réncia. O

Figura 63 — Demostracdo da Proposicao

y.l

By

Fonte: Elaborada pelo autor

Com base na Proposigdo construiremos uma elipse usando o Geogebra.

Descricao dos Passos

1. Com o botdo "Régua” trace uma reta a horizontal. Em seguida oculte os pontos
da reta.

2. Com o botdo "Ponto” marque os pontos C e D sobre a reta.

3. Com obotado "Reta perpendicular” trace uma reta b perpendicular a reta a2 que passa
pelo ponto C.

4. Com o botdo "Controle deslizante” construa no topo do plano o controle desli-
zante 1, onde deve-se marcar a opgdo “inteiro”, preencher min = 2, max = 6 e



Figura 64 — Construcdo de uma elipse usando as circunferéncias deslizantes
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incremento = 0.1. Construa também o controle deslizante i, onde deve-se marcar

a opgao “inteiro”, preencher min = 0, max = 2 e incremento = 0.1.

5. Com o botao "Circulo dados centro e raio” construa a circunferéncia ¢ com centro
em D e raio igual ao controle deslizante n. Também construa a circunferéncia d

com centro em D e raio igual ao controle deslizante 1.

6. Comobotao “"Mover” mova o ponto D sobre a reta a até a circunferéncia intersectar

a reta perpendicular.

7. Com o botdo “Intersecdo entre dois objetos” marque os pontos E e F de interse¢do

da circunferéncia maior com a reta perpendicular.
8. Com o botdo “Segmento” trace os segmentos DE e DF.

9. Novamente com o botdo "“Intersecdo entre dois objetos” marque os pontos G e H de

interse¢do da circunferéncia menor com os segmentos DE e DF.

10. Com o botdo direito do mouse clique sobre o ponto G e marque a opgdo “Habilitar

rastro”. Faga o mesmo com o ponto H.

11. Com o botdo "Mover” clique, segure e mova o ponto D sobre a reta horizontal, de
forma que sejam obtidas todas as interse¢des possiveis da circunferéncia maior
com a reta perpendicular. Os rastros deixados pelos pontos G e H formardo uma
elipse.

12. E possivel visualizar a hipérbole sem usar o rastro. Com botdo “Lugar geométrico”,
clique primeiro no ponto G depois no ponto D. Faca o mesmo com os pontos H e

D, nessa ordem. Assim surgird a elipse formada pelos rastros.

13. Use os controles deslizantes para obter outras elipses.

5.3 Construindo hipérboles

Nesta secdo, veremos alguns métodos para construir hipérboles.

5.3.1 Método das circunferéncias tangentes — Hipérbole

Considere uma circunferéncia C com centro no ponto F; e raio r e seja F, um ponto
pertencente a regido exterior de C. Seja a circunferéncia C’ com centro no ponto F; e
raior’,com 7 <r.

Nas proposi¢des que se seguem, consideraremos o caso em que a intersegao entre

as circunferéncias C e C’ é vazia.
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Proposicdo 5.5. O lugar geométrico dos centros Py das circunferéncias C, tangentes interna-
mente a C e C’, é um ramo de uma hipérbole com focos F, e F, e eixo focal de medidar —1'. O
outro ramo da hipérbole é o lugar geométrico dos centros P, das circunferéncias C, tangentes
externamente a C e C'.

—
Demonstracio. Considere a semirreta XF;, onde X € C e F; é o centro de C (ver Figura

H —_—
65a). Tome um ponto D sobre XF, tal que D estd entre F; e X e DX =1/, onde ' é o raio

—
de C’. Seja P; o ponto de intersecdo da semirreta XF; com a mediatriz do segmento
F,D, sendo F, o centro de C’.

—
Considere a semirreta P1F,. Seja Y o ponto de interse¢do da circunferéncia C’ com

—_ . .
P,F,, onde F, estd entre Y e P;. Assim,

PY =PF, +F,Y =PF, +7
Pi1X=PD+DX=PF,+71.

Logo, é possivel tragar uma circunferéncia C; com centro em P;, que incide pelos pontos
Y e X e tem raio de medida P1F, +1'. Temos que C; é tangente internamente a C’, ja que
os pontos Py, F, e Y sdo colineares e também é tangente internamente a C, pois Py, F; e

X sdo colineares. Além disso, temos

PiF,=PiFi=PY -BY -(PX-FX)=r-7.

Assim, a diferenga das distancias do ponto P; ao pontos F, e F;, respectivamente, é
constante. Portanto, trata-se de um ramo de uma hipérbole com focos F; e F; e eixo

focal de medida r — 7.

—
Agora considere a semirreta F1X’, com X’ € C (ver Figura [65b). Tome um ponto

D’ sobre a semirreta ﬁ , tal que D" estd entre F1 e X" e DX =7. Seja P, o ponto de
intersecdo entre 1—”1—X3 e a mediatriz do segmento F,D’.

Considere a semirreta Pz_F; Seja Y’ o ponto de intersecdo da circunferéncia C’ com
ZFZ—F_;, onde Y’ esta entre F, e P,. Assim,

PzY’ =P2F2—F2Y’ ZPQPZ—T"
P1X’ = PzD’ -D’'X" = P2F2 7.

Perceba que é possivel tragar uma circunferéncia C, com centro em P,, que incide
pelos pontos Y’ e X’ e tem raio de medida P,F, — r’. Temos que C, é tangente externa-
mente a C’, j4 que os pontos P,, Y’ e F; sdo colineares e também é tangente externamente

a C, pois P,, X’ e F; sdo colineares. Logo,

PyFy = Poby = P X + X'Fy = (PY' + Y'Fy) =71 =71,

que representa o outro ramo da hipérbole com focos F; e F, e eixo focal de medida
r—r. O
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Figura 65 — Circunferéncias diretrizes da hipérbole de eixo focal de medida r —

(a) C; tangente internamente a C e C’

(b) C, tangente externamente a C e C’

Fonte: Elaborada pelo autor



99

Proposic¢do 5.6. O lugar geométrico dos centros Py das circunferéncias C, tangentes interna-
mente a C e externamente a C’, respectivamente, é um ramo de uma hipérbole com focos F; e F
e eixo focal de medida v + v'. O outro ramo da hipérbole é o lugar geométrico dos centros P, das

circunferéncias C, tangentes externamente a C e internamente a C’, respectivamente.

Demonstragio. Considere um ponto X pertencente a C. Seja [ a reta que passa por X e
Fy, onde F; é o centro de C (ver Figura[66a). Tome um ponto D sobre [, de forma que X
estaentre F;eDe XD = r’,onde ' é o raio de C’.
. . H . . ~ % . .

Considere a semirreta XF;. Seja P; o ponto de interse¢do de XF; com a mediatriz do

segmento F,D, onde F; é o centro de C'.
—>
Seja Y o ponto de interse¢do da circunferéncia C’ com a semirreta P,F;, onde Y esté

entre P; e F,. Assim,

P1Y = P1F2 - YFZ = P1F2 -7
Pi1X=PD-XD=PF,-71".

Logo, existe uma circunferéncia C; com centro em P;, que incide pelos pontos Y e X
e tem raio de medida PF, — . Além disso, C; é tangente externamente a C’, pois os
pontos Py, Y e F, sdo colineares, e também é tangente internamente a C, pois Py, F1 e X
estdo alinhados. Além disso, temos

plFZ_p]F1:P1Y+YF2—(P1X—XF1):r’—ﬁ_i_ﬁ_'_r:r_i_r/’

ou seja, a diferenca das distancias do ponto P; ao pontos F, e F;, respectivamente, é
constante. Portanto, trata-se de um ramo de uma hipérbole com focos F; e F; e eixo

focal de medida r + 7.

Agora considere a semirreta F1X’, com X’ € C (ver Figura |66b)). Tome um ponto D’

sobre Fl—J& , tal que X’ estd entre F1 e D" e DX =7. Seja P, o ponto de interse¢do da
semirreta Fl—X; com a mediatriz do segmento F,D".

Considere a semirreta Pz_F; Seja Y’ o ponto de intersecdo da circunferéncia C’ com
ZFZ—F_;, onde F, estd entre Y’ e P,. Assim,

PzY’ = Pze + F2Y’ = Pze +7
PiX' =P, D'+ D’X’ = PyF, + 1.

Note que é possivel tracar uma circunferéncia C, com centro em P,, que incide pelos
pontos Y’ e X’ e tem raio de medida P,F;, + . Temos que C, é tangente internamente
a C’, ja que os pontos P,, F, e Y’ sdo colineares e também ¢é tangente externamente a C,

pois P, X" e F; sdo colineares. Logo,

P>F{ — PyFy = P, X" + X'F; — (PZY’ — Y’Fz) =r+7r ,

que representa o outro ramo da hipérbole com focos F; e F; e eixo focal de medida
r+r. =
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Figura 66 — Circunferéncias diretrizes da hipérbole de eixo focal de medida r +

(a) C; tangente internamente a C e externamente a C’

(b) C» tangente externamente a C e internamente a C’

Fonte: Elaborada pelo autor



101

As circunferéncias C e C’ sdo denominadas de circunferéncias diretrizes da hipér-

bole.

Como no caso da elipse, prova-se que os resultados das Proposicdes[5.5/e[5.6| valem

também para o caso em que a circunferéncia C’ tem raio nulo.

Coroldrio 5.2. Sejam C uma circunferéncia com centro Fy e raio iqual a 2a e F, um ponto

externo a C. O lugar geométrico dos centros Py e P, das circunferéncias Cy e C, tangentes

internamente (um ramo) e externamente (outro ramo) a C, respectivamente, e que incidem pelo

ponto F,, é uma hipérbole com focos Fy e F; e eixo focal de medida 2a.

Para exercitar, construiremos no Geogebra uma hipérbole com uma circunferéncia

diretriz degenerada.

Descricdo dos passos

1.

Com o botdo "Circulo dados o centro e um dos seus pontos” construa uma circun-
feréncia ¢ com centro A e raio AB qualquer. Essa é a circunferéncia diretriz da

hipérbole que construiremos. Em seguida oculte o ponto B.

. Com o botao "Ponto” marque um ponto C exterior a circunferéncia c e os pontos

D e E sobre c.

. Com o botdo “Segmento” trace os segmentos CD e CE.

. . . —_— —>
Com o botdo "Semirreta” trace as semirretas DA e AE.

. Com o botdo "Mediatriz” trace as mediatrizes dos segmentos CD e CE.

. Com o botdo “Intersegio de dois objetos” encontre o ponto F de intersecdo da

— —
semirreta DA com o segmento CD e o ponto G de intersegdo da semirreta AE com
o segmento CE.

. Novamente com o botao "Circulo dados centro e um dos seus pontos” construa duas

circunferéncias: uma com centro em F e raio FC; outra com centro em G e raio GC.
Para melhorar a visualiza¢do, oculte todos os objetos com excec¢do dos pontos e

das circunferéncias.

. Com o botéo direito do mouse clique sobre o ponto F e marque a opgao “Habilitar

rastro”. Faca o mesmo com o ponto G.

. Com o botdo “"Mover” clique, segure e mova o ponto D sobre a circunferéncia, a

qual ele pertence. O rastro deixado pelo ponto F formard um ramo da hipérbole.
Faca o mesmo com o ponto E, onde o rastro deixado pelo ponto G formara o outro
ramo da hipérbole.
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Figura 67 — Constru¢do de uma hipérbole usando as circunferéncias tangentes
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10. E possivel visualizar a hipérbole sem usar o rastro. Com botdo “Lugar geométrico”,
clique primeiro no ponto F depois no ponto D. Faga o mesmo com os pontos G e

E, nessa ordem. Assim surgira a hipérbole formada pelo rastro.

5.3.2 Método das tangentes envoltérias — Hipérbole

De acordo com o Corolario 5.2} se X é o ponto de intersecdo entre as circunferéncias
C e C; entdo o ponto P; serd a interse¢do da semirreta XF; com a mediatriz do segmento
FX.

Tem-se que a mediatriz do segmento F,X é bissetriz do angulo F,P; X, pois o tri-
angulo F,P;X é isosceles e P1_X = ﬁ Assim, pela Proposicdo a mediatriz do
segmento F,X é a tangente a hipérbole em P;. Logo, para cada ponto X de C podemos
obter uma reta tangente a hipérbole que corresponde a mediatriz do segmento F,X.

O mesmo vale para as circunferéncias C, tangentes externamente a C e que incidem
por F,. Logo, podemos desenhar uma hipérbole através de suas tangentes envoltérias.

Faremos essa construgdo no Geogebra.
Descri¢ao dos passos

1. Com o botao "Circulo dados centro e um dos pontos” construa uma circunferéncia c

com centro A e raio AB qualquer. Em seguida oculte o ponto B.

2. Com o botdo "Ponto” marque um ponto C exterior a circunferéncia c e um ponto
D sobre c.

3. Com o botdo "Segmento” trace o segmento CD.
4. Com o botdo "Mediatriz” trace a mediatriz do segmento CD.

5. Com o botédo direito do mouse clique sobre a mediatriz do segmento CD e marque
a opgdo "Habilitar rastro”.

6. Com o botdo “"Mover” clique, segure e mova o ponto D sobre a circunferéncia c.
O rastro deixado pela mediatriz do segmento CD envolverd uma hipérbole com

focos A e C e eixo focal de medida igual ao raio da circunferéncia.



Figura 68 — Construcdo de uma hipérbole usando as tangentes envoltérias
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5.3.3 Dobraduras de papel — Hipérbole

A constru¢do de uma hipérbole pelo método das tangentes envoltdrias, pode ser
feita na pratica através de dobraduras de papel. A seguir, é dada a lista de materiais
necessarios e a descri¢do dos passos da construgao.

Figura 69 — Construcdo de uma hipérbole através de dobraduras de papel

(a) Passos 1,2,3e4 (b) Passo 5a
(c) Passo 5b (d) Passo 6

Fonte: Fotos tiradas pelo autor

Materiais necessarios
e Uma caneta ou lapis.
e Uma folha de papel vegetal A4.

e Um compasso ou um objeto de forma circular, como por exemplo, a tampa de
uma lata de leite.

Descrigdo dos passos
1. Marque um ponto C aproximadamente no centro da folha de papel.

2. Com auxilio do compasso, desenhe uma circunferéncia com centro em C de forma

que sobre espaco entre a circunferéncia e as margens do papel.
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3. Marque um ponto F no regido exterior da circunferéncia.
4. Escolha um ponto D qualquer sobre a circunferéncia.

5. Dobre o papel de modo que o ponto D coincida com o ponto F. Certifique-se de
que a dobra fique bem marcada no papel e, em seguida desdobre a papel.

6. Repita a operacdo do item anterior para outros pontos diferentes sobre a circunfe-
réncia. Dessa forma, as dobras formaram o desenho de uma hipérbole com focos
C e F. As dobras no papel correspondem as tangentes da hipérbole, e quanto

mais dobras o papel tiver melhor serd o desenho da curva.

5.3.4 Método das circunferéncias concéntricas — Hipérbole

Proposicao 5.7. Sejam F; e F, pontos do plano, onde d(F1,F,) = 2c. O lugar geométrico dos
pontos P da intersegdo das circunferéncias Cy com centro Fy e raio r1 com as circunferéncias C,
com centro F, e raio r, = 2a + ry, é uma hipérbole com focos F, e F, e eixo focal de medida 2a,
coma < c.

Demonstragdo. Seja P um dos pontos da interse¢do de C; com C,. Assim,
P_Pl—P_Fz| =lrn-rnl=n-Qa+r)=2a.

Portanto, os pontos P formam uma hipérbole com focos F; e F; e eixo focal de medida
2a. O

Vamos construir uma hipérbole no Geogebra utilizando esse método.
Descri¢ao dos passos

1. Com obotdo "Reta” trace uma reta a no canto superior do plano. Oculte os pontos

da reta.
2. Com o botdo “Ponto” marque os pontos C, D e E sobre a reta.

3. Com o botdo "Segmento” construa sobre a reta a os segmentos CE e DE. Construa
também um segmento FG, com FG > CD. Para ver o tamanho dos segmentos use
a "Janela de dlgebra”. Para isso, no botdo Exibir marque a opgao “Janela de dlgebra”
ou através do atalho "Ctrl+Shift+a".

4. Com o botdo “Circulo dados centro e raio” clique sobre o ponto F e surgird uma
janela pedindo a medida raio, nela digite a letra que representa o segmento CE.
Assim serd criada uma circunferéncia com centro em F e raio igual a medida do
segmento CE. Da mesmo modo, construa uma circunferéncia com centro em G e

raio igual a DE.
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Figura 70 — Construcdo de uma hipérbole usando as circunferéncias concéntricas
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5. Com o botao “Intersegdo de dois objetos” clique nas duas circunferéncias e surgirdo
os pontos de intersecdo H e I.

6. Com o botéo direito do mouse clique sobre o ponto H e quando surgir uma janela,

marque a opgdo “Habilitar rastro”. Faga o mesmo com o ponto I.

7. Com o botdo "Mover” clique, segure e mova o ponto E sobre a reta. O rastro
deixado pelos pontos H e I formardo uma hipérbole com focos F e G e eixo focal
de medida igual ao comprimento do segmento CD.

8. E possivel visualizar a hipérbole sem usar o rastro. Com botdo "Lugar geométrico”,
clique primeiro no ponto H depois no ponto E. Faca 0 mesmo com os pontos I e
E, nessa ordem. Assim aparecerd a hipérbole formada pelo rastro.

5.3.5 Método do jardineiro — Hipérbole
Vimos que a hipérbole pode ser definida da forma que segue:

Definicdo 5.3. Hipérbole é o lugar geométrico dos pontos do plano cujo médulo da diferenca
das distincias a dois pontos fixos F; e F, é constante.

Como no caso da elipse, construiremos uma hipérbole a partir dessa definicao,
utilizando o Método do jardineiro”. A seguir, é dada a lista de materiais necessarios e a

descrigdo dos passos.
Materiais necessarios
e Um l4pis ou caneta.
e Uma folha de papel A4.
e Uma régua escolar. Neste caso, usaremos uma régua de 20 cm.
e Uma prancheta de madeira tamanho A4.

¢ Dois parafusos pequenos, ou dois pregos pequenos, ou duas tachinhas. Neste

Caso, usaremos parafusos.

e Um pedago de linha de comprimento menor que a régua. A linha deve ser
resistente, como é o caso da linha encerada ou linha 10.

Descricdo dos passos

1. Prenda a folha de papel na prancheta. Marque os pontos F; e F> no papel distantes
15 cm um do outro e paralelos em relagdo a margem menor da folha. Para que
desenho fique bem centralizado no papel, os pontos devem ser simétricos em
relacdo ao centro da folha.
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Figura 71 — Construc¢do de uma hipérbole através do método do jardineiro

Fonte: Fotos tiradas pelo autor
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2. Faca dois furos pequenos em cada extremidade da régua, suficiente para passar

um parafuso.

3. Coloque um parafuso em um dos furos da régua e fixe-o no ponto F;, de forma

que a régua fique presa na prancheta.
4. Amarre uma das pontas da linha no outro furo da régua.
5. Fixe um parafuso no ponto F;, onde deve ser amarrada a outra ponta da linha.
6. Com a ponta do l4pis, estique o barbante mantendo-o encostado na régua.

7. Movimento o lapis em torno do ponto F,, sempre mantendo a linha esticada.
Depois de mover o ldpis por todo a extensdo da linha, teremos o desenho de um

ramo de uma hipérbole.

8. Repita 0 mesmo procedimento com o ponto F,. Assim, obteremos o outro ramo

da hipérbole.

5.3.6 Meétodo da soma constante das distdncias — Hipérbole

Como podemos perceber, a elipse, hipérbole e parabola sdo construidas por pro-
cessos similares. Normalmente quando conhecemos um método de construir uma
hipérbole por exemplo, fazendo algumas adaptagdes nesse método, ele pode ser apli-
cado para construir uma parabola por exemplo.

Na secado desenvolvemos um método de construir uma elipse a partir da
Defini¢ao[5.2] Veremos a seguir que é possivel construir uma hipérbole por um método

similar ao usada na construgdo de uma elipse.

Definicao 5.4. Sejam C uma circunferéncia com centro no ponto X e raio r e Y um ponto
pertencente a regido interior de C. A distiancia de Y a C é dado por:

d(Y,C) = r —d(Y, X).

Proposicao 5.8. Sejam C uma circunferéncia com centro no ponto Fy e raio v e F, um ponto
pertencente a regido interior de C, com F, # Fy. O lugar geométrico dos pontos P do interior
da circunferéncia C, cuja soma das distancias a F, e a C é igual a uma constante k > 0, com
k > d(F,,C), é um segmento de um ramo da hipérbole com focos F; e F; e eixo focal de medida
|k —7l.

Demonstragio. Por hipotese
d(P,C) +d(P,F,) =k.

Pela Definicao[5.4] temos

r—d(P,Fy) + d(P,F) =k & d(P,Fy) —d(P,F.) =k —r. (5.2)
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Sed(F,,C) < k < r,aequacdo (5.2) representa um segmento de um ramo da hipérbole

H que estd contido na regido interior de C. Essa hipérbole tem focos F; e F, e eixo igual
alk—rl.
Se k > r, a equacdo (5.2) representa um segmento do outro ramo de H que estd

contido na regido interior de C. O

Vamos construir uma hipérbole no Geogebra com base nessa Proposigao.

Descric¢ao dos passos

1.

2.

10.

11.

12.

Com o botdo “Segmento” construa o segmento AB no canto superior do plano.

Com o botdo “Ponto” marque um ponto C sobre os segmento AB.

. Novamente com o botdo "Segmento” construa sobre o segmento AB os segmentos

ACeCB.

Com obotdo “Circulo dados centro e um dos seus pontos” construa uma circunferéncia

d com centro em D e raio DE.

. Com o botdo “Segmento” trace o segmento DE.

. Com o botdo "Ponto” marque um ponto F sobre o segmento DE.

Novamente com o botdo "Segmento” trace o segmento EF, com EF < AB. Para
ver o comprimento dos segmentos use a “Janela de dlgebra”, disponivel no botado
"Exibir”.

. Com o botdo “Circulo dados centro e raio” construa uma circunferéncia g com

centro em F e raio igual ao comprimento do segmento AC. Construa também
uma circunferéncia i com centro D e raio igual a medida DE — CB.

. Com o botdo “Intersegio de dois objetos” marque os pontos G e H de intersecdo das

circunferéncias g e h.

Com o botdo direito do mouse clique sobre o ponto G e quando surgir uma janela,

marque a opgdo “Habilitar rastro”. Faca o mesmo com o ponto H.

Com o botdo "Mover” clique, segure e mova o ponto C sobre o segmento AB.
O rastro deixado pelos pontos G e H formardo um segmento de um ramo de
hipérbole.

E possivel visualizar o segmento de hipérbole sem usar o rastro. Com botdo
"Lugar geométrico”, clique primeiro no ponto G depois no ponto C. Faca o mesmo
com os pontos H e C nessa ordem. Assim surgird o segmento de hipérbole
formado pelo rastro.
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Figura 72 — Construgdo de uma hipérbole usando a soma constante das distancias
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5.4 Construindo parabolas

Neste se¢do, veremos alguns métodos para construir pardbolas.

5.4.1 Método das circunferéncias tangentes — Pardbola

Foi visto que tanto a elipse quanto a hipérbole, possuem duas circunferéncias dire-

trizes cujos centros estdo sobre seus focos.

Figura 73 — Circunferéncia diretriz da pardbola

Fonte: Elaborada pelo autor

No caso da parébola, ao invés de duas circunferéncias diretrizes, temos somente
uma circunferéncia diretriz com centro no foco da parabola e uma reta /, paralela a reta
diretriz. No entanto, podemos definir e construir uma parabola usando a mesma ideia

que usamos nos casos da elipse e hipérbole.

Proposic¢do 5.9. Considere uma reta | e uma circunferéncia C com centro no ponto F e raio de
medida r. O lugar geométrico dos centros P das circunferéncias C, tangentesa C e a l, é uma
pardbola com foco F e reta diretriz L paralela a .

Demonstragio. Vamos considerar o caso em que a intersegdo de C e [ é vazia. Assim,
tome um ponto X pertencente a /, e seja s a reta perpendicular a I que passa por X.
Tome um ponto D pertencente a s tal que DX = r e d(F, X) < d(F, D).

Seja P o ponto de interse¢do da reta s com a mediatriz do segmento FD. Seja Y o

—
ponto de interse¢do da circunferéncia C com a semirreta FP, onde Y estd entre F e P.
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Assim,
PD=PF = PX+XD=PY+YF=— PX+r=PY+r—=— PX=PY.

Note que podemos tragar uma circunferéncia C; com centro em P e que incide pelos
pontos X e Y. Temos ainda, que C; é tangente a C, pois P, Y e F sdo colineares.
Podemos considerar que o ponto D pertence a umareta L paralelaal,comd(L,[) = r.

Assim,
d(P,F) = PF = PD = d(P, L).
Temos entdo uma pardbola com foco F e reta diretriz L. m|

A circunferéncia C é chamada circunferéncia diretriz da parédbola.

Prova-se também que a proposi¢do continua vélida para o caso em que a circunfe-
réncia diretriz tem raio nulo, ou seja, quando C se degenera no ponto F. Nesse caso, a
reta [ coincide com a reta diretriz da parédbola.

Coroldrio 5.3. Sejam L uma reta e F um ponto que nio pertence a L. O lugar geométrico dos
centros P das circunferéncias C tangentes a L e que incidem pelo ponto F, é uma pardbola com
foco F e diretriz L.

Vamos agora, construir no Geogebra uma pardbola com a circunferéncia diretriz
degenerada.

Descricao dos passos

1. Com o botdo "Reta” trace uma reta a. Em seguida oculte os pontos da reta.

2. Com o botdo "Ponto” marque um ponto C sobre a reta e um ponto D fora da reta.
3. Com o botdo "Segmento” construa o segmento CD.

4. Com o botdo "Reta perpendicular” trace a reta ¢ que passa C e é perpendicular a
reta a.

5. Com o botdo "Mediatriz” construa a mediatriz do segmento CD.

6. Com o botdo "Intersegio de dois objetos” encontre o ponto E de intersecdo da reta
perpendicular ¢ com a mediatriz do segmento CD.

7. Com obotao Circulo dados centros e um dos pontos construa uma circunferéncia e com
centro em E e raio EC. Para melhorar a visualizacdo, oculte a reta perpendicular,
o segmento CD e sua mediatriz.

8. Com o botdo direito do mouse clique sobre o ponto E e marque a opgao “Habilitar
rastro”.
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Figura 74 — Construgdo de uma parabola usando as circunferéncias tangentes
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9. Com o botdo "Mover” clique e segure no ponto C, depois mova-o sobre a reta a.

O rastro deixado por C desenhard uma pardbola com foco F e reta diretriz a.

10. E possivel visualizar a pardbola sem usar o rastro. Com botdo “Lugar geométrico”,
clique primeiro no ponto E depois no ponto C. Assim surgira a parabola formada

pelo rastro.

5.4.2 Método das tangentes envoltorias — Pardbola

De acordo com o Corolério se X é o ponto de intersecdo entre a circunferéncia
C e areta L entdo o ponto P serd a interse¢cdo da mediatriz do segmento FX com a reta
s perpendicular a £ e que passa por F.

E facil ver que a mediatriz de FX é também bissetriz do angulo FPX. Assim, pela
Proposicao a mediatriz de FX é a tangente a pardbola em P. Logo, para cada
X € L obtém-se uma tangente a pardbola que é a mediatriz do segmento FX. Portanto,
a pardbola pode ser determinada pelas suas tangentes. Faremos essa construgdo no
Geogebra.

Descricao dos passos

1. Com o botdo "Reta” trace uma reta a. Em seguida oculte os pontos da reta.

2. Com o botdo "Ponto” marque um ponto C sobre a reta e um ponto D fora da reta.
3. Com o botdo "Segmento” construa o segmento CD.

4. Com o botdo "Mediatriz” construa a mediatriz do segmento CD.

5. Com o botédo direito do mouse clique sobre a mediatriz do segmento CD e marque
a opcao "Habilitar rastro”.

6. Com o botdo "Mover” clique e segure no ponto C, em seguida mova-o sobre a reta
a. O rastro deixado pela mediatriz de CD envolverd uma parabola com foco F e

reta diretriz a.
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Figura 75 — Construgdo de uma parabola usando as tangentes envoltérias
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5.4.3 Dobraduras de papel — Pardbola

A construgdo de uma parabola pelo método das tangentes envoltérias, pode ser
realizada na pratica por meio de dobraduras de papel. A seguir, é dada a lista de

materiais necessarios e a descri¢gdo dos passos da construcao.

Figura 76 — Construcdo de uma pardbola através de dobraduras de papel

(a) Passos 1,2e3 (b) Passo 4a
(c) Passo 4b (d) Passo 5

Fonte: Fotos tiradas pelo autor

Materiais necessarios

e Uma caneta ou lapis.

e Uma folha de papel vegetal A4.
e Uma régua.

Descrigao dos passos

1. Com auxilio da régua, desenhe uma reta [ paralela e préxima a uma das margens
da folha de papel.

2. Marque um ponto F acima da reta e centralizado em relagdo as margens ndo

paralelas a reta.
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3. Escolha um ponto D qualquer sobre a reta.

4. Dobre o papel de modo que o ponto D coincida com o ponto F. Certifique-se de
que a dobra fique bem marcada no papel e, em seguida desdobre a papel.

5. Repita a operagdo do item anterior para outros pontos diferentes sobre a reta.
Dessa forma, as dobras formaram o desenho de uma parabola com foco F e reta
diretriz [. As dobras no papel correspondem as tangentes da parédbola, e quanto

mais dobras o papel tiver melhor serd o desenho da curva.

5.4.4 Meétodo das circunferéncias concéntricas — Pardbola

Proposicao 5.10. Sejam L uma reta e F um ponto ndo pertencente a L. O lugar geométrico
dos pontos P da intersegdo das circunferéncias C com centro F e raio r com as retas | que distam
rde L, é uma pardbola com foco F e diretriz L. Nesse caso, as retas | e o ponto F pertencem ao
mesmo semiplano com origem em L.

Demonstragio. Seja P um ponto da intersegdo de £ com C. Assim,
AP, L) =d(,L)=r=d(PF).

Portanto, o lugar geométrico dos pontos P formam uma pardbola com foco F e diretriz L.
O

Vamos construir uma parabola no Geogebra usando esse método.
Descricao dos passos

. ” . . H . .
1. Com o botdo "Semirreta” trace uma semirreta horizontal AB no canto inferior do

plano. Em seguinda oculte o ponto B.

2. Com o botdo “Ponto” marque um ponto C sobre a semirreta e um ponto D fora
da semirreta.

—>
3. Com o botdo "Reta perpendicular” trace as retas perpendiculares a semirreta AB

que passam pelos pontos A e C.
4. Com o botdo "Segmento” construa o segmento AC.

5. Com o botao "Circulo dados centro e raio” construa uma circunferéncia com centro

em D e raio igual ao segmento AC.

6. Com o botdo "Mover” mova o ponto C até a reta perpendicular intersectar a
circunferéncia.
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Figura 77 — Construgdo de uma parabola usando as circunferéncias concéntricas
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7. Com o botdo "Intersecio entre dois objetos” marque pontos os pontos E e F de
intersegdo da circunferéncia com a reta perpendicular que passa por C.

8. Com o botdo direito do mouse clique sobre o ponto E e marque a opgao “Habilitar

rastro”. Faca o mesmo com o ponto F.

9. Com obotdo "Mover” clique e segure no ponto C, depois mova-o sobre a semirreta
—
AB. O rastro deixado pelos pontos E e F formardo uma parabola com foco F e
cuja reta diretriz corresponde a perpendicular que passa por A.

10. E possivel visualizar a parabola sem usar o rastro. Com botédo “Lugar geométrico”,
clique primeiro no ponto E depois no ponto C. Faga 0 mesmo com os pontos F e

C nessa ordem. Assim surgira a parabola formada pelo rastro.

5.4.5 Meétodo do jardineiro — Pardbola

Vimos que a pardbola pode ser definida da forma que segue:

Defini¢ao 5.5. Pardbola é o lugar geométrico dos pontos do plano equidistantes de uma reta

dada e de um ponto F, ndo pertencente a reta.

A partir dessa defini¢do, construiremos uma pardbola utilizando o "M¢étodo do jar-

dineiro”. A seguir, é dada a lista de materiais necessdrios e a descricdo dos passos.
Materiais necessarios
e Um lapis ou caneta.
e Uma folha de papel A4.
e Um esquadro escolar 60 graus.
e Uma régua escolar.
e Fita adesiva.
e Uma prancheta de madeira tamanho A4.

e Um parafuso pequeno, ou um prego pequeno, ou uma tachinha. Neste caso,

usaremos um parafuso.

¢ Um pedaco de linha de comprimento igual a medida do cateto maior do esquadro
60 graus. A linha deve ser resistente, como linha encerada ou linha 10.

Descricao dos passos

1. Prenda a folha de papel na prancheta.
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Figura 78 — Construc¢do de uma pardbola através do método do jardineiro

Fonte: Fotos tiradas pelo autor
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2. Posicione a régua de forma paralela e proxima a margem oposta ao prendedor

da prancheta. Com a fita adesiva fixe a régua nessa posigao.

3. Com o lapis, marque um ponto F no papel acima da reta e centralizado em relagdo

as margens nao paralelas a régua.
4. Fixe um parafuso sobre o ponto F.

5. Faca um pequeno furo na ponto de 30 graus do esquadro, o suficiente para passar
a linha.

6. Amarre uma das pontas da linha nesse furo. A outra ponta deve ser amarrada
no parafuso sobre F.

7. Apoie o esquadro sobre a régua. Com aponta do lapis, estique o barbante

mantendo-o encostado no esquadro.

8. Deslize o esquadro sobre a régua, sempre mantendo a linha esticada. Depois de
mover o ldpis em torno do ponto F, teremos o desenho de uma parébola.

5.4.6 Método da soma constante das distidncias — Pardbola

Da mesma forma que fizemos com a hipérbole, construiremos uma parabola uti-

lizando um processo similar ao método de construcdo de uma elipse visto na se¢dao

Proposicdo 5.11. Sejam | uma reta e F um ponto que ndo pertence a I. O lugar geométrico
dos pontos P do plano cuja soma das distdncias a F e a | é igual a uma constante k > 0, com

K > d(F, 1), é um segmento de pardbola.

Demonstragio. Consideremos um sistema de coordenadas xOy onde o eixo Ox coincide
com a reta [ e o eixo Oy é reta perpendicular a I que passa por F. Relativamente a esse
sistema, consideraremos que o ponto F tem coordenadas (0, p), onde p = d(F,I). Seja
P(x, y) um ponto do plano dado nas coordenadas do sistema xOy, onde por hipétese,
d(P,F) +d(P,l) = k. Assim,

APF)+dP )=k & x>+ Wy —-pl+lyl=k

= 2+ (y—-pP=k-lyl

S+ -2yp+pt =k = 2klyl + i

& x* —2yp + 2kly| + p* — K> = 0. 5.3)

Se o ponto P pertence ao semiplano acima do eixo Ox, entdo |y| = y. Com essa

condigdo, continuaremos o desenvolvimento da equagéo (5.3):

P =2yp+2ky+p* -k =0 > +2ylk—p) +p* -k =0. 5.4)
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Logo, pela Proposicdo a equacgao representa uma pardbola # com reta focal
coincidente com o eixo Oy. Porém, como foi imposta a condicdo |y| = y, veremos que
a equagdo na verdade representa um segmento da parabola #. Para mostrar isso,
obteremos o vértice e as interse¢do da pardbola  com o eixo Ox.

Para encontrar o vértice de $, basta fazer x = 0 na equacao (5.4). Assim,

K -p? _ (k=p)k+p) _k+p

_ 2_2: — — —
2yk-p)+p -k =0y 2(k—p)(:}y 20— p) vy >

k+p
Logo, o vértice de P é V|0, )

Para obter a interse¢do da parabola # com o eixo Ox, faz-se y = 0 na equagdo (5.4).

PHp -k =0 =k -p* = x=+,/k2-p2.

Logo, temos que (— k? —p?, 0) e ( k> —p?, 0) sdo os pontos de interse¢do da parabola

Assim,

P com o eixo Ox. Portanto, a equacdo (0.4) representa um segmento da parabola P,

que esta contido na regido retangular delimitada pelos pontos

(_ kZ_PZ,O),(\/If]QZ,O),(—\/ﬂ,k-i_p) (\/ﬂ’kﬂ’)

Se o ponto P pertence ao semiplano abaixo do eixo Ox, entdo a equagao (5.3) repre-

senta um segmento da pardbola #’, que esta contido na regido retangular delimitada

pelos pontos

N B e A

Construiremos um segmento da pardbola no Geogebra com base na Proposicao

Descri¢ao dos passos
1. Com o botdo "Segmento” construa o segmento AB no canto superior do plano.
2. Com o botdo "Ponto” marque um ponto C sobre os segmento AB.

3. Novamente com o botdo “Segmento” construa sobre o segmento AB os segmentos
ACeCB.

4. Com o botdo "Reta” trace a reta d no canto inferior do plano. Em seguida oculte
os pontos D e E.

5. Com o botdo “Ponto” marque um ponto F sobre a reta DE.
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11.

12.

13.

14.

15.
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. Com o botdo "Reta perpendicular” trace a reta e perpendicular a reta d que passa

pelo F.

Com o botdo “Ponto” marque o ponto G sobre a reta e. Em seguida oculte a reta e.

. Com o botado “Segmento” trace o segmento FG, com FG < AB. Para ver o compri-

mento dos segmentos use a "Janela de dlgebra”, disponivel no botdo "Exibir”.

. Com o botdo “Circulo dados centro e raio” construa uma circunferéncia ¢ com

centro em G e raio igual ao comprimento do segmento AC. Construa também

uma circunferéncia / com centro F e raio igual a medida de CB.

Com o botdo “Intersecio de dois objetos” marque o ponto H de interse¢do da reta e

com a circunferéncia .
Com o botdo “Reta paralela” trace a reta i paralela a reta d que passa pelo ponto H.

Com o botdo “Intersegio de dois objetos” marque os pontos I e | de intersegdo das

circunferéncias g e h.

Com o botdo direito do mouse clique sobre o ponto I e quando surgir uma janela,

marque a opgdo “Habilitar rastro”. Faga com o ponto J.

Com o botdo “Mover” clique, segure e mova o ponto C sobre o segmento AB. O
rastro deixado pelos pontos I e ] formardo um segmento de parabola.

E possivel visualizar o segmento da parabola sem usar o rastro. Com botdo “Lugar
geométrico”, clique primeiro no ponto I depois no ponto C. Faca 0 mesmo com os
pontos | e C nessa ordem. Assim surgira o segmento de parabola formado pelo

rastro.
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Figura 79 — Construgdo de uma parabola usando a soma constante das distancias
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6 CONSIDERACOES FINAIS

H& muita coisa para se escrever sobre conicas. Além dos assuntos abordados nesse
trabalho, poderiamos estudar as conicas utilizando Geometria Projetiva, Geometria
Espacial, Algebra Linear, vetores, rotagdo dos eixos coordenados, coordenadas polares,
equagdes paramétricas, Célculo diferencial e integral, superficies regradas, etc. Tam-
bém deixamos de enunciar centenas de preposi¢des e teoremas relacionados com as
conicas, diferente do que fez Apolénio em seu tratado composto por oito livros, nos
quais demonstrou 387 proposicdes sobre as conicas.

Falamos de algumas aplicagdes das conicas, porém existem muitas outras que nao
foram citadas. Johannes Kepler (1571 - 1630), por exemplo, descobriu que todos os
planetas se movem em Orbitas elipticas tendo o sol como um dos focos. Galileu Galilei
(1564 - 1642) provou que o trajeto de um projétil descreve uma pardbola no ar. O gréfico
de uma transformacdo isotérmica, ou Lei de Boyle, é representado por uma hipérbole
equildtera. A NASA (sigla em inglés de National Aeronautics and Space Administration
— Administra¢do Nacional da Aeronautica e do Espago) possuem avides especiais que
realizam voos parabdlicos que produzem microgravidade no interior do avido, a fim
de treinar os seus astronautas. Na engenharia, as conicas sdo aplicadas na construgao
de pontes suspensas, torres de grande altura, tuneis, etc. Na indtstria automobilistica,
o sistema de amortecimento mais eficiente para veiculos pesados é o que utiliza feixes
de molas parabdlicos. Enfim, as conicas estdo em toda parte.

Fizemos algumas construgdes de conicas, mas nao foram mencionadas aquelas fei-
tas através de dispositivos mecanicos, também conhecidos como maquinas matemati-
cas. Os elipsografos, parabolégrafos e hiperbolégrafos sdo dispositivos que constroem
elipses, parabolas e hipérboles, respectivamente. Muitos matematicos desenvolveram
esses dispositivos, como Frans van Schooten (1615 - 1660), De L'Hopital (1661 - 1704),
Bonaventura Cavalieri (1598 - 1647), Delaunay (1816 - 1872), etc.

Por isso que considero esse trabalho apenas a ponta de um iceberg. Ainda assim, es-
pero que esse breve estudo sobre as cOnicas possa ser ttil para estudantes e professores
de Matemadtica, pois considero que o conhecimento adquirido sé se torna importante
quando é compartilhado com outros. Incentivo os professores de Matematica a utili-
zarem em suas aulas recursos tecnolégicos e busquem formas criativas de ensinar que
venham despertar o interesse dos alunos pela Matemaética. Para aqueles que leram
estas pdginas, espero que tenham contemplado a beleza e importancia da Matematica
para a nossa sociedade. Acredito plenamente que alcangaremos uma vida melhor, a

medida que adquirirmos mais conhecimento.
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ANEXO A - CONES DE PAPEL

Os moldes foram adaptados de um modelo obtido na internet em (6)). A seguir sdo

dados os moldes e os materiais para confec¢do dos cones.
Materiais necessarios
e Folhas de papel sulfite 60Kg A4, popularmente conhecido como papel cartao.
e Cola branca.
e Tesoura.

e Manta magnética adesiva, popularmente conhecido como ima de geladeira.



Moldes de um cone cortado em forma de uma parabola




Moldes de um cone cortado em forma de uma parabola




Moldes de um cone cortado em forma de uma parabola




133

Figura 80 — Cone de papel: parédbola

(a) Montado

Fonte: Fotos feitas pelo autor



Moldes de um cone cortado em forma de uma hipérbole
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Moldes de um cone cortado em forma de uma hipérbole



Moldes de um cone cortado em forma de uma hipérbole
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Figura 81 — Cone de papel: hipérbole

(a) Montado

(b) Desmontado

'..\ . 5

Fonte: Fotos feitas pelo autor



Moldes de um cone cortado em forma de uma elipse




Moldes de um cone cortado em forma de uma elipse



Moldes de um cone cortado em forma de uma elipse
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Figura 82 — Cone de papel: elipse

(a) Montado

Fonte: Fotos feitas pelo autor
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