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RESUMO

Krug, C. B. S.. ENSINO DOS NUMEROS RACIONAIS COMPARANDO MEDIDAS DE
UNIDADE. 86 f. Dissertacao — Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede
Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Pato Branco, 2015.

A presente pesquisa teve como objetivo investigar a possibilidade de desenvolver o processo de
ensino e aprendizagem da divisdo de nimeros racionais com tarefas pautadas na interpretacdo
da medida. Adotamos como metodologia a Engenharia Didética e elaboramos uma sequéncia
didética a fim de desenvolver o trabalho com estudantes do Ensino Médio. Participaram das
sessoes de ensino doze estudantes de uma escola estadual do municipio de Porto Barreiro -
Pr. Os resultados da aplicacido da sequéncia didatica sugerem a importancia da utilizacdo de
atividades pautadas na interpretacdo da medida, haja vista que potencializou o entendimento,
por parte dos estudantes, do conceito de divisdo de nimeros racionais fracionérios e contribuiu
para eles aprofundarem a compreensdo de outras questdes relacionadas ao conceito de nimero
racional, tais como ordem, equivaléncia e densidade.

Palavras-chave: Ensino dos nimeros racionais, divisao, interpretacao como medida.



ABSTRACT

Krug, C. B. S.. TEACHING OF RATIONAL NUMBERS COMPARING UNIT MEASURE.
86 f. Dissertacdo — Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional -
PROFMAT, Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Pato Branco, 2015.

This research aimed to investigate the possibility to develop the process of teaching and lear-
ning of the division of rational numbers with guided tasks in interpretation of measure. Adop-
ted as methodology the Didactic Engineering and a didactic sequence in order to develop the
work with students of High School. Participated of training sessions twelve students of one
state school of Porto Barreiro city - Parand. The results of application of the didactic engine-
ering suggest the importance of utilization of guided tasks in interpretation of measure, since
strengthened the understanding, on the part of students, the concept of division of fractional
rational numbers and contributed for them develop the comprehension of others questions as-
sociated to the concept of rational numbers, such as order, equivalence and density.

Keywords: Teaching of rational numbers, division, interpretation as measure.
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1 INTRODUCAO

Ao iniciar o PROFMAT!, no ano de 2013, na Universidade Tecnoldgica Federal do
Parana (UTFPR/Pato Branco), percebi o quanto precisava melhorar minha prética pedagdgica
e “meu saber de conteido”. Muitos assuntos (conteidos) estudados no programa contribuiram

com tal percep¢do, mas o principal foi relacionado a conceituacao dos nimeros racionais.

A principal motivagdo para esse estudo se deu em virtude de experi€éncias em sala
de aula, como docente e também como discente. No primeiro caso, por atuar como pro-
fessor na Educagdo Basica, tenho convivido com a dificuldade dos estudantes ao efetuarem
operacdes envolvendo nimeros racionais nao inteiros. Na condi¢do de discente, enquanto es-
tudante do PROFMAT, aprendi que existe um conhecimento mais amplo e esclarecedor, acerca

dos nimeros racionais, do que aquele que ensinava na escola.

Neste sentido, passamos a observar e estudar o que as pesquisas cientificas, especi-
almente em Educacdo Matematica, estavam considerando e produzindo acerca de tal objeto
matematico. O resultado destes estudos, a principio, revelou uma quantidade significativa de
pesquisas sobre este assunto. Porém, a grande maioria com foco na formagao de professores e
na formacao docente. Sdo poucos os trabalhos com observacdes em sala de aula, com aplicacdes
no ambiente escolar e, quando existem, abordam principalmente os anos inciais da Educagao
Bésica.

Frente a isso, pensamos em desenvolver esta pesquisa para observar, no ambiente da

2

sala de aula, o processo de ensino e aprendizagem dos nimeros racionais < com tarefas pautadas

na interpretacao da medida.

Tal intencdo se justifica, inicialmente, pela falta de trabalhos que busquem compre-
ender o ensino dos nimeros racionais com aporte na sala de aula, tendo como campo de
observacao o ambiente escolar, acompanhando o processo de ensino e aprendizagem dos es-

tudantes. Ressaltamos, ainda, a importancia das pesquisas voltadas ao ensino dos nimeros

"Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional.
No texto desta dissertacdo, quando nos referirmos a nimeros racionais, salvo quando mencionarmos na forma
decimal, vamos estar nos referindo aos ndmeros racionais com escrita fracionaria.
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racionais na tentativa de superar o déficit de aprendizagem desse conteido bem como da Ma-

temdtica em geral na Educacao Basica, principalmente nas escolas publicas.

A partir destas consideragdes, pensamos na seguinte problematica: E possivel desen-
volver o processo de ensino e aprendizagem da divisdo de niimeros racionais com tarefas pau-

tadas na interpretacdo da medida?

Para respondermos a nossa questao de investigacao faremos uso da aplicacdo de uma
sequéncia didatica e da metodologia da Engenharia Didédtica. Uma descri¢ao detalhada sobre

1sso sera apresentada no capitulo 3 desta dissertacao.

Nosso objetivo principal, com o desenvolvimento deste trabalho, € Investigar se é
possivel desenvolver o processo de ensino e aprendizagem da divisdo de niimeros racionais

com tarefas pautadas na interpretagcdo da medida. A partir disso, pretendemos:

x Realizar um estudo tedrico a respeito do ensino dos ndimeros racionais, analisando suas

diferentes interpretagdes;

* Elaborar uma proposta de sequéncia didatica com o intuito de complementar o tratamento

dado aos ndmeros racionais em sala de aula;

* Complementar o tratamento dado aos nimeros racionais em sala de aula.

Este estudo estd estruturado em quatro capitulos. No primeiro, enfatizamos nosso
entendimento acerca dos ndmeros racionais e do seu ensino. Para tanto, iniciamos descrevendo
de forma concisa a origem destes niimeros, depois apresentamos brevemente o historico do seu
ensino e, para finalizar, trazemos uma andlise a respeito de alguns estudos pertinentes referentes

ao ensino dos nimeros racionais.

No segundo capitulo, o mais conciso dentre todos, abordamos o conceito de nimero e

as definicdes das interpretacdes parte-todo e medida.

O terceiro capitulo explica as razdes da nossa escolha metodoldgica: a Engenharia
Didatica. Além disso, traz elementos sobre os sujeitos participantes da pesquisa e uma descri¢ao

da sequéncia didatica.

No quarto capitulo apresentamos uma complementaciao da andlise prévia, bem como
fazemos a andlise e a avaliacdo da aplicacdo da sequéncia didatica. Para tanto, pontuamos

nossas observagdes em subdivisdes referentes a sess@o 1, a sessdo 2 e as sessoes 3 e 4.

Finalmente, apresentamos as consideracdes finais, as referéncias e os apéndices da

pesquisa.
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2 ENTENDENDO OS NUMEROS RACIONAIS E O SEU ENSINO

Nesse capitulo apresentaremos uma breve discussao acerca da origem dos nimeros
racionais, um olhar sobre a Histéria do ensino destes nimeros e resultados de alguns estudos

realizados sobre o ensino dos ndmeros racionais.

2.1 ORIGEM DOS NUMEROS RACIONAIS

Os ndmeros racionais, com representacao fraciondria, ja eram conhecidos na antigui-
dade, afirma Ifrah (1994). Acredita-se, de acordo com Souza (2013), que a necessidade pratica
da demarcacdo de terras as margens do Rio Nilo, foi a razdo pela qual o estudo das fra¢des sur-
giu primeiro no Egito. “Como a medida dos terrenos, na sua maioria, ndo era dada exatamente
por nimeros inteiros, surgia entdo a necessidade de um novo conceito de nimero, o nimero
fraciondrio” (SOUZA, 2013, p. 15).

No entanto, a ideia de fragc@o racional ndo é, conforme Boyer (1974), um produto da
Idade Antiga, mas sim da Idade Moderna. A prépria notagdo moderna de fragdes ordindrias,
como salienta Souza (2013), € uma criagao dos hindus que, com o passar do tempo, foi ado-
tada e aperfeicoada pelos arabes até o surgimento das fracdes decimais. Tal fato contribuiu,
conforme Ifrah (1994), para prolongar a numera¢ao decimal de posi¢do em direcdo a moderna
representacdo dos nimeros decimais com virgula. Para o autor, a evolu¢do dos nimeros raci-
onais, passando a estarem sujeitos as mesmas regras que os nimeros inteiros, esta relacionada

com o desenvolvimento do calculo e da aritmética.

2.2 BREVE HISTORICO DO ENSINO DOS NUMEROS RACIONAIS NO BRASIL

Segundo Damico (2007), atualmente o ensino dos nimeros racionais vem recebendo
um tratamento algoritmico e formal, ou seja, ndo sdo realizadas tarefas preliminares, por assim
dizer, com a inten¢do de prover o estudante do entendimento do conceito a ser trabalhado.

Dessa forma, a aprendizagem se resume a compreender a aplicacao de regras sem, muitas vezes,
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reconhecer como foram criadas tais regras. Para o autor, deveriam ser trabalhadas situacdes
da vida real com os estudantes e, por meio destas, potencializar a constru¢do dos conceitos,

operacoes e relacdes envolvendo os ndmeros racionais.

Rodrigues (2005), ao desenvolver uma pesquisa acerca do conceito de fracdo com alu-
nos em fase de escolarizacdo posterior ao ensino formal desses nimeros (8* série do Ensino
Fundamental, 3° ano do Ensino Médio e de Nivel Superior, na drea de exatas), também apurou
que os professores privilegiam atividades algoritmicas, recorrendo aos processos formais com a
utilizagcdo de regras prontas. Ao procurar associar os aspectos da pratica pedagogica as dificul-
dades encontradas pelos alunos, sua pesquisa concluiu que os alunos se apropriaram, em geral,

somente das propriedades operatdrias, mas ndo do conceito de nimero racional.

Virios autores, como Rodrigues (2005), Damico (2007), Silva (2005) e Almouloud e
Silva (2008), apontam o predominio do modelo parte-todo no processo de ensino dos nimeros
racionais nas escolas brasileiras. Na opinido de Almouloud e Silva (2008), o predominio da
concepcao parte-todo no ambiente escolar € resultado, principalmente, da prética dos professo-

res e da forma como estio organizados os livros didaticos.

Diante desse cendrio, para compreender como se formou esse modelo de ensino dos
nimeros racionais, nos questionamos como se constituiu a histéria do ensino dos niimeros ra-

cionais no Brasil.

Na tentativa de compreender esse processo, pode-se olhar para o texto de Maria Laura
Magalhdes Gomes (2006), “Os numeros racionais em trés momentos da Matematica escolar
brasileira”. Analisando livros didéticos editados e publicados no decorrer do século XX, até os
anos de 1970, a pesquisadora buscou elementos que demonstrassem como eram apresentados
0s numeros racionais na matematica da escola secundaria brasileira. Para tanto, destacou trés
momentos em seu texto: o primeiro até a década de 1930; o segundo da Reforma de Francisco
Campos (1931)1 até o inicio da década de 1960; e, por tltimo, o terceiro compreende os anos
1960 e o inicio da década de 1970.

No primeiro momento, Gomes (2006) identificou, em linhas gerais, que o enfoque dos
ndmeros racionais consistia de uma definicao de grandeza, conceituando nimero como resul-
tado da medi¢do de grandezas e relacionando a defini¢do de fragdo a medi¢do de comprimento.

Essa apresentacao traz o nimero racional como expressao da medi¢ao de uma grandeza comen-

IEsta representou, de acordo com Dallabrida (2009), a modernizac¢do do ensino secundario brasileiro, culmi-
nando no aumento do referido curso de 5 anos para 7 anos, sua divisdo em dois ciclos (o “fundamental” com
duracdo de 5 anos e o “ciclo complementar” de 2 anos); obrigatoriedade de 75% de presenca nas aulas; criacao
de um sistema regular de avaliacio e seriacdo anual das disciplinas. Com isso, houve uma homogeneizacao da
cultura escolar do ensino secundario brasileiro por meio de procedimentos administrativos e didatico-pedagégicos
controlados pelo governo federal, de tal modo que estas novas normas definiam conhecimentos a ensinar.
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surdvel com outra grandeza tomada como unidade. Tal fato era tdo fortemente realgado, que
predominavam as nomenclaturas “niimeros comensuraveis” € ‘“nimeros incomensuraveis’ para

denominar os ndmeros racionais e os irracionais, respectivamente.

O segundo momento inicia com a reforma Francisco Campos, em 1931, a qual insti-
tuiu a disciplina Matemdtica no Brasil. Desse ano até o inicio dos anos de 1960, a defini¢do
de grandeza passa a receber representacdes diferenciadas nos livros didaticos pesquisados por
Gomes (2006), mas continuou prevalecendo a conceituagdo de nimeros racionais como resul-
tado da medicdo de grandezas, ainda que com menor énfase. Novamente, ndo foi acentuado o
interesse ou preocupacdo em apresentar o termo ‘“‘nimeros racionais’, assim como no primeiro

momento pesquisado.

No entanto, diferentemente do periodo anterior, foi abandonado o uso da expressao
“numeros comensuraveis”. Esse fato, segundo Gomes (2006), enfatiza o afastamento ocor-
rido ao longo do tempo entre a medi¢do de comprimentos e a nocao de nimeros racionais na
forma fraciondria, no ensino de Matematica nas escolas brasileiras; caracterizando a gradual

desvinculagao entre nimero e grandeza.

Ja no terceiro momento, Gomes (2006) identificou que, por influéncia do Movimento
da Matematica Moderna (MMM)? no Brasil, as grandezas e sua medicio praticamente deixam
de figurar nos livros didaticos estudados. Ao assumirem o nimero natural como resultado da
correspondéncia biunivoca entre conjuntos, os materiais didaticos passam a utilizar uma lingua-
gem totalmente diferente da utilizada nos periodos anteriores. Isto conduziu a um predominio
de uma abordagem formal, na qual o nimero fraciondrio figurava como um par ordenado de
numeros inteiros, em que a segunda coordenada era diferente de zero. Os nimeros racionais
passaram a ser ensinados, a partir de entdo, como a ampliacdo do campo numérico dos Naturais

para um conjunto que goza da propriedade do fechamento na operagao de divisao.

Gomes (2006) enfatiza, ainda, que os livros didéticos tém sido “fiéis” representantes
dos curriculos escolares brasileiros no decorrer dos anos. O estudo apontou elementos impor-
tantes do histérico do ensino dos niimeros racionais nas escolas brasileiras. Um ponto relevante
para a nossa pesquisa € a descri¢do do afastamento, por assim dizer, do ensino dos nimeros raci-
onais da sua interpretacdo como medida, a qual se concretizou por volta da década de 1960. Em
vez dessa concepg¢ao que desenvolve a ideia de nimero racional como resultado da comparagao

de medidas entre grandezas comensuraveis, ganhou espaco, devido a influéncia do MMM, o

20 Movimento da Matemdtica Moderna (MMM), segundo Dobrowolski e Pinto (2009), foi um movimento de
reformulacdo do ensino de Matemadtica com alcance mundial que, nas décadas de 1960 e 1970, buscava suplantar
o ensino tradicional das escolas pautado na Matemadtica Cldssica, no modelo euclidiano e na visdo platonica em
prol de uma “Matemadtica Moderna” que objetivava uma linguagem universal, assentada no rigor matematico das
estruturas algébricas e na simbologia da linguagem formal da Matematica.
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ensino dos nimeros racionais baseado numa interpretacdo formal de classes de equivaléncia, na

qual tais nimeros sao definidos como um par ordenado (a,b), coma, b € Z e b # 0.

2.3 ALGUNS ESTUDOS REFERENTES AO ENSINO DOS NUMEROS RACIONAIS

Nessa secao analisaremos alguns estudos que abordam o ensino dos Numeros Racio-

nais.

O estudo de Silva (2005), intitulado “Investigando saberes dos professores do Ensino
Fundamental com enfoque em nimeros fraciondrios para a quinta série”, apresenta resultados
importantes referentes ao ensino dos nimeros racionais. Pesquisando as concep¢des de um
grupo de professores de Matemética em relacdo a aprendizagem de nimeros fraciondrios, de-
tectou que a constru¢do desses nimeros decorre de um trabalho pedagdgico pautado, quase que

exclusivamente, em tarefas de concepcao parte-todo, contextualizados em superficies.

A autora comenta que em estudos anteriores ja havia sido observado uma confusdo,
por parte dos estudantes, no entendimento dos nimeros fraciondrios como dois nimeros na-
turais. Dificuldade de entendimento também presente na introducdo destes nimeros quando
fundamentados na concepcdo parte-todo, por meio do procedimento da dupla contagem das
partes. O abuso da utilizacdo das representagdes continuas, em especial aquelas vinculadas ao
circulo (a conhecida pizza), representa um dos problemas do ensino dos niimeros racionais atu-
almente. O exagero no uso da interpretacdo parte-todo no ensino dos fraciondrios € entendido
como provavel causa dos problemas conceituais apresentados pelos alunos, no contexto escolar,

sobre esses nimeros.

Diante disso, Silva (2005) modelou enquanto Organizagao Matematica e Organizacao
Didatica alguns tipos de tarefas associando as concepgdes de fraciondrios: parte-todo, medida,
quociente, razdo e operador. Devido ao interesse do nosso trabalho estar voltado na observagdo
do processo de ensino e aprendizagem dos racionais, com tarefas pautadas nas interpretacdes
da compara¢do e da medida, adotaremos a concepg¢ao de Silva (2005) acerca de parte-todo e

medida.

* Parte-todo: “a concepg¢ao parte-todo emerge da acdo de dividir uma grandeza continua
(comprimento, drea, volume, ...) em partes equivalentes ou na grandeza discreta (cole¢ao

de objetos) em partes iguais em quantidade de objetos” (SILVA, 2005, p. 106).

* Medida: “as tarefas de medicdo naturalmente associam a concepg¢do de medida, solici-

tando a manipulagdo de um padrdo, chamado de unidade de medicao que, por sua vez,
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dependerd diretamente da grandeza em jogo” (SILVA, 2005, p. 117).

Segundo a autora, “a insercao no contexto escolar do ensino de fracionarios baseado
na concepcao parte-todo e apoiado na contagem, parece-nos um movimento no sentido de auxi-
liar a crianca no aprendizado dos novos nimeros, utilizando seus conhecimentos dos nimeros
naturais” (SILVA, 2005, p. 95). Neste sentido, como nossa proposta € trabalhar com estudantes
do primeiro ano do Ensino Médio que, a priori, j& possuem tais conhecimentos, pautaremos

nosso trabalho em tarefas baseadas na concepcao de medida dos niimeros racionais.

Algumas consequéncias da énfase do uso da concepgao parte-todo no ensino, segundo
Silva (2005), s@o a restrigdo de validade que o enfoque propicia, obrigando o ndmero 7 assumir
o valor maximo igual a 1 além da discretizacdo do continuo. Dessa forma, “[...] os tipos de ta-
refas que associam a concep¢do de medida constituem o ambiente ideal para tratar os nimeros
fraciondrios maiores que um [...]” (SILVA, 2005, p. 121). E preciso ter claro que tarefas envol-
vendo a concepg¢ao parte-todo em associacdo com a concep¢ao de medida requerem, na opiniao
da autora, conhecimentos de Geometria quando relacionados com volumes, superficies e/ou

comprimento.

Podemos inferir, com base nos argumentos apresentados por Silva (2005), que um
ensino com base na concep¢ido de medida dos nimeros racionais, na sua forma fraciondria,
pode ser desenvolvido no contexto escolar com estudantes do Ensino Médio que, a priori, ja
deveriam saber o conceito de niimero racional. Isto refor¢a nossa intencdo em observar, em sala
de aula, o processo de ensino e aprendizagem dos nimeros racionais com tarefas pautadas na

concepg¢do da medida.

Analisando o ensino dos nimeros racionais, Damico (2007) afirma que € consenso en-
tre pesquisadores em Educacdo Matemdtica que a aprendizagem das nogdes sobre os nimeros
racionais é um grave obsticulo no aprendizado matemaético dos estudantes. Segundo o autor,
o conceito de numero racional figura entre os mais complicados para criangas e adolescentes.
Menciona ainda, os resultados das avaliacOes internacionais como o “termOmetro” das difi-
culdades encontradas pelos estudantes em idade escolar acerca da constru¢do ou aplicacdo de
conceitos relacionados aos nimeros racionais. Diante disso, diz que “estas constatacdes nos
mostram que os problemas relacionados ao ensino e a aprendizagem dos nimeros racionais sao

extremamente amplos e devem ser atacados por diversos angulos” (DAMICO, 2007, p. 18).

Damico (2007) reconhece, ainda, o acentuado uso do subconstruto parte-todo no con-
texto escolar, especialmente por meio do tradicional modelo de superficie de pizza ou na sub-

divisdo de conjuntos discretos, como aporte pedagdgico para o ensino de fracdes. Além disso,
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ocorre um uso abusivo, de métodos algoritmicos e do tratamento formal, dado aos nimeros

racionais na escola. Em sua opinido, deveriam ser trabalhadas situaces da vida real e, por

intermédio destas, potencializar a constru¢cdo dos conceitos, operacdes e relacdes dentro deste

campo numérico.

Esse trabalho deve relacionar, conforme Damico (2007), os cinco subconstrutos dos

nimeros racionais: parte-todo, operador, quociente ou divisao indicada, medida e coordenada

linear, de modo que a reta real faz parte do ultimo subconstruto e, além disso,

uma abordagem concreta e interessante do subconstruto medida de nimero racional
pode ser feita utilizando-se a reta numérica. Neste contexto, uma unidade é repre-
sentada por um comprimento, em contraste com o subconstruto parte-todo no qual a
unidade é frequentemente uma area ou um conjunto de objetos discretos (DAMICO,
2007, p. 80).

Em relacdo ao entendimento de Damico (2007) acerca dos subconstrutos parte-todo e

medida, destacamos:

¢ Parte-todo:

* Medida:

quando um todo (continuo ou discreto) se divide em partes “congruentes”
(equivalente como quantidade de superficie ou quantidade de objetos). A
fracdo indica a relacdio que existe entre um certo nimero de partes e o nimero
total de partes em que o todo foi dividido. O todo recebe o nome de unidade
(DAMICO, 2007, p. 67).

Neste caso, a ideia € de comparacdo de duas grandezas, por exemplo: quantas
vezes um palmo cabe no comprimento de uma mesa? [...] € necessdrio que se
estabeleca um termo de comparagdo Unico para todas as grandezas de mesma
espécie; ou seja, uma unidade de medida como centimetros para comprimen-
tos; gramas para peso; segundos para tempo, etc. A questdo também exige
uma resposta para a pergunta quantas vezes?, o que se faz dando um nimero
que exprima o resultado da comparagdo. Esse niimero chama-se medida da
grandeza em relacgdo a essa unidade (DAMICO, 2007, p. 73-74).

Os resultados da pesquisa de Damico (2007) demonstram o predominio de procedi-

mentos algoritmicos no trato dos nimeros racionais no contexto escolar. Na opinido do autor,

ha predominancia do entendimento processual em relacdo ao conceitual. Este fato estd inti-

mamente relacionado a forma como se dé a aprendizagem dos nimeros racionais na Educagao

Basica, quando a utiliza¢ao do subconstruto parte-todo € largamente empregado.
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Frente a isso, percebemos a necessidade da utilizacdo mais ampla dos outros subcons-

trutos no ensino dos nimeros racionais, como propomos neste trabalho.

Para Damico (2007), € preciso repensar a formacao dada aos futuros professores nos
cursos de licenciatura em matematica, principalmente em relagdo ao campo dos nimeros ra-
cionais. Segundo o autor, ndo conseguird ensinar o conceito de nimero racional quem nao o
conhece e, infelizmente, os futuros docentes na disciplina de Matemaética nao estao recebendo

essa formacdo na graduacdo.

Conforme Damico (2007) os problemas mais comuns e evidentes no processo de en-

sino e aprendizagem dos nimeros racionais sao:

1. Predominio do método algoritmico, fazendo com que procedimentos de manipulagdo se

sobrepdem ao significado conceitual, em especial no Ensino Fundamental.

2. Falta de diferenciacdo entre os nimeros racionais e os inteiros, principalmente no mo-
mento da introdu¢do dos primeiros. Neste sentido, o uso de graficos de setores circu-
lares para apresentar as fracdes aos estudantes € um exemplo particular deste caso. Em
consequéncia, a maior parte dos estudantes de nivel médio ndo conseguem estabelecer
relacdes de ordem entre nimeros racionais na forma decimal, bem como nao conseguem

estabelecer estimativas percentuais.

3. A conceituacao da unidade. “Um elemento importante [...] é o desenvolvimento de um
sistema de notagdes para localizar a composicdo, decomposi¢ao e conversao de unidades
que, seguramente, traz uma melhor compreensdo do conceito de unidade em diferentes
situacoes” (DAMICO, 2007, p. 96). Do modo como vem sendo praticado o ensino dos
numeros racionais no ambiente da escola basica, para o autor, o estudante nao desenvolve
a noc¢do de unidade quando trabalha com os niimeros racionais na forma fracionéria e, em

consequéncia, ndo aprende o conceito de nimero racional.

4. A metodologia de ensino, normalmente tradicional.

Ao olharmos para as referéncias de Damico (2007), para pontuar esses problemas no
ensino dos nimeros racionais, percebemos que todas sdo das duas ultimas décadas do século

XX. Entdo, nos perguntamos: serd que esses problemas ainda persistem no contexto escolar?

Nos estudos de Rodrigues (2005) encontramos um questionamento: O que a escola
basica ensina sobre os nimeros racionais? Em resposta o autor buscou identificar aspectos do

conceito de numero racional, relativos aos significados parte-todo e quociente, com constru¢ao
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ineficaz no contexto escolar e que permanecem sem serem apropriados pelos alunos ao longo

do processo de escolarizacao.

Os resultados da pesquisa de Rodrigues (2005), desenvolvida com estudantes de oitava
série do Ensino Fundamental, terceira série do Ensino Médio e Ensino Superior na drea de exa-
tas, apontam que a formagao escolar, como vem ocorrendo, ndo € suficientemente abrangente
para que se construa o conceito dos nimeros racionais como um campo numérico. Menciona
que o privilégio dado ao modelo parte-todo e as atividades algoritmicas, adotado pelos profes-
sores, conduz a construcdo de falsos conceitos em relacdo aos racionais. Associado a isso, a
compreensdo do papel da unidade no conjunto dos nimeros racionais continua sendo uma das

dificuldades persistentes.

Neste sentido, essas conclusdes se aproximam dos problemas relativos ao ensino dos
numeros racionais elencados por Damico (2007), respondendo nossa pergunta acerca da vali-
dade daqueles resultados em um contexto contemporaneo. Sendo assim, denota-se que o de-
senvolvimento de atividades que suplantem a interpretacdo da concepg¢ao parte-todo no ensino
dos nimeros racionais € muito importante. Para que a realidade que ora se apresenta acerca da
aprendizagem dos nimeros racionais seja modificada, tornando seu ensino mais significativo
para o estudante e, por assim ser, possibilitando desenvolver a compreensdo conceitual desses

nimeros, propomos seu estudo por meio da no¢ao de medida.

Outro ponto relevante do trabalho de Rodrigues (2005), que vem somar ao desenvol-
vimento da nossa pesquisa, relaciona-se com as consideracdes acerca de trabalhos realizados
em Educacdo Matemadtica sobre os nimeros racionais. O autor evidencia os trabalhos de Kie-
ren (1981, 1988 e 1993), argumentando que foi esse autor quem introduziu a ideia de estudar
os nimeros racionais segundo subconstrutos; Nunes (1997, 2003) com a exposi¢do de uma
classificacdo dos significados do nimero racional, a qual Rodrigues (2005) adota em seu tra-
balho, expde a importancia do estudo dos nimeros racionais estabelecendo relagdes entre a
constru¢cdo formal e o conhecimento intuitivo do estudante; e, por fim, “[...] que apresentam
modelos de introducao do conceito de nimero racional a partir do significado “medida™” (ES-
COLANO; GAIRIN (2005), apud RODRIGUES, 2005, p. 31).

A pesquisa de Escolano e Gairin (2005), com estudantes da escola primadria espanhola,
diz Rodrigues (2005), traz importante andlise sobre obstdculos diddticos® relativos ao ensino
dos nuimeros racionais decorrentes da utilizacdo do modelo parte-todo na introdugdo desses

nimeros. No entendimento dos autores, o significado parte-todo, como tradicionalmente €

3Estamos nos referindo a obstaculos didaticos como dificuldades na aprendizagem de conceitos matematicos
decorrentes das praticas de ensino adotadas.
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usado, com base em uma figura dividida em partes equivalentes, sendo algumas pintadas, exige
do aluno a realiza¢do de uma transferéncia entre as representacoes graficas e simbdlicas em pro-
cesso, 0 que passa pela interpretacdo da figura, o desenvolvimento de uma dupla contagem das
partes e a apresentacdo do resultado dessas operagdes na forma simbdlica. “Essas tarefas con-
duzem ao estabelecimento de uma relagdo simbdlica entre dois nimeros naturais, e s6 depois,
ao longo do processo educativo, serd instituida a definicao de niimero racional” (RODRIGUES,
2005, p. 53).

No entendimento de Escolano e Gairin (2005), explica Rodrigues (2005), a constru¢ao
do conceito de fracdo a partir do modelo parte-todo, como descrito, conduz a aquisi¢ao do co-
nhecimento de forma visual e sem associa¢ao com o ato de medir. Mas como a ideia de medida
¢ intrinseca a génese do nimero racional, o processo de medi¢do deve ser considerado no mo-
mento de ensinar esses nimeros. Caso contrdrio, a aprendizagem pode ter efeitos indesejados,

criando obsticulos quanto a constru¢do de concepgdes corretas, porque:

* fica omitida a grandeza utilizada. Embora se esteja trabalhando com unidades
de superficie, ndo se faz menc¢do a isso, pois a énfase estd na dupla contagem;

* ndo se define uma unidade. O todo-unidade ndo necessita ser apresentado de
forma explicita. Por esse motivo as figuras podem ser apresentadas superpostas
e claramente diferenciadas segundo o atributo da cor, de modo que o aluno nao
tem a necessidade de reconhecer a unidade para resolver a tarefa;

* ndo se atribui relevincia a necessidade de igualdade dos tamanhos das par-
tes (conservagdo das areas), pois o processo estd centrado na cardinalidade do
nimero de partes (ESCOLANO; GAIRIN, 2005 apud RODRIGUES, 2005, p.
53).

Assim, comenta Rodrigues (2005), Escolano e Gairin (2005) concluem que a crianca
ndo associa a fragdo a um novo nimero, pois, devido a ideia do modelo parte-todo, com base na
dupla contagem, a fracao € interpretada como uma relagdo entre nimeros naturais. Isso conduz a
uma aprendizagem passiva porque, via de regra, ndo existe uma situag@o problematica, bastando

seguir o modelo para concluir a tarefa.

Tais consideragdes reforcam a importancia de se desenvolver atividades que conduzam

os estudantes a um entendimento do conceito de nimero racional.

Segundo Rodrigues (2005), Escolano e Gairin (2005) destacam que apesar da aparente
vantagem didédtica do modelo parte-todo, o seu distanciamento com a génese do nimero racional
e auséncia de relagcdo entre seu surgimento e a necessidade humana, pode conferir ao seu uso

alguns obstaculos didaticos, principalmente:

1. Quanto a formacao de concepcdes adequadas, haja vista que as fracdes sdo nimeros e
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nao medidas, ndo existem fracdes improprias e nao identifica a unidade;

2. Em relag@o a separacao conceitual entre nimeros racionais € naturais, porque a fracao,
enquanto simbolo resultante da dupla contagem, é resultado de uma situacdo estdtica da
relacdo entre dois nimeros naturais e, em consequéncia, os estudantes nao conseguem
perceber as peculiaridades das operagdes com numeros racionais, tentando simplesmente

empregar as mesmas técnicas utilizadas com os nimeros naturais;

3. No tocante a formacgdo de ideias abstratas.

Frente a isso, Rodrigues (2005) destaca que os autores propdem uma sequéncia de
ensino com uma proposta alternativa ao modelo parte-todo para abordar o ensino de fracoes,

pautada em tré€s grandes objetivos:

1. Favorecer a construgdo de concepgdes adequadas, ao propor modelos que t€m
como caracteristica comum a medida de grandezas. Deste modo se dispde de
um mundo de objetos fisicos para justificar os resultados matematicos.

2. Potencializar a ideia de nimero racional, provocando uma ruptura entre as
concepgdes de niimero natural e de niimero racional, na medida em que se des-
taca que os naturais servem para contar, e os racionais, para medir.

3. Facilitar a construgdo de ideias abstratas, entendendo que os modelos de apren-
dizagem em que o aluno interage com o mundo dos objetos facilita a construcio
mental dos niimeros racionais e permite a avaliacdo semantica de qualquer ex-
pressdo simbélica em que esses nimeros aparecam (ESCOLANO; GAIRIN,
2005 apud RODRIGUES, 2005, p. 56).

Neste ponto, apesar de Escolano e Gairin (2005) estarem se referindo a introdugdo do
conceito de fragdes na escola primdria espanhola, seus objetivos com essa sequéncia didatica
se aproximam dos objetivos do nosso trabalho, em especial por considerarem o modelo como
medida fundamental para o ensino dos nimeros racionais. E importante, ainda, ressaltar que os
autores acreditam que modelos de atividades envolvendo a medida de grandezas, para estudo
dos nimeros racionais, ajudariam os estudantes a formarem o conceito deste tipo de nimero.
Dado que esse argumento também estd presente em nossa pesquisa, denotamos que o traba-
lho destes autores sugere que € vidvel pensarmos em uma sequéncia de atividades acerca dos

ndmeros racionais com base na interpretacao da medida.

Rodrigues (2005) também enfatiza que Escolano e Gairin (2005) demonstraram que a
sequéncia de ensino proposta, baseada nos significados de medida, quociente e razao, proporci-

onou a superacao dos obstaculos didaticos anteriormente elencados.

Com base nisso, entendemos que nossa pesquisa também podera ajudar no desenvolvi-

mento de atividades que favorecam a aprendizagem dos conceitos de nimeros racionais e suas
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operagdes, em especial a divisdo. Analogamente as ideias de Escolano e Gairin (2005), sinteti-
zadas por Rodrigues (2005), investiremos na interpretagdo como medida dos niimeros racionais

para alcancar tal objetivo.

2.4 RELACIONANDO IDEIAS DE DIFERENTES AUTORES SOBRE O ENSINO DOS
NUMEROS RACIONAIS

Como registramos na se¢do anterior, para muitos pesquisadores a aprendizagem do
conceito de nimero racional constitui um obstaculo a ser superado na Educacdo Bésica. Os
resultados das avaliacdes internacionais como o Sistema Nacional de Avaliacdo da Educagao
Basica (SAEB) e o Sistema de Avaliacao de Rendimento Escolar do Estado de Sdo Paulo (SA-
RESP), conforme Damico (2007), corroboram essa afirmacao, pois, em linhas gerais, revelam o

acentuado grau de dificuldade que os alunos t€m na aplicacdo do conceito de nimeros racionais.

Neste sentido, as pesquisas trazem alguns apontamentos como provaveis causas do
“problema” bem como as possibilidades para resolvé-las. Uma mudanca de atitude dos pro-
fessores frente a esse contetdo, tomando consci€ncia sobre a origem e natureza deste saber, de
como se constitui, compreendendo em que medida e sentido € relevante para a sala de aula,
“pode contribuir para disparar mudancas em suas praticas de ensino e, consequentemente, para

enriquecer a aprendizagem de seus alunos” (RANGEL et al., 2014, p. 12).

Ideia semelhante é defendida pelo NEPEM/USF (2004)*, ao considerar a dificuldade
encontrada pelos alunos em interpretar conceitos dos nimeros racionais enquanto fruto da
forma como vem sendo trabalhado em sala de aula. Na opinido do grupo, apds comprova-
rem que os livros didéticos ndo tratam adequadamente o tema, cabe ao professor complementar

o tratamento adequado para os nimeros racionais em sala de aula.

Silva (2005), por sua vez, constatou que os professores da Educacido Basica ndo pos-
suem uma formacdo adequada para ensinarem o conceito de nimero racional, reproduzindo
aquilo que aprenderam enquanto alunos. Em consequéncia, acabam privilegiando o ensino ba-
seado em regras prontas, acreditando na aprendizagem por memorizacdo. No entanto, “nao
basta saber, € necessario compreender como esse saber se constitui, qual sua natureza e origem,
bem como compreender em que sentido e em que medida esse saber € relevante para a sala de

aula” (RANGEL et al., 2014, p. 11).

A opg¢ao pelo modelo parte-todo ao iniciarem o estudo dos niimeros racionais bem

como a extrema rapidez com a qual professores da Escola Basica partem para atividades al-

“4Nicleo de Estudos e Pesquisas em Educagio Matemdtica da Universidade Sio Francisco.
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goritmicas sdo, para Rodrigues (2005), possiveis causas que perpetuam as dificuldades dos

alunos no que tange aos nlimeros racionais.

Estudos de Damico (2007), acerca da formacao inicial de professores, também reve-
lam uma formacao deficiente que esses profissionais recebem para ensinar nimeros racionais.
Mesmo assim, aponta que a complexidade presente na aprendizagem desse assunto, “[...]prova-
velmente esteja mais fortemente relacionada a metodologia de ensino tradicional do que propri-
amente a dificuldade relativa ao conceito e aos problemas utilizados” (DAMICO, 2007, p. 91).
Assim, sintetiza que os problemas decorrentes do ensino dos nlimeros racionais sdo resultantes
do predominio do método algoritmico, da falta de diferenciacdo conceitual dos nimeros intei-
ros, da ndo defini¢do da unidade e da metodologia de ensino, normalmente tradicional. Esse
método de ensino pauta-se na memorizacdo de regras para a resolugdo de listas de exercicios,
privilegiando uma aprendizagem processual, mecanizada, em detrimento de uma aprendizagem

conceitual.

Todos os estudos supracitados sdo unanimes em reconhecer a necessidade da formagao
continuada de professores, preparando-os para ensinar os nimeros racionais, Como um quesito
para diminuir as dificuldades de aprendizagem deste tema. Outro ponto em comum € o reconhe-
cimento dos métodos tradicionais de ensino, pautados na memorizagdo de regras algoritmicas
para resolver listas de exercicios e na utiliza¢do da interpretacdo parte-todo, como um obsticulo,
por assim dizer, ao avanco no processo de ensino dos nimeros racionais. Frente a isso, destaca-
se a necessidade do desenvolvimento de pesquisas acerca do uso de novas metodologias de
ensino dos nimeros racionais, com campo de observacao em sala de aula, assim como estamos

propondo.

Para Silva (2005) “os conhecimentos de medida, comparagao e distribuicdo permitem
a percep¢ao da razdo de ser dos fracionarios que relacionados facilitariam a constru¢do do
conceito de numero racional pretendido” (SILVA, 2005, p. 96). Teoricamente estd comprovado
pelo seu estudo, mas e na prdtica, em sala de aula, serd que isso se efetivaria? Qual seria
a melhor metodologia a ser empregada? Qual seria o caminho metodolégico para ensinar os

conceitos dos nimeros racionais?

Um dos primeiros pontos a considerar, conforme salientam Rodrigues (2005) e Silva
(2005), € a génese dos nimeros racionais. Suas pesquisas mostram que 0s nimeros racionais
surgiram devido a necessidade social de medir. Biffi (2001) também argumenta que a necessi-
dade do uso dos nimeros racionais certamente decorreu da sua utilizacao para medi¢do de dreas
de terras. Egipcios e babilonios, hd 3000 a.C, ja usavam representagdes fraciondrias, apesar de

serem distintas das utilizadas atualmente. “[...]as relagdes entre medi¢ao, propriedade privada
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e o Estado, forma as bases da necessidade de criacio de um novo campo numérico” (BIFFI,
2001, p. 25).

Portanto, a concep¢do de medida deve ser considerada no momento de ensinar o objeto
matematico nimeros racionais. Essa ideia é corroborada no texto dos Parametros Curriculares
Nacionais do Ensino Médio - PCN’s (2000) que defendem a importancia da correlacdo das

situagdes problemas em seus contextos socio-histéricos para o ensino desses nimeros.

Além disso, Damico (2007) argumenta que a resolucdo de situacdes-problema pode
constituir uma base para o desenvolvimento de conceitos formais de nimeros racionais. Essa
ideia, mesmo com um enfoque diferente, € defendida enquanto objetivo de aprendizagem nos
PCN’s (1997) de Matematica para o Ensino Fundamental. Ao sugerir o ensino dos ndmeros ra-
cionais por meio da resolugao de problemas, o documento oficial defende que um dos objetivos
do ensino de Matematica € levar o discente a “construir o significado de niimero racional e de
suas representacdes (fraciondria e decimal) a partir de seus diferentes usos no contexto social”
(BRASIL, 1997, p. 55). Em um contexto mais geral, os PCN’s de Matemdtica para o Ensino
Médio defendem que os processos de ensino e aprendizagem dos nimeros:

[...] estdo diretamente relacionados ao desenvolvimento de habilidades que dizem
respeito a resolucio de problemas, a apropriagdo da linguagem simbélica, a validacio
de argumentos, a descri¢do de modelos e a capacidade de utilizar a Matemadtica na
interpretacdo e intervengdo no real (BRASIL, 2000, p. 44).

Neste sentido, o desenvolvimento de uma pesquisa acerca do ensino dos ndmeros raci-
onais, desenvolvida no ambiente da sala de aula, em contado direto com os estudantes e pautada
nas interpretacdes da comparacao e da medida vem, de certa forma, preencher uma lacuna nas

pesquisas desenvolvidas acerca do ensino dos ndmeros racionais.
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3 COMO NOS ESTAMOS PENSANDO

Neste capitulo vamos apresentar um breve texto de como estamos pensando o conceito

de nimero e as concepgdes parte-todo e medida de ndmero racional.

3.1 O CONCEITO DE NUMERO

Nao vamos nos alongar aqui numa tentativa de recontar toda a Histéria que conduziu
a formacao do conceito de nimero. No entanto, assumiremos a ideia de Souza (2013, p. 3) de
que esse conceito “[...] foi construido a partir da necessidade do homem de criar um método

para contar e, mais tarde, para medir.”

Conforme Roque (2012 apud SOUZA, 2013), contar € realizar uma correspondéncia
entre duas colecoes de seres, sendo que essa ag¢ao origina um nimero que indica a quantidade

de seres de uma colec¢do definida.

Ainda em relacdo a isso, Pitombeira e Roque (2010, p. 6) argumentam que “contar
€ concreto, mas usar um mesmo nimero para expressar quantidades iguais de coisas distintas
¢ um procedimento abstrato”. O desenvolvimento desta pratica, em sua opinido, engendrou a

evolugdo do conceito de nimero.

Até os anos finais do século XVIII, conforme Pitombeira e Roque (2010), a nocdo de
numero estava diretamente relacionada a ideia de quantidade e, sendo assim, sé eram aceitos
os numeros absolutos. Porém, segundo os autores, a no¢ao de rigor matematico se transfor-
mou no contexto do século XVIII e durante o século XIX, quando o fundamento na “anélise
algebrizada” perdeu campo para os métodos do cdlculo infinitesimal. Entdo, “para avancar, era
preciso migrar para um conceito abstrato de nimero nao subordinado a ideia de quantidade”
(PITOMBEIRA; ROQUE, 2010, p 238).

Aliés, foi no século XIX, de acordo com Pitombeira e Roque (2010), que se desenvol-
veu o conceito abstrato de nimero, justamente porque o desenvolvimento da anélise necessitou

de uma extensdo do conceito de nimero. ‘“Para dar consisténcia as préticas da anélise, tornou-se
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necessdrio introduzir um conceito abstrato de niimero, independente das ideias de quantidade e
grandeza” (PITOMBEIRA; ROQUE, 2010, p. 239).

Esse desenvolvimento no conceito abstrato de nimero também atingiu os nimeros
racionais. Atualmente, em relacdo ao rigor da formalizacdo matemadtica, o conceito de nimero

racional € estruturado de duas maneiras:

Assim se destacam no contexto da dlgebra, a construcio dos nimeros racionais por
classes de equivaléncia; e no contexto da andlise, os resultados que garantem que
um nidmero € racional se e somente se sua representacdo nos sistemas de numeracao
posicional € finita ou periédica (RANGEL et al., 2014, p. 11).

Em nossa pesquisa adotaremos a definicdo de nimero racional proposta por Niven
(2012, p. 25):“um niuimero racional (ou uma fracdo ordindria) é um niimero que pode ser

colocado na forma a/d, onde a e d sdo inteiros e d ndo é zero”.

3.2 DEFININDO AS CONCEPCOES PARTE-TODO E MEDIDA EM NOSSO TRABALHO

Foi denotado nos estudos de Damico (2007), Silva (2005), Silva e Almouloud (2008),
Souza (2013), NEPEM/USF (2004), Rodrigues (2005), entre outros, que o ensino dos ndmeros
racionais, principalmente no Ensino Fundamental, € realizado com o auxilio de tarefas pautadas

na concepg¢ao parte-todo.

Como vamos estudar a divisdo de ndmeros racionais como medida em nosso trabalho,
precisaremos saber relacionar essa atividade com a interpretagdo parte-todo. Sendo assim, com
base nos trabalhos de Silva e Almouloud (2008), Damico (2007) e Silva (2005), trataremos
a operagao de divisdo dos nimeros racionais na concepc¢ao parte-todo quando: Dados uma

grandeza total e o niimero de partes, for perguntado qual o tamanho de cada parte.

Assim, essa ideia remete a divisdo a reparticdo em partes iguais. Por exemplo, dividir
um pacote com 30 bombons entre cinco criangas de modo que todos ganhem a mesma quanti-
dade de bombons. Com quantos bombons cada crianga ficard? Logo, a quantidade de bombons

que cabe a cada uma € determinada pela divisao de 30 por 5.

Vemos, com isso, que a ideia de reparticdo em partes iguais (equiparticdo), esta posta
em problemas nos quais é dado um todo e o nimero de partes e se pergunta o tamanho de cada

parte.

Como apresentamos no capitulo 1, no ensino dos nimeros racionais fraciondrios, pau-

tados na concepcao parte-todo, € comum o uso de representacdes geométricas, principalmente



26

por meio de uma figura plana, para ilustrar a situacdo. Assim, aparecem com frequéncia para

os alunos exemplos de constru¢des como as da Figura 1.

O

O
O O
o O O O
5 O O

A

Figura 1: Representacao da concepcio parte-todo de fracdo com (A) grandezas continuas e (B)
grandezas discretas

Na Figura 1A, a fracdo % ¢ representada pela contagem dupla das partes entre a drea
que foi pintada e a que ndo foi pintada, haja vista que a figura foi dividida em partes iguais, ou

seja, com dreas congruentes. Neste caso, temos uma representacdo com grandezas continuas.

Ja na Figura 1B, por sua vez, a representacdo remete a grandezas discretas. Mas,

analogamente, a fracao % € resultado da contagem dupla entre as partes pintadas e ndo pintadas.

Porém, como pretendemos trabalhar com a divisdo de nimeros racionais em um pri-
meiro ano do Ensino Médio, com atividades pautadas na interpretacdo da medida, precisamos
esclarecer o que entendemos por divisdo como medida. Novamente, com base nos trabalhos
de Damico (2007), Silva e Almouloud (2008) e Rangel et al (2014), mas também no estudo de
Pinto (2009), definiremos a concep¢do como medida do seguinte modo: Sdo dados o tamanho
da parte (unidade) e a grandeza total e pergunta-se o niimero de partes (unidades) da grandeza

total.

O ato de medir, segundo Caraca (2005, p. 30), envolve trés aspectos: “escolha da uni-
dade; comparacdo com a unidade; expressao do resultado dessa comparag¢ao por um nimero.”
Entdo, como a operacdo de divisdo, no campo numérico dos nimeros racionais, expressa me-
dida, ela esta diretamente associada a comparacdo entre grandezas de mesma natureza. Para
tanto, envolve um todo, uma unidade de medida (parte) de natureza igual a do todo e o nimero

de vezes, obtido pela comparagdo entre o todo e a parte, que a unidade de medida cabe no todo.

Um exemplo concreto de atividade envolvendo a interpretacdo da divisdo de niimeros

racionais como medida € o seguinte: Como podemos distribuir 60 bombons em pacotinhos
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com capacidade para 5 bombons? Neste caso a quantidade de pacotinhos é determinada pela
divisdo de 60 por 5, isto €, estd sendo verificado quantas vezes o 5 cabe em 60. Note que o
significado medida sé faz sentido quando estao envolvidas grandezas de mesma natureza; pois,
como medida, conforme esclarecido no estudo de Pinto (2009), a operacdo de divisdo remete a
comparacao entre grandezas de mesma natureza. Portanto, o dividendo (o todo) e o divisor (a

parte / unidade de medida) sdo grandezas de igual natureza.

Diante disso percebemos, em linhas gerais, ndo ser fécil identificar a distin¢do entre
a concepgao parte-todo e medida de ndmero racional quando resolvemos problemas nos quais
estdo envolvidas somente operacdes numéricas. No entanto, enquanto a interpretacdo da divisdao
como equiparti¢do sé faz sentido se o divisor for um niimero natural, a interpretacao da divisao

como medida ndo exige tal condi¢@o, pois basta que as grandezas sejam comensuriveis.

Entao, para trabalhar o ensino da divisdo de numeros racionais com tarefas pautadas
na interpretacdo da medida vamos explorar, principalmente, o contexto geométrico dado por
segmentos de reta. Tomamos essa decisdo com base na observacdo de Damico (2007), de que
o subconstruto coordenada linear (reta real) pode ser um instrumento eficaz na abordagem do

subconstruto medida de nimero racional.

Vejamos um exemplo a fim de esclarecer como é possivel trabalhar a interpretacao
da divisdo de nimeros racionais por meio da representagdo geométrica por segmentos de reta.
Vamos representar geometricamente, conforme a Figura 2, a divisdo de % por % utilizando a
interpretacdo como medida. Para compreender a Figura 2 considere u = % ev= % Note
que H é uma unidade de medida (um segmento de reta) da qual u e v sdo multiplos inteiros.
Entdo, subdividindo o segmento de comprimento % em 3 e o segmento de comprimento % em 3,
dividimos u em 6 segmentos de comprimento H e v em 35 segmentos de comprimento H. Logo,

u =6H e v=35H, donde obtemos H :%. Portanto, a medida de u tomando v como unidade é
2.7_6

u= %v. Comov = % # 0, temos % = %, isto €, 5+ 3 = 35. Neste caso, dizemos que 3 “cabe”
£ em 2.

H iH iHﬁ ——+ + + =
IR i 2

Figura 2: Representacio geométrica por segmentos de reta de % + %
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De modo geral, realizar a divisdo dos nimeros racionais u = 7 por v= 5, onde a,b,c,d
€ Z e b,d # 0, consiste em encontrar uma unidade de medida comum H subdividindo ll) em d
partes congruentes e é em b partes congruentes.

Logo, segue que

(i) H cabe d vezes em % que cabe a vezes em u. Portanto, H cabe ad vezes em u, ou seja,
u=(ad)H,

(ii) analogamente H cabe b vezes em % que cabe ¢ vezes em v. Portanto, H cabe bc vezes em

v, ou seja, v = (bc)H. Assim, como bc # 0, temos H = ;-.

Entdo, tomando H como uma subdivisdo da unidade v e contando quantas vezes H cabe em u,
concluimos que a medida de u quando v € a unidade serd, por (i) e (ii), u = adp; = %v. Como
v # 0, temos % = %. Dessa forma, associado ao significado medida, obtemos a férmula de

divisdo de fracoes:

ad
bc

SR
Ule
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4 NOSSA OPCAO METODOLOGICA

Ap6s decidirmos estudar o ensino da divisdo de niumeros racionais por meio de tarefas
pautadas na interpretacdo da medida, passamos a desenvolver ideias sobre qual seria o caminho
a ser trilhado para desenvolver a pesquisa. Optamos, logo de inicio, por realizar um trabalho
investigatorio em sala de aula e coletar dados para posterior andlise. Diante disso, surgiu o
seguinte questionamento: Como vamos proceder para trabalhar a divisdo de nimeros racionais,

por meio da interpretacdo como medida, com estudantes?

Responder tal pergunta ndo foi uma tarefa simples e imediata. Primeiramente, pen-
samos em desenvolver oficinas com os estudantes. Nestas, estudariamos questdes nas quais a
divisd@o de numeros racionais estaria sujeita ao contexto da interpretacdo como medida destes
nimeros. Pretendiamos, em linhas gerais, desenvolver uma sequéncia didatica permeada por

questdes dessa natureza com 0s sujeitos participantes da pesquisa.

Frente a isso, fomos em busca de uma metodologia apropriada para desenvolver um
estudo com essas particularidades. Apos a realizacdo de algumas leituras referentes a metodolo-
gias de pesquisa em Educacdo Matematica, optamos pela Engenharia Didéatica. Mas o que vem
a ser a metodologia Engenharia Didética? Vamos, brevemente, tentar responder a esta pergunta

na proxima se¢ao.
4.1 O QUE E ENGENHARIA DIDATICA?

Ja mencionamos nossa opcao pelo desenvolvimento da pesquisa por meio da Engenha-
ria Didatica. Essa metodologia, tendo em consideragdo a concepg¢do, planejamento e execugao
de um projeto, conforme Paiz (2002), pode ser considerada andloga ao trabalho de um enge-
nheiro ao desenvolver um projeto arquitetonico. Semelhante a este, o educador/pesquisador
necessita de conhecimentos prévios para ensinar, mesmo que seu dominio nao seja o bastante
para anular os desafios do complexo ato de ensinar. Portanto, a engenharia didatica contem-
pla, na opinido de Paiz (2002), tanto a dimensdo tedrica quanto a dimensdo pratica da pesquisa

desenvolvida em didatica. Ela “se constitui em uma forma de sistematizar a aplicacdo de um
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determinado método na pesquisa didética” (PAIZ, 2002, p. 100).

No entendimento de Almouloud e Coutinho (2008), a Engenharia Didatica caracteriza-
se por um arranjo empirico baseado em ‘“realizacdes didaticas” no ambiente escolar que, a
grosso modo, pode ser resumida pela realizacdo, observacdo e andlise de sessdes de ensino.
Ideia semelhante, acerca desta metodologia, ¢ defendida por Almouloud e Silva (2012). Na
visdo destes autores, a Engenharia Didatica apresenta algumas caracteristicas da pesquisa agao,
haja vista se desenvolverem nela circunstancias de sala de aula nas quais “[...] o pesquisador é
levado a descrever e analisar os resultados de sua aplicagcdo, tomando os devidos cuidados em
relacdo ao grau de generalidade dos resultados” (ALMOULOUD; SILVA, 2012, p. 46).

A utilizacdo da metodologia Engenharia Didética se faz, de acordo com Paiz (2002),
em quatro fases:
1) Andlises preliminares;
2%) Concepcao e andlise prévia;
3" Aplicacdo de uma sequéncia didética;
4") Andlise a posteriori e avaliagdo.
Na realizacdo do nosso trabalho, buscamos contemplar as quatro fases da Engenharia

Didatica. Como cada fase ndo € independente uma da outra, o desenvolvimento de uma pode

ser concomitante ao de outra.

Vamos, na proxima secao, relacionar nossa pesquisa com as quatro fases da engenharia
didatica. Salientamos, ainda, que as observagdes também contribuirdo para um esclarecimento
mais completo acerca dessa metodologia bem como a respeito da forma como a interpretamos

para a realizagao deste trabalho.

4.2 NOSSA PESQUISA E AS QUATRO FASES DA ENGENHARIA DIDATICA

Nesta secdo vamos apresentar, de forma sucinta, uma relagdo das quatro fases da en-

genharia didatica com o nosso trabalho.

42.1 ANALISE PRELIMINAR: APRESENTANDO OS PARTICIPANTES

No capitulo 1 apresentamos uma andlise preliminar do nosso objeto de estudo (o ensino

da divisdo dos numeros racionais) considerando o viés pedagogico e o epistemoldgico. Ainda,
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dados de uma anélise preliminar, baseada principalmente em uma descri¢do da dimensao cogni-
tiva do fendmeno estudado, é realizada no capitulo 2. Tal organizacdo foi escolhida para o texto,
pois “para melhor organizar a andlise preliminar, € recomendével proceder a uma descri¢do das
principais dimensdes que definem o fendmeno a ser estudado e que se relacionam com o sis-
tema de ensino, tais como o epistemologico, cognitivo, pedagdgico, entre outros” (PAIZ, 2002,
p. 101).

A complementagdo da andlise preliminar decorre, entdo, da apresentacdo dos partici-
pantes da pesquisa. O colégio e a turma na qual aplicamos as sessdes de ensino da Engenharia
Didatica foram pensados antes do inicio da elaboracdo das atividades. Escolhemos o Colégio
Estadual Gabriela Mistral - E.F.M, localizado no municipio de Porto Barreiro/PR. A turma es-
colhida foi o 1° ano do Ensino Médio do periodo vespertino. Essa escolha foi motivada, em
especial, pela familiaridade do pesquisador com a escola e com os estudantes, haja vista atuar

como professor de matematica no estabelecimento e lecionar nesta turma.

Os estudantes do 1°B, do Colégio Estadual Gabriela Mistral, formam um grupo bem
heterogéneo de 16 meninas e 10 meninos. As idades dos estudantes estdo no intervalo de 14
a 17 anos, sendo que a maioria, 13 deles, possuem 15 anos. Realcamos, ainda, que a maior
parcela destes sujeitos possui um histérico de notas baixas em Matematica, a ponto de muitos

serem aprovados por Conselho de Classe na passagem do nono para o primeiro ano.

Outro fator relevante para a escolha dessa turma foi a identificacdo, decorrente da
relacdo professor-aluno, de que os estudantes ndo conheciam e ndo compreendiam o conceito
de nimero racional, apesar de ja terem estudado esse conteido no Ensino Fundamental. A
ideia de namero racional para eles, em geral, estava associada a regras operatorias aplicadas aos

nameros decimais ou fracionarios.

Devido a aplicacao das sessdes de ensino ocorrerem em contraturno, no periodo ma-
tutino, 12 (doze) estudantes, 8 meninas e 4 meninos, com idade média de 15 anos, que deno-
minaremos de agora em diante por El, E2, ..., E12, a fim de preservar a identidade deles, se
propuseram a participar. Salientamos que todos os 26 estudantes da turma foram convidados
a participar. Porém, como alguns estudantes ndo conseguiram transporte escolar em contra-
turno, outros nao obtiveram autorizacdo dos responsdveis legais, outros demonstraram falta de

interesse ou nao justificaram porque nao participariam, o nimero de estudantes foi esse.
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422 ANALISE PREVIA: UM OLHAR SOBRE A DIVISAO DE NUMEROS RACIONAIS

Na segunda fase ou concepcdo e andlise prévia, define-se um certo nimero “[...] de
varidveis de comando do sistema de ensino que supostamente interferem na constituicdo do
fendmeno” (PAIZ, 2002, p. 101). Neste trabalho, a principal varidvel estudada é referente a
aprendizagem da divis@o dos ndmeros racionais por meio da interpretacdao da medida e seu

delineamento encontra-se, principalmente, no capitulo 2 desse texto.

Além disso, na inten¢c@o de complementar a anélise prévia, precisivamos ampliar nosso
entendimento a respeito do conhecimento dos estudantes envolvidos com a pesquisa em relacdo

aos nimeros racionais, mais especificamente sobre a divisao destes nimeros.

Para identificar elementos importantes acerca dos conhecimentos que os estudantes
participantes do projeto possuiam em relacao aos nimeros racionais recorremos ao instrumento
da entrevista semi-estruturada. Esse caminho, de acordo com Colognese e Mélo (1998), mesmo
utilizando uma lista de perguntas, previamente elaboradas, possibilita ajustes durante a entre-

vista, dando liberdade ao pesquisador para debater e/ou aprofundar outras questdes.

Neste sentido, elaboramos uma lista com 11 questdes (conforme apéndice A) acerca
dos nimeros racionais. As questdes buscam elucidar como e quando os estudantes aprenderam
o conceito de numero racional na forma fracionaria; como eles conceituam os nimeros raci-
onais; qual o entendimento deles referente a equivaléncia de fragdes, relacdo de ordem entre
ndmeros racionais e a densidade desses ndmeros, assim como o entendimento deles acerca da

divisdo no contexto dos ndmeros racionais.

Devido ao tempo disponivel para a realizacdo da pesquisa escolhemos, aleatoriamente,
os estudantes E1, E2 e ES para participarem, individualmente, dessa atividade. Cada um de-
les, no momento da realizacao da entrevista, recebeu as perguntas pré-estabelecidas em folhas
com espago para escreverem, quando necessario, suas respostas. Isto ajudou os estudantes a

expressarem suas ideias quando ndo conseguiam comunica-las oralmente.

Apresentaremos uma descric@o das respostas dos estudantes E1, E2 e ES mais adiante,
no inicio do capitulo 5. Porém, adiantamos que eles ndo possuiam uma ideia clara do signifi-
cado de niimeros racionais. Nenhum deles soube definir nimero racional e demonstraram nao
compreenderem o conceito deste tipo de nimero. Em linhas gerais, ndo responderam o que €
um numero racional e quais eram as maiores dificuldades que encontravam ao trabalharem com

esses ndmeros.
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4.2.3 O DESENROLAR DA SEQUENCIA DIDATICA

A terceira fase da Engenharia Diddtica compreende a aplicacdo de uma sequéncia
didética e, conforme Paiz (2002), € neste momento que as varidveis da segunda fase serdo
articuladas e analisadas. “Uma sequéncia didatica € formada por um certo nimero de aulas
planejadas e analisadas previamente com a finalidade de observar situagdes de aprendizagem,

envolvendo os conceitos previstos na pesquisa didatica” (PAIZ, 2002, p. 102).

A sequéncia didética desenvolvida na realizagdo desta pesquisa pode ser visualizada

nos apéndices B, C, D e E.

Frente aos resultados da andlise a priori, comecamos a pensar a sequéncia didatica.
Como o principal objetivo do nosso trabalho era investigar a possibilidade do uso de tarefas pau-
tadas na interpretacdo da medida no processo de ensino e aprendizagem da divisdo de nimeros
racionais, em especial a de numeros racionais com escrita fraciondria, pesquisamos atividades

que pudessem figurar nas sessoes de ensino.

Durante a empreitada, nos deparamos com lacunas da nossa prépria formacao. Na ten-
tativa de desenvolver atividades pautadas na interpretacdo como medida, acerca dos nimeros
racionais, percebemos o quao dificil € superar o vinculo da aprendizagem destes nimeros com
o modelo parte-todo. Isso ficou ainda mais sobrecarregado pelos anos de docéncia desenvol-
vidos nessa mesma linha de pensamento. Muitas vezes sentimos dificuldades acentuadas em
resolver questdes que pretendiamos trabalhar com os estudantes. Queremos frisar, com isso,
que trabalhar com a interpreta¢do dos racionais como medida foi, antes de tudo, uma atividade

que ajudou sobremaneira na formacao académica deste pesquisador/professor.

Pedir, hoje, para um estudante representar a operacao %‘ - % nos parece uma atividade

facil. Porém, € um bom exemplo de questdo que nos obrigou a estudar para resolvé-la. Depois
de aprofundar o estudo dos nimeros racionais como medida, é simples apresentar uma solu¢@o

como a da Figura 3.
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Figura 3: Representacio geométrica da operacao s = 3
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Neste sentido, preparar as atividades das sessoes de ensino bem como desenvolver
essa pesquisa, tem contribuido extraordinariamente com a nossa pratica pedagdgica, enquanto

docente, e com a nossa formagao académica, enquanto estudante.

Dito isto, para ndo ultrapassar o escopo deste trabalho, passamos a sequéncia didatica.
Com base na andlise prévia, pensamos em organizi-la em quatro encontros!, denominados
sessoes de ensino na metodologia da Engenharia Didatica. Antes de descrever cada sessao, €
necessdrio observar que as atividades propostas foram pensadas, desenvolvidas e elaboradas
em equipe, pelo autor e seus orientadores, observando os trabalhos de Silva (2005), Damico
(2007), Souza (2013) e Almouloud e Silva (2008), dos quais apropriamos algumas questoes

que serviram de luz para a elaboracdo de outras.

Na sess@o 1, conforme apéndice B, utilizamos questdes com o objetivo de revisar
a nocdo e representacdo de numero racional, fracOes equivalentes, ordenacdo, densidade e
comparacao dos numeros racionais. Na sessdo 2, que pode ser visualizada no apéndice C, de-
senvolvemos e utilizamos atividades com o objetivo de revisar com os estudantes as operacoes

de adi¢ao, subtracdo e multiplicacdo de nimeros racionais.

Estas duas sessoes foram assim planejadas pois, com base na anélise prévia, era preciso
retomar alguns conhecimentos fundamentais referentes aos nimeros racionais bem como situar
os estudantes acerca da interpretacio como medida destes nimeros. Isso era necessario, no
nosso entendimento, para em seguida podermos observar situacdes de aprendizagem acerca da
divisdo de nimeros racionais com base na concepcao de medida, assim como prevemos nesta

pesquisa.

As sessoes 3 e 4, conforme apéndices D e E respectivamente, foram organizadas com
o objetivo de possibilitar o estudo da divisdo de nimeros racionais com base na interpretacao

da medida.

Pensamos nesta sequéncia didatica a fim de observarmos situagdes de aprendizagem
acerca do conceito de niimero racional e, mais especificamente, da divisao de nimeros racionais

com tarefas pautadas na interpretacdo da medida.

Um fato importante sobre a aplicacdo da sequéncia didatica, é a nossa op¢do em utili-
zar gravagdes de dudio nas aulas com os estudantes. Acreditamos que isto poderia nos ajudar no
momento da realizagcdo da anélise dos resultados, haja vista as gravagdes em dudio terem poten-
cial para revelar informag¢des que ndo foram observadas no decorrer da aplicacdo da sequéncia

diddtica bem como o de armazenar os dados de modo seguro. Além disso, faremos uso de um

!Cada encontro duraria por volta de trés horas e meia, com um intervalo de quinze minutos apés decorridos
lhora e 40 min. de aula.



35

diario de campo das aulas e das folhas de respostas dos estudantes para obtermos informacoes

pertinentes ao nosso objeto de estudo.

42.4 A VALIDACAO DOS RESULTADOS: ANALISE A POSTERIORI E AVALIACAO

Ap0s a aplicacdo da sequéncia didatica, cada aula, denominada sess@o, € analisada na

quarta fase da Engenharia Didética, isto é, na anélise a posteriori e avaliacao.

A 4* fase, andlise a posteriori e avaliacdo, que segundo Paiz (2002) compreendem
a confrontacdo com os dados da andlise a priori e a ratificacdo dos resultados por meio da
andlise das hipoteses iniciais da pesquisa serdo exploradas no capitulo 4. A andlise a posteriori
e avaliacdo, portanto, serd desenvolvida no decorrer da andlise das sessdes de ensino e nas

consideracgdes finais deste estudo.

Em linhas gerais, a descricdo da aplicacdo das sessoes de ensino, no capitulo 4 deste
trabalho, nos fornecerd um terreno fértil para desenvolver a andlise a posteriori e avaliagdo.
Neste momento estaremos acompanhando as manifestacdes dos estudantes, tendo a oportuni-
dade de observar as dimensodes epistemologica, cognitiva e didatica no processo de ensino e
aprendizagem da divisdo de nimeros racionais com tarefas pautadas na interpretacdo da me-
dida. Em paralelo a isto, ainda, poderemos desenvolver uma confrontacdo com os dados da

andlise prévia e assim, de acordo com Paiz (2002), ratificar os resultados da pesquisa.

Além disso, nas consideragdes finais do trabalho também apresentaremos os resulta-
dos decorrentes da confrontagao dos dados observados na andlise prévia com as informagdes

verificadas na analise a posteriori e avaliagdo a luz das hipdteses iniciais da pesquisa.

A validagdo dos resultados pela comparacao entre a andlise a priori e a anélise a pos-
teriori deve, de acordo com Almouloud e Coutinho (2008), enquanto andlise das varidveis, ser
desenvolvida a luz das trés dimensdes exigidas pelos pressupostos de uma Engenharia Didética:
a epistemoldgica, a cognitiva e a didatica. “Tal tipo de validacdo € uma das singularidades dessa
metodologia, por ser feita internamente, sem a necessidade de aplicagdo de um pré-teste ou de
um pos-teste” (ALMOULOUD; COUTINHO, 2008, p. 66).

Devido a essa validagcdo ser interna, circunscrita ao contexto da experiéncia reali-
zada na pesquisa, como argumenta Paiz (2002), o procedimento metodolégico da Engenha-
ria Didatica fundamenta-se no protocolo de estudos de caso e, assim sendo, “[...] amplia as
condicdes de influéncia do saber académico na realidade imediata do sistema de ensino” (PAIZ,
2002, p. 104).

Como possibilitar a vinculacao do saber académico com o processo de ensino e apren-



36

dizagem da educacdo bdésica € um dos principios fundamentais das pesquisas em Educacdo
Matemitica, optamos por esse procedimento metodolégico. Com isso atendemos ainda a um
dos pilares que fundamentam o PROFMAT, qual seja: fortalecer o Ensino da Matematica no

ensino basico.
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5 DESCRICAO, ANALISE E AVALIACAO DA SEQUENCIA DIDATICA

A partir do desenvolvimento das entrevistas semi-estruturadas com os estudantes El,
E2 e ES, conseguimos estabelecer um panorama referente ao conhecimento dos estudantes alvos
desta pesquisa a respeito da operacao de divisao dos nimeros racionais, em particular e sobre o

conceito de nimero racional, em geral.

Ao questiona-los se lembravam quando estudaram fragao pela primeira vez, os trés fo-
ram unanimes em responder que foi na 5% série/6° ano. O estudante ES disse que aprendeu por
meio de operagdes, ou seja, foi ensinado com foco exclusivo no método algoritmico. J4 os estu-
dantes E1 e E2, por sua vez, salientaram as operacdes, mas também destacaram a representacao

das fracoes por meio de figuras.

Em relacdo a essas figuras, E1 e E2 deixam bem claro a utilizacdo do modelo parte-
todo, no qual faziam a dupla contagem das partes. Nas palavras de E1, as figuras eram:
— aqueles redondinho assim, aqueles circulos [...], vocé via ld uma conta, e depois, escrevia.
Neste caso, a conta era feita relacionando o nimero de subdivisdes da figura (denominador) e
o numero de subdivisdes destacadas (numerador) que era expressa por uma fracdo. Ou seja,
provavelmente eles aprenderam nimeros racionais na forma fracionaria com base no modelo

parte-todo de superficie (as famosas pizzas), fazendo a dupla contagem das partes.

Esse resultado j4 era esperado, pois isso também foi observado nos trabalhos de Silva
(2005), Damico (2007), NEPEM/USF (2004) e Rodrigues (2005), ao estudarem o ensino dos

nameros racionais na forma fracionaria.

Ao ser questionado sobre qual das operacgdes, adi¢cdo, subtragdo, multiplicacdo ou di-
visdo, apresentava mais dificuldade, E1 disse que a divisdo era mais complicada, mesmo nao
sabendo explicar o porqué. Neste ponto, cabe destacar que Santos (2013) argumenta que o con-
ceito de divisdo figura entre os mais complexos, com maior grau de dificuldade, para o ensino
e aprendizagem dos conceitos de fracdo e ndmero racional. Apesar dos alunos terem facili-
dade em aprender o algoritmo da divisdo, ndo conseguem compreender o significado daquela

operacao.
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Na questdo seguinte, ao pedir para os discentes representarem a fragcdo % por uma
figura, o resultado foi a tentativa de constru¢dao de um circulo dividido em 4 partes iguais, com
uma parte pintada. Os estudantes E1 e E2, conforme Figura 4, conseguiram rapidamente fazer
essa representacao. Ao ser questionado porque escolheu essa figura, E1 disse:

— Porque é mais facil!
Quando questionado se JT poderia ser representado por outra figura, E1 afirmou que também

poderia ser um retdngulo, a mesma figura utilizada por ES5.

4) Represente a fragdo ¥4 por uma figura. Por qué vocé escolheu esta figura? 4 pode ser

representado por outra figura?

P B E

Figura 4: Figuras feitas por E1 para representar %

Diante disso, podemos inferir que esses estudantes aprenderam os nimeros racio-
nais predominantemente por meio da interpretacdo parte-todo. Isso também ficou evidente na
questdo 6, quando pedimos para eles representarem o nimero 5 por meio de uma figura. Ne-
nhum deles conseguiu. Destacamos que nao € possivel, por meio da construgao de “uma sé” fi-
gura, utilizando grandezas continuas e a dupla contagem das partes, fazer uma representagcao do
nimero racional 5 recorrendo a interpretacdo parte-todo. Segundo Almouloud e Silva (2008),
ao fazer uso de figuras que representam grandezas continuas, tais como segmentos de reta,
circulos e poligonos, na interpretagcao parte-todo, tem-se:

[...] aimpossibilidade de o resultado ser maior que um inteiro, pois, se para a fragdo
2/3, por exemplo, a crianga compreende que o inteiro foi dividido em trés partes, de
mesma drea ou “iguais”, das quais duas estdo sendo consideradas, como explicar a
fragdo 5/3? Como obter cinco partes se o inteiro foi dividido em trés? (ALMOU-
LOUD e SILVA, 2008, p. 59).

Para representar o nidmero 5 utilizando a interpretagdo parte-todo, explorando gran-
dezas continuas, o estudante necessitaria de no minimo um conjunto discreto de cinco figuras,
cada uma representando um inteiro. Para tanto, ele precisaria identificar a unidade (o nimero 1)
ao fazer a representacdo. Porém, conforme observaram Campos e Rodrigues (2007), a compre-
ensdo do papel da unidade, no conjunto dos niimeros racionais, ¢ uma dificuldade nao superada
pelos estudantes durante a formacgdo escolar. De forma semelhante, Damico (2007) concluiu

que a nao definicao da unidade é um dos problemas da aprendizagem dos nimeros racionais.

Apesar de estarmos trabalhando com estudantes do ensino médio, percebemos a difi-

culdade encontrada por eles para expressar a representagdo de niimeros racionais maiores que
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um inteiro. Acreditamos que isso seja devido a uma aprendizagem focada na dupla contagem
das partes, ao utilizarem a interpretagdo parte-todo, pois buscam contar o nimero de partes
do todo e esquecem de levar em consideracdo a funcdo da unidade como referencial a ser to-
mado. Conforme observaram Silva (2005) e Escolano e Gairin (2005), a énfase exagerada na
dupla contagem das partes, no processo de ensino e aprendizagem dos nimeros racionais, pode
se constituir em um obstaculo didatico, dificultando a aprendizagem do conceito de nimero

racional pelos estudantes.

Na questdo 5 perguntamos o seguinte: “o ndmero 0,5 pode ser escrito como fragao?
Por qué? Qual fracao? Posso escrevé-lo como outra fracao? Por que isso € possivel?” Ao se
depararem com tais questionamentos, percebemos a dificuldade dos estudantes em compreen-
derem a existéncia de duas representacdes, a fraciondria e a decimal, para um mesmo niimero
racional. Apesar deles trés afirmarem positivamente sobre a possibilidade de escrever 0,5 como

fracdo e E1 e ES optarem pela fracio % como resultado, somente E1 conseguiu destacar outras
2 4
48
razdo pela qual o numero racional decimal 0,5 poder ser escrito na forma fracionaria.

forma fraciondrias equivalentes, tais como etc. Nenhum dos estudantes soube explicar a

Na questdo seguinte os estudantes afirmaram que o ndmero inteiro 5 € um numero
racional e que poderia ser escrito como uma fragdo. Isso demonstra que eles reconhecem os

nameros naturais € inteiros como nimeros racionais.

Percebemos, na questdo 9, em que perguntamos “quem € maior, % ou ?T? Por qué?

Existe algum niimero entre esses dois?”, que os estudantes utilizam as propriedades vélidas para

os inteiros quando fazem opera¢des com nimeros racionais nao inteiros. Somente E2 acertou

que % € maior que %, sem a mediagdo do professor. Os outros dois estudantes disseram que % é
maior %, sendo que E1 ndo soube explicar a razdo disso e ES afirmou que seria porque 4>2. E

interessante notar que Damico (2007) também encontrou respostas parecidas em seus estudos
sobre os nimeros racionais. Porém, segundo o autor, esses erros praticamente nao acontecem

em situacdes contextualizadas.

Os estudantes também foram questionados a respeito da comparagdo entre % e %‘. Neste
caso, € oportuno salientar que E1 e E5, apos responderem corretamente ao pesquisador que %
¢ maior que }1, perceberam a relagdo de ordem envolvendo % e %. Talvez eles tenham errado
por influéncia do gravador ou ainda pela tens@o em estar respondendo questdes relativas aos
numeros racionais na forma fraciondria, haja vista todos afirmarem associar fracdo a calculos

complicados.

Com o objetivo de averiguar se os estudantes possuiam conhecimento acerca dos

nimeros racionais como medida, bem como se eram hébeis para efetuarem a divisdo de nimeros
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racionais, elaboramos a seguinte questao:

“10) Represente por meio de uma figura e dé o resultado das expressoes: a) % +2;b) 4+ %; c)

= 1»
-3 -

D=

O estudante ES ndo conseguiu resolver completamente nenhuma questao enquanto E1
e E2 resolveram completamente somente a primeira. Estes representaram % =2 como ilustrado
na Figura 5, encontrando o resultado %. Vemos assim, a forte influéncia do modelo parte-

todo. Como as questoes b) e c¢) tinham como resultados valores maiores do que a unidade, era

Figura 5: Representacao dos alunos para a operacao % =2

preciso reconhecer a unidade que serviria de base de comparagdo com o todo. Ao fazer isso,
estariam recorrendo a interpretacdo de medida de niimero racional, haja vista que buscariam
saber quantas vezes o % cabe em 4 e quantas vezes o % cabe em % Uma possivel solugdo
para as letras (b) e (c), utilizado a concep¢ao de medida, recorrendo ao contexto geométrico da

representacdo em segmentos de reta, encontra-se na Figura 6.

0 : 1 2 3 4 4 1 —8
: 2
(b) . .,-
0
1 Tem-se que rl) cabe 8 vezes em 4
5 2
: T3 ’ LoLog Lo
. . 2§ 2 3 2 2
C :
g Reduzlndo-se ao m?st{denominadoE, temos
N ~ * ~ . . _ que - cabe 1+ = 'r, vezes em
0 1 2 1

o2

Figura 6: Solucio geométrica com segmentos de reta de (b) 4 = % e(c) % = %

Podemos inferir, diante disso, o desconhecimento dos alunos acerca dos nimeros raci-
onais como medida, bem como da divisdo desses nimeros a luz da interpretacdo de medida. A
ultima questdo da entrevista semi-estruturada tinha o objetivo de sondar quais os conhecimen-

tos utilizados pelos estudantes ao se depararem com uma questao na qual os nimeros racionais
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aparecem em uma contextualizacdo. A pergunta foi:

“Responda: Um agricultor possui 6 silos de racdo animal completamente cheios em uma pro-
priedade. Ele vendeu esta propriedade e pretende transferir a ragdo para outra propriedade que
acabou de comprar, mas os silos dessa nova propriedade tem % da capacidade dos silos da
propriedade vendida. Quantos silos serdo necessarios para armazenar toda a racdo nesta nova

propriedade?”

O estudante E2 ndo conseguiu responder a questdo. E5, por sua vez, ndo conseguiu
obter a resposta, mas com o auxilio de uma figura (barra retangular), percebeu que o nimero de
silos aumentaria. J4 E1 encontrou a solucdo correta, isto é, 8 novos silos. Seu argumento foi:

p . . 1 . . . .
— Acho que é 8 porque aqui vai ter 7 a menos que no outro silo, por isso ele vai precisar de

mais dois silos.

Nesta questdo também notamos, em linhas gerais, a busca dos estudantes por uma
representacdo geométrica envolvendo areas de figuras congruentes, com um todo dividido em
partes iguais, conforme Figura 7, tal como € feito na concep¢do parte-todo ao representar
ndmeros racionais. E importante observar, que apesar da possibilidade que os estudantes ti-
nham em desenvolver a representagdo da figura utilizando a interpreta¢do de medida de numero
racional, recorrendo a medida de drea, ndo foi esse o raciocinio desenvolvido por eles. O estu-
dante E1, por exemplo, pensou, com base na concepcao parte-todo, em representar os seis silos
e destacar % de cada um. Apos isso, interpretou corretamente que cada 3 quadrados, em que o
todo foi dividido, correspondia a uma unidade de silo novo. Entdo fez a contagem. Em nenhum
momento o estudante esbogou entender a figura enquanto uma comparacao de quantas vezes %

de uma unidade de drea caberiam em seis unidades de drea, ou entdo, quantas vezes % cabe em
6.

Cada cor representa um silo diferente

com sua numeragio indicada no seu interior

Figura 7: Representacao geométrica de superficie do problema 11

A mesma questido também poderia ser respondida com o auxilio de uma figura que re-
mete a interpretacao de medida, conforme Figura 8, ou simplesmente pelo método algoritmico,
pois 6+ % = 8. Isto indica a falta de compreensdo do significado da divisao de nimeros racio-

nais assim como o desconhecimento da interpretagdo como medida dos numeros racionais. Esta
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questdo passa a ter uma solu¢do como medida quando, conforme a Figura 8, buscamos saber

quantas vezes o 231 cabe em 6.

R n° de Silos
0 1 2 3 4 5 G 7 8 OVOS

O
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Figura 8: Representacio geométrica por segmentos de reta de quantas vezes % cabe em 6, reme-
tendo a interpretacao da divisao de niimeros racionais como medida

Diante das observagdes efetuadas nos pardgrafos precedentes, a titulo de fechamento,

podemos elencar alguns pontos cruciais:

* Os estudantes ndo possuem familiaridade com o significado dos nimeros racionais como
medida e, em consequéncia, desconhecem a divisdo desses nimeros a luz da interpretacao

de medida;

* A aprendizagem dos nimeros racionais foi feita, predominantemente, por um ensino
baseado na interpretacdo parte-todo, com atividades de dupla contagem das partes em

representacdes geométricas de superficie;

* O modelo coordenada linear, que estamos considerando como fundamental para o ensino
dos niimeros racionais como medida, também ndo se mostrou significativo no repertério
de recursos utilizados pelos estudantes para resolverem as questoes. Alids, nenhum deles

fez uso da representacdo geométrica do segmento de reta;

* Os estudantes apresentaram dificuldade em representar, com figuras, fracdes maiores que

a unidade bem como divisdoes de niimeros racionais;

e Também demonstraram dificuldade significativa acerca da equivaléncia de fragdes, co-

nhecimento de ordem e densidade dos racionais;

* A questao da unidade, ao trabalharem com ndmeros racionais, é outro ponto com o qual

os estudantes ficam em duvida, ndo conseguindo compreender seu significado;

* Por fim, apesar de os estudantes resolverem tarefas nas quais faziam uso dos nimeros

racionais e de suas propriedades, eles possuem um conhecimento limitado acerca do con-
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ceito de nimero racional, bem como também € limitado o entendimento do significado

das operacdes elementares com esses nimeros, em especial, a divisdo.

Nas paginas seguintes vamos efetuar a descricdo e andlise do desenvolvimento da
sequéncia didatica. Destacamos, ainda, que optamos por ndo descrever cada questao individu-
almente. Nos concentramos nos momentos mais importantes relativos ao foco dessa pesquisa.
Faremos, entdo, uma descri¢ao/andlise geral de cada sessd@o de ensino, destacando algumas
questdes nas quais ocorreram situacoes de aprendizagem pertinentes aos objetivos do nosso tra-
balho. Lembramos, ainda, que todas as atividades desenvolvidas nas sessdes encontram-se nos
apéndices B, C, D e E.

5.1 SESSAO 1: REVISANDO CONCEITOS INDISPENSAVEIS PARA ESTUDAR A DI-
VISAO DE NUMEROS RACIONAIS

Realizamos a primeira sessao de ensino, que denominaremos de sessdo 1 de agora em
diante, no dia 19/10/2014. Iniciamos a aula as 07:45min, na sala multiuso do Colégio, com a
presenca dos estudantes E1, E2, E3, E4, ES, E6, E7, E8, E9 e E10. Uma breve conversa, a
fim de elucidar possiveis duvidas acerca da pesquisa, marcou o inicio da sessdo. Os estudantes
sentaram-se, lado a lado, bem préximos a lousa. Essa disposicao foi escolhida para facilitar a
interacdo dos estudantes no momento de resolver as questdes, bem como melhorar a gravacao

do 4udio, pois o gravador estava localizado na mesa do professor.

Iniciamos questionando os estudantes se eles lembravam em qual etapa de ensino
(ano/série) tinham estudado os nimeros racionais na forma fraciondria pela primeira vez. As
respostas foram unanimes, afirmando que havia sido na quinta série/sexto ano. Isto sugere duas
coisas. Primeiro, que eles ndo estudaram fracdo no primério e, segundo, se estudaram o apren-
dizado ndo foi significativo. O estudante E6, oportunamente, mencionou que tem guardado os

cadernos do primério, mas que tem muito pouco conhecimento de matematica.

Em seguida, lancamos duas outras perguntas aos estudantes: O que € uma fracao?
E o0 que é um numero racional? Talvez por ser a primeira sessdo ou por nao terem certeza
das respostas, os estudantes ndo tentaram respondé-las, reagindo com risos e afirmando ndo
lembrarem. Frente a isso, sentimos a necessidade da realizacdo de uma breve exposicao acerca

do tema.

Para trabalhar o que € uma fragcdo, lancamos mao de exemplos, escritos na lousa, de

, . : 2 4 V49 25 V2 cos@® xt5 it+4
numeros fraciondrios da forma a/b, com b # 0, tais como 3, 5, ==, 53 5%, Grg> 200 3

etc. Com isso, assumimos a definicdo expressa por Niven (2012, p. 26) de que “[...] a palavra
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fracdo, sozinha, é usada para designar qualquer expressao algébrica com um numerador € um

2 2
denominador, como, por exemplo: @, '77 ou 527,

xzfy
Em relacdo ao que € um numero racional, trabalhamos com recortes da Historia da
Matematica, por meio da exposicdo oral, acerca da necessidade de medir e, brevemente, con-
cluimos que o corpo' dos racionais Q &, tal como define Niven (2012), Q: {3,a,b € Z,b #0}.
Observamos, neste momento, que ndo insistimos em explicacdes referentes ao conceito de
numero racional, pois a sua aprendizagem € um dos itens importantes para avaliarmos durante

o desenvolvimento da sequéncia didatica.

Na sequéncia, iniciamos o estudo da sessdo 1 entregando a atividade 1, conforme
apéndice B, em uma folha A4, a cada um dos 10 estudantes. Essa questio remete a interpretacdo
como medida de nimeros racionais por meio da representacdo geométrica em segmentos de
reta. Observamos que os estudantes nao sentiram dificuldade para resolver a atividade e, em

geral, responderam de forma semelhante a resposta de E3 apresentada na Figura 9.

SESSAO 1

Atividade 1. Qual é a medida do segmento AB, tendo como unidade de medida o
scgmento CD? E do segmento M N, sc a unidade é CD?

» 2 : = = 5 @ e SN
A l |4 1!5
g2, O

Figura 9: Resposta dada na atividade 1 pelo estudante E3

A atividade 2, conforme apéndice B, por sua vez, conduziu os estudantes a um quadro
de incertezas. Em um primeiro momento, ficaram fazendo perguntas ao professor e dizendo
que nao conseguiriam fazer. Entdo, frente a esse quadro, optamos por fazer alguns exemplos
na lousa. Em seguida, os estudantes concluiram o exercicio. Vemos, portanto, que eles nao
tém familiaridade com o modelo coordenada linear, assim como tinhamos observado na analise

prévia.

ICorpo é a denominacio matemética, em linguagem algébrica, dada a um conjunto munido de duas operacdes
interna, adicdo “+” e multiplicacdo “-”, que satisfazem uma série de propriedades (comutatividade, associativi-
dade, elementos neutros, distributividade). Uma discussdo relevante sobre corpo € apresentada, por exemplo, em
Lima (2007) e em Evaristo e Perdigdo (2002).
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Ainda em relacdo a atividade 2, € importante observar que trés dos dez estudantes
usaram a estratégia de expressar os nimeros racionais na forma decimal, conforme Figura 10,
para localizd-los no segmento de reta. O estudante ES, apesar de localizar 5/2 ¢ —3/2 no
segmento de reta, disse ndo ser possivel fazer isso com 9/4 e —7/4, pois, segundo ele, a reta
numérica nao continha os numeros 9 e —7 no intervalo apresentado. Diante disso, percebemos
que o estudante ndo conseguiu identificar 1/4 como unidade, pois pretendia “ir até 0 9 e 0 —7”

contando a unidade 1/2, seguindo o padrao adotado para 5/2 ¢ —3/2.

Atividade 2. No scgmento docreta abaixo, localize os nlimeros racionais:

5 3 9
22 4°7g

Figura 10: Resposta dada na atividade 2 pelo estudante E2

A dificuldade em reconhecer a unidade na representacdo geométrica em segmento de
reta também foi um dos obstaculos encontrados na resolugdo da atividade 3 (disponivel no
apéndice B). Tomando como exemplo a Figura 11, podemos verificar que os estudantes ndo
tinham incorporado essa ideia ao conceito de nimero racional. Nenhum deles, dentre os dez,
acertou a localizag¢do de todos os numeros racionais. Na Figura 11 em questdo, vemos que o
estudante E1 ndo conseguiu, na atividade 3, localizar os nimeros das letras a) 0,6 e f) -0,200
corretamente no segmento de reta. Estudos de Campos e Rodrigues (2007) ja tinham mostrado
que os estudantes nao relacionam a ideia de unidade ao conceito de nimero racional mesmo
quando se deparavam com situacdes simples. Isso, sugerem os autores, demonstra que o sujeito

ainda nao se apropriou do conceito de ndmero racional.

Também observamos, com a atividade 3, que os estudantes ndo sabiam como trans-
formar um ndmero racional escrito na forma decimal para a forma fraciondria. Somente um

estudante, E1, que fez a transformacao registrada na Figura 11, tinha um método para reali-



46

Atividade 3. Expressc cada niimero racional abaixo na sua forma fraciondria ¢

depois marque-os na reta numérica

2) 0,6 : 2 b) -1,4 - c) 2,25
d)-1,25 = -5 c) 320 - f) -6,200
G) 1,5 H) 2,5 ;

Atividade 4. Escreva os niimeros da atividade 3 em ordem crescente.

Figura 11: Resposta de E1 as atividades 3 e 4

zar a atividade, mas ndo sabia explicar porque funcionava. Seu método consistia em somar o
ndmero decimal com ele mesmo e, caso o resultado fosse um ndmero nao inteiro, somava esse
valor com o nimero decimal novamente; caso o resultado fosse ndo inteiro, repetia o processo
até que o resultado fosse um numero inteiro. Feita a interacdo, o nimero de parcelas somadas
iguais ao numero decimal inicial € o denominador da fracdo e o inteiro resultante da soma é o

numerador.

Vejamos com um exemplo. Transformar 0,6 em fragdo. Conforme o método do es-
tudante: 0,6+0,6+0,6+0,6+0,6 = 3. Logo, 0,6 = % Generalizando, temos: Seja D o

5
ndmero decimal que queremos transformar em fragdo, x o nimero de parcelas iguaisa D e y o

nidmero inteiro obtido com a soma das parcelas, entdo xD = y. Portanto, como x # 0, segue que

D = X. Isso explica porque o método € valido.
X

Como apenas este estudante estava conseguindo expressar os nimeros racionais da
atividade 3 na forma fraciondria, optamos em trabalhar com os estudantes um processo bastante
conhecido para desenvolver este tipo de tarefa. Vamos descrever aqui uma generalizacdo do
processo que, durante a aula, trabalhamos com exemplos numéricos, utilizando a lousa como

apoio pedagogico. Considere um nimero racional
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D=Aaiay---a,b1by---by,

em que, valendo-se da nota¢do mais usual de dizima periddica, A € a parte inteira, aja, - - - ay,
s30 os algarismos do anteperiodo € b1 b; - - - by, é o periodo. Entdo, multiplicando D por 10"+ ¢

também por 10", obtemos

(i) 10D = Aajas---ayb1bs - - by, +0,b1by---by,

(i) 10"D =Aajar---a,+0,b1by---by,

Tomando a diferenca entre (i) e (ii), membro a membro, temos

(10" —10")D = Aayay - - - ayb1bs - - - by, - Aayaz - - - ay, de tal forma que

. Aa1a2 e -anb1b2 . -bm —Aalag Ay
10n+m —_ 107

Portanto, como o numerador de (iii) ¢ um nimero inteiro (pois € a diferenca de dois nimeros
inteiros) e o denominador de (iii) € um nimero natural, obtemos o decimal D na forma fra-
ciondria.

Ao analisarmos a Figura 11 vemos, na resolu¢ao da atividade 4, que o estudante E1
considerou -0,200 menor do que -1,4. Talvez tenha cometido esse erro por ter posicionado
—0,200 = —2/10 de forma incorreta no segmento de reta da atividade 3. Porém, como a
maior parte dos estudantes escreveu que 2,25 é maior que 2,5, seguindo o padrao dos ndmeros
naturais de que 25>5, pode ser que E1 tenha considerado o fato de que -200 é menor do que
-4. Isto mostra, assim como observou Damico (2007), a tendéncia dos sujeitos que ainda ndo se

apropriaram do conceito de nimero racional em ordend-los como se fossem nimeros naturais.

Frente a esta situacdo, decidimos trabalhar os conceitos de modo mais aprofundado
com os estudantes. Para isso, recolhemos as folhas com suas respostas e, utilizando a lousa,
comegamos a discutir questdes acerca do tema. Trabalhamos a representacdo geométrica em

segmento de reta dos niimeros racionais e a sua ordenagao.

A resolucdo das atividades 5 a 10, da sessdo 1, ocorreu com maior autonomia e
seguranca por parte dos estudantes. Nas atividades 5 e 6, conforme apéndice B, eles teriam
que utilizar conhecimentos acerca da equivaléncia de niimeros racionais para soluciona-las.
Observando os estudantes, e acompanhando seus raciocinios, percebemos as dificuldades ine-

rentes ao conceito de equivaléncia. Muitos deles compreendiam o conceito, mas nao logravam
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éxito na solugdo da questao devido, via de regra, a dificuldades decorrentes da falta de conhe-
cimento da tabuada. Em uma “aula normal” de 50 minutos, com mais de 30 alunos presentes,
como ocorre na maioria das escolas publicas do Brasil, dificilmente poderiamos auxiliar esses

estudantes com a qualidade e atencdo dedicada durante a aplicacdo dessa sessao de ensino.

Uma ilustracdo esclarecedora desse nosso discurso pode ser acompanhada na solugao
da atividade 8, conforme Figura 12, apresentada pelo estudante E9. Examinando suas respostas,
notamos que E9 comparou os numeros racionais fracionarios como se fossem nimeros naturais.
Situacdo semelhante foi registrado nas pesquisas de Damico (2007). Dessa forma, E9 concluiu
que % € menor que g por extensdao do conceito de ordem dos nimeros naturais, onde 9 é maior
do que 8. Nos itens (b) e (c), apesar do estudante E9 ter acertado a resposta, tomou por base
ideia andloga. Porém, como nenhum dos 10 estudantes acertou o item d )43'1 = %, vemos o quanto
ainda esta confuso a diferenciacio entre os ndmeros racionais € 0s nimeros inteiros para esses

sujeitos.

Atividade 8. Complele as sentencas com o8 simbolos =, > ou <, em cada caso

Figura 12: Resposta de E9 a atividade 8

Esse resultado nos obrigou a dedicar um tempo maior de trabalho com fragdes equi-
valentes pois, conforme Garcez (2013), este € um conhecimento fundamental para se aprender
o conceito de numero racional. Seguindo orienta¢des do trabalho de Garcez (2013), focamos
nossa atenc¢do em atividades acerca da defini¢do: dados a,b,c,d € Zcombed #0,a/bec/d

s@o equivalentes se e somente se ad = bc.

52 SESSAO 2: REVISANDO OPERACOES COM NUMEROS RACIONAIS

Organizamos a sessdo 2 com atividades para trabalharmos a adi¢do e subtracdo de
nimeros racionais e outras para discutirmos a operacdo de multiplicacdo desses nimeros. Sa-
lientamos, ainda, que a maioria das atividades remetem a interpretacdo dos nimeros racionais

como medida por meio da utilizacio da representacdo geométrica do segmento de reta.

A realizagdo da sessdo 2 foi feita dia 05/11/2014 e compareceram os estudantes E1, E2,
E3, E4, E6, E7, E8, E9, E10, E11 e E12. Nesta sessao, faltou o estudante ES e compareceram

El1 e E12, que ndo haviam participado da sessdo anterior.



49

Antes de entregar a folha contendo as atividades, indagamo-los a respeito da necessi-
dade da realizacdo de uma revisdo da aula anterior. Eles preferiram iniciar a sessdo 2 sem essa
introducdo. Porém, apds iniciarem a resolugdo, com o surgimento de dividas, pediram para o

professor explicar.

Nesta momento, sentimos a necessidade de trabalhar, na lousa, um exemplo andlogo
a atividade 1, o qual apresentamos na Figura 13; pois percebemos o constrangimento dos es-
tudantes em ndo lembrarem como solucionar a questdo. Assim, pensando no desenvolvimento
das outras atividades, atendemos ao pedido dos estudantes na intencdo de transmitir-lhes tran-
quilidade e confianca. Como veremos adiante, os estudantes se envolveram com as atividades
e, de um modo geral, demonstraram maior confiangca para abordarem as questdes, tentando

soluciona-las.
:' J. Al = 4 ==
oo —o—o——e HOA= =7

Figura 13: Ilustracao do calculo da distancia entre os pontos O e A.

Ap6s o exemplo trabalhado na lousa, os estudantes resolveram as atividades 1 e 2. Ob-
servando a Figura 14 vemos que o estudante E11 conseguiu solucionar as atividades propostas.
Na atividade 1, o caminho adotado por E11 foi expressando d(A,B) = b = % = % — % ao invés
de considerar d(A,B) = 15—7 — % = %, utilizando os dados da prépria questdo. Alids, nenhum
dos estudantes fez dessa mesma forma. Isso confirma, em tese, os dados da andlise prévia de
que os estudantes nao possuem familiaridade acerca do estudo de nlimeros racionais por meio
da representacdo geométrica em segmento de reta, isto €, utilizando o modelo de coordenada
linear. Na visdo de Amorim (2007), a auséncia do uso do viés geométrico por segmento de reta
no ensino dos nimeros racionais, principalmente no Ensino Fundamental, acaba privando os

estudantes de apreenderem esse conceito de modo significativo.

Ainda acerca dessas atividades, percebemos que os estudantes E11 e E12, que nao
participaram da sessdo 1 de ensino, tiveram muitas dificuldades para resolver as questoes. Eles
precisaram contar com o apoio dos demais estudantes bem como com a mediag¢ao do professor

para iniciarem a resolug@o e, mesmo assim, ndo conseguiram executar a tarefa com éxito.

Em relacdo a atividade 2, conforme Figura 14, a maioria dos estudantes conseguiu
desenvolver a resolu¢do geométrica decorrente da operagao % — % Alguns deles, no entanto,
confirmando os dados obtidos na andlise prévia, demonstraram inseguranca no momento de

associar pontos do segmento de reta a nimeros racionais. O desenvolvimento da atividade pro-
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piciou, de certo modo, um contexto interessante para discutirmos esse topico com os estudantes.
Conseguimos, em linhas gerais, realcar os niimeros racionais como medida e trabalhar a habi-
lidade destes estudantes no tocante a associacdo entre nimeros racionais e pontos da reta, ou

seja, como coordenada linear.

Atividade 1. Considere a figura abaixo. {a) Qual é a distancia de O(zero) a A? (b) E
dc A a B? | : 5

Vocé consegue escrever a letra (a) como uma adicao de fragao? E a letra (b) como

uma subtracio?

t — }
[ j S
ii i

T i e
il
B

Atividade 2. Dado o segmento de reta abaixo, pinte (destaque) a parte que cor-

responde a operacao % -

oo

Figura 14: Respostas de E11 as atividades 1 e 2 da sessao 2

Depois de recolher as atividades 1 e 2, entregamos outra folha com a atividade 3,
conforme apéndice C, a qual foi resolvida pelos estudantes com uso de régua graduada. Logo
que iniciaram a resolugdo, eles estabeleceram uma discussdo acerca de como proceder para
resolver a atividade. Nao interferimos, deixando aberta a possibilidade para construirem um
caminho, mesmo que coletivo, autbnomo. Apenas os estudantes E8 e E12 ndo conseguiram

resolver o item (a) da atividade sem a mediacao do professor.

Resumidamente, os estudantes discutiam como fazer a medida dos segmentos com a
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régua graduada. Apesar de terem desenvolvido a habilidade em reconhecer os numeros racio-
nais como medida, muitos deles apresentavam duvidas acerca de como fazer para medir com
esse instrumento de medida. Por meio da observagdo do didlogo entre eles, conseguimos per-
ceber que foi uma surpresa, para alguns deles, o fato de metade do segmento mais um sexto do

mesmo segmento resultar em dois ter¢os deste segmento.

Ainda assim, no item c¢ da atividade 3, os estudantes precisaram da media¢cdo do pro-
fessor. Frente as suas indagagcdes, optamos por apresentar um exemplo andlogo, conforme Fi-
gura 15, pois os estudantes estavam confusos e sem saber como representar um multiplo inteiro

comum aos denominadores das fracdes no segmento de reta.

Figura 15: Representacio da adicao de niimeros racionais fracionarios

Depois disso, a maioria deles realizou a atividade corretamente, assim como podemos

visualizar na Figura 16.

(c) Pinte (destaque) 3 do segmento abaixo. Depois pinte (destaque) 1 do mesmo

segmento (de todo o segmento). Que parte do segmento (todo) foi destacada?

\\\:'@e A
el

XSS

J

(d) Calcule % 4 %

(e) Escreva uma regra para a adicao de duas fracoes quaisquer.

Figura 16: Resposta do estudante E7 aos itens (c), (d) e (e) da atividade 3 da sessao 2

Ainda, observando a Figura 16, vemos a resposta do estudante E7 em relag¢do ao item
(e) da atividade 3. Os estudantes escreveram a seguinte regra para a adi¢do de duas fracdes

quaisquer : “Multiplica os denominadores, obtendo o denominador e, para obter o numerador,
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multiplica cruzado e soma”. E importante observar que eles chegaram a tal conclusio obser-
vando o item (c) da atividade (3), pois, como afirmou El: — a figura ajuda a entender. 1sso
corrobora, em linhas gerais, os resultados de Amorim (2007) acerca da importancia do uso de

segmentos de reta para ensinar as operacdes com numeros racionais aos estudantes.

Novamente, ao resolverem as atividades 4 e 5, que recorrem a interpretacdao da medida
para representar a operacao de multiplicacdo de nimeros racionais, alguns estudantes ficaram

surpresos ao visualizarem que % : % = % Denotamos, com base nisso, caso ndo tivessem cons-

truido a figura, para muitos destes estudantes % . % = % continuaria sendo simplesmente uma
multiplicacdo entre fracdes, seguindo um regra sem significado algum. Apesar de saberem a
técnica e a utilizarem sempre que necessario, eles nao entendiam as razOes matematicas que ex-
plicavam aquela operacdo. Vemos, portanto, que utilizar a concepcao de medida dos nimeros
racionais, associando o enfoque geométrico, ¢ um meio eficaz para tornar a aprendizagem dos

estudantes mais eficiente no que se refere as operagcdes com ndmeros racionais.

Como estamos trabalhando com estudantes do Ensino Médio, isso evidencia a neces-
sidade destes conceitos serem trabalhados nesta fase escolar, pois os estudantes ndo possuem

maturidade para aprofundar estes estudos no Ensino Fundamental.

Também observamos, com a atividade 6, a maior familiaridade dos estudantes para
lidar com a representacdo de nimeros racionais por meio de areas de figuras planas, assim

como podemos visualizar na solu¢do de E4, apresentada na Figura 17.

Atividade 6. Hachure a metade de dois tercos do retangulo abaixo. Cue parte do

retingulo for hachurada” D¢ a sentenca matematica que representa o que vook ez

Figura 17: Resposta de E4 a atividade 6 da sessao 2.

Nos surpreendeu o fato de os estudantes terem apresentado a sentenga matematica

% +2= %, haja vista ndo termos trabalhado com a operacdo de divisdo. Esperdvamos como

resposta a sentenga % . % = % Acreditamos que o enunciado da atividade, “hachure a metade de
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...”, tenha influénciado nesta decisdo, pois os estudantes associaram, corretamente, metade com

o fato de dividir por 2.

Diferentemente da questdo 6, a atividade 7 mostrou-se mais complexa para os estu-

dantes. Encontrar % do segmento, conforme Figura 18, foi facil. Porém, muitos encontraram

dificuldades para “pintar” % de %, demonstrando ndo conseguirem interpretar o % como a uni-

dade (todo). S6 apds trocarem informagdes entre eles e com a mediacao do professor, conse-
guiram fazer isso. No entanto, somente o estudante E1 expressou, de acordo com a Figura 18,
a operagdo corretamente; escrevendo % . % = % Outros trés estudantes afirmaram corretamente

que a operacdo era 3 - %, mas ndo escreveram nas suas folhas.

Atividade 7. Pinte (destague) 2 do seemento abaixe. Em seguida, pinte [des-
r * a
taque) 2 da parte do segmento que vocé destacou anteriormente. FEssa dltima parts
destacada corresponde & quanto do todo? Vocoé consegue expressar 1850 por melo de
uma operacio com nmimeros racionais na forma fraciondria’ Se sim, expresse.
. - t -4 } t .

Figura 18: Resposta de E1 a atividade 7 da sessao 2.

Ao se depararem com as atividades 8 e 9, da sessdo 2, conforme apéndice C, os es-
tudantes encontraram duas situacdes contextualizadas envolvendo niimeros racionais. Confir-
mando a observacao de Damico (2007), de que situagdes contextualizadas ajudam os estudantes
a compreenderem melhor os conceitos formais de ndimeros racionais, todos eles conseguiram

resolver corretamente as atividades.

Em relacdo a atividade 9, a qual emprega a concep¢ao de medida de nimero racional
em uma situagdo problema, a solucao apresentada na Figura 19, pelo estudante E10, acabou nos
revelando um erro conceitual da questdo. Deveria ficar explicito que a caixa tinha o formato
de um cubo (ou de um paralelepipedo reto ou cilindro reto) pois, sem essa condic¢ao, a resposta
poderia ndo ser precisa, nao sendo possivel determinar a quantidade de 4gua em litros. Outra

op¢ao, seria mencionar que intervalos iguais da régua medem, na caixa, quantidades iguais de
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agua.

Atividade 9. Uma caixa dc dgua tem uma régua lateral que marca a quantidade
de 4gua contida nela. Quando a 4gua atinge a marca de % dessa régua, a caixa esta

com de 340 litros de 4gua.
(a) Qual a quantidade de dgua na caixa quando ela cobre (atinge) { dessa régua? E

quando atinge %? zF40 *

TN

“C

N “\\%{’) Y

(b) Quantos litros sao necessarios para encher a caixa?

[

PN - NG &R, XS 1 YO ¢ Py
M & §OF panp !

O | U0 2Ue A1)

Figura 19: Resposta de E10 a atividade 9 da sessao 2.

Quanto ao desenho feito pelo estudante, conforme Figura 19, este apresenta um erro
comum e recorrente, segundo Garcez (2013), que os estudantes cometem por nio se preocupa-
rem com a divisdo da figura em partes com areas congruentes. Fruto da concepcao parte-todo,
os estudantes se preocupam com a contagem do nimero de partes, mas ignoram a congruéncia

entre elas. Neste caso, como a congruéncia ndo € possivel no desenho, deveria-se buscar a

equivaléncia entre as dreas de cada subdivisao.

Por fim, demonstrando que os estudantes se apropriaram das opera¢des com nimeros
racionais trabalhados na sessdo 2, todos concluiram a atividade 10. Esse fato pode ser visuali-
zado na Figura 20. A unica dificuldade, que foi superada com a media¢do do professor, foi no

momento de generalizar o produto entre duas fracdes quaisquer.

Atividade 10.
(a) Efetue os célculos abaixo: 4
i) 6-4-¢ ii) $-2 == i)

5
| A /

ST
PO

ST

iv) 1.1 4
iv) 55

(b) Expresse uma regra (generalizacdo) para o produto de duas fragdes quaisquer.

™

AL \\\..

Figura 20: Resposta de E9 a atividade 10 da sessio 2.
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5.3 SESSOES 3 E 4: OBSERVANDO SITUACOES DE APRENDIZAGEM DA DIVISAO
DE NUMEROS RACIONAIS

Vamos descrever algumas de nossas observagdes quanto a divisdo de nimeros racio-
nais com tarefas pautadas na interpretacdo da medida. Para tanto, exporemos as aplica¢oes das
sessoes 3 e 4, de nossa sequéncia didatica, as quais podem ser visualizadas nos apéndices D e

E, respectivamente.

A sessdo 3 contou com a presenga dos estudantes E1, E2, E4, ES, E7, E8, E9, Ell e
E12 e ocorreu na biblioteca do Colégio Estadual Gabriela Mistral. Devido a organizagdo deste
local, e com base nos resultados das sessdes precedentes, propusemos aos alunos a ocupagao
das mesas da sala em duplas ou em trios, facilitando a circulagdo do professor, as trocas de

informacdes entre eles e a gravacao do dudio da aula.

Repetindo o enredo da sessdo 2, os estudantes descartaram a necessidade de revisao
dos tépicos trabalhados anteriormente, optando por iniciarem logo a resolugdo das atividades

da sessdo 3. Frente a isso, entregamos uma folha A4 a cada um deles com as atividade 1 e 2.

A atividade 1 da sessdo 3, como podemos visualizar na Figura 21, remete a interpreta-
cdo de reparticdo em partes iguais, pois foi dada a grandeza total (40 bolitas) e o nimero de
partes (8 amigos), devendo o estudante responder qual o tamanho de cada parte (com quantas
bolitas cada amigo ficard). A solugdo aritmética nao representou dificuldade para os estudantes.
No entanto, a representacdo da situacdo em uma figura motivou o surgimento de ddvidas, as

quais foram superadas pelo didlogo entre eles préprios.

Atividade 1. Joao tem 40 bolitas o quor dividi-lag com 8 amipges. Com quantas

balitas cada amigo heard! Represente tal sitpacio em wma Hgura

%
il

Figura 21: Resposta de E7 a atividade 1 da sessao 3.
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Esse resultado ja era esperado pois, como vimos na andlise a priori, os estudantes
aprenderam ndmeros racionais no Ensino Fundamental com um enfoque mediado pela concep-
cdo parte-todo e, diante disso, ndo se defrontaram com situagdes nas quais teriam que repre-
sentar, por figuras, fracdes improprias como %. Além disso, Rodrigues (2005) argumenta que
questdes relativas as grandezas discretas permanecem incompreendidas para muitos sujeitos ao
longo do processo de escolarizagdo, sendo tratadas apenas como o quociente entre os valores
numéricos dados na questdo; assim como procederam os estudantes alvos da nossa pesquisa

nesta atividade.

Os estudantes se depararam com uma interpretacdo desconhecida da operacao de di-
visdo de nimeros racionais ao tentarem resolver a atividade 2. Entdo, com a mediac¢do do

professor, conseguiram fazé-la; como podemos observar na Figura 22.

Atividade 2. Apalise, em cada item, a figura ¢ responda a questiio sem fazer
cileulos
-c|-: ,I A
— B e
*—— + : + + } i $ + & il
by B2 ==
Tt . . -
FE i |
L |
L I
{ i
——t—— - - [ = -I- + — = -

AT

Figura 22: Resposta de E2 a atividade 2 da sessao 3.

Reparem que no item (a), conforme Figura 22, os estudantes precisavam comparar o

todo (segmento de comprimento %) com a unidade de medida (segmento de comprimento }‘)

para obter a divisdo % +% = 10. Alguns deles ficaram surpresos com o fato de é—ll caber 10
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vezes em % Ja no item (b), como vemos na Figura 22, os estudantes precisaram encontrar uma
unidade de medida da qual % e % possuissem multiplos inteiros. Entdo, subdividindo o segmento
de comprimento % em 3 e o segmento de comprimento % em 2, encontraram que % cabe %5 de
vezes em %, isto é, % = % = %. Entender como fazer essa operacdo nao foi tarefa facil para
muitos dos estudantes participantes da pesquisa, porém todos apresentaram uma satisfacao por

conseguirem ampliar o entendimento do significado da operacdo de divisao de fragdes.

Isso ficou ainda mais latente com a resolucdo da atividade 3. Todos os estudantes
conseguiram cumprir o item (a), semelhante a resposta visivel na Figura 23. Porém, na parte

(b), alguns encontraram dificuldade para compreenderem % como a unidade de medida e, em

A s . 7.3_ 14 ., 7.3 _ 14 .
decorréncia disso, expressaram 5 <+ 3 = 7 a0 invés de 5 <+ 7 = 7', que seria a resposta correta.
Para resolver acertadamente o item (b), os estudantes precisavam compreender, como fez E11,
cuja resposta estd ilustrada na Figura 23, que é—ll de 1 € igual a % quando % ¢ tomado como

unidade de medida.

Atividade 3. Represente por meio de uma figura, como rcalizados na questao

anterior, as seguintes divisdes:
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Figura 23: Resposta de E11 a atividade 3 da sessao 3
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Mudando o enfoque, mas ndo a concepg¢do, as atividades 4 e 5 remetem a interpretagao
da operagdo de divisio de fracdes como medida num contexto de situacdo-problema. E in-
teressante o saldo positivo dessas atividades, haja vista todos os estudantes terem conseguido
soluciond-las corretamente. Isso reforca, assim como considera Damico (2007), o papel facili-
tador das atividades contextualizadas para a efetivacdo de uma aprendizagem significativa dos
estudantes. Segundo o autor, a contextualizacdo ajuda na compreensao dos estudantes acerca

da questao.

Outro ponto de destaque, em relagdo as atividades 4 e 5, é referente a figura cons-
truida para representar a situacdo. Cinco estudantes optaram por figuras de areas congruentes,
assim como o estudante E4 na Figura 24; enquanto os outros quatro estudantes utilizaram o
modelo linear do semento de reta, como o estudante ES na Figura 25. Isto sugere um avango
no entendimento sobre a operacdo de divisao de fragdes, pois todos conseguiram construir uma
representacdo apropriada da situacao-problema.

Atividade 4. Um padeim pretende distribuir trés bolos iguais entre um grupo de

criangas de tal forma que cada crianca ganhe g‘ de um bolo. Para quantas criangas ele

pode distribuir o bolo? Escreva a solugdo da questido matematicamente. Além disso,

faga uma figura para representar a solucdo da questao.

Atividade 5. Queremos dividir 5 chocolates iguais entre 8 criangas. Qual a quan-
tidade que caberd a cada crianga. Escreva a sua solugao matematica c faga um desenho

para representar a situagao.

E (o (ulmi
&

Figura 24: Respostas baseadas em areas congruentes as atividades 4 e 5 da sessido 3 de E4
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Atividade 4. Um padeciro pretende distribuir trés bolos iguais entre um grupo de
criancas de tal forma que cada crianca ganhe % de um bolo. Para quantas criancas ele
pode distribuir o bolo? Escreva a solucdo da questdo matematicamente. Além disso,

faca uma figura para representar a solu¢ao da questao.
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Atividade 5. Queremos dividir 5 chocolates iguais entre 8 criangas. Qual a quan-
tidade que caberd a cada crianca. Esercva a sua solugdo matemdtica e faga um desenho

para representar a situacao.
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Figura 25: Respostas baseadas em segmentos as atividades 4 e 5 da sessido 3 de E5

Ainda, sobre a atividade 5, os estudantes se questionaram acerca da unidade de medida
adotada e da unidade inteira (todo). Muitos ficaram em dudvida sobre % do todo (5 chocolates)
serigual a % de cada uma das 5 partes (cada um dos 5 chocolates). A discussdo acerca disso foi
importante para eles aprimorarem o entendimento a respeito do papel da unidade na operagao
de divisao de nimeros racionais. Mesmo assim, se olharmos, na Figura 24, para a resposta
apresentada pelo estudante E4 a atividade 5 da sessdo 3, podemos perceber que, apesar do
desenho estar correto, sua resposta escrita ndo estd. Segundo ele cada crianca deveria receber
% de cada chocolate, o que daria 2375 de chocolate. Como sdo 8 criangas, isso da um total de 25

chocolates, e ndo 5 chocolates, como estd proposto na questio.

Isso foi reforcado com a atividade 6, apresentada na Figura 26 da pédgina a seguir.
Adaptada do texto de Damico (2007), esta atividade exigiu dos estudantes a interpretacdo de

um numero racional como uma medida, pois eles precisavam reconhecer a unidade de medida
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adotada bem como o todo. Apesar do surgimento de algumas dividas entre os estudantes,
esclarecidas por meio de didlogo feito entre eles, com a mediacdo do professor, os itens (a),
(b) e (c) desta atividade foram feitos sem maiores dificuldades. O item (d), por sua vez, gerou
dificuldade e trés estudantes nao conseguiram chegar a resposta %. Percebemos, com isso,
um fato ja apontado por Damico (2007), de que fragdes mistas ndo compdem o repertdrio de

ferramentas matematicas comum aos estudantes.

Atividade 8. {Mbeerve-as réguns nbnixo ¢ rospondn as pergTNies
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Figura 26: Solucao da atividade 6 da sessao 3 dada por E8

Isto revela, como apuramos na andlise prévia, a nao familiaridade dos estudantes com a
interpretagdo da medida dos niimeros racionais pois, de acordo com Silva e Almouloud (2008),
a representacao de fracdes, na sua forma mista, decorre naturalmente do estudo de situagdes em

contexto de medida.

J4a vimos que, na atividade 6, os estudantes ndo tiveram dificuldades para resolver aos
itens (a), (b) e (c), nos quais os segmentos de reta tomados como unidade de medida eram
menores do que os segmentos de reta dados como o todo a serem medidos, mas encontraram

obstaculos para solucionar ao item (d), no qual o segmento de reta tomado como unidade de
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medida € maior que o segmento de reta a ser medido (o todo). Isto sugere, assim como deno-
tamos na anélise prévia, a predominancia da utilizacdo da interpretacdo parte-todo no processo

de ensino-aprendizagem dos nimeros racionais vivenciado pelos estudantes pesquisados.

Podemos inferir, entdo, que trabalhar a divisdo de nimeros racionais por meio da
interpretacdo como medida, assim como fizemos na atividade 6 deste trabalho, proporciona
aos estudantes um entendimento mais profundo, se comparado com atividades pautadas na
interpretagdo parte-todo, a respeito desta operacdo, bem como auxilia em uma aprendizagem

mais significativa do conceito de niimero racional.

Elaboramos a atividade 7 na tentativa de trabalhar a nocao de que a divisdo de nimeros
racionais pode ter como resultado um nimero maior que o dividendo, diferentemente de
quando esta operacdo € feita com nimeros naturais ou inteiros. Apoiados em Amorim (2007),
esperavamos auxiliar os estudantes na compreensao desse significado utilizando o enfoque
geométrico de segmentos de reta. Frente a resposta do estudante ES, conforme Figura 27,
acreditamos ter atingido o objetivo, pois 0 mesmo estudante escreveu:

— E que quando nés dividimos o 2 por % estamos contando quantas vezes cabe o % no 2; que no

caso é 4.

Atividede 7. Cuando dividimee ? por =, encontramos 4. Faca om desenbo para

ilustrar & situacdo. Depols, expliqoe tal Iato

Figura 27: Solucao da atividade 7 da sessao 3 expressa por E5

A descricdo do estudante ES, a respeito da divisdo de 2 por %, ilustrado na Figura
27, sugere o entendimento da operacdo de divisao de niimeros racionais fundamentada na

interpretagdo da medida de nimero racional.
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Analisando as respostas do estudante E7 relativas as atividades 8, 9 e 10 da sessao
3, conforme Figura 28, observamos o quanto os estudantes se apropriaram do significado da
operacdo de divisdo de niimeros racionais, principalmente relacionando a interpretacao de me-
= lc cstava certo? Justifique sua resposta.

e :

- = 3.7 _ 37
Atividade 8. Joao dissc que 3:3 = 75- E
s

%

Atividade 9. Dados um segmento AB de 10 cm, CD de 2 cm, EF de 3cme GH
de % cm, qual a medida de AB tendo :

a) CD como unidade
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Atividade 10. Dado um segmento AB com ¥ cm. Qual a medida de AB se

tomarmos C'D = 10cm como unidade.
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Figura 28: Solucoes das atividades 8, 9 e 10 da sessao 3 dadas por E7

dida destes nimeros. Participamos como mediadores na resolugao destas atividades. Por isso,
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salientamos o cuidado despendido pelo docente para ndo contar as respostas e auxiliar os estu-

dantes a trilharem o caminho até atingirem o objetivo.

Confirmamos isto com a aplicacdo da sessdo 4 de ensino. Esta atividade foi desen-
volvida na biblioteca e, novamente com a organizacdo da sessdo precedente, participaram os
estudantes E1, E2, E4, ES, E7, ES, E9 e E12.

Ao entregarmos uma folha A4 contendo as atividades 1 e 2 da sess@o 4, conforme
apéndice E, um estudante logo comentou que elas eram iguais as da semana anterior. De fato,
na atividade 1, conforme Figura 29, deveria ser medido um segmento de reta de comprimento
%cm por outros segmentos de medida racional e, na atividade 2, conforme Figura 30, vemos que
o estudante ES compreendeu o significado da operagao de divisao com fracoes.

Atividade 1. Dados os segmentos AB de jem. CD de 1an, EF de jem e GH de

2ern, qual a medida de AB tendo:

a) CD como unidade;

)D‘-:; 9 K+

b) EF como unidade;

T

¢} GH como unidade.

AF
a o w A

Figura 29: Respostas de E1 a atividade 1 da sessao 4

No item (b), da atividade 1, o estudante E1 tomou % (unidade de medida de %) e dividiu
por 3 e, no mesmo segmento de reta, conseguiu visualizar que % foi dividido por 2; concluindo
corretamente que % = % = %, como podemos visualizar na Figura 29. Muitos dos estudantes
participantes desta sessdo de ensino recorreram a representacdo geométrica com segmento de
reta para compreenderem a atividade 1. Em geral, fizeram a representacdo do item (b) e depois

resolveram o item (c) de forma direta, sem contratempos.
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Atividade 2. Responda: %+‘_ %%Li ? Justifique matematicamente sua resposta.

Faca uma figura para ilustrar a situagao.

Figura 30: Solucao geométrica de E5 na atividade 2 da sessao 4

Percebemos, de modo geral, que os estudantes comecgaram a utilizar segmentos de reta
sem uma orientacao prévia do professor, ou seja, por conta propria. Isto revela, ao confrontar-
mos estes resultados com os da andlise prévia, o progresso dos estudantes em relagdo a apren-
dizagem do conceito de divisao de nimero racional, haja vista terem conquistado a autonomia
para construirem representacoes geométricas, bem como para resolverem aritmeticamente os

exercicios utilizando os algoritmos apropriados.

Em relagdo as atividades 3 e 4, conforme apéndice E, mais uma vez se confirmou a
afirmagdo de Damico (2007) de que situacOes-problema ajudam os estudantes a entenderem
com maior facilidade as operagdes entre nlimeros racionais. Todos os estudantes conseguiram

solucionar de forma correta as atividades propostas.

Vale ressaltar, ainda, a op¢ao majoritaria dos estudantes de resolverem as atividades 3
e 4 por meio de uma figura antes de fazerem a resolucdo algoritmica. Ao ser questionado pelo
professor acerca dessa escolha, E9 disse: — Porque é mais fdcil!. Isso sugere, assim como ja
observaram Amorim (2007), Santos (2013), Rosa (2012) e NEPEM (2004), a importancia em
associar, no processo de ensino e aprendizagem de fra¢des, o desenvolvimento do conceito de

ndmero racional com sua representacdo geométrica por segmentos de reta.

Analogamente, nas atividades 5 e 6 (conforme apéndice E), os estudantes ndo tiveram

contratempos.

Nas atividades 7 e 8, os estudantes utilizaram as representacdes graficas apresentadas
nas questdes para interpretar a operacdo de divisdo de nimeros racionais como medida. Anali-

sando a resposta dada pelo estudante E9, conforme Figura 31, vemos no item (a) da atividade

7 a resposta % e % = % Notamos, neste caso, a falta de recursos matematicos, por parte do

estudante, para expressar sua resposta. Apesar de parecer saber que o segmento de reta de

comprimento % cabe uma vez e meia no segmento de reta de comprimento %, nao conseguiu ex-
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pressar esse nimero na forma de fragao mista (1 -+ % = %) Frente a isso, trabalhamos novamente
o significado de fracao mista na lousa, utilizando a interpretacdo geométrica em segmentos de

reta.

Atividade T. Ohsoprve & F.:.-III'-I ¢ responda

al Quantos ; cabem em

o) Apresente uma solucao materndtica para

Figura 31: Respostas aos itens da atividade 7 dadas pelo estudante E9

Na atividade 8, conforme apéndice E, trés estudantes responderam corretamente que
cabem 40% do segmento de comprimento % no segmento de comprimento % Esse fato reforca
o potencial do uso da representacdo geométrica com segmentos de reta no processo de ensino e

aprendizagem de numeros racionais.

Para finalizar a sessdo de ensino, os estudantes receberam a ultima folha contendo as
atividades 9 e 10 (que podem ser visualizadas no apéndice E). A atividade 9 foi realizada com
muita facilidade pelos estudantes. Isso permite que reconhecamos a importancia do uso de
tarefas pautadas na interpretacdo como medida dos nimeros racionais no momento de ensinar
a operacao de divisao de fragdes. Vale ressaltar que os estudantes foram demonstrando um
ganho significativo de confianca, na abordagem das atividades, a cada nova sessdo. Alguns que
iniciaram, na primeira sessao, se dizendo incapazes e “fracos” em Matematica, estavam alegres
e satisfeitos por conseguirem entender os conceitos trabalhados. Eles discutiam suas propostas

de solugdo com os outros colegas sem receio de estarem errados, pois sabiam do que estavam
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falando.

Entretanto, a atividade 10, conforme apéndice E, s6 foi respondida pelos estudantes
com o auxilio do professor. No entanto, acompanharam com naturalidade as explicagdes sobre
grandezas comensuraveis e incomensuraveis, entendendo o significado de nimero irracional.
Vemos, com isso, a importancia de um processo de ensino e aprendizagem dos nimeros ra-
cionais ser feito considerando a sua interpretacdo como medida, em especial, recorrendo ao
modelo geométrico da reta. Trilhando esse caminho os estudantes conseguiram ampliar o con-
ceito de ndmero ao perceberem a impossibilidade de expressar as medidas de todos os segmen-
tos existentes com 0s nimeros racionais, ou seja, a existéncia de segmentos incomensuraveis,
conforme Lima et al (2012), manifesta a conveniéncia da constru¢do dos nimeros reais para
solucionar o problema teérico da medida. Porém, como uma anélise mais aprofundada desta
questdo ultrapassa os objetivos da nossa pesquisa, deixamos essa lacuna para ser estudada em

outra oportunidade.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Os ndmeros racionais permeiam a vida escolar dos estudantes da Educacdo Bésica
bem como estdo presentes em seu cotidiano. Era de se esperar, entdo, que fosse um assunto
de facil aprendizado. Porém, baseados em nossas observagdes com a realizagdo deste trabalho,

verficamos que nao € essa a realidade vivida nas institui¢des de ensino.

Muitos sao os fatores apontados nos estudos referentes ao ensino e aprendizagem dos
numeros racionais, como denotamos no desenvolvimento desta pesquisa, como proviveis cau-
sas das dificuldades encontradas no ensino deste tema. Sem pretensdo de esgotar essa lista,

podemos citar:

O predominio de um ensino mecanizado, desenvolvido por meio da memorizagdo, pau-

tado no método algoritmico e na definicdo de férmulas;

A desconexao com o desenvolvimento historico do conceito de niimero racional e a falta

de situacdes contextualizadas em seu ensino;

A hegemonia da interpretacdo parte-todo na pratica pedagdgica para ensinar os nimeros

racionais, principalmente no Ensino Fundamental;

A formagdo inadequada dos professores para trabalharem esse contetido com os estudan-

tes.

Com essas consideracdoes em mente e tendo em vista, devido a prética docente, que
a operacao de divisao dos numeros racionais nao é compreendida pelos estudantes, a ponto
de muitos deles apenas decorarem a formula para efetuarem as operagdes, nossa pesquisa teve
como objetivo investigar a possibilidade de desenvolver o processo de ensino e aprendizagem

da divisdo de niimeros racionais com tarefas pautadas na interpretacdo da medida.

Uma analise geral dos resultados desta investigagc@o aponta, apesar da operacdo de di-

visdo de nimeros racionais ser reconhecida como um conhecimento complexo para se aprender
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e ensinar, uma gama de pontos favordveis ao uso da interpretacio como medida no seu processo

de ensino e de aprendizagem.

Em linhas gerais, o estudo das atividades propostas nas sessoes de ensino (conforme
apéndices B, C, D e E) potencializou o entendimento, por parte dos estudantes, do conceito da
divisdo de nimeros racionais bem como contribuiu para eles aprofundarem a compreensao de
outras questoes relacionadas ao conceito de niimero racional, tais como ordem, equivaléncia e
densidade. Estes conhecimentos foram, ao longo da aplicacao da sequéncia didética proposta
na pesquisa, assumidos com maior naturalidade pelos estudantes. Isto nos permite afirmar
que ocorreram avancgos consideraveis no entendimento conceitual de ntimero racional pelos

participantes.

Denotamos, ainda, a aprendizagem dos estudantes frente a representacdo geométrica,
por meio de segmentos de reta, de figuras retratando fragdes improprias. Tinhamos observado,
na andlise prévia, que eles ndo conseguiam fazer isso anteriormente. Porém, com o desenvol-
vimento das sessdes de ensino propostas na sequéncia didatica desta pesquisa (Apéndices B,
C, D e E), os estudantes passaram a realizar essas tarefas utilizando segmentos de reta e, dessa
forma, recorrendo a interpretacio como medida de numero racional. Nao temos como men-
surar a aprendizagem ocorrida, mas certamente podemos afirmar, sem receio de produzirmos
uma andlise infundada, que isto foi fundamental para muitos destes estudantes compreenderem

o campo numérico dos racionais como distinto do campo numérico dos inteiros.

Também conseguimos acompanhar, com o desenvolvimento das sessdes 3 e 4, con-
forme apéndices D e E, respectivamente, o progresso dos estudantes em relagao a aprendizagem
do conceito da divisdo de numeros racionas. Observamos, portanto, que a utilizacao de tare-
fas pautadas na interpretacdo da medida dos nimeros racionais, por meio da sua representagao
geométrica em segmentos de reta, potencializou esse aprendizado, haja vista que os estudan-
tes passaram a entender o conceito envolvido na resolugdo aritmética, por meio de algoritmo

proprio desta operagao.

Além disso, esta vinculagdo entre nimero e grandeza, presente na interpretacdo da
medida dos nimeros racionais, faz a ponte de ligacdo entre o processo historico da génese
desses ndmeros. Logo, seu estudo possibilita aos estudantes compreenderem a razao pela qual

foram desenvolvidos tais nimeros, contribuindo na aprendizagem do conceito de ndmero.

O uso da interpretacdo da medida no processo de aprendizagem dos nimeros racionais,
apoiado na representacao geométrica de segmentos de reta, conduz a uma aprendizagem ativa,
por parte do estudante, sobre a operacdo de divisdo deste tipo de nimero. Defendemos esse

argumento com base nos resultados desta pesquisa. Ao se depararem com atividades dessa na-
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tureza, os estudantes se defrontaram com situagdes-problema nas quais precisaram identificar a
unidade de medida e o todo a ser medido para, a partir disso, efetuarem a comparagdo e obterem
a medida. Isso ajuda os estudantes a identificarem a unidade quando se deparam com ndmeros
racionais, passando a compreenderem esses nimeros como um campo numérico distinto dos

nameros inteiros.

No entanto, isto conduz a necessidade de uma mudanga ou alteragdo na pratica pe-
dagogica desenvolvida na maioria das escolas. Como vimos com o desenvolvimento da pes-
quisa, os nimeros racionais fraciondrios recebem énfase no Ensino Fundamental, quando este
tema é trabalhado principalmente com base na concepcao parte-todo. Dado que os estudantes do
nivel de escolariza¢do do Ensino Fundamental, em geral, ndo possuem maturidade matematica
para aprofundarem o estudo dos nimeros racionais com base na interpretacdo da medida, com
representacdo geométrica em segmento de reta, assim como procedemos no decorrer deste es-
tudo, para possibilitar aos estudantes uma aprendizagem mais significativa e sélida acerca dos
numeros racionais, anterior ao término do periodo demarcado pela Educacao Basica, € preciso
investir, no nivel médio de escolarizagcdo desta etapa de ensino, em um estudo no qual seja dado

énfase a interpretacdo da medida destes ndmeros.

Esta ideia ainda € reforcada pelo fato de que o estudo dos nimeros racionais, tendo
por base sua interpretacdo como medida, por meio da representacdo geométrica em segmentos
de reta, “abre as portas” para um caminho frutifero de ensino do conceito de ndmero real, haja
vista a génese dos niimeros racionais ter sido motivada para solucionar o problema prético da

medida e os nimeros reais solucionarem o problema tedrico da medida.

Vale ressaltar, ainda, que a interpretacdo como medida da operacdo de divisdo de
nimeros racionais pode ser realizada utilizando-se representagdes geométricas com medidas
lineares, de dreas ou de volumes. Neste trabalho, optamos pela medida linear, em segmentos de
reta, por acreditarmos ser estd a op¢ao mais “facil” para trabalhar com os estudantes. Como o
foco da nossa pesquisa foi na aprendizagem da operacdo de divisdo de nimeros racionais com
tarefas pautadas na interpretacdo da medida, optamos em nao trabalhar com medidas de 4rea
e volume, pois acreditamos que isso conduziria a necessidade da mobilizacdo da discussao de
conhecimentos geométricos o que, inevitavelmente, demandaria maior tempo para observarmos

0 nosso real interesse.

Em relagdo as sessdes de ensino, podemos destacar sua fun¢do organizativa da aula.
Sua confecgdo €, a0 mesmo tempo, um planejamento e uma metodologia de ensino. Além disso,
da forma como organizamos a sequéncia didatica (conforme apéndices B, C, D e E) para este

estudo, os estudantes conseguiram desenvolver uma aprendizagem ativa, na qual foram sujeitos
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do seu proprio processo de aprendizagem. Ao professor, por sua vez, cabe assumir o papel de
mediador entre os estudantes e o conhecimento cientifico. Isto evidencia o papel facilitador das

sessoes de ensino na relacao professor-aluno-conhecimento.

Também foram fundamentais para o desenvolvimento da sequéncia didatica, o tempo
de duracdo das sessoes de ensino, bem superior se comparado ao tempo de uma aula normal, e
a presenca de um nimero “reduzido” de estudantes, média de nove por sessao de ensino. Em li-
nhas gerais, o professor/pesquisador conseguiu desenvolver o papel de mediador no processo de
aprendizagem, pois conseguiu dedicar atencao individualizada e coletiva aos estudantes, sempre
que necessario. Apesar de nosso estudo ndo ter explorado esse aspecto, podemos conjecturar
que é fundamental a reducdo do nimero de estudantes nas turmas normais, que possuem em
média trinta estudantes ou mais, para melhorarmos a qualidade do ensino e da aprendizagem,

em particular, da Matematica.

Diante disso, observamos que apesar de os resultados do nosso trabalho sugerirem van-
tagens em se trabalhar a divisdo de ndmeros racionais com tarefas pautadas na interpretacdo da
medida, tendo por base uma sequéncia didética desenvolvida em uma organizaciao pedagdgica
distinta da vivenciada por professores e estudantes todos os dias, acreditamos na possibilidade
de trabalhar essa sequéncia didatica em aulas normais. Contudo, devido ao tempo de aula e ao
nimero de estudantes em sala, deve-se fazer alguns ajustes, como reduzir o nimero de ativida-
des propostas em cada sessao de ensino e trabalhar questdes referentes as operacdes de divisao

e multiplicacdo em uma mesma sessao.

Como os resultados de nosso estudo evidenciam a importancia em usar a interpretacao
da medida para ensinar a divisdo de nimeros racionais, bem como para o ensino conceitual
de ndmero racional, ficamos com alguns questionamentos para pesquisas futuras: Quais as
possibilidades do uso da interpretacao da medida de nimero racional para seu ensino nos Niveis
Fundamental e Superior? Como seria o processo de ensino dos nimeros racionais, com base
na interpretacdo da medida, recorrendo ao uso da Historia da Matematica? A vinculacio entre
numero e grandeza, presente na interpretacio como medida dos nimeros racionais, contribui na

aprendizagem do conceito de nimero?

Por fim, frisamos a importancia do estudo desse tema na nossa formacao bem como
pontuamos a necessidade do desenvolvimento de outras pesquisas acerca dessa tematica. Acre-
ditamos ser este um dos pontos fundamentais, além da transformacdo das condi¢des pe-
dagodgicas (nimero de estudantes por classe, duracio da aula, disponibilidade de carga horaria
para os professores participarem de pesquisas, entre outros) para superarmos, em particular, as

dificuldades inerentes ao ensino dos nimeros racionais e, em geral, ao ensino da Matematica
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APENDICE A - ENTREVISTA SEMIESTRUTURADA

1.Vocé lembra em que ano/série estudou fracdo pela primeira vez? Consegue descrever

como aprendeu?

2.E hoje, o que é uma fracdo para voceé? Voce tem alguma dificuldade para trabalhar com

fragdes? Quais? Por qué?

3.0 que é um numero racional para vocé€? Quais sdo suas maiores dificuldades no trato com

0s ndmeros racionais?

4 Represente a fracao é—ll por meio de uma figura. Por que vocé escolheu esta figura? }l pode

ser representado por outra figura?

5.0 ntimero 0,5 pode ser escrito como fracdo? Por qué? Qual fracdo? Posso escreve-lo

como outra fracao? Por que isso € possivel?

6.0 nimero 5 é um nimero racional? Ele pode ser expresso como uma fragdo? Represente

tal nimero por meio de uma figura.

7.0bservando a figura, expresse por um nimero a quantidade de pizza consumida.

3

9.Quem € maior, 5 ou %? Por qué? Existe algum ndmero entre esses dois? Existem outros?

Quantos?
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10.Represente por meio de uma figura e dé o resultado das expressoes: a) % =+2,b) 4= % e
1

1 .
11.Responda: Um agricultor possui 6 silos de racdo animal completamente cheios em uma
propriedade. Ele vendeu esta propriedade e pretende transferir a racdo para outra propri-
edade que acabou de comprar, mas os silos dessa nova propriedade tem 3 da capacidade
dos silos da propriedade vendida. Quantos silos serdo necessarios para armazenar toda a

racao nesta nova propriedade?
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APENDICE B - SESSAO 1

Atividade 1. Qual € a medida do segmento AB, tendo como unidade de medida o

segmento CD? E do segmento MN, se a unidade ¢ CD?

. o o o o o o o ®
A B
— o @
[ ]
. ® @ @ o ® @ @ o ®
1 [+l
Atividade 2. No segmento de reta abaixo, localize os nlimeros racionais: % —%, % e —%
I I . I I I I |
I I I I I I I
-3 -2 -1 ] 1 2 3

Atividade 3. Expresse cada nimero racional abaixo na sua forma fraciondria e depois

marque-os na reta numeérica

a) 0,6 b)-1,4 c) 2,25
d)-1,25 e) 3,20 f) -0,200
G) 1,5 H) 2,5
I TP U B S TP DU B
| | ! I I | ! | |
4 3 32 ] () I 9 3 1

Atividade 4.Escreva os ndmeros da atividade 3 em ordem crescente.

Atividade 5. Represente num diagrama em forma de barra vertical (retangulo) o

ndmero racional % Faga 0 mesmo com o nimero 14—0. O que vocé observa? Explique.
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Atividade 6. Complete os espagos vagos em cada caso:
a) 3=2 b) =1

A

p—

2__ _14 _21
55107 d) =3
Atividade 7. Dado que a figura seguinte representa 20% do todo, desenhe a figura

completa.
Atividade 8. Complete as sentencas com os simbolos =, > ou <, em cada caso.

a) 3 b)3

ool
o0l
[oN
p—
NN
NES
Kloo

5
C)a

Ol

Atividade 9. Associe um nimero a cada ponto da reta numérica abaixo:
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APENDICE C - SESSAO 2

Atividade 1. Considere a figura abaixo. (a) Qual € a distancia de O(zero) a A? (b) E de
AaB?

Vocé consegue escrever a letra (a) como uma adicao de fracdo? E a letra (b) como uma

subtracdo?

Atividade 2. Dado o segmento de reta abaixo, pinte (destaque) a parte que corresponde

a operagdo % - %

Atividade 3. (a) Pinte (destaque) % do segmento abaixo. Depois, pinte (destaque) mais
% do mesmo segmento (do todo). Que parte do segmento (todo) ficou destacada apds a dltima

operagao?

(b) Calcule 3 + ¢

(c) Pinte (destaque) % do segmento abaixo. Depois pinte (destaque) mais % do mesmo

segmento (de todo o segmento). Que parte do segmento (todo) foi destacada?

(d) Calcule 3 + 1
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(e) Escreva uma regra para a adicao de duas fracdes quaisquer.

Atividade 4. Represente, no segmento de reta abaixo, a operagdo 3 - %. Qual o resul-

tado desta multiplicagdao?

Atividade S. Pinte (destaque) a metade de dois tercos do segmento abaixo e determine
o ndmero fraciondrio que representa a parte destacada. Vocé consegue expressar tal resultado

como uma multiplica¢io de fracdes? Se sim, expresse.

Atividade 6. Hachure a metade de dois ter¢os do retdngulo abaixo. Que parte do

retangulo foi hachurada? D¢ a sentenga matematica que representa o que voce fez.

n &

Atividade 7. Pinte (destaque) % do segmento abaixo. Em seguida, pinte (destaque) %
da parte do segmento que vocé destacou anteriormente. Essa tiltima parte destacada corresponde
a quanto do todo? Vocé consegue expressar isso por meio de uma operacdo com ndmeros

racionais na forma fracionaria? Se sim, expresse.

Atividade 8. Dos alunos que estudam no primeiro ano B, % gostam de jogar futsal.
Desses estudantes, % participaram dos jogos escolares. Qual fracdo dos alunos dessa turma
participaram dos jogos escolares? Represente tal situacdo no retingulo abaixo. Supondo que

tal turma tenha 35 alunos, quantos foram para os jogos escolares?
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D 8

Atividade 9. Uma caixa de dgua tem uma régua lateral que marca a quantidade de

agua contida nela. Quando a 4gua atinge a marca de % dessa régua, a caixa esta com 340 litros.

(a) Qual a quantidade de dgua na caixa quando ela cobre (atinge) % dessa régua? E
: 3
quando atinge 5?
(b) Quantos litros sdo necessarios para encher a caixa?

Atividade 10.

(a) Efetue os calculos abaixo:

- 4 35 L2 7]
1)63 11)1'7 lll)g'g'z

+

=
A=
=
LI —

iv)

(b) Expresse uma regra (generaliza¢do) para o produto de duas fracdes quaisquer.
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APENDICE D - SESSAO 3

Atividade 1. Jodao tem 40 bolitas e quer dividi-las com 8 amigos. Com quantas bolitas

cada amigo ficara? Represente tal situacdo em uma figura.

Atividade 2. Analise, em cada item, a figura e responda a questao sem fazer cdlculos.

i } } o L *»>—
0 2 3
i
i T T & T T T L T T =
0 1 2 ] 3
5.1 2
* } t L L =
0 2 1 2 3
3
1 1 ! ! —a—4 1 1 1 —a—4 1 } - —
0 L 2 D 3
)
b) %%

Atividade 3. Represente graficamente, como realizado na questio anterior, as seguin-

tes divisOes:

=

7.
a) 5-

b) I:

Al

Atividade 4. Um padeiro pretende distribuir trés bolos iguais entre um grupo de
criancas de tal forma que cada crianga ganhe % de um bolo. Para quantas criangas ele pode
distribuir o bolo? Escreva a solu¢do da questio matematicamente. Além disso, faca uma

representacdo grafica da solucao da questao.
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Atividade 5. Queremos dividir 5 chocolates iguais entre 8 criangas. Qual a quantidade
que caberd a cada crianca. Escreva a sua solucao matemaética e faca um desenho para representar

a situacao.

Atividade 6. (adaptado de Damico(2007)) Observe as réguas abaixo e responda as

perguntas:

régua 1; ex—

FEgLa 2 o ———

régua .

régua ..

FE QLIS 5

a) Quanto mede a régua 2 tomando-se a régua 1 como unidade? Resposta............
b) Quanto mede a régua 1 tomando-se a régua 4 como unidade? Resposta............
¢) Quanto mede a régua 3 tomando-se a régua 5 como unidade? Resposta............
d) Quanto mede a régua 4 tomando-se a régua 3 como unidade? Resposta............

Atividade 7. Quando dividimos 2 por %, encontramos 4. Faga um desenho para ilustrar

a situacdo. Depois, explique tal fato.
Atividade 8. Jodo disse que %:% = 3—; Ele estava certo? Justifique sua resposta.

Atividade 9. Dados um segmento AB de 10 cm, CD de 2 cm, EF de 3 cm e GH de %

cm, qual a medida de AB tendo
a) CD como unidade
b) EF como unidade
¢) GH como unidade.

Atividade 10. Dado um segmento AB com &/ cm. Qual a medida de AB se tomarmos

CD = 10cm como unidade.
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APENDICE E - SESSAO 4

Atividade 1. Dados os segmentos AB de %cm, CD de %cm, EF de %cm e GH de %cm,
qual a medida de AB tendo:
a) CD como unidade;
b) EF como unidade;

¢) GH como unidade.

Atividade 2. Responda: %+2 = %+3 ? Justifique matematicamente sua resposta. Faca

uma figura para ilustrar a situacdo.

Atividade 3. (adaptado de Rangel et al (2014)) Uma biblioteca, que tinha seus livros
guardados em 6 estantes cheias, passou por uma reforma e trocou suas estantes. As estantes
novas possuem % da capacidade das antigas.

a) Apresente uma solucao matematica de quantas estantes novas serdo necessarias para acomo-
dar todos os livros?

b) Represente a solucdo do problema graficamente.

Atividade 4. Jodo tem, como recordacao, fotos da escola guardadas em 5 albuns. Ele
pretende guarda-las em novos dlbuns, cuja capacidade é % da capacidade dos albuns antigos.
a) Apresente uma solucdo matemdtica de quantos novos dlbuns serdo necessarios para guardar
as fotos?

b) Represente a solucdo do problema graficamente.

Atividade 5. Observe as figuras abaixo e responda
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Atividade 6. Represente em uma figura a expressao %+4. Escreva que nimero repre-

senta.
Atividade 7. Observe a figura e responda:

a) Quantos % cabem em %?

~ » 1.1
b) Apresente uma solu¢do matematica para 5+ 5.

Atividade 8. Novamente, observe a figura e responda:

Y

.—.
Y
e
I

a) Quantos % cabem em %?
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5 £ 1.5
b) Apresente uma solugdo matematica para 5.

Atividade 9. Responda:

a) %%8
b) 343
C) %%%
d)2+3

e) Escreva uma regra que mostre como dividir duas fra¢cdes quaisquer.

Atividade 10. Sabendo que
(1) Dois segmentos sdo comensuraveis quando podem ser simultaneamente expressos como
multiplos inteiros de uma unidade em comum e
(i1) dois segmentos sdo incomensuraveis quando nao podem ser simultaneamente expressos
como multiplos inteiros de uma unidade comum,
responda:
a) Quando medimos um segmento do caso (i) tendo o outro segmento do caso (i) como unidade,
o resultado € um nimero ................
b) Quando medimos um segmento do caso (ii) tomando o outro segmento do caso (ii) como
unidade, o resultado € um ndmero ...........

c) Dé um exemplo de (b).





