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RESUMO

Dissertacao de Mestrado
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT
Universidade Federal de Santa Maria

USO DE APLICATIVOS COMPUTACIONAIS E PRODUTO
MATRICIAL: DUAS PROPOSTAS DE APLICA(;AO
AUTORA: CLAUDIA BRUM DE OLIVEIRA FOGLIARINI FILHA
ORIENTADORA: KARINE FAVERZANI MAGNAGO
Data e Local da Defesa: Santa Maria, 14 de maio de 2015.

Este trabalho apresenta duas propostas didaticas, direcionadas ao Ensino Médio, de
aplicacdo do produto matricial. A primeira proposta é feita sobre transformacoes geométricas
(reflexdo, rotacao, escala, cisalhamento) com a imagem de letras do nosso alfabeto. Ela est4
dividida em duas partes: na primeira, os alunos devem fazer o produto de matrizes e a
construcdo das imagens a mao, enquanto na segunda é utilizado o programa GeoGebra para
auxiliar nos calculos e na construcdo das figuras. A segunda proposta é feita sobre projecao de
crescimento populacional através do Modelo de Leslie, sendo utilizado o programa Octave
como ferramenta de calculo. Antes de cada proposta, é oferecida a teoria que fundamenta
tanto as transformagdes geométricas quanto o Modelo de Leslie, e varios exemplos sdo usados

para esclarecer essas definicdes.
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ABSTRACT

Master's Dissertation
Professional Masters in Mathematics in National Network — PROFMAT
Federal University of Santa Maria

USE OF APPLICATIONS COMPUTER AND MATRIX PRODUCT:
TWO APPLIANCE PROPOSALS
AUTHOR: CLAUDIA BRUM DE OLIVEIRA FOGLIARINI FILHA
ADVISOR: KARINE FAVERZANI MAGNAGO
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This work presents two educational proposals, directed to the high school, of matrix
product aplication. The first proposal is made on geometric transformations (reflection,
rotation, scale, shearing) with images of letters of the alphabet. It is divided into two parts: in
the first, students need to make the product of matrices and the construction of the images,
while in the second GeoGebra software is used to assist in the calculation and construction of
the figures. The second proposal is about the projection of population growth through Leslie
Model, using the Octave software as calculation tool. Before each proposal is provided the
theory that supports geometric transformations as well the Leslie Model and several examples

to clarify these definitions.

Keywords: Matrix Product. Applied Math. Geometric Transformations. Leslie Model.
Didactic Proposal. High School.
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INTRODUCAO

E comum para um professor ouvir, de um aluno, a frase: “No que eu vou usar isso?”.
Se for um professor de Matematica, entdo, a incidéncia da frase pode ser ainda maior. Quando
ensinamos matrizes e suas operacoes (principalmente a multiplicacdo, que tem um algoritmo
mais complicado), a dificuldade que temos para mostrar o beneficio de organizar os dados
numéricos em tabelas se reflete no desempenho do estudante.

O objetivo geral deste trabalho é estudar e apresentar dois caminhos de aplicacdao de
produto matricial, que serdao adaptados para algumas atividades destinadas a estudantes do
Ensino Médio. O resultado pratico que buscamos com essas aplicacdes é oferecer aos
professores de Matemadtica uma alternativa para incutir nos seus alunos a visdo de algumas
utilidades e funcionalidades do aprendizado de matrizes, especificamente o produto de
matrizes.

Apresentar a teoria que fundamenta as transformagOes geométricas e explicar o
modelo de crescimento populacional de Leslie sdo os objetivos especificos dessa dissertacao.
Além disso, essa literatura se propoe a exibir dois tipos de roteiros de atividades para sala de
aula: um que se utiliza das transformacdes geométricas com o uso de imagens, e outro com o
emprego da Matriz de Leslie para calcular o crescimento de uma populagao.

No primeiro capitulo, fazemos uma revisdo teérica composta por uma andlise da
metodologia utilizada nos livros didaticos do Ensino Médio para o ensino do produto
matricial. Também examinamos algumas dissertacbes do Mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional (PROFMAT) relacionadas ao tema. Por fim, comentamos
sobre as orientacOes presentes (e a falta delas) sobre o ensino de matrizes e produto de
matrizes nos Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio.

No segundo capitulo, expomos algumas das transformagdes geométricas existentes e,
para cada uma, trazemos um exemplo de transformacao feito com a imagem da letra L.
Também falamos sobre as composicGes de transformacoes lineares e como elas se conectam
com o produto matricial.

No terceiro capitulo, apresentamos uma proposta didatica voltada ao Ensino Médio
relacionada as transformacdes geométricas. A proposta estd dividida em duas partes: na
primeira, os alunos devem realizar os calculos e desenhos a mao, ao passo que, na segunda,
oferecemos o uso do software GeoGebra para facilitar os calculos e auxiliar na construcao das

imagens. Nesse capitulo, a proposta é formatada para professores. Ja nos apéndices A, B e C,
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esta o material que pode ser fornecido diretamente aos alunos.

No quarto capitulo, oferecemos uma possibilidade de estimar o crescimento de uma
populacdo através do Modelo de Leslie, considerando parametros de natalidade e
sobrevivéncia de fémeas da espécie. Com exemplos, elucidamos o funcionamento deste
modelo.

No quinto capitulo, apresentamos uma proposta didatica voltada ao Ensino Médio
associada a dindmica populacional, usando a matriz de Leslie. Com o uso do software Octave
— o programa GeoGebra ja ndo é suficiente para as exigéncias desta proposta — sugerimos uma
atividade que projeta a populacdo de fémeas de uma espécie e traca graficos da populagdo em
funcdo do tempo. A proposta esta escrita para professores, com orientacoes especificas e
gabarito das atividades. No apéndice D esta o material que pode ser fornecido diretamente aos
alunos, e no apéndice E esta o codigo que deve ser usado no programa.

Na conclusao, trazemos as consideracdes finais do trabalho: andlise das propostas

didaticas, explicagdes complementares e indicagdo de futura aplicacdo das atividades.



REVISAO TEORICA

1.1 Analise de livros didaticos do Ensino Médio

Foi realizada uma breve andlise de livros didaticos Volume 2 de colecbes para o
Ensino Médio, buscando caracterizar a forma que o conteido de produto matricial é
apresentado. Os seguintes exemplares foram utilizados:

- Matematica: ciéncia e aplicacoes (IEZZI et al. 2013);

- Matematica: Paiva 2 (PAIVA, 2013);

- Matematica Ensino Médio 2 (SMOLE; DINIZ, 2013);

- Matematica: contexto & aplicacoes (DANTE, 2014).

A razdo de serem estes os livros usados é que eles foram enviados para avaliacdo e
possivel adocao em sala de aula. Além disso, eles sdo livros atuais, disponiveis para aquisicao
e com uma diagramacdo moderna.

No que se refere a apresentacdo do conteido de produto de matrizes, foi observado o
seguinte roteiro em todos eles:

a) Problematica — antes que qualquer conceito seja apresentado, é exposta uma
situacdo-problema, como forma de motivacao.

No livro de Smole e Diniz (2013), por exemplo, a situacdo-problema apresentada
refere-se a soma de pontos que quatro alunos obtém em suas escolas, e como esses valores se

modificariam se estudassem em um colégio com pesos diferentes nos bimestres (Figura 1.1).

6. Multiplicag@o de matrizes

As tabelas ao lado fornecem os pesos das notas do 12, 22 32 e 4° bi- Bimestres
mestres dos colégios | e Il e as notas de Matematica dos alunos Ana, do Colégios s . o
colégio |, Pedro e Bia, do colégio Il. |
Para comparar a soma de pontos que cada um desses alunos teve no i
2 3 2 3

seu colégio com a que teria no-outro, fizemos estes célculos:

\ ¢ O, (L By (TP e, g Aluno
s Ana teve 1+2-4+ 6 7 = 49 pontos el o L Pedro Bia
Colégio | I pedroteria 2:5+ 28+ 20+ -9 =53 pontos i eldids
Bia teria -3 2+ 310 + 2 - 6 = 58 pontos L 5 3
20 4 2
[Anatema ‘1+3-4+2-6+3-7 =47 pontos 3 -
Colégio Il { pedro teve -5 8+ 2-0+ 3-9 =61 pontos
lBia teve *3+3:2+2:10+ 36 = 50 pontos i 7 6
Organizando esses valores em uma tabela, temos:
Alunos ;
o Ana Pedro Bia
Colégios

I 49 53 58

Il 47 61

Figura 1.1 — Exemplo de situacao-problema de produto matricial
Fonte: SMOLE; DINIZ, 2013, p. 258.
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b) Definicdao — em seguida, é dada a definicdo de produto matricial, com exemplos

algébricos e, posteriormente, exemplos numeéricos.
Particularmente, no livro de Paiva (2013) é apresentado o conceito de produto de uma

linha i por uma coluna j, como mostra a figura 1.2.

Dadas as matrizes A = (g,),, ., € B = (b,), . ,, consideremos a linha i de A e a coluna j de

B, isto é;

O produto da linha i pela coluna j é definido por:
di=bode . =B b a bt avh
ou seja, multiplicamos, ordenadamente, os elementos da linha / pelos elementos da coluna |
e somamos os resultados obtidos.

Figura 1.2 — Defini¢ao de produto de linha por coluna
Fonte: PAIVA, 2013, p. 101.

E em seguida, é dada a definicio de multiplicacdo de matrizes, seguida por um

exemplo numérico (Figura 1.3).

tal que

O produto da matriz A = (g;),, .., pela matriz B = (b)), . , € a matriz C = (¢;),, .,
cada elemento c, € o produto da linha i de A pela coluna j de B.

(3 5) (4 |
Sendo A = |e 7[ , temos:
\ 0/ \2]
(35 6 ) (3 5 3:5+5- 3:.(-2)+5
AB = 1 =
V2 U‘,\ J 2 +0:-2 2 -0 - 2:-(-2)+0 ‘
(22 200 9
ap=| |
8 10 —-4)

Figura 1.3 — Defini¢dao de multiplicacdo de matrizes e exemplo numérico
Fonte: PAIVA, 2013, p. 102.

c) Exercicios de fixacdo — finalizando, sdo passados exercicios para fixacdo do

conteddo.
Virios exercicios sao apresentados como problemas contextualizados, como mostra a

figura 1.4, exercicio retirado do livro de Iezzi et al. (2013).
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52.Umadonade casa registrou, na tabela seguinte,as quantidades (em gramas) de frutas compradas em duas semanas
== consecutivas,em um mesmo supermercado:

7 b ! i
: — Tuta | ‘ z . L . R
| Quantidade (g)" :Banana Macd |Laranja Mamio | ® - 3 IR P Jz,
RNl B e ot
1t semana 2700 | 2430 | 3450 | 4155 whamtl 2
L oSt L e SRR ¥ ) =

2t semana | 1640 | 3120 | 3390 | 3700 | {1" £ i

el — — - O o2 .

Os pregos do quilograma (kg) da banana, mac4, laranja e mamao,em vigor .
nesse perfodo, eram respectivamente RS 2,35,R$ 3,40,R$ 1,70 e R$ 2,60.

Determine, a partir do calculo de um produto de matrizes, a quantia,
em reais, gasta pela dona de casa, em cada semana.

Figura 1.4 — Exemplo de exercicio de fixagao
Fonte: IEZZI et al., 2013, p. 99.

E relevante destacar que em trés dos quatro livros didaticos analisados — Dante (2014),
Iezzi et al. (2013) e Paiva (2013) — as transformacOes geométricas sdo apresentadas como
exemplos de aplicacdo do produto matricial. O uso das transformagoes na computagdo grafica
é citado como justificativa da importancia do estudo de matrizes, como mostra a figura 1.5,

retirada do livro de Dante (2014).

Computacdo grafica e transformagdes geomeétricas

Na abertura desta unidade vimos que as imagens em uma tela de computador ou televisdo sdo na
verdade formadas por pequenos pontos (pixels), elementos de uma matriz.

Por exemplo, uma imagem de resolucao 800 X 600 tem 800 - 600 = 480 000 pixels distribuidos em
800 colunas e 600 linhas.

Quando um programa grafico altera a posicao, reflete, rotaciona ou muda a escala da imagem, na ver-
dade esta mudando a posicao dos pixels que a formam. Isso tudo é feito por operacdes de matrizes, em
computacao grafica € o que se chama de transformacdes geométricas.

Basicamente, as transformacoes geométricas no plano sao quatro: rotacao, reflexao, escala e translacao.

Observe nas figuras abaixo um AABC sujeito a cada uma dessas transformacoes:

« Rotacao do AABC, de 30° no sentido anti-horario, em torno da origem.
1 &

« Reflexao do AABC em relacao ao eixo y.

Figura 1.5 — Exemplo de aplicacdao do produto matricial
Fonte: DANTE, 2014, p. 98.
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1.1.1 Revisdo critica dos livros didaticos analisados

Particularmente, o0 método de mostrar um problema inicial e a partir disso trazer uma
explicacdo e uma definicdo é bastante proveitoso ao ensino. Também é importante mostrar o
uso do conteido em questdes contextualizadas que sejam do entendimento dos estudantes.
Sendo assim, aprovamos e recomendamos o procedimento adotado pelos livros analisados.

Mas apesar de trazerem as transformagdes geométricas como exemplos de aplicacao
do produto matricial, estes livros didaticos sao breves nessa abordagem e ndo oferecem uma
atividade relacionada ao tema. Diante disso, nosso trabalho pretende trazer um acréscimo ao
ensino de matrizes através de uma proposta completa que seja aplicavel aos alunos do Ensino

Médio.

1.2 Trabalhos académicos relacionados ao tema

Uma busca no banco de dissertacdes do Mestrado Profissional em Matemadtica em
Rede Nacional (PROFMAT) revelou alguns trabalhos relacionados ao ensino de produto
matricial no Ensino Médio. Dentre eles, cabe destacar Souza (2014), Cardoso (2014), Silva
(2013) e Schiirmann (2013).

Souza (2014), com a justificativa de trazer significado e contextualizag¢do ao ensino de
produto de matrizes, propoe e aplica em uma turma de Ensino Médio uma atividade de
previsao de dados futuros através do Método de Minimos Quadrados. O Método de Minimos
Quadrados é uma técnica de ajuste de curvas que permite encontrar a funcdo que melhor se
ajusta para um conjunto de pontos dados através da minimizacdao da soma dos quadrados da
diferenca entre o valor estimado e o valor dado. Para isso, é feita uma sequéncia de calculos
envolvendo o produto matricial. Usando o software GeoGebra, que, entre outras coisas,
realiza o célculo de produto de matrizes, a turma pode fazer uma estimativa da producdo de
soja na regido para os proximos dez anos. O autor avalia o resultado da atividade como sendo
satisfatorio, destacando o interesse e a dedicacdo dos alunos envolvidos. Como aspecto
negativo, ele ressalta a dificuldade em seguir o planejamento inicialmente proposto em fungao
de eventos marcados pela instituicdo em que a pratica foi aplicada.

Cardoso (2014) argumenta que o produto matricial € um dos conteidos em que 0s
alunos tém maior dificuldade em perceber utilidade pratica, além de terem dificuldade ainda
maior em operacionalizar os procedimentos que o assunto requer. Em vistas disso, ele

apresenta uma proposta alternativa no ensino de produto de duas matrizes, a qual faz
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referéncia por “regra do produto exterior”. O autor também sugere a decomposicdo de
matrizes grandes em blocos para aplicar o método alternativo de produto matricial. Além
disso, ele destaca o uso de filtros para deteccdo de erro no produto de matrizes. Todas essas
técnicas, conclui, podem ser usadas para contornar as dificuldades existentes no ensino de
produto matricial.

Ja Silva (2013) faz uso do produto de matrizes para apresentar algumas das
transformacOes geométricas. Ele obtém as matrizes associadas a dilatacdo ou contracao,
escala, espelhamento, rotacdo, cisalhamento e translacdo no plano. E importante sublinhar que
este trabalho, diferentemente dos dois anteriores, ndo oferece uma atividade ou proposta
especial para o ensino de produto matricial. O que ele faz é explicar e revelar as formas de
obter transformacoes de objetos no plano e no espaco através de conceitos apresentados e
utilizando exemplos numeéricos.

Buscando trazer algum impacto nas praticas pedagdgicas em sala de aula, Schiirmann
(2013) oferece uma sequéncia didatica para trabalhar criptografia aplicada aos conceitos
matriciais, com intuito de contextualizar este tema. Usando um conto famoso como pano de
fundo, o autor traz dois personagens que se comunicam através de mensagens codificadas.
Para decifrar tais mensagens, algumas operag0es com matrizes sao necessarias, dentre elas o
produto de matrizes. Em um dos casos, um dos personagens recebe o resultado do produto de
uma matriz codificadora pela matriz que representa a mensagem; para ter a matriz original de
volta, o personagem precisa multiplicar a matriz recebida pela matriz inversa da codificadora.
O autor disserta sobre a importancia de pensar em uma estratégia de ensino diferenciada,
numa tentativa de contornar a falta de interesse e motivacao dos alunos e, ao mesmo tempo,

proporcionar o desenvolvimento da criatividade e autonomia do educando.

1.3 Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio

Os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM) sao diretrizes
propostas pelo Governo Federal com a intencdo de orientar os educadores e constituir um
referencial para a educacdao em todo o Pais.

No que se refere a Matematica, os PCNEM afirmam que:

A Matematica no Ensino Médio tem um valor formativo, que ajuda a estruturar o
pensamento e o raciocinio dedutivo, porém também desempenha um papel
instrumental, pois é uma ferramenta que serve para a vida cotidiana e para muitas
tarefas especificas em quase todas as atividades humanas. (BRASIL, 1999, p. 40).
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Sendo assim, é fundamental que o educador acompanhe o desenvolvimento dos alunos
com a preocupacdo de trabalhar a dificuldade que apresentam com os conceitos matematicos,
buscando motiva-los para o estudo da Matematica e procurando dar sentido ao conteudo
apresentado. Neste sentido, as Orientacoes Educacionais Complementares aos PCNEM

declaram que:

Aprender Matematica de uma forma contextualizada, integrada e relacionada a
outros conhecimentos traz em si o desenvolvimento de competéncias e habilidades
que sdo essencialmente formadoras, a medida que instrumentalizam e estruturam o
pensamento do aluno, capacitando-o para compreender e interpretar situagdes, para
se apropriar de linguagens especificas, argumentar, analisar e avaliar, tirar
conclusdes proprias, tomar decisdes, generalizar e para muitas outras acgoes
necessarias a sua formagdo. (BRASIL, 2002, p. 111).

Quanto ao ensino e estudo de matrizes, carece de informagdes tanto nos PCNEM
quanto nas Orientacoes Educacionais Complementares aos PCNEM. Este dltimo faz mengao
ao ensino de sistemas lineares de forma que se estenda os conhecimentos que os alunos
possuem “sobre a resolucao de sistemas de duas equacOes e duas incognitas para sistemas
lineares 3 por 3, aplicando esse estudo a resolucdo de problemas simples de outras areas do
conhecimento” (BRASIL, 2002, p. 122). Mas, especificamente, o conteido de matrizes nao é
apontado.

Curiosamente, é nos Parametros Curriculares Nacionais do terceiro e quarto ciclos do
Ensino Fundamental (PCNEF) que encontramos, ainda que de maneira indireta, mais alusdes
ao estudo de matrizes. Embora este contetido ndo faca parte do curriculo do Ensino
Fundamental, ele estd presente no documento na forma de transformacdes geométricas,
quando é indicado a resolucdo de “situacOes-problema que envolvam figuras geométricas
planas, utilizando procedimentos de decomposicdo e composicdo, transformagao, ampliacao e
reducdo” (BRASIL, 1998, p. 65). Consta também como um dos objetivos para o quarto ciclo
que o aluno seja capaz de “produzir e analisar transformacoes e ampliacdes/reducdes de
figuras geométricas planas, identificando seus elementos variantes e invariantes,
desenvolvendo o conceito de congruéncia e semelhanca” (BRASIL, 1998, p. 82). Além disso,
por diversas vezes as transformagdes geométricas sdo mencionadas no PCNEF, reiterando a

importancia do desenvolvimento deste assunto:

O estudo das transformagdes isométricas (transformacdes do plano euclidiano que
conservam comprimentos, angulos e ordem de pontos alinhados) é um excelente
ponto de partida para a construcdo das nocdes de congruéncia. As principais
isometrias sdo: reflexdo numa reta (ou simetria axial), translagdo, rotacdo, reflexado
num ponto (ou simetria central), identidade. [...] E importante que os alunos
percebam que as transformagdes foram incorporadas como linguagem bésica nos
programas de computacao grafica. Assim, ao manipular esses programas, o usuario
faz simetrias de todos os tipos, ampliacdes e reducdes. (BRASIL, 1998, p. 124).
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A falta de orientacdes nos PCNEM quanto ao ensino de matrizes nos faz questionar a
necessidade de mostrar tal assunto no Ensino Médio. Talvez seja o caso de repensar os
Parametros Curriculares Nacionais, acrescentando este tOpico as diretrizes, ou entdo

reformular os conteudos atualmente ensinados, retirando o ensino me matrizes do curriculo.



2 TRANSFORMACOES LINEARES: Um olhar para as transformacdes

geomeétricas

Este capitulo tem como base os textos de Anton e Busby (2006), Hefez e Fernandez
(2012) e Kolman (1998). Inicialmente, apresentaremos brevemente a teoria de transformacdes
geomeétricas com definicOes e teoremas que serdo necessarios ao entendimento da proposta
didatica apresentada no proximo capitulo. Em seguida, mostraremos através de exemplos

algumas das principais transformagdes geométricas.

Definicdo 2.1 Sejam V e W espacos vetoriais. Uma transformagdo linear de Vem W é
uma fungdo T: V — W que possui as seguintes propriedades:
(i) T(v + w) = T(v) + T(w), para quaisquer v e w em V;

(ii) T(cv) = cT(v), para quaisquer v em V e ¢ no conjunto dos reais.

Para este trabalho, usaremos apenas os espacos vetoriais do tipo IR". A vista disso, a

definicdo 2.2, mais limitada, servira aos propositos.

Definicao 2.2 Uma funcdo T : R"— IR"™ é dita uma transformagdo linear de IR" em IR™
se as duas propriedades seguintes valem para quaisquer vetores v e w de IR" e qualquer escalar
c:

@) T(v + w) = T() + T(w);

(ii) T(cv) = cT(v).

No caso especial em que m = n, a transformacao linear T é denominada um operador

linear de IR".

1 , . s - . . .
Teorema 2.1 Se T: R" — IR™ é uma transformacdo linear, entdo existe uma unica

matriz A de tamanho m X n tal que T(x) = Ax, para cada vetor x de R".

Definicao 2.3 Sejam V um espaco vetorial de dimensdao n, W um espago vetorial de
dimensdo m e U um espaco vetorial de dimensdo p. Sejam T : V> We L : W > U
transformacoes lineares. A funcdo L 0 T : V — U definida por (L 0 T)(v) = L(T(v)) para v em

V é chamada a composigdo de L com T.

'A demonstragdo pode ser encontrada no livro de Kolman (1998), p. 139.
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Teorema 2.2° Se T:IR"— R*e L : R — IR" sdo ambas transformacdes lineares, entdo
(LoT):R"— IR" também é uma transformacao linear. Sendo Aixn € Bmxk as matrizes das

transformacoes lineares associadas a T e L, respectivamente, temos que BA = Cmxn € a matriz

da composicdo (L 0 T).
2.1 Transformacoes geométricas no plano e no espaco

As transformagOes geométricas elementares sdo: rotacdo, reflexdo, ampliacdo e
reducdo, cisalhamento e projecdo. Em geral, essas transformacdes sdo apresentadas como
transformacoes lineares, dentro do contexto dos espacos vetoriais, o que é o caso das obras de
Hefez e Fernandez (2012) e Kolman (1998). No entanto, evitaremos o formalismo préprio da
Algebra Linear para que as mesmas possam ser aplicadas no Ensino Médio. Por isso, em
alguns momentos, no lugar de tratarmos a transformacao geométrica sobre um vetor no plano
v = (x,y), faremos referéncia ao ponto extremo P(x,y), tal que v = OP, em que O(0,0)

representa a origem no plano. Analogamente para o espaco.
2.1.1 Rotacao

Vamos considerar a rotacdo de um ponto P(x,y), em torno da origem (0,0), em um

angulo de medida 6, tomado no sentido anti-horario, conforme a figura 2.1.
&)

O

Figura 2.1 — Rotacdo do ponto P em torno da origem

A demonstracdo pode ser encontrada no livro de Anton e Busby (2006), p. 307.
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Sendo r =/ x2+y? o raio da circunferéncia de centro na origem, passando por P e P,

podemos escrever as coordenadas do ponto P como:
X=r.cos o, (D)
y=r.sena, ()
em que & é o angulo formado entre o semieixo positivo 0x e o segmento de reta OP.
Ja as coordenadas do ponto P', obtido da rotacdo do ponto P, podem ser expressas por:
X =r.cos(a+80), 3)
y'=r.sen(a+0). 4)
Usando as relacOes trigonométricas de seno e cosseno de soma de dois angulos, as
equacoes (3) e (4) ficam, respectivamente:
X'=r.cosa.cos 0— r.sen .sen 6, (5)
y'=r.sena.cos @+r.cos . sen 6. (6)
Substituindo (1) e (2) em (5) e (6), obtemos:
X' =x.cos 0—y. sen 6,
y'=x.sen @+y.cos 6.
Assim, podemos escrever a transformacdo linear que rotaciona em um angulo 6 um
ponto P(x,y) em torno da origem como sendo:
Lx,y)=(x.cos 80—y . sen 0,x. sen 8+y.cos 0).

Conforme o Teorema 2.1, também podemos usar a representacdo matricial:

X ||= x.cosBO —y.senf ' 7
y x.senf + y.cos6 %
Assim, a transformagao linear (7) pode ser representada como o produto matricial:
X ||= cosf —senf || x ’ ®)
y senf cosO ||y
L(v) = Tv,

em que T representa a matriz da transformacao linear em relacdo a base can6nica para IR2.

O exemplo a seguir € inspirado em exercicios presentes na obra de Anton e Busby
(2006). Posteriormente, os exemplos deste capitulo constardo na proposta didatica

apresentada no capitulo 3.

Exemplo 2.1 Para ilustrar a rotacao em torno da origem (0,0), considere os pontos
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A(0,0), B(5,0), C(5;1,5), D(1,5;1,5), E(1,5;7) e F(0,7), que formam o contorno da letra L
(Figura 2.2 - Esquerda), sendo representados como as colunas da matriz M:

0 5 5 15 15 0

M= .
0 0 15 15 7 7

Para girar a imagem 30° no sentido anti-horario (Figura 2.2), é preciso fazer o produto da

matriz T de transformacao linear da equacao (8):

cos 30° —sen30°
sen30° cos 30°

pela matriz M, de forma a obter a matriz de vértices da imagem rotacionada. Portanto:

TM= 0,87 -05(0 5 5 15 15 0
05 087J]0 0 15 15 7 7
TM= 0 435 36 056 -22 -35
0 25 381 206 684 6,09 |
. F E K ,
3 3 .
24 5 & 2
oA B 0

Figura 2.2 — Esquerda: Letra L; Direita: Letra L rotacionada 30°

2.1.2 Reflexdo

A reflexdo acontece quando um operador linear de IR? ou IR? leva um vetor ao seu
simétrico em relacdo a alguma reta ou algum plano.

No plano, a transformacdo linear L : IR? — IR? dada por L(x,y) = (x, —y), que transforma

cada vetor v = (x,y) €IR? em sua imagem simétrica em relacdo ao eixo Ox, é realizada pelo
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seguinte produto matricial:

)

Exemplo 2.2 Usando os dados do exemplo anterior, a reflexdo da imagem da letra L
em relacdo ao eixo Ox ocorrera através da multiplicacdao da matriz T de transformacao linear

da equacao (9):

pela matriz M:

M=

0 5 5 15 15 0
0 0 15 15 7 7/

resultando na matriz de vértices da imagem refletida (Figura 2.3). Assim:

TM=1 o0 5 5 15 1,5 0
0 —-1jy0 0 15 15 7 7

=0 5 5 15 15 0]
o 0 -15 —-15 -7 -7
7 F E 0lG H
) 1
1 D € 5
oA B
1 ) 1 2 3 1 142 K

Figura 2.3 — Esquerda: Letra L; Direita: Letra L refletida no eixo 0x

O operador linear que representa a reflexdao de um vetor v = (x,y) € R? em torno do

eixo Qy é dado por L(x,y) = (—x,y). Na forma matricial é enunciado por:
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X
y

X

L . (10)
y

_[-1 0
0 1

Exemplo 2.3 Usando os dados do exemplo 2.1, a reflexdo da imagem da letra L. em
relacdo ao eixo Qy ocorrera através da multiplicacdo da matriz T de transformacdo linear da

equacao (10):

pela matriz M:

0 0 15 15 7 7

05 5 15 15 0]

resultando na matriz de vértices da imagem refletida (Figura 2.4). Entdo:

TM=_1005 5 15 15 0
0 1j0 0 1,5 15 7 7

TM=0 -5 -5 -15 -15 0
0 O

1,5 1,5 7 7]

Figura 2.4 — Esquerda: Letra L; Direita: Letra L refletida no eixo Oy

Ja o operador linear L : IR? — R? dado por L(x,y) = (y,x) gera a reflexdao em torno da

reta y = x e pode ser escrito também como:

X
y

X

:[0 Liix (1)
y

1 0
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Exemplo 2.4 Usando os dados do exemplo 2.1, a reflexdo da imagem da letra L. em
relacdo a reta y = x ocorrera através da multiplicacdo da matriz T de transformacdo linear da

equacao (11):

1 0

pela matriz M:

M=

0 5 5 15 15 0
0 0 15 15 7 7/

resultando na matriz de vértices da imagem refletida (Figura 2.5). Logo:

TM:{O 1”0 5 5 15 15 0

1 0J0 0 15 15 7 7

TM:{O 0 1,5 1,5 7 7].

0 5 5 15 15 0

Figura 2.5 — Esquerda: Letra L; Direita: Letra L refletida na reta y = x

2.1.3 Ampliacao e redugao

As transformacoes lineares que alteram o tamanho de vetores ou figuras, preservando
a forma do objeto, podem ser de ampliacdo ou dilatagdo (quando ocorre um aumento nas
dimensodes) ou de reducado ou contragao (quando ha diminuicdao de tamanho).

Quando a transformacdo acontece num espaco bidimensional, este operador linear
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envolve um fator multiplicativo Sx para a coordenada x e um fator multiplicativo Sy para a

coordenada y. Ou seja, tem-se L(x,y) = (xSx , ¥Sy), ou entdo:

X
y

Is o0

X

0 s,

X
y

Para que a figura produzida seja semelhante a inicial, é preciso ter Sx = S,.

(12)

Exemplo 2.5 Ainda aproveitando os dados do exemplo 2.1, para reduzir os lados do

poligono que forma a imagem da letra L. em 50%, é necessario multiplicar a matriz T de

transformacao linear da equacao (12), tomando Sx = Sy = 0,5:

T=

0,5 0
0 05]

pela matriz M:

0 5 5 15 15 0
0 0 15 15 7 7

3

.

produzindo assim a matriz de vértices da imagem reduzida (Figura 2.6). Sendo assim:

T™M= 05 00 5 5 15 15 0
0 05j0 0 1,5 1,5 7 7
TM= 0 25 25 075 0,75 0 _
o o0 075 0,75 3,5 3,5
AF E
1 44’0 o«
1 D c 2
il ! ‘J .I
oA ‘ B olG H

Figura 2.6 — Esquerda: Letra L; Direita: Letra L. com lados reduzidos em 50%
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Se a transformacdo ocorrer num espacgo tridimensional, o operador linear, além de
envolver os fatores multiplicativos Sx e Sy, incluird também um fator multiplicativo S; para a

coordenada z, resultando em L(x,y, z) = (xSx , ySy, zSz). Como produto matricial, tem-se:

x| |s, 0 o
Lllyll=lo s, o (13)
z)] lo 0 s,

N < X

Exemplo 2.6 Para mostrar a reducdo no espaco tridimensional, considere os pontos
A(5,0,0), B(5;1,5;0), C(1,5;1,5;0), D(1,5;7;0), E(0,7,0), F(0,0,0), G(5,0,1), H(5;1,5;1),
1(1,5;1,5;1), J(1,5;7;1), K(0,7,0) e L(0,0,1), que formam o contorno da letra L. em trés

dimensoes (Figura 2.7 - Esquerda), sendo representados como as colunas da matriz N:

5 5 1515 0 0 5 5 15 1,5 0 O
N=0 15 15 7 7 0 0 15 1,5 7 7 0
0o 0 0 0 OO0 1 1 1 1 11

Para reduzir em 25% as arestas do prisma que forma a imagem da letra L, deve-se multiplicar

a matriz T de transformacao linear da equacdo (13), tomando Sx = Sy = S; = 0,75:

0,75 0 0
= o 075 0 |
0 0 0,75

pela matriz N, obtendo assim a matriz de vértices da imagem reduzida (Figura 2.7):

0,75 0 0O1J5 5 1515 0 0 5 5 15 15 0 O
IN={ 0 o075 010 15 15 7 7 0 0 15 1,5 7 7 0
0 0 075jl0 0 O O OO0 1 1 1 1 11

3,75 3,75 1,125 1,125 0 0 3,75 3,75 1,125 1,125 O 0
IN= 0 1,125 1,125 525 525 0 O 1,125 1,125 525 525 0
0 0 0 0 o o o075 075 075 0,75 0,75 0,75

Figura 2.7 — Esquerda: Letra L tridimensional; Direita: Letra L. com arestas reduzidas em 25%
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2.1.4 Cisalhamento

O cisalhamento é uma distor¢ao do objeto em pelo menos uma de suas coordenadas. A
distorcdo em IR? na dire¢do paralela ao eixo Ox é dada pelo operador linear L(x,y) = (x + ky, y),

em que k é a tangente do angulo de cisalhamento. Na forma matricial, temos que:

X
y

X
y

: (14)

1ok
0 1

Exemplo 2.7 Tomando os elementos do exemplo 2.1, sera exibido o cisalhamento de
30° da imagem da letra L na direcdo do eixo Ox, através da multiplicacdao da matriz T de

transformacao linear da equacdo (14), adotando k = tan 30°:

T=

1 0,58
o 1/

pela matriz M:

M=|0 5 5 15 15 0]
00 15 15 7 7

culminando na matriz de vértices da imagem cisalhada (Figura 2.8):

TM= 1 0580 5 5 15 15 0
0 1 |0 0 15 15 7 7
TM= 0 5 587 2,37 556 4,06 '
0 0 1,5 1,5 7 7
F E 7] (o] K
2 24
D &
oA B )

Figura 2.8 — Esquerda: Letra L; Direita: Letra L cisalhada 30° no eixo 0x
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Convém observar que a distor¢ao de cada ponto no eixo Ox é proporcional ao valor da
respectiva coordenada y. Os pontos contidos no eixo Ox permanecem fixos (pois y = 0), mas a
medida que os pontos se afastam do eixo Ox, maior é a distancia transladada.

Analogamente, a distorcdo em IR? na direcdo paralela ao eixo Oy é obtida pela
transformacao linear L(x,y) = (x, y + kx), que também pode ser escrita como:
=[1 0

k 1

X
y

X

. (15)
y

Exemplo 2.8 Conforme o exemplo anterior, sera exibido o cisalhamento de 30° da
imagem da letra L na direcdo do eixo Oy, através da multiplicacdo da matriz T de
transformacao linear da equacgao (15), adotando k = tan 30°:

1 ol
0.58 1]’

T=

pela matriz M:

M=

0 5 5 15 15 0
0 0 15 15 7 7/

resultando na matriz de vértices da imagem cisalhada (Figura 2.9):

1 0
1,58 1

0 5 5 15 15 0
0 0 15 15 7 7

TM:[O 5 5 15 15 ol.

0 29 44 237 787 7

» K
7 E 7l/

Figura 2.9 — Esquerda: Letra L; Direita: Letra L cisalhada 30° no eixo Oy
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2.1.5 Projecao ortogonal sobre o plano xy

A projecao ortogonal de um objeto tridimensional sobre o plano xy é realizada
mediante a anulacdo da coordenada z de todos os pontos que formam o objeto, mantendo-se
os valores das coordenadas x e y. Essa transformacdo é dada pelo operador linear L(x,y,z) =

(x,y,0), ou entdo:

x|l |1 0 Ofx
Lllyl|=|0 1 0]y (16)
z|] |0 0 0}z

Exemplo 2.9 Usando os dados do exemplo 2.6, a projecdo da imagem tridimensional
da letra L sobre o plano xy ocorrera através da multiplicacdo da matriz T de transformacao

linear da equacao (16):

bﬂ
[l
o or
o Rr o

pela matriz N:
5 5 1515 0 0 5 5 1,5 15 0 O
N=l0 15 15 7 7 0 0 1,5 15 7 7 0}
o 0 0 0 0O0OT1 1 1 1 11

resultando na matriz de vértices da imagem projetada (Figura 2.10):

0 0{|5 5 1,515 0 0 5 5 15 1,5
0{jo 1,5 1,5 7 7 0 0 1,5 15 7
0ojo o o 0 0 01 1 1 1

_= g O
_ o O

0 05 5 15 15 0 0
IN=l0 15 15 7 7 0 0 15 1,5 7 7 0
000 0 O 0 0O

Figura 2.10 — Esquerda: Letra L tridimensional; Direita: Letra L projetada no plano xy
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2.2 Composicoes de transformacoes lineares

A composicao acontece quando duas ou mais transformagoes lineares sdo aplicadas em
sequéncia. Cada composicdo pode ser representada por uma matriz, que é obtida através da
multiplicacdo da matriz da ultima transformacdao linear pela matriz da penultima
transformacao linear, e assim sucessivamente, até ocorrer a multiplicacdo pela matriz da

primeira transformacao linear. Apresentaremos, a seguir, trés exemplos de composicoes.

2.2.1 Cisalhamento seguido de reducao

Exemplo 2.10 Usando os dados do exemplo 2.1, para obter o cisalhamento de 30° na
direcdo do eixo Ox e, em seguida, a reducao em 25% dos lados do poligono que forma a
imagem da letra L, é possivel realizar a multiplicacdo da matriz T de transformacao linear da

equacao (12), adotando Sx = Sy = 0,75:

=075 0 ’
0 0,75
pela matriz S de transformacao linear da equacdo (14), adotando k = tan 30°:
g1 0,58 ’
0 1
obtendo a matriz R resultante, que é a matriz dessa composicao:
r=/075 0 |11 0,58
0 o075J0 1]
_10,75 0,44
0 0,75)

Assim, basta multiplicar a matriz R pela matriz M:

M=
0 0 15 15 7 7

05 5 15 15 ol

para obter a matriz de vértices da imagem cisalhada e reduzida (Figura 2.11):

RMZ{OJS 0,44“0 5 5 15 15 0}

0 075j0 0 15 15 7 7

RM:{O 375 4,4 1,78 4,17 3,051.

0O 0 1,13 1,13 5,25 5,25
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-14 -14

Figura 2.11 — Esquerda: Letra L; Direita: Letra L cisalhada e reduzida

2.2.2 Rotacdo seguida de reflexao

Exemplo 2.11 Usando os dados do exemplo 2.1, para obter a rotacdo de 60° no sentido
anti-horéario e, em seguida, a reflexdao em relacao ao eixo Ox da imagem da letra L, é possivel

realizar a multiplicacdo da matriz T de transformacdo linear da equacao (9):

1 0
0 -1

T=

b

pela matriz S de transformacao linear da equacao (8), tomando 6 = 60°:

cos 60° —sen60°
sen60° cos 60°

b

obtendo a matriz R resultante, que é a matriz dessa composicao:

Rl 01

0 —1)0,87 0,5

0,5 —0,87]

re| 05 087
~0,87 —0,5

Assim, basta multiplicar a matriz R pela matriz M:

M=

0 5 5 15 15 0
0 0 15 15 7 7/

para obter a matriz de vértices da imagem rotacionada e refletida (Figura 2.12):



35
RM = 0,5 -087|0 5 5 15 15 0
-0,87 -0,5J0 0 1,5 15 7 7

0 25 1,2 -0,56 —5,34 —6,09}

RM =
{0 —-4,35 —51 —-2,06 —4,81 —3,5

-1

Figura 2.12 — Esquerda: Letra L; Direita: Letra L rotacionada 60° e refletida no eixo Ox

2.2.3 Reflexdo seguida de cisalhamento

Exemplo 2.12 Usando os dados do exemplo 2.1, para obter a reflexdo em relacdo ao
eixo Oy e, em seguida, o cisalhamento de 25° na direcao do eixo Ox da imagem da letra L, é
possivel realizar a multiplicacdo da matriz T de transformacgdo linear da equacao (14),

adotando k = tan 25°:

T=|1 047 ,
0 1

pela matriz S de transformacao linear da equacao (10):

s=|1 0 ’

0 1
obtendo a matriz R resultante, que é a matriz dessa composicao:
r=|1 0,47(—-1 0 ’
0 1] 0 1

R:{—1 0,47].

0 1



36

Assim, basta multiplicar a matriz R pela matriz M:

0 5 5 15 15 0
0 0 15 15 7 7/

para obter a matriz de vértices da imagem refletida e cisalhada (Figura 2.13):

RM = -1 04710 5 5 15 15 0
0 10 0 15 15 7 7
rM=|0 —> —43 -08 179 3,29 .
0 0 15 15 7 7
F E 5 © P
24 5 o
oA B
1 14

Figura 2.13 — Esquerda: Letra L; Direita: Letra L refletida no eixo Oy e cisalhada 25°

Cabe destacar que a ordem em que as composicoes sao realizadas importa, uma vez
que o produto matricial ndo é uma operagdo comutativa. Nos exemplos 2.11 e 2.12, a figura
resultante seria diferente se a ordem da composicdo fosse alterada. Ja no exemplo 2.10, por
uma casualidade, a imagem resultante é a mesma tanto no caso de reduzir e depois cisalhar

quanto no caso de cisalhar e depois reduzir.



3 PROPOSTA DIDATICA 1

As atividades deste capitulo sdo sugestdes ao professor que queira contextualizar o uso
das matrizes e do produto matricial. Com a intencdo de explorar os recursos tecnologicos
disponiveis sem, no entanto, ignorar a importancia de entender e praticar a Matematica
envolvida no processo de resolucdo de um problema, dividimos esta proposta em duas
atividades. A primeira requer do aluno a resolu¢dao manual de produto de matrizes e o dominio
de localizacdo e marcagdo de coordenadas cartesianas. Ja a segunda propde a resolucdao de
problemas semelhantes aos da primeira atividade com o auxilio do software GeoGebra.

As instrucGes para os alunos estdo presentes nos Apéndices B e C.

3.1 Atividade 1 — Transformacodes geométricas: operacoes para serem feitas a mao

Objetivos
* Reconhecer aplicagcOes concretas do produto matricial.

* Praticar a multiplicacdo de matrizes.

Material

* Lapis, borracha, régua, papel sulfite e papel quadriculado.

Problema inicial

* Realizar a reflexdo da imagem da letra I em relagdo ao eixo Ox.

Desenvolvimento

* Exiba e distribua a folha “Transformacdes geométricas” que se apresenta no
Apéndice A.

* Na folha de papel quadriculado, cada aluno deve desenhar, com o auxilio da régua,
um plano cartesiano, no qual devem marcar os pontos A(0,0), B(2,0), C(2,7) e D(0,7). Com a
régua, peca que tracem o quadrilatero ABCD. Esta representagdo corresponde a letra I.

* Peca para os alunos expressarem as coordenadas dos pontos A, B, C e D como as
colunas de uma matriz 2 X 4, que sera chamada de M.

* Solicite que eles consultem no material recebido no inicio da atividade qual €é a

matriz de transformacdo geométrica (chamada de T) que realiza a reflexdo de uma imagem em
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torno do eixo Ox. Peca que eles calculem o produto TM.

* Com a matriz resultante deste produto, eles devem encarar cada coluna como sendo
as coordenadas dos pontos E, F, G e H, respectivamente. Peca que eles marquem no plano
cartesiano estes pontos. Com a régua, peca que tracem o quadrilatero EFGH.

* Repita as duas ultimas instru¢oes, mudando a cada vez a matriz de transformacdo
geométrica pedida, de forma com que os alunos realizem todas as transformacoes
compreendidas na folha distribuida. Sugestdao de ordenacao das transformagdes geométricas a
serem solicitadas ao aluno:

1) Reflexdo em relacdo ao eixo Ox;

2) Reflexdo em relacdo ao eixo Qy;

3) Reflexdo em relagdo a reta y = x;

4) Reducao dos lados do quadrilatero para metade de seus tamanhos (adotar k = 0,5);

5) Cisalhamento de 30° na direcao do eixo Ox (adotar k = tan 30° = 0,58);

6) Rotacdo de 30° no sentido anti-horario em torno da origem (adotar €= 30°);

7) Composicdo de rotacao de 45° no sentido anti-horario em torno da origem seguida
de reducdo em 25% dos lados (adotar 8 = 45° e k = 0,75). Explique que é possivel obter a
matriz de uma composicdo realizando o produto da matriz da segunda transformacao pela
matriz da primeira transformacdo. Especificamente, para obter a matriz dessa composicao é

preciso multiplicar a matriz que realiza a redugdo pela matriz que realiza a rotacao.

Solugdo
1) Reflexdo em relagao ao eixo Ox (Figura 3.1):

022002 2 o
007 770 0 -7 -7

1 0

™ =
0 -1

D (c o,
-1 glo 1 F 3

-1

-2

-8

Figura 3.1 — Esquerda: Letra I; Direita: Letra I refletida no eixo Ox



2) Reflexdo em relacdo ao eixo Oy (Figura 3.2):

w2 83 )

007 7
=0 —2 =20
0o 0 7 7

Figura 3.2 — Esquerda: Letra I; Direita: Letra I refletida no eixo Oy

3) Reflexdo em relagdo a reta y = x (Figura 3.3):

mm=|0 ][0 2 2 0
1 0Jl0 0 7 7
=|0 0 7 7

0220

Figura 3.3 — Esquerda: Letra I; Direita: Letra I refletida na reta y = x
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0,5

TM:{
0

0
0,5

TM:[O 1

4) Reducdo dos lados do quadrilatero para metade de seus tamanhos (Figura 3.4):

0 2 20
0 0 7 7

1

0
0 0 35 35

Figura 3.4 — Esquerda: Letra I; Direita:

Letra I com lados reduzidos em 50%

5) Cisalhamento de 30° na direcdo do eixo Ox (Figura 3.5):

|1 058{l0 2 2 0

TM_[O 1}0077]

M=|0 2 606 4,06
00 7 7

Figura 3.5 — Esquerda: Letra I; Direita:

Letra I cisalhada no eixo 0x
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6) Rotacdo de 30° no sentido anti-horario em torno da origem (Figura 3.6):

TM:{O,87 —0,51

0,5 0,87

0 2 20
0 0 7 7

TM:[O 1,74 —1,76 —3,5]

0 1 7,09 6,09

Figura 3.6 — Esquerda: Letra I; Direita: Letra I rotacionada 30°

7) Composicdo de rotacdo de 45° seguida de reducdo em 25% dos lados (Figura 3.7):

0,71 —0,71
0,71 0,71

0,75 0

T=
{ 0 0,75

_[0,53 —0,53
0,53 0,53

M_[o,53 —0,53”0 2 2 0]

1053 0530 0 7 7

TM:0 1,07 —2,66 —3,73
0 1,07 479 3,73

7

& 6

Figura 3.7 — Esquerda: Letra I; Direita: Letra I rotacionada e reduzida
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3.2 Atividade 2 — Transformacoes geométricas: operacées com o software GeoGebra

Objetivos
* Reconhecer aplicagdes concretas do produto matricial.
» Explorar o software GeoGebra e reconhecé-lo como uma ferramenta tecnolégica de

auxilio no aprendizado da Matematica.

Material

* Computador com o software GeoGebra instalado.

Problema inicial

* Realizar a reflexdo da imagem da letra T em relacdo ao eixo Ox.

Desenvolvimento

* Exiba e distribua a folha “Transformacgdes geométricas” que se apresenta no
Apéndice A.

* Com os computadores ligados, solicite que abram o programa GeoGebra.

* Peca que os alunos insiram os pontos A(2,5;0), B(3,5;0), C(3,5;6), D(6,6), E(6,7),
F(0,7), G(0,6) e H(2,5;6), um de cada vez, na caixa de texto situada no canto inferior esquerdo
da janela do programa, como mostra a figura 3.7. Apos digitar as coordenadas de um ponto,
deve-se apertar a tecla “Enter”. E importante explicar que as coordenadas de cada ponto
devem estar entre parénteses e ser separadas por virgula, enquanto que os nimeros decimais

devem ser representados com pontos.

GeoGebra »
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar... ‘
A LI D . a=2 |
[l AL Qo) <) fkecf =2 4]
v v] v v] v | v | v v = e
» Janela de Algebra [%] i » Janela de visualizacio 53]
E 54
5]
a]
% 4
2]
1
0
4 3 2 1 [} 1 2 3 1 5 &
B
Entrada:|(2.5,0) @1 @

Figura 3.7 — Insercdo de ponto no GeoGebra
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* Se ndo for possivel enxergar todos os pontos inseridos, solicite que os alunos

movam a janela de visualizacdo clicando, primeiramente, no botdo mais a direita da barra de

ferramentas (Figura 3.8). Depois, é preciso clicar e manter pressionado o botdo esquerdo na

area do grafico, deslocando o mouse até alcancar a posicao desejada.

T normal.ggb =
Arquivo Editar Exibir Opgées Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
7
A S Ol 42 Yv ABC [ 232 iale|
‘I%v.v/fv/rvkv@v v ] il v‘_:H & %
» Janela de Algebra f: ¥ Janela de Visualizacdo '%' Wiver (e o6 Vs RleRsED
= Ponto e .
) A=1(25 0 2 .
2 B=(3.5 0 H Q Ampliar
? C=(3.56) i
s D=6 é) 51 Q Reduzir
@ E=(67) H
2 F=1(0,7 2 ® |
? G—(0, 6 2 | Exibir f Esconder Objeto
# H=(256) 5
AN Exibir f Esconder Rétulo
A 4
A Copiar Estilo Wisual
A i Apagar
14
. A B
4 3 -2 1 0 1 2 3 4 5 6
~14
Entrada:| ‘ =

Figura 3.8 — Maneira de deslocar a janela de visualizacao gréfica

* Solicite que os alunos representem o poligono ABCDEFGH do seguinte modo:

deve-se clicar no quinto botdo da barra de ferramentas, conforme a figura 3.9. Depois, deve-se

selecionar todos os vértices do poligono desejado e, entdo, clicar novamente no vértice inicial.

T normal.ggb -+ %
Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
N B 1N clEAN R E R -
7 v e )‘/v d 7 il 7. 7| 4 o &
} Janela de Algebra b. EEE
= Ponto
: :: g';" g; I} Poligono Regular
@ C=(3.5,6)
2 D=(6,6) I}L Poligono Rigido H c
2 E=(67 . 2
2 F=1(0,7 b_ . : 2
3 G=1(0,6 Poligono Semideformavel
2 H=(25, 6) "
*1 i
2]
2]
1]
o A B
3 2 1 o 1 2 H 3 5 7
Entrada:| ‘ ®

Figura 3.9 — Construgado do poligono ABCDEFGH
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* Peca que os alunos insiram a matriz M na caixa de texto localizada na parte inferior
da janela, de modo que as suas colunas sejam as coordenadas dos vértices do poligono
ABCDEFGH, respectivamente. Para representar uma matriz no GeoGebra, deve-se listar,
entre chaves, todas as linhas, de modo que cada uma das linhas deve ser representada, também

entre chaves, com todos os seus elementos separados por virgula (Figura 3.10).

T normal.ggb - + ¥
Arguivo Editar Exibir Opgées Ferramentas Janela Ajuds Entrar...
A . Ol £ ] ec]| Lz [a]#]
.?/V"(¢2>V®V‘V .7 ?_._V‘%'¢ J-;r‘:
b Janela de i\lgebra 7 » Janela de Visualizacdo
= Poligono 3
3 poll =12 F E
= Ponto :
2 A=(250 B
2 B=(35 0 i G H & D
@ C=(356) i
3 D=(6 6)
4 E=(67)
@ F=(0,7 5
2 G=(0, B)
4 H=(25, 6)
= Segmento 4 4
4 a=
@ b=6
4 c=25 3
@ d=1
4 e=6
@ f=1 2]
4 g=25
@ h=6
1
i A B
T T T T T T T T T T
-2 -2 -1 o 1 2 2 4 5 13 7
Entrada:|M = {{2.5,3.5,3.5,6,6,0,0,2.5},{0,0,6,6,7,7,6,63 | =

Figura 3.10 — Inserindo uma matriz no GeoGebra

* Solicite que os alunos procurem na folha recebida a matriz de transformacao linear

que realiza a reflexdo em torno do eixo Ox. Peca que os alunos insiram esta matriz, que pode

ser chamada de T, no GeoGebra, como foi feito no passo anterior (Figura 3.11).

I Entrada:|"—-’={{1,0},{0,-1}} [a] ¢| ® ‘ I

Figura 3.11 — Inserindo a matriz de transformacgao linear T

* Na caixa de texto localizada na parte inferior da janela, os alunos devem nomear
uma matriz (N, por exemplo) que sera o resultado da multiplicacdo de T por M (Figura 3.12).

O simbolo da multiplicacdao, no GeoGebra, é o asterisco (*).
|4 Il L |
Entrada:|’---’- =T*M i @

Figura 3.12 — Inserindo a matriz resultante de TM
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* Apos o dltimo comando, aparecera na janela de algebra a matriz N. Entdo, os alunos
devem digitar cada coluna de N como sendo as coordenadas de um ponto. Talvez, para
enxergar todos os pontos na janela de visualizacao, seja preciso reduzir a imagem. Para isso,
deve-se clicar na pequena seta que estd no canto inferior direito do tltimo botdo e escolher a
opcao “Reduzir”, conforme a figura 3.13. Depois, é preciso clicar na janela de visualizacao

tantas vezes quantas forem necessarias para poder ver todos os pontos.

T reflexdo Ox.ggb e
Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

DB RS N EE o 5

v =T e V|
Janela de Algebra x| » Janela d

|
= Lista =

P . —: Te—
i 257 35 35 B 6 0 0 25 :
o M= : Ampliar
= {7 "o s6776 6) : . & | Amp y
(25 35 35 6 6 0 0 25) | “+3
> (=5 :

p

&, |Reduzir
0 -6 -6 -7 -7 —6 —6)

A ABC

7|

o

e 4

-

m!{

ﬂ%’ Mover Janela de Visualizacdo

: Foan o ; =
o T=| 0 -1 ) ; 54 -y Exibir / Esconder Objeto
X

A A Exibir f Esconder Rétulo

< Copiar Estilo visual q

C=1(3.5,6) i 4. Apagar

H = (2.5, 6)
1=(25, 0
1=1(3.5 0 :
K = (3.5, -6) : o A B

LS S S S S W Sl S S SV S
(2]
I
S
(=)
a

L=(5 -6 s 1 5 ) 7 3 3
2 0=1(s -7)
] 1l [ 1]

Entrada:| ¢| ®=

[4]

Figura 3.13 — Forma de reduzir a janela de visualizagdo

* Solicite que os alunos criem o poligono IJKLOPQR. A imagem que cada um tera na

tela sera semelhante a figura 3.14.

T reflexdo Ox.ggb - + x
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

% || oAl D QU | Nflsc] L= [ 0] %':J

d ¥ 7 i 4 ¥ 7 ¥ 7

b Janela de é\\gebra x| il b Janela de Visualizacao
H=12516] 2|t 3 E
1=(25 0 mE 4
1=(3.50 . G HC D
K= (3.5, -6) B
L = (5, -6) i
0 =5, -7) 4
P=(0, -7) 2
Q= (0, -6)
R = (2.5, -6) 4 24
gmento e

&

LS S S S S S L

i
w
©

PPPPOOPPPROE
R L = s -
oy ey

NP oo

[« I [D]
Entrada:‘ ¢| @

Figura 3.14 — Letra T refletida no eixo 0x
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* Repita as instrucdes até que todas as transformacOes lineares da folha sejam
construidas. Sugestdo de ordenacdo das transformagOes geométricas a serem solicitadas ao
aluno:

1) Reflexdo em relacdo ao eixo Oy;

2) Reflexdo em relacdo a reta y = x;

3) Reducao dos lados do poligono para metade de seus tamanhos (adotar k = 0,5);

4) Cisalhamento de 30° na direcdo do eixo Ox (adotar k = tan 30° = 0,58);

5) Rotacdo de 30° no sentido anti-horario em torno da origem (adotar 8= 30°);

6) Composicdo de rotacdo de 45° no sentido anti-horario em torno da origem seguida

de reducdo em 25% dos lados do poligono que forma a imagem (adotar 8 = 45° e k = 0,75).
Explique que € possivel obter a matriz de uma composicao realizando o produto da matriz da
segunda transformacdo pela matriz da primeira transformacgdo. Especificamente, para obter a
matriz dessa composic¢do é preciso multiplicar a matriz que realiza a reducdo pela matriz que

realiza a rotacao.

7) Composicdo de cisalhamento de 25° na direcdo do eixo Ox seguido de reflexdo em

relacdo ao eixo Ox.

Solugdo

1) Reflexdo em relacdo ao eixo Oy (Figura 3.15):

T reflexdao Oy.ggh -
Arquivo Editar Exibir Opcées Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

N T I S [ s e e e bl

v v L7 v v v 3. v

=] 4

» |anela de Algebra il » Janela de Visualizacdo

= Lista

(25 35 35 6 6 10

oM= ("0 "0 T8 6 7

[ =25 —35 —35 —b
ll 0 0 6 6

\ / i F
s L2 L 2
i % i
.L _; 2 J L G H G D
= Poligono L4 4
@ poll=12 i +
2 polz=12 :
=l Ponto
3 A=1(2.5,0)
5 B=(3.5,0 :
J C=(3.5 6) : | |l 0 A |B
J D=(66) I i -3 & 0 2 A B
J E=1(6 7 i
J
J
J

2
Il

oT

F=(0,7 o

G = (0, 6) :

H= (2.5, 6) .
[4] Il [Ty ¢ ]

Entrada:|

4]

@

Figura 3.15 — Letra T refletida no eixo Oy



2) Reflexdo em relacdo a reta y = x (Figura 3.16):

T reflexdo y=x.ggb

Arquivo  Editar Exibir Opcfes Ferramentas Janela Ajuda

E . 4
M

Entra

% .A ,'/ ABC —a:i' ‘%’ Q Lo
a 7 Er 7 37 37 £+ 3
» |anela de Algebra » Janela de Visualizacdo
= Lista
o M= ( 25 36 3 .
0
F
'a
0
) N =
L 25 355 3 G H C 0
01
T=
" (1 0
= Poligono 4
@ poll =12 a
9 pol2=12 J
= Ponto
9 A=1(25,0) I
3 B=1(3.5,0) o]
@ C=1(3.5,6)
2 D= (6, 6)
P2 E=(67)
@ F=(0, 7 P A |B P
9 G=(o,6) 2 0 2 3 B
J H=(2.5 6)
@ 1=(0, 2.5) B4
Entrada: ¢| @

Figura 3.16 — Letra T refletida no eixo y = x

3) Reducao para metade do tamanho (Figura 3.17):

T reducao.ggb

Arguive Editar Ewibir Opgfes Ferramentas Janela Ajuda

BN | (S [

i v ¥ L ¥ v

DO

1<

ABC| [ 32|
v v V

- X
Entrar...

a

]
o

b Janela de Algebra

b Janela de Visualizagdo

D =16, 6]
E=(67)
F=1(0,7)
G = (0, 6)
H = (2.5, 6)

[

Q=1(0, 3)

DRI RS AE B S STV SRS EEE S

B

*—e

L]

m

[«] i

Figura 3.17 — Letra T com lados reduzidos em 50%
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4) Cisalhamento de 30° na direcdo do eixo Ox (Figura 3.18):

48

T cisalhamento.ggb

Arquive Editar Exibir Opgfes Ferramentas Janela Ajuda

\ &
: 3 Il N rec |2 8l
%' bad 57 '././v Erd bu' ®v Ov 2 ird 37 Q’v {’.{,’f
} Janela de Algebra [%] 3 » Janela de Visualizacdo
= Lista = 121
25 35 35 B 6 0 0 25
M e 4
L ( 0 0 66776 6 )
104
& N ( 25 35 6.98 9.48 10.06 4.06 3.48 5.98 )
- 0 0 6 i} [ i 6 6
0 ing ]
& W= [\ 0 1 [ i 2
- G H
= Poligono - L B ° q
@
9 polz=12
= Ponto 41
@ A=(25 0
@ B=1(3.5 0
? c = (3.5, 6) &
3 D=1(6, 6)
@ E=(67) 0
2 F=(0,7 0 A 1o 1z
2 G=1(0, 6)
3 H=(2.5 6) v _ad
[«] Il [ ]
Entrada:| ¢| (£

Figura 3.18 — Letra T cisalhada 30° no eixo 0x

5) Rotacdo de 30° no sentido anti-horario em torno da origem (Figura 3.19):

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas

T rotacdo.ggh

Janela Ajuda

Entrar...

(5] AL~ OO

hd 7| v

=N

ABC

<_I..

7

LIJ

* Janela de Algebra

:| » Janela de Visualizacdo

Hi.’

=l Lista

253535660025
6 6 7 7 6 6

I
\
{
L125 1.76 6.97 8.22 9.09

0. 8? —0.5 )
0.87
= Poligono
@
@ pol2=12.08
=l Ponto
= (2.5, 0)
= (3.5, 0)
=(3.5 6)
D= (6, 6)

)= (3 05, 1.75)
K = (0.04, 6.97)
L=(2.22 822
0 =(1.72, 9.09)
P =(-3.5, 6.09)

Lo oo

PRLOLELLERROLEW
L
I
-
]
w
a

218 3.05 0.04 2.22 1.72 35

)

6.09 5.22

—3: —0.83

6.47

)

[a] 1l

[T+]

1

Entrada:|

Figura 3.19 — Letra T rotacionada 30°
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6) Composicao de rotacdo de 45° seguida de reducao em 25% (Figura 3.20):

T composicao l.ggb -+
Arguivo Editar Exibir Opcées Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
=
A HNSE B LX)
%V e | ,’/'/V ’/\’FV b? ®V OV e v sl '%’ i’) '-\r}j
» |anela de Algebra [#] ] » Janela de visualizacio
= Lista =E
— 25 85 35 6 6 0 0 25 :
o = ( 0 0 66 776 6 ) g ad
o N= ( 1.33 1.86 -1.33 0 —-053 —-3.73 -32 —1.36) o [F E
\ L33 1.86 5.06 6.39 6.92 373 3.2 453 ) : L I
G H c D
o R= [ 075 0 ) =
( 0 0.75 ;
o &= ( 071 -0.711 ) ; u
\ 071 0.71 ) :
o T= ( 0.53 —0.53 ) q
, 053 D53 —
- Poligeno :
@ poll=12 : 24
@ pol2=6.78 :
= Ponto
@ A=(25,0
% B=(3.5 0 0 anle
@ C=1(3.5 6) 3 2 ) 2 4 &
@ D =(6,6)
@ E=1(6,7)
@ F=(0,7 e
@ G=(0, 6)
@ H=(256) =
[« Ii [+l
Entrada:| 3‘ ®

Figura 3.20 — Letra T rotacionada e reduzida

7) Composicao de cisalhamento de 25° na direcdo do eixo 0x seguido de reflexdo em

relacdo ao eixo Ox (Figura 3.21):

T composicdo 1.ggb — @

Arquivo Editar Exibir Opgoes Ferramentas Janela Ajuda

b A ) D O O & N e 2] 2]

V|
b Janela de Algebra [x] { » Janela de Visualizacdo
= Lista e F E
=9 36 5 A & W0 0 95 :
OM_(u S BEETE 8 : .48 H o c ID
5N = 25 35 6.32 8.82 9.29 3.20 2.82 5.32
a2 0 0 -6 -6 -7 —-T -6 -6

Oi8=

(
Bl |
(

ok OHFH oR
2
3 =
]
—
Il

o T=(

= Poligono : <
@ poll=12 : 0 A |B
@ pol2=12 ; 2 o o 3 & B
= Ponto
A= (2.5, 0)
B = (3.5, Q) :
C =(3.5, 6) : -1
D = (6, 6) :
E=1(6,7)
F=1(0,7) :
G=1(0, 6) : -4
H= (2.5, 6) :
1=(2.5 0)
] =1(3.5 0) : 9
K = (6.32, -6) : -6+

L = (8.82, -6) \P

[] Il G .
Entrada:|

PO REOREVW

<

B“O/‘r

i

Figura 3.21 — Letra T cisalhada e refletida no eixo 0x
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3.3 Discussao sobre as Atividades 1 e 2

Escolhemos usar a imagem de letras do alfabeto latino para realizar as transformacoes
geométricas porque algumas das transformacdes podem ser observadas também em
aplicativos de edicdo de texto. Quando queremos aumentar ou diminuir o tamanho da letra em
um editor de texto, por exemplo, mudamos o tamanho da fonte. Ao fazer isso, o programa
realiza uma transformacdo geométrica de escala. Se optarmos por deixar algumas letras em
italico, o programa faz uma transformagao geométrica de cisalhamento.

A rotacdo e a reflexdo ndo sdo transformagdes normalmente empregadas em editores
de texto, mas podem ser percebidas em aplicativos de visualizagdo de imagem, quando estes
oferecem op¢des de girar e espelhar a imagem (que pode ser foto, desenho ou outra figura).

Recomendamos ao professor fazer essas observacdes aos seus alunos durante a pratica

da proposta pedagogica.



4 MODELO DE LESLIE E CRESCIMENTO POPULACIONAL

Este capitulo tem como base os livros de Poole (2004) e Giordano, Fox e Horton
(2013). Apresentaremos a seguir um modelo de crescimento populacional que admite que as
taxas de natalidade e mortalidade sdo constantes ao longo do tempo. Bassanezi (2013, p. 76)
esclarece que “estas hipoOteses sdo realisticas em uma populacdo grande que varia em
condicdes ideais, isto é, quando todos os fatores inibidores do crescimento estdo ausentes™.

O Modelo de Leslie é um modelo de crescimento populacional que, entendendo que a
quantidade de machos de uma populacdo é uma propor¢ao da quantidade de fémeas, estima o
crescimento através do aumento da porcao de fémeas de uma comunidade.

Primeiramente, as fémeas devem ser divididas em n faixas etirias com o mesmo
nimero de anos (ou outra unidade de tempo conveniente). A quantidade de fémeas em cada
uma das faixas no instante t = 0 sera denotada por x1(9, x20, x3©), ... | x,0. Essa quantidade

também podera ser representada pelo vetor de distribuicdo populacional inicial:

Os pardmetros de nascimento serao chamados de b1, bz, b3, ... , bn (em que b; indica o
nimero médio de fémeas produzidas por cada fémea da faixa etdria i) e as probabilidades de
sobrevivéncia serdo indicadas por si, S2, S3, ..., Sn-1 (em que s; aponta a probabilidade de uma
fémea da faixa i sobreviver até a faixa i + 1).

A matriz de Leslie sera uma matriz quadrada n X n da seguinte forma:

bl b2 b3 bn—l bn
s, 00 0 0
=0 s, 0 0 0f
0 0 s, 0 0
0 0 0 .5, O

No tempo t = 1, o vetor de distribuicdo das fémeas sera a matriz x(t) = Lx(0):



" | ' (O)I
b, b, by b,_. b,||%

s, 00 0 ofx
=|0 s, 0 0 0x| (17)

00 5 o 00

o0 0 . s, 0,0

] ! n .

A primeira linha do produto na equacao (17) resulta em:

Xl(l) = lel(O) + b2X2(0) + b3X3(0) +...+ bn-an-l(O) + bnxn(o), (18)

que fornece o niimero de fémeas que existirdo na faixa etaria x1 no periodo seguinte. De fato,
cada termo da soma em (18):

brxk© (k=1,2,3,...,n)
representa a contribuicdo da faixa xK® em novas fémeas para a faixa x1() (primeira faixa
etaria do periodo seguinte), de modo que a soma resulta no total de fémeas desta faixa.

Ja o resultado do produto das linhas 2, 3, 4, ... , n da matriz de Leslie pelo vetor de
distribuicao populacional expressa quantas fémeas passam de uma faixa etaria para a seguinte.
Com efeito, parai=2, 3,4, ..., n, o produto da i-ésima linha da matriz de Leslie por x(O é:

x{D = si1xi-1),
que indica o nimero de fémeas que sobrevivem da faixa xi-1(® para a faixa x;'), com a
passagem de um periodo.

De maneira geral, no tempo t, o vetor de distribuicdo populacional das fémeas sera a
matriz x(0 = Lx(tD),

Assim, teremos:

x(D) = [ x(©0

x@ = Lx(1) = [,2x(0)

x® = [x@ = [3x(©0)

x@) = [ x(3) = [ 4x(0)

xO = LxtD = ['x(), em que L!denota o produto da matriz L por ela mesma t vezes.
Entdo, dadas a distribuicdo etaria inicial e as informagdes da matriz de Leslie, é
possivel determinar a distribuicdo etaria das fémeas em tempos futuros.

Os exemplos a seguir sao baseados em problemas apresentados por Poole (2004).

Exemplo 4.1 Uma espécie de besouro alemdo, o vollmar-waserman, pode viver no

maximo trés anos. Dividimos as fémeas em trés faixas etdrias: zero a um ano (x1), um a dois



anos (x2) e dois a trés anos (x3). As fémeas da faixa x1 ndo pdem ovos e tém uma taxa de
sobrevivéncia de 50%, as da faixa x2 produzem uma média de 4 fémeas por ano e tém uma
taxa de sobrevivéncia de 25% e as da faixa x3 produzem uma média de 3 fémeas. Supondo
que no tempo t = 0, existem 100 fémeas: 40 na faixa x1, 40 na faixa x2 e 20 na faixa x3, para
determinar a populagdo de fémeas um ano apés o inicio da observacao, devemos multiplicar a

matriz de Leslie:

0 4 3
L=l05 0 0}
0 025 0
pela matriz de distribuicdo etaria inicial:
40
0= 401.
20
Assim:
" 0 4 3|40
x =105 0 0}|40
0 0,25 0]|20
" 220
X '=| 20 |.
10

Portanto, ap6s um ano haverd, aproximadamente, 220 fémeas na faixa x1, 20 na faixa

x2 e 10 na faixa x3, num total de 250 fémeas.

Exemplo 4.2 Usando os dados do exemplo anterior, para determinar a populacdo de

fémeas no tempo t = 2, podemos multiplicar a matriz de Leslie:

0 4 3
L={0,5 0 Of
0 025 0

pela matriz de distribuicdo etaria no tempo t = 1:

L [220
x=| 20 |,
10

obtendo:

o4 3]220] [110
XP=1x"=l05 0 o0l 20|=110];
0 025 0| 10| | 5

ou entdo podemos calcular L2



, 0 4 3|0 4 3 2 075 0
L*=jo,5 0 0|lo,5 0 0= 0 2 15|,
0 025 0j0 025 0] |0,13 O 0

e multiplicar o resultado pela matriz de distribuicdo inicial:

B -2 (0 2 0,75 0 |40
x"=L"x"=| 0 2 1,5|/40
0,13 0 0 (|20

110
X?=|110].
5

Portanto, dois anos apés o periodo inicial havera 110 fémeas na faixa x1, 110 na faixa

x2 e 5 na faixa x3, num total de 225 fémeas.’

A figura 4.1 mostra a mudanca da populagdo apresentada no exemplo 4.1 em cada uma

das trés faixas etarias durante os seis primeiros anos.

10004
Populagao
de fémeas «
/R
9004 / N
N
/ N
li N
.
8001 1 A
! o N . -
’ ¢ fémeas na faixa etaria x;
7001 !
!
! o
6004 {
/
/
/ e fémeas na faixa etaria x5
5004 /
o / #
7N 1
~
4001 / S !
7 < /
/ S 0
“ ¥
3004 7
/
/ °
[ ¥
2004 7N 7
i . < 7
7
b L ~ \d/ u
4
1004 7
s o - =
- -y
o"‘—————g-—____,_—-—"*‘““——r’ .
9

2 T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7
Tempo (em anos)

Figura 4.1 — Distribuicao das fémeas de besouro por faixa etaria

E perceptivel uma tendéncia a aumento na populacao de fémeas de besouro, com

algumas flutuagdes, como no decréscimo de 250 para 225 fémeas do ano um para o ano dois.

34 . . ~ . e ~ ~
E importante arredondar os valores apenas no resultado final, sendo os nimeros apds varias iterac0es nao
coincidirdo com as quantias obtida da férmula x( = Lx(©),



Sdo as fémeas da faixa etaria x1 que parecem aumentar mais rapidamente, enquanto as

fémeas da faixa etaria x3 sofrem uma dilatacdo bem menos significativa. Um grafico com o

total de fémeas por unidade de tempo mostra com mais clareza o crescimento populacional.

O total de

fémeas em cada ano, nos seis primeiros anos, pode ser observado no grafico

abaixo (Figura 4.2).

1200{

1000f

Populagéo
de fémeas

7
Tempo (em anos)

Figura 4.2 — Total de fémeas de besouro ao longo de seis anos

Exemplo 4.3 Em média, as fémeas de uma espécie de cervos selvagens encontrada

principalmente no oeste do Canada vive 14 anos. Dividimos as fémeas em sete faixas etarias:

zero a dois anos (x1), dois a quatro anos (x2), quatro a seis anos (x3), seis a oito anos (x4), oito

a dez anos (xs), dez a doze anos (xs) e doze a catorze anos (x7). As fémeas da faixa x1 ndo tém

filhotes e tém uma taxa de sobrevivéncia de 30%, as da faixa x2 produzem uma média de 0,4

fémeas a cada dois anos e tém uma taxa de sobrevivéncia de 70%, as das faixas x3, X4 e X5

produzem uma média de 1,8 fémeas a cada dois anos e tém uma taxa de sobrevivéncia de

90%, as da faixa
sobrevivéncia de

Partindo do vetor

X6 produzem uma média de 1,6 fémeas a cada dois anos e tém uma taxa de
60% e as da faixa x7 produzem uma média de 0,6 fémeas a cada dois anos.

populacional inicial fornecido pelo Jasper National Park, em 1990:



f—
oo N5

—_
N

_ O

] i
vamos prever a populacdo de fémeas dessa espécie para o ano de 1992. Em seguida,

projetaremos a populacao para os anos 2000 e 2010. A matriz de Leslie para esse caso é:

o 04 18 18 18 1,6 0,6

030 0 0 O O O
o o7 0 O O O O
L=0 0 09 0 0O 0 O
o 0o o0 09 0 o0 O
o 0 O 0 09 0 O
o o o0 o o0 06 O

Para obter o vetor de distribuicdo de fémeas no ano de 1992 (t = 1)*, fazemos:

0O 04 18 1,8 1,8 1,6 0,6
03 0 0 O O O O

0,7 0 0 0 O
09 0 0 O
0 09 0 O
0O 0 09 O
0 0 0 06

cCo oo o
co oox
co oo o

—_ —_
RO R UoN G

" [ |
46,4
3

1,4

xX=| 721
4,5

10,8

0

] i
Para obter o vetor de distribuicao de fémeas no ano de 2000 (t = 5), fazemos:

X = 1540

" 1
42,52
11,65
7,07
X7=| 795 |.
7,89
1,53
0,61

* Neste problema, 1 periodo de tempo corresponde a 2 anos.



Para obter o vetor de distribuicao de fémeas no ano de 2010 (t = 10), fazemos:

X(10):L1ox(o)

i [ |
69,12
18,61

12,24
x'=[10,59].

8,29

6,51

3,57
1 1

Portanto, nessa regido, nos anos de 1992, 2000 e 2010, a populacdo aproximada sera

de 73, 81 e 130 fémeas de cervo selvagem, respectivamente.

O total de fémeas a cada dois anos, de 1990 a 2010, pode ser observado no grafico

abaixo (Figura 4.3).

140 Populagao

de fémeas

120 z
100 -

80 Y

60+ /

404

20+

) 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 Tempo
(1990) (1992) (1994) (1996) (1998) (2000) (2002) (2004) (2006) (2008) (2010) (Ano)

Figura 4.3 — Total de fémeas de cervo selvagem no periodo de 1990 a 2010



5 PROPOSTA DIDATICA 2

Esta proposta didatica é uma sugestdo ao professor que deseja contextualizar o uso de
matrizes e do produto matricial, aplicado a dinamica de populacdes. O programa que usamos
para desenvolvé-la chama-se Octave, um software livre que pode ser baixado gratuitamente
nos computadores. Outra opcao é o programa MATLAB, mais conhecido e usado no meio
académico; porém, ele é proprietario e pago. Deixamos a critério do professor a escolha do
programa, uma vez que os codigos que disponibilizamos funcionam em ambos.

As instrucGes para os alunos estdo presentes no Apéndice D.

5.1 Atividade — Calculo de crescimento populacional com o software Octave

Objetivos
* Reconhecer aplicagdes concretas do produto matricial.

* Explorar os recursos computacionais para realizar calculos e desenhar graficos.

Material

* Computador com o software Octave instalado.

Problema inicial

* Considere, hipoteticamente, uma espécie que vive no maximo dois anos. Dividimos
as fémeas em duas faixas etéarias: zero a um ano (x1) e um a dois anos (x2). As fémeas da faixa
X1 ndo pdem ovos e tém uma taxa de sobrevivéncia de 50% e as da faixa x> produzem uma

média de 2 fémeas por ano. A matriz de Leslie correspondente é:

_| 0 2
0,5 0]
Investigar o crescimento populacional para as seguintes distribuicoes etarias iniciais:
(0)_-50-
a) x = .
(a) 50]
b (0)_ 50 '
(b) x 10]
(o)_'10'
) x = .
(0) 50

Usar, em todos os casos, t = 10.
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O que se pode concluir sobre o crescimento de uma populacdo com essas

caracteristicas?

Desenvolvimento

* Exiba e distribua o material “Modelo de Leslie” que se apresenta no Apéndice D.

* Com os computadores ligados, solicite que os alunos abram o programa Octave.

* Peca que os alunos cliquem na aba “Editor” e, em seguida, cliquem no menu

“Arquivo” e selecionem a opgdo “Novo Script” (Figura 5.1).

Arquivo  Editar

# Octave 3.8.2, Mon Mar 30 16:07
# Octave 3.8.2, Mon Mar 30 16:57

Depurar  Janela

F*a DiretdrmAtua?:‘fhome;‘mmt

Octave
Ajuda  Novidades
‘ v 4 . |ed Aviso sobre a Interface Grafica Experimental J
Navegador de Arguives ® Editor ®
mnt—=7' + o Editar Depurar Executar Ajuda
r:h.)me v | Nova fhngéc i Lo T o CHL SO S
® @ 'ﬁ;{tgﬁii | + [ Abrir Arquivo
+ [ Documents Arquivos Recentes
+| [l Downloads
Ambiente de Trabalho = H
| Nome Classe gl
t %
®
»®
Historico de Comandes =
| | Janela de Comandos || Editor | Decumentacdo

Figura 5.1 — Como selecionar a op¢ao “Novo Script”

* Solicite que copiem nesta area o codigo que se apresenta no Apéndice E e que

salvem este cédigo, clicando no menu “Arquivo” e selecionando a opcao “Salvar Arquivo

Como” (Figura 5.2).

Octave
Arquivo  Editar Depurar Janela Ajuda Novidades
J B9 Diretér\oAtual:'ﬁhomeﬂmlnt | v 4 lwAviso sobre a Interface Grafica Experimental |
Navegador de Arquivos ® Editor ®
T — 4+ iy Editar Depurar Executar Ajuda
) Nove Script
Nome v | Nova Funcio... & b o o s
[+ [ Desktop I ‘ Abrir Arquivo...
+ [ Documents \J Arquivos Recentes
+ [@ Downloads Editar Fungao Ctri+E
+ Music
| = g e | (5] Salvar Arquivo Ctri+5
Ambiente de Trabalho ®
é || % Fechar Ctri+w
Nome Classe D || ® Fechar Todos
”®
&= Imprimir... Ctri+P
THTTCOIOTE = TO0T
e 19
28 [m,n] = size(x);
fr 21 title
e ] = o
# Octave 3.8.2, Mon Mar 30 16:07| 23K]for i = 1:m
# Octave 3.8.2, Mon Mar 30 16:57| 24 plot(@:t, x(i,:), . colors(mod(i, 3)+1))
| 25 end
26 hold off
= = Linha: 26  Coluna: 9
[ | Janela de Comandos | Editor || Documentacio

Figura 5.2 — Como salvar o cédigo
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* Peca que cliquem em “Executar” na barra de menus, opgdo “Salvar Arquivo e

Executa-lo”. Em seguida, solicite que cliquem na aba “Janela de Comandos” (Figura 5.3).

Octave = =
Arguivo  Editar Depurar Janela Ajuda Novidades

4“4  Diretério Atual: /home/mint | v ¥ | kid Awiso sobre a Interface Grafica Experimental |

Navegador de Arquivos ® Janela de Comandos (E3]

-_ Insira a matriz L:
fhome/mint v+ v

Nome ¥
% ’:]Tesktop | |
+! [l Documents

+| [@ Downloads
+

+

[ Music
& Pictures

Ambiente de Trabalho =

| Nome Classe o
Historico de Comandos =

[# Octave 3.8.2, Mon Mar 30 16:07
|# Octave 3.8.2, Mon Mar 30 16:57,
|leslie

| Janela de Comandos | Editor | Documentacao

Figura 5.3 — Aba “Janela de Comandos” selecionada

* Peca que os alunos sigam as instrucoes que aparecerao na tela. Para inserir uma
matriz no Octave, é preciso escrever, entre colchetes, as linhas separadas por ponto e virgula,

e os elementos das linhas separados por espago, como mostra a figura 5.4.

Janela de Comandos )

Insira a matriz L: [0 2; 8.5 8]

Figura 5.4 — Como inserir uma matriz no Octave

* Se a mensagem da figura 5.5 aparecer, aperte a tecla “f” tantas vezes quanto forem

necessarias até que a mensagem desapareca.

-- (f)orward, (b)ack, (q)uif

Janela de Comandos | Editor | Documentacao

Figura 5.5 — Mensagem de avangar, voltar ou sair

* Além do primeiro caso (problema inicial), solicite que os alunos resolvam as

seguintes situacoes:
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2) Considere, hipoteticamente, uma espécie que vive no maximo dois anos. Dividimos
as fémeas em duas faixas etarias: zero a um ano (x1) e um a dois anos (x2). As fémeas da faixa

X1 ndo pdem ovos e tém uma taxa de sobrevivéncia de 50% e as da faixa x2 produzem uma
média de 3 fémeas por ano. A matriz de Leslie correspondente é:

L= 9 3|
05 0

Investigar o crescimento populacional para as mesmas distribui¢des etarias iniciais pedidas no
primeiro problema. Usar, em todos os casos, t = 10.

3) Considere, hipoteticamente, uma espécie que vive no maximo dois anos. Dividimos

as fémeas em duas faixas etarias: zero a um ano (x1) e um a dois anos (x2). As fémeas da faixa

X1 ndo pdem ovos e tém uma taxa de sobrevivéncia de 50% e as da faixa x> produzem uma
média de 1,5 fémeas por ano. A matriz de Leslie correspondente é:

0 1,5
L= =
[0,5 0

Investigar o crescimento populacional para as mesmas distribui¢des etarias iniciais pedidas no
primeiro problema. Usar, em todos os casos, t = 10.

Solugdo®

10 2 (0)_| 50
v 8 Y ]

= e t =10 (Figura 5.6):
50
File Edit
Populacac de fermeas
100 = : s . * . - $
H'., J[lf \ J.Jil ;H'l | II',I
i ! \ A !
/o ey L I
]\ [ ! \ g | \
L o roo\ P ] \.I
£ B % Vg { :
U O B b ki
| v \ If,l' § i Vo \
] L ¢ x B g | ‘
g0 ry \ ; \ Jr! | (i 1llll_
{ \ \ .
¥ Y 1|1'[ '3:'[
40
5 i i i .
a 2 4 [ ] 10
Ela|p|rlz] [2.988, 183.2]
Figura 5.6 — Solugdo grafica do problema 1 — (a)

Nos graficos, a faixa etdria x1 é representada por ponto azul e a faixa etaria x2 é representada por ponto verde.



Do) L=| 9 2| X9=20 e¢=10 (Figura 5.7):
0,5 0 10
File Edit 5
Populacac de femeas
50 + + * o
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Figura 5.7 — Solugdo grafica do problema 1 — (b)

1) (©) L:[OO5 3} “’):[ég e ¢ = 10 (Figura 5.8):
b
File Edit )
Populacas de fermeas
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Figura 5.8 — Solucao grafica do problema 1 — (c)
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e t =10 (Figura 5.9):

2)(a) L= 0 3 , K= 50
05 0 50
File Edit :
Populacac de fameas
200 T T T
r
I\
i X
i
&00 - JrIr \‘l, B
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h | |
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[¥] 2 4 [ a8 10
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Figura 5.9 — Solucao grafica do problema 2 — (a)

|10 3 (0)__| 50 _ .
2)(b) L= = e t =10 (Figura 5.10):
o 1c]8 3 o8] oo

File Edit
Populacaz de fermeas
400 T T T
;l
!
f
300 ki
f
e f
{ \\ /
200 F /s /
/ Rl
K #F Y
AR ,
100 | //‘.\ i \.,f
PR A .
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E fl/ il o
2, o ol .
4] 2 4 [ 8 10
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Figura 5.10 — Solugdo grafica do problema 2 — (b)
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e t = 10 (Figura 5.11):

0 3] (0)_[10

2)(c) L=
) (©) [0,5 0 50
File Edit ) I
Populacac de femeas
800 = : : :
1
f\
)
1
00 | [
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[ A
f\ I
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Figura 5.11 — Solucdo grafica do problema 2 — (c)

0 1,5}, X(O):[5O e t = 10 (Figura 5.12):

3@ L:[o,s 0 50

File Edit

Populacas de fermeas

20

&0 /
A A

40+ i \
K 7Y

20 . " -
; r
.._/' :

10

[6.894, 14.21]

Figura 5.12 — Solucdo grafica do problema 3 — (a)
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) L=| Y L3 X050 o(=10 (Figura 5.13):
05 0 10
File Edit )
Populacac de femeas
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Figura 5.13 — Solugdo grafica do problema 3 — (b)

3) © L=[ o

(0)_[10
> X =
05 0

et =10 (Figura 5.14):
50
File Edit I
Populacac de femeas
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Figura 5.14 — Solucao grafica do problema 3 — (c)
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5.2 Discussao sobre a Atividade

Resolvendo o primeiro problema proposto, é possivel reparar que, independentemente
da distribuicdo etaria inicial, a configuracdo da populacdo alterna entre dois casos: o de
distribuicdo inicial e o de distribui¢do resultado da multiplicacdo da matriz L pelo vetor x(©.
Isso ocorre pois L2 resulta na matriz identidade (I):

22| 0 2/[0 2|_[1 0
05 0J[05 0]7[0 1f

Assim:

xM = 1.x(0)

x(@) = [,2x(0) = [x(0) = x(0)
xB = [3x(® = L[x0) = [x(©)

x(2K) = [ 2kx(0) = x(0)

x(k+1) = 1,2k+1%(0) =[ x(O) para qualquer k natural.

Ou seja, poténcias pares de L resultam na matriz identidade e por isso o vetor
resultante é igual ao vetor de distribuicdo inicial, enquanto poténcias impares de L resultam na
propria matriz L e portanto o vetor resultante é igual a Lx(®. Temos, neste caso, uma
populacdo que se mantém em um ciclo estavel.

No segundo problema, a Unica alteracdao é que, ao invés de 2 filhotes, cada fémea
adulta gera 3 filhotes. Assim, ocorre um aumento na populacdo com o decorrer do tempo. Ja
no terceiro problema, pelo contrario, a populagdo esta se extinguindo com o tempo, uma vez
que, com as mesmas condicdes de sobrevivéncia, cada fémea adulta gera 1,5 filhotes.

O co6digo usado na proposta foi dividido em quatro blocos (Apéndice E), para melhor
entendimento do leitor. No primeiro bloco sdo dadas instrucGes para limpar a tela (clc) e as
variaveis guardadas até o momento (clear). Em seguida, serdo criadas as variaveis chamadas
L, x_0 e t, que armazenardo, respectivamente, a matriz de Leslie, o vetor de distribuicao
inicial e o tempo digitados pelo usuario. O segundo bloco calculara os vetores de distribuicao
populacional e mostrara na tela os resultados. O terceiro bloco permitira a plotagem dos
resultados, devido a construcdo de uma matriz tinica com todos os dados necessarios. No
quarto bloco estdo as ordens para construir o grafico resultante, com especificagdes sobre

tamanho, cor e tipo de tracado.



CONSIDERACOES FINAIS

As propostas apresentadas neste trabalho foram pensadas e planejadas para serem
problemas interessantes e motivacionais que despertassem curiosidade nos estudantes. Nossa
intencdo é que elas sirvam ao professor como um complemento ao ensino de produto de
matrizes, ou seja, que sejam usadas depois de explicado o algoritmo de produto matricial e
ndo como uma introdugdo ao tema.

Tendo em vista que nem todas as escolas possuem laboratério de informatica,
pensamos que a primeira atividade da proposta sobre transformacdes geométricas pode ser
aplicada mais facilmente do que as outras que envolvem o uso de computadores. Além disso,
ela é a que mais exige que o aluno exercite, manualmente, o calculo de produto matricial.

A segunda atividade da proposta sobre transformagdes geométricas traz a oportunidade
de mostrar aos alunos o computador como uma ferramenta que auxilia e facilita calculos e
construcdo de graficos. Também é importante salientar que o software usado nesta atividade, o
GeoGebra, além de ser gratuito, possui muitas outras utilidades que ndo foram exploradas
nesta pratica.

A proposta sobre crescimento populacional é, possivelmente, a mais desafiadora
dentre as sugeridas, pois, além de tratar a dindmica de populagées com poténcia de matrizes,
ela faz uso de uma linguagem computacional, o Octave.

Apesar de ndo termos aplicado nenhuma das propostas em sala de aula, é nossa
vontade fazé-lo futuramente. Também é do nosso interesse organizar as propostas didaticas
em um compilado e disponibiliza-lo, em formato digital, em pagina eletronica da internet.

Finalmente, gostariamos de destacar que o material contido nesta dissertacdao pode ser
copiado livremente para uso em aplicacdo. Procuramos deixa-lo pronto para o professor

executar as atividades em sala de aula, sem necessidade de alteragao.
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Apéndice A — Transformacoes geométricas

TRANSFORMACOES GEOMETRICAS

A computacdo grafica utiliza as transformagdes geométricas para manipular e alterar
imagens. Para cada uma das transformagdes geométricas basicas (rotacdo, reflexdo, escala),
existe uma matriz correspondente. Assim, para, por exemplo, girar uma figura em um
programa de visualizacdo de imagens, é preciso multiplicar a matriz de rotacao pela matriz de
coordenadas dos pontos da figura. A matriz resultante deste produto contera as coordenadas
dos pontos da imagem rotacionada.

No quadro abaixo, estdo listadas algumas transformacOes geométricas com suas

respectivas matrizes de transformacao.

Transformacao Matriz
. 1 k
Cisalhamento { 0 1 }
Escala k 0
(ampliagdo ou reducdo) 0 k
Reflexdo em torno -1 0 -
do eixo Ox 0 —1]
Reflexdo em torno -—1 O-
do eixo Oy 0 1)
Reflexdo em torno 01
daretay = x 10
- cosf —senf
R
otagao senf cos0
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Exemplo
Considere os pontos A(0,0), B(5,0), C(5;1,5), D(1,5;1,5), E(1,5;7) e F(0,7), que
formam o contorno da letra L, sendo representados como as colunas da matriz M:

0 5 5 15 15 0

M= .
0 0 15 15 7 7

Para girar a imagem 30° no sentido anti-horério, é preciso fazer o produto da matriz T de

transformacao linear:

cos 30° —sen30°
sen30° cos 30°

pela matriz M, de forma a obter a matriz de vértices da imagem rotacionada. Portanto:

TM= 0,87 -05(0 5 5 15 15 0
05 087J]0 0 15 15 7 7
™M= 0 435 36 05 —-2,2 -—-35
0 25 381 206 6,84 6,09
JoF E
i H
i D €
olA , B i

Observacao

No caso da escala, para que haja ampliagdo é preciso escolher um k maior que 1. Para
reducdo, o valor de k deve ser entre O e 1.

No caso do cisalhamento, o valor de k deve ser igual a tangente do angulo de

inclinacdo desejado.
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Apéndice B — Instrucdes da Atividade 1 aos alunos

Transformacoes geométricas: operacoes para serem feitas a mao

Problema inicial

Realizar a reflexdao da imagem da letra I em relacdo ao eixo 0Ox.

Instrucoes

* Na folha de papel quadriculado, desenhe com o auxilio da régua um plano
cartesiano.

* Marque os pontos A(0,0), B(2,0), C(2,7) e D(0,7).

* Com a régua, trace o quadrilatero ABCD (repare que este é o formato da letra I).

* No papel sulfite, escreva a matriz Maxs4, que deve ter suas colunas formadas pelas
coordenadas dos pontos A,B, C e D, respectivamente.

* Consulte na folha intitulada “Transformacfes geométricas” qual é a matriz de
transformacao linear (chame de T) que realiza a reflexdo de uma imagem em torno de eixo Ox.

* Calcule o produto da matriz T pela matriz M.

* Encare as colunas da matriz TM como sendo as coordenadas dos pontos E, F, G e H,
respectivamente. Marque estes pontos no plano cartesiano.

* Com a régua, trace o quadrilatero EFGH.

Repita todas as operacgoes, substituindo, na quinta instrucao, a matriz de transformacao
linear, de forma a realizar as seguintes transformacdes geométricas:

1) Reflexdo em relacao ao eixo 0x;

2) Reflexdo em relacdo ao eixo Qy;

3) Reflexdo em relagdo a reta y = x;

4) Reducdo para metade do tamanho (adotar k = 0,5);

5) Cisalhamento de 30° na direcdo do eixo Ox (adotar k = tan 30° = 0,58);

6) Rotacdo de 30° no sentido anti-horario em torno da origem (adotar 6= 30°);

7) Composicdo de rotacdo de 45° no sentido anti-horario em torno da origem seguida

de redugdo em 25% da imagem (adotar 8= 45° e k = 0,75).
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Apéndice C — Instrucoes da Atividade 2 aos alunos

Transformacoes geométricas: operacoes com o software GeoGebra

Problema inicial

Realizar a reflexdao da imagem da letra T em relagdo ao eixo Ox.

Instrucoes

* Abra o programa GeoGebra.

 Insira os pontos A(2,5;0), B(3,5;0), C(3,5;6), D(6,6), E(6,7), F(0,7), G(0,6) e
H(2,5;6), um de cada vez, na caixa de texto situada no canto inferior esquerdo da janela do
programa. Apos digitar as coordenadas de um ponto, deve-se apertar a tecla “Enter”. As
coordenadas de cada ponto devem estar entre parénteses e ser separadas por virgula, enquanto
que os numeros decimais devem ser representados com pontos.

* Represente o poligono ABCDEFGH (repare que este é o formato da letra T). Para
isso, clique no quinto botdo da barra de ferramentas e depois selecione todos os vértices do
poligono e, entdo, clique novamente no vértice inicial.

* Insira a matriz M na caixa de texto localizada na parte inferior da janela, de forma
que suas colunas sejam as coordenas dos pontos A, B, C, D, E, F, G e H, respectivamente.
Para representar uma matriz no GeoGebra, deve-se listar, entre chaves, todas as linhas, de
modo que cada uma das linhas deve ser representada, também entre chaves, com todos os seus
elementos separados por virgula.

* Procure na folha intitulada “TransformacGes geométricas” qual é a matriz de
transformacao linear que realiza a reflexdo em torno do eixo Ox. Chame essa matriz de T e
insira-a no GeoGebra.

* Na caixa de texto que fica na parte inferior da janela, chame de N a matriz que deve
ser o resultado da multiplicacao de T por M. O simbolo da multiplicacao, no GeoGebra, é o
asterisco (*).

* Encare cada coluna da matriz N como sendo as coordenadas dos pontos I, J, K, L, O,
P, Q e R, respectivamente. Insira estes pontos no GeoGebra.

* Represente o poligono IJKLOPQR.

Repita todas as operacgoes, substituindo, na quinta instrucao, a matriz de transformacao

linear, de forma a realizar as seguintes transformacdes geométricas:
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1) Reflexdo em relacao ao eixo Oy;

2) Reflexdo em relacdo a reta y = x;

3) Redugdo para metade do tamanho (adotar k = 0,5);

4) Cisalhamento de 30° na direcdo do eixo Ox (adotar k = tan 30° = 0,58);

5) Rotacdo de 30° no sentido anti-horario em torno da origem (adotar 8 = 30°);

6) Composicdo de rotacdo de 45° no sentido anti-horario em torno da origem seguida
de reducdo em 25% da imagem (adotar 8= 45° e k = 0,75).

7) Composicdo de cisalhamento de 25° na direcdo do eixo Ox seguido de reflexdo em

relacdo ao eixo Ox.
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Apéndice D — Modelo de Leslie
MODELO DE LESLIE

O Modelo de Leslie é um modelo de crescimento populacional que estima o
crescimento de uma comunidade através do aumento da por¢do de fémeas. Neste modelo, a
populacao é dividida em faixas etarias com a mesma quantidade de tempo. Por simplicidade,
apresentaremos o Modelo de Leslie considerando trés faixas etdrias.

O vetor de distribuicdo populacional é uma matriz coluna em que cada linha indica a
quantidade de fémeas em uma das faixas etarias. Para obter o vetor de distribuicdo
populacional de certo periodo, é preciso multiplicar a matriz de Leslie pelo vetor de
distribuicdo populacional do periodo anterior. Ou seja, chamando a matriz de Leslie de L e o
vetor de distribuicdo populacional no tempo t de x(), teremos:

xO = Lx(t1),
Desenvolvendo essa féormula, teremos:
x® = Ltx(0)
em que x( é o vetor de distribui¢do populacional inicial (no tempo t = 0).

A matriz de Leslie considerando trés faixas etarias é dada por:

b, b, b,
L=|s, 0 0},
0 s, O

em que b1, bz, bz sdo os pardmetros de nascimento (indicam o nimero médio de fémeas
produzidas por cada fémea da faixa etaria 1, 2 e 3, respectivamente) e s1 e s2 sdo as
probabilidades de sobrevivéncia (indicam, respectivamente, a probabilidade de uma fémea da
faixa 1 sobreviver até a faixa 2 e a probabilidade de uma fémea da faixa 2 sobreviver até a

faixa 3).

Exemplo

Uma espécie de besouro alemdo, o vollmar-waserman, pode viver no maximo trés
anos. Dividimos as fémeas em trés faixas etdrias: zero a um ano (x1), um a dois anos (x2) e
dois a trés anos (x3). As fémeas da faixa x1 ndo pdem ovos e tém uma taxa de sobrevivéncia de
50%, as da faixa x» produzem uma média de 4 fémeas por ano e tém uma taxa de
sobrevivéncia de 25% e as da faixa x3 produzem uma média de 3 fémeas. Supondo que no
tempo t = 0, existem 100 fémeas: 40 na faixa xi1, 40 na faixa x2 e 20 na faixa x3, para

determinar a populagdo de fémeas um ano apo6s o inicio da observacao, devemos multiplicar a
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matriz de Leslie:

0 4 3
L=|0,5 0 0}
0 025 0
pela matriz de distribuicdo etaria inicial:
(0) 40
X =140 |.
20
Assim:
" 0 4 3|40
x'=10,5 0 0}/40
0 0,25 0]|20
0 220
X =120 |.
10

Portanto, apés um ano haverd, aproximadamente, 220 fémeas na faixa x1, 20 na faixa

x2 e 10 na faixa x3, num total de 250 fémeas.

Problema 1

Hipoteticamente, considere uma espécie que vive no maximo dois anos. Dividimos as
fémeas em duas faixas etarias: zero a um ano (x1) e um a dois anos (x2). As fémeas da faixa x1
ndo pdem ovos e tém uma taxa de sobrevivéncia de 50% e as da faixa x2 produzem uma
média de 2 fémeas por ano. A matriz de Leslie correspondente é:

bl b2
s; O

L=

_[o 2
0,5 0

Investigar o crescimento populacional para as seguintes distribuicdes etarias iniciais:

(0)_-50-
(@) x 50/
b (0)_ 50 .
(b) x 10]

(o)_.lo-
C = .
(0 x 50]

Usar, em todos os casos, t = 10.
O que se pode concluir sobre o crescimento de uma populacdo com essas

caracteristicas?
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Instrucoes

* Abra o programa Octave.

* Clique na aba “Editor” e, em seguida, clique no menu “Arquivo” e selecione a opcao
“Novo Script”.

* Copie nesta area o codigo disponibilizado pelo professor. Salve o cédigo, clicando
no menu “Arquivo” e selecionando a opg¢ao “Salvar Arquivo Como”.

* Clique em “Executar” na barra de menus, opgao “Salvar Arquivo e Executa-lo”. Em
seguida, clique na aba “Janela de Comandos”.

* Siga as instrucOes que aparecem na tela. Para inserir uma matriz no Octave, é
preciso escrever, entre colchetes, as linhas separadas por ponto e virgula, e os elementos das

linhas separados por espaco.

Além do primeiro problema, resolva as seguintes situacdes:

Problema 2

Considere, hipoteticamente, uma espécie que vive no maximo dois anos. Dividimos as
fémeas em duas faixas etdrias: zero a um ano (x1) e um a dois anos (x2). As fémeas da faixa x1
nao pdem ovos e tém uma taxa de sobrevivéncia de 50% e as da faixa x2 produzem uma
média de 3 fémeas por ano. A matriz de Leslie correspondente é:

:b1 b2:
s, O

0 3
0,5 0

L

Investigar o crescimento populacional para as mesmas distribui¢Oes etarias iniciais pedidas no

primeiro problema. Usar, em todos os casos, t = 10.

Problema 3

Considere, hipoteticamente, uma espécie que vive no maximo dois anos. Dividimos as
fémeas em duas faixas etdrias: zero a um ano (x1) e um a dois anos (x2). As fémeas da faixa x1
nao pdem ovos e tém uma taxa de sobrevivéncia de 50% e as da faixa x2 produzem uma

média de 1,5 fémeas por ano. A matriz de Leslie correspondente é:

L= b1 b2:

s, O

0 1,5
05 0]

Investigar o crescimento populacional para as mesmas distribui¢Oes etarias iniciais

pedidas no primeiro problema. Usar, em todos os casos, t = 10.
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Apéndice E — Codigo para usar na Proposta Didatica 2

%Bloco 1 — Limpa e armazena variaveis

clear;

clc;

L = input('Insira a matriz L: ')

X 0 = input('Insira o vetor de distribuicao populacional

inicial: ')

t = input('Insira o tempo t: ')

%Bloco 2 — Mostra os vetores de distribuicao populacional
for n = 1:t

X n=L"n*x 0
end

%Bloco 3 — Constroi a matriz de plotagem

I ©

.
’

—+ X
S

X_
or j 2:t+1
X(:rj) = L*X(:r_]_]-);

end

%Bloco 4 — Constroi o grafico
colors = 'rbg';

[m,n] = size(x);

title 'Populacao de femeas'

hold on
for 1 = 1:m
plot(0:t, x(i,:), oo, ‘markersize’, 10, ‘color’,
colors(mod(i,3)+1))
end

hold off



