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Resumo

Os numeros complexos sdo apresentados pela primeira vez aos alunos na 32 série
do ensino médio apenas, basicamente, com o0 objetivo de resolver equacdes do
segundo grau antes insoluveis. Assim, na busca de oferecer uma aprendizagem
mais significativa para o aluno, este trabalho traz a proposta de estender a definicao
das func¢des mais conhecidas pelo educando para o caso complexo. A fim de lograr
éxito na aplicacdo da nossa proposta, abordamos os temas presentes nos capitulos
de 1 a 5, ou seja, relembramos alguns conceitos basicos como a definicdo de
nameros complexos e suas representacdes algébrica, geométrica e trigopnométrica,
bem como as definicdes das fun¢gdes mais utilizadas no ensino basico, a saber: as
fungbes polinomiais, afim, quadréatica, exponencial, logaritmica e trigonométricas
(seno e cosseno). Com o proposito de motivar nossa proposta, apresentamos,
inicialmente, uma breve histéria dos numeros complexos. Para acompanhar a real
evolucdo da turma com relacdo ao objetivo deste trabalho, foram elaborados dois
guestionarios. O questionario 1 foi aplicado com o objetivo de descobrir qual o grau
de conhecimento dos alunos com relagéo ao estudo das fung¢des citadas acima no
caso real, isto €, os pré-requisitos para o desenvolvimento da nossa atividade. Ja o
qguestionario 2 estd dividido basicamente em duas partes: uma motivacional,
perguntas de 3 & 5, e a outra com o0 objetivo de identificar o aprendizado dos
discentes (perguntas 6 e 7). Notamos que os alunos foram participativos nas aulas e
que ficaram bastante impressionados quando apresentamos a formula de Euler para
nameros complexos. Vimos que esta formula € a chave para definirmos a funcao
exponencial complexa. Vale ainda ressaltar que ela nao foi demonstrada, uma vez
que, para tal, sdo necessarios conhecimentos de Calculo Diferencial. Enfim,
podemos dizer que obtivemos um resultado satisfatorio, favorecendo a descoberta
dos novos fatos e instigando a curiosidade, pois, os alunos ficaram entusiasmados
ao perceberem varias mudangcas no comportamento das fungdes ao trabalharmos
com numeros complexos, por exemplo a funcdo exponencial pode ser negativa e

que a funcao seno pode ser maior do que 1.

Palavras-chaves: Numeros complexos. Funcdes elementares.



Abstract

Complex numbers are first presented to students in the 3rd year of high school just
basically aiming to solve high school before unsolvable equations. Thus, in seeking
to provide a more meaningful learning for the student, this work brings the proposal
to extend the definition of the best known functions by educating to the complex
case. In order to achieve successful implementation of our proposal, we address the
issues present in chapters 1-5, that is, we recall some basic concepts such as the
definition of complex numbers and their algebraic, geometric and trigonometric
representations, as well as the functions of the settings most commonly used in
primary education, namely the polynomial functions in order, quadratic, exponential,
logarithmic and trigonometric functions (sine and cosine). In order to motivate our
proposal, we present initially, a brief history of complex numbers. To track the real
evolution of the class with respect to the objective of this work, two questionnaires
were produced. 1 The questionnaire was applied in order to find out what level of
students' knowledge regarding the study of the functions listed above in the real
case, that is, the prerequisites for the development of our activity. But the
guestionnaire 2 is basically divided into two parts: a motivational, questions 3 to 5,
and the other in order to identify the learning of students (questions 6 and 7). We
note that the students were patrticipating in class and were very impressed when we
present Euler's formula for complex numbers. We have seen that this formula is the
key to define the complex exponential function. It is worth mentioning that it has not
been demonstrated, since, for This requires knowledge of differential calculus.
Finally, we can say that we have achieved a satisfactory result, favoring the
discovery of new facts and instigating curiosity, because the students were thrilled
when they saw several changes in the behavior of functions to work with complex
numbers, for example the exponential function can be negative, the sine function can

be greater than 1.

Key-words: Complex numbers. elementary functions.
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Introducao

O ensino dos numeros complexos em algumas escolas brasileiras tem sido

deixado de lado. Segundo os Parametros Curriculares Nacionais (PCN'’s):

Tradicionalmente, a Matematica do ensino médio trata da ampliacdo do
conjunto numérico, introduzindo os nameros complexos. Como esse tema
isolado da resolucdo de equacdes perde seu sentido para os que nédo
continuardo seus estudos na area, ele pode ser tratado na parte flexivel do
curriculo das escolas. (BRASIL, 2002, p.122).

O ensino dos numeros complexos € importante e ndo deve ser abandonado,
ao contrario, deve ser amplamente discutido, para que surjam novas formas de
abordagem, principalmente no aspecto geométrico, para auxiliar na resolucdo de

problemas de geometria plana.

Atualmente, nas escolas onde os numeros complexos compde o curriculo
escolar, o conceito de numeros complexos € introduzido no final da 32 série do
ensino médio, momento esse onde os alunos ja tém fixado os conceitos de varios
tipos de func¢Bes, podendo entdo surgir algumas indagacfes do tipo: por que ndo
introduzir o conjunto C (dos nameros complexos) junto com os demais conjuntos
numeéricos? O que acontece com as fun¢bes estudadas se considerarmos C como
dominio destas funcBes? Neste ponto nos perguntamos: qual atitude deve ser
tomada pelo professor? Uma vez que a mateméatica é uma ciéncia bastante solida,

dizer que ndo ha resposta colocaria o prestigio da ciéncia em cheque.

Desta forma, o problema é que os livros de matematica do ensino basico nao
abordam os numeros complexos vinculados as fun¢des elementares. Talvez isso se
dé pela necessidade de se utilizar conhecimentos além dos que foram estudados até
0 momento, porém os beneficios alcancados podem superar o fato de usar uma
formula sem sua devida demonstracdo, como no caso da férmula de Euler para
nimeros complexos (e =cosx +isenx), jA4 que sua demonstracido requer
conhecimentos de Calculo Diferencial. Vale salientar que para tal nivel, saber aplica-

la € mais que suficiente.

Assim, o objetivo desta proposta é fazer com que os alunos reflitam e

construam conhecimentos no contexto dos nameros complexos, propiciando a
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oportunidade de observar, analisar e tirar conclusdes de casos nunca abordados em
sala de aula.

Este trabalho esta estruturado da seguinte forma: no Capitulo 1,
apresentamos uma breve histéria dos numeros complexos, a definicdo e as
representacdes algébrica, geométrica e polar de niumeros complexos. No Capitulo 2,
trabalhamos com as funcfes polinomiais, afins e quadraticas reais e complexas. As
funcdes exponencial, logaritmica e trigopnométricas sdo abordadas nos Capitulos 4, 5
e 6, respectivamente. A metodologia é apresentada no Capitulo 7, como também
discutimos os resultados obtidos. E por fim, apresentamos as consideracdes finais.
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1. NUMEROS COMPLEXOS

1.1 UM POUCO DA HISTORIA DOS NUMEROS COMPLEXOS

O surgimento dos numeros esta ligado a necessidade do homem de organizar
e realizar tarefas com precisdo. Os livros didaticos justificam a evolucdo dos
conjuntos numéricos, desde 0s numeros naturais aos numeros complexos, dizendo

gue cada ampliacao foi motivada por uma situacdo sem solucéo até o momento.

Nesse sentido Carmo, Morgado e Wagner (2001, p.149-150) afirmam:
“‘nimeros complexos comecaram a aparecer sistematicamente em Mateméatica com
os algebristas italianos do século XVI. Quando isso aconteceu, 0s matematicos néo
tinham nem ainda esclarecido os conceitos de numeros negativos e irracionais.” 1Sso
mostra que essa evolugdo ndo aconteceu necessariamente na ordem em que

aparecem nos livros didaticos: naturais, inteiros, racionais, reais e complexos.

De acordo com Pinheiro (2013, p.3), o surgimento dos numeros complexos
esta ligado diretamente a resolucdo de equacgbes algébricas do 3° grau e ndo a
resolucdo de equacdes algébricas do 2° grau com raizes quadradas de numeros

negativos; essas eram consideradas na época como sem solucéo.

Assim, desde o surgimento até sua formalizacdo como conjunto, o conceito
de numero complexo demorou a se firmar. Mesmo sendo utilizados constantemente,

o conceito de numero complexo foi se consolidando aos poucos.

Neste sentido, Rosa, Darela e Rufino (2007, p. 194), afirmam que no século
XVII Descartes denominou de “imaginarios” as raizes de radicando negativo que
Cardano utilizava na resolucdo de equacdes do 3° grau. Rafael Bombelli passou a
estudar esses novos conceitos e percebeu que equacdes do tipo x2 + a =0 (a > 0),

s6 poderiam ser solucionadas com essas raizes.

A contribuicdo de varios matematicos como: Girolamo Cardano (1501 —
1576), Rafael Bombelli (1526 — 1572), Leonhard Euler (1707 — 1783), Carl Friedrich
Gauss (1777 — 1855), Jean Robert Argand (1768 — 1822), entre outros, ao longo dos
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anos foi fundamental para a constru¢cdo do conceito de nimero complexo e suas

representagoes.

Nessa perspectiva, Pinheiro (2013, p.6) afirma que no século XVII, os
matematicos Jean Robert Argand (1768 — 1822) e Carl Friederich Gauss (1777 —
1855) entraram num acordo que 0s nimeros complexos poderiam ser representados
num sistema de coordenadas retangulares, dando origem ao plano, batizado de

Plano de Argand-Gauss (ou plano complexo).

N&o € comum a aplicacdo dos Numeros Complexos no cotidiano, porém
através deles foi possivel obter grandes avancos nas areas de Engenharia Elétrica,

Mecanica Quantica, Aerodinamica, Mecanica dos Fluidos, etc.

1.2 DEFINICAO DOS NUMEROS COMPLEXOS

Neste topico, apresentaremos a nocdo de numeros complexos, bem como as
suas representacdes algébrica, geométrica e trigonométrica. Para maiores detalhes,
sugerimos a leitura dos seguintes livros: Avila (2013), Churchill (1975), Fernandez
(2006), Soares (2007), e Zill e Shanahan (2011).

1.2.1 DEFINICAO

Um numero complexo € um par de nameros reais, com algumas operacdes

definidas, como a igualdade, adicdo e multiplicacdo, a saber:
z€C o z=(x,y),comxeyreais (1)
onde:
1) (a,b) =(c,d) o a=ceb=d
2)(a,b) + (c,d) =(a+c,b+d)

3) (a,b).(c,d) = (ac — bd,ad + bc).



15

No que segue denotaremos por C o conjunto dos nimeros complexos.
Exemplo 1:
Considere os nimeros complexos z1 = (2, -1), z2 = (3, 5) e zz = (v/4,-1), Entéo:
1 = 73, pois, (2,-1) = (4,-1), uma vez que V4 = 2.
z:+2,=(2,-1) + (3,5) = (2+3,-145) = (5,4)
21.2,=(2,-1).(3,5) =(2.3-(-1).5,2.5+ 3.(-1)) = (6 + 5, 10 — 3) = (11,7)

Um namero complexo pode ser representado das seguintes formas: algébrica,

geomeétrica e trigopnométrica (polar).

1.2.2 REPRESENTACAO ALGEBRICA

Sejaz=(x,y) um numero complexo. A representacdo z=x+yi, €
denominada forma algébrica do nimero complexo z, onde x é chamado de parte

real de z, e y de parte imaginaria de z e i = v—1 é a unidade imaginaria.

Exemplo 2:
Z1 = (1,2)—>Z]_: 1 +2i
Zo = (0,3) — 2z, = 3i

Z3 = (-5,0) —2z3=-5

Assim, quando o valor correspondente a parte real for nulo, o numero

complexo é chamado de imaginario puro, no exemplo 2, z, é imaginario puro.
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1.2.3 REPRESENTACAO GEOMETRICA

7

A abordagem geométrica dos numeros complexos € muito importante,

concordamos com Carneiro (2004, p.24) que nos adverte de que:

A humanidade levou milhares de anos para descobrir os complexos, mas
somente 200 anos apOs comegou a perceber o verdadeiro significado e as
potencialidades de aplicacdo dessa descoberta. Passados outros 200 anos, o
ensino dos ndmeros complexos necessita beber mais nessa fonte que é a
abordagem geométrica dos nimeros complexos [...].

Desta forma, o fato de visualizar um nimero complexo no plano atribui a eles
o0 seu merecido significado, ou seja, eles deixam de figurar apenas na imaginacao,

conforme pode ser visto na Figura 1.

Im

Figura 1: Complexo z no plano de Argand-Gauss

Esse sistema de eixos ortogonais é chamado de plano de Argand-Gauss. Como
cada numero complexo € formado por um par de nimeros reais, sua representacao

geométrica no plano é similar a representacdo de pontos no plano cartesiano.

As nocdes de modulo e argumento tornam-se mais concretas quando
representamos os numeros complexos z = x+yi = (x,y) pelos pontos do
plano cartesiano xOy, com a convencdo de marcarmos sobre os eixos Ox e
Oy, respectivamente, a parte real e a parte imaginaria de z. (IEZZI et. al.
1977, p.14).
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Por meio da Figura 1,

0 eixo horizontal do plano € chamado de eixo real;

o eixo vertical do plano é chamado de eixo imaginario;

X € y sao respectivamente a parte real e imaginaria do nimero complexo z;

o comprimento do segmento OZ é chamado de médulo (ou horma) do nimero
complexo z;

o angulo 6, formado pelo eixo real e o segmento OZ, é chamado de
argumento do numero complexo z. Se 6 € [0, 2m), 8 € chamado de argumento

principal.

Por meio da figura 1 é facil notar que o médulo do numero complexo z é a

hipotenusa do triangulo retangulo, ou seja,

|z| = Jx? + y?, (2)

e 0 argumento principal € o angulo agudo com um lado correspondente ao eixo OXx.

Pelo fato da grande semelhanca da representacéo de nimeros complexos no

plano de Argand-Gauss e a representacdo de pontos no plano cartesiano, nao

apresentaremos exemplos nesse tépico.

1.2.4 REPRESENTACAO TRIGONOMETRICA

Considerando a Figura 1 e as razdes trigonométricas, temos:
sen 0 = ljzz—|—>y=|Z|.sen0 (3)

cosf = %—>x= |z|.cos (4)

Dai segue que:

z=x+yi=|z|cosO +i.|z|]sen O = |z|(cos O + i.sen 6)

Ou seja,
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z = |z|(cos @ + i.sen ) (5)

A expressao dada em (4) é chamada forma trigonométrica (ou polar) do

complexo z.
Exemplo 3:

Vamos escrever 0 numero complexo z = 4 + 4i na forma trigonométrica.
Primeiramente, calcularemos o médulo de z, considerando a Figura 1 e o teorema

de Pitdgoras, o0 médulo de um nimero complexo € dado pela expresséo (2). Assim:

|z| =V4%2 +42 =\16 + 16 = V32 =42

Em seguida, calculamos o argumento principal de z:

4 4 2

senf = —=—

42 2
e

4 2

0SSP = — = —

4/2 2

Como o angulo 6 esta localizado no primeiro quadrante, cujo seno e cosseno
. .. \2,= . ] .
sdo iguaisa — € — radianos, concluimos que o argumento principal do complexo z

é % (ou 45°). Portanto, a forma trigonométrica do complexo z é:

U . T
z= 4\/§(cosz +i senz)

Agora que revisamos 0 conceito de numero complexo, suas operacdes e
representacbes, vamos entdo realizar “experimentos” com algumas funcoes.
Substituiremos em todos os casos o dominio, antes real, pelo conjunto C (dos
nameros complexos). De imediato é possivel notar que a representacdo grafica de
cada funcgdo seré perdida (uma vez que o grafico de uma fungédo complexa “mora”
num espago quadridimensional), restando apenas 0s recursos algébricos. Ha,
porém, um meio de tentar contornar esse problema, mas ndo o abordaremos aqui

(trata-se da “Transformacdo Complexa”).
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2. AS FUNCOES POLINOMIAIS, AFIM E QUADRATICA REAIS E
COMPLEXAS

O objetivo deste capitulo € de relembrar as definicdes de funcdes polinomiais
reais, em particular, as funcdes afim e quadratica, e estendé-las para o corpo dos
nameros complexos. A grande diferenca no estudo das fun¢cdes complexas reside no
fato de que estas sempre possuem zeros (ou raizes), diferentemente das funcdes

reais, Como veremos a seguir.

2.1 AFUNCAO POLINOMIAL REAL

Segundo Lima et al. (2006, p.176), a funcdo polinomial p: R — R, é definida

da seguinte maneira:
p(x) = apx™ + a1 x4+ +ax + a (6)

com ay, a, ... , an.1, &y NUMeros reais e n, n-1, ..., 2, 1 nadmeros naturais, e ainda se

an # 0 dizemos que p tem grau n. Vejamos alguns exemplos de fungfes polinomiais:
p(x) = x>+ 2x3—-3x%2 -8
m(x) =2x?>—-5x+7
n(x) = 8x°
Agora, exemplos de funcfes que ndo sao polinomiais:
f(x) =x"2+3x—5
g(x) = —2x3 —5x¥3 + 10

Ambas as funcdes acima n&do sao polinomiais, pois elas possuem expoentes néo

naturais.

Consideremos as fungbes abaixo definidas de R em R, e observemos a

representacao grafica das mesmas na Figura 2.
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Figura 2: Gréficos de algumas funcbes polinomiais. Fonte: http://la-mecanica-
cuantica.blogspot.com.br

As fung¢@es polinomiais sdo continuas e suaves em toda a reta, isto quer dizer
que seu grafico ndo apresenta quebras ou saltos. Note, de acordo com a figura 2,
que grafico de funcbes polinomiais de grau igual ou superior a 2, representam
curvas, e o gréfico de funcdes polinomiais com grau menor do que 2 representam

retas. E ainda, as raizes reais de uma funcao polinomial sdo os pontos de intersecao
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de seu gréafico com o eixo dos x (abcissas). Desse modo, um polinémio de grau n,

tem no maximo n interse¢cdes com 0 eixo X.

2.2 AFUNCAO AFIM REAL

Consideremos a expresséao (6) e facamos n=1 e n=0, logo:

e para n=1, temos: p(x) = a;X + apg, cCOM a; e ap numeros reais.
e para n=1 e ap=0temos p(X) = arx.

e para n=0, temos p(x) = apg, coOm ap um numero real.

As funcdes polinomiais acima sdo chamadas, respectivamente, de funcéo afim,

linear e constante. Exemplos:

f(x) = 3x +2
g(x) = -2x
h(x) =4

Entdo, uma funcéo afim pode ser entendida como uma fungéo polinomial com

grau menor do que 2, e portanto, o grafico de uma func¢éo afim representa uma reta.
Observe na Figura 3, os gréaficos das seguintes funcdes:

f(x) =-x +1

f(x) =2x+4

f(x) ==
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| | O
fl@)=—z+1 f(z) =2z +4 f(z)

N w

Figura 3: Gréficos de funcdes afins

A funcéo afim € um modelo matematico utilizado para resolucédo de diversas
situacdes de carater linear do nosso cotidiano como, por exemplo, uma corrida de

taxi.

2.3 A FUNCAO QUADRATICA REAL

Considere a expressao (6) e facamos n=2, temos:
p(x) = a,x2 + a.x + ay,
Se a,#0 a funcao polinomial de grau 2 é chamada de funcéo quadratica.
A definicdo usual, que aparece nos livros didaticos é dada da seguinte forma:

Definigcdo: Uma funcéo f: R — R, definida por f(x)=ax?+bx+c, com a, b e c nUmeros

reais e ainda a#0 € chamada de fung¢éo quadratica.

Considerando o dominio e contradominio, o conjunto dos nameros reais, as

expressodes abaixo definem uma funcéo quadratica
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f(x) =x2-2x+1

g(X) =-x2+3x -7

h(x) = 2x2 - 4x
m(x) =x2-1
n(x) = 3x2

A representacao grafica de uma fungdo quadréatica é uma curva denominada
parabola. Para Lima et. al. (2006, p.139), "dados um ponto F e uma reta d que néo o
contém, parabola de foco F e diretriz d é o conjunto de pontos do plano que distam
igualmente de F e de d’, e sua forma varia de acordo com os valores dos

coeficientes a, b e c.

Assim, de acordo com Dante (2014, p.102), a pardbola descreve o
comportamento de diversas situacdes do dia a dia, como: trajetdria de projéteis,
linha descrita pela dgua de uma fonte, e ainda a grande utilidade na transmissao e
recepcao de dados através da antena parabdlica, superficie de revolucdo obtida
girando a pardbola em torno de seu eixo, que possui grandes propriedades e

inUmeras aplicacdes.

2.4 AS FUNCOES POLINOMIAIS, AFIM E QUADRATICA COMPLEXAS

Como visto anteriormente, as funcfes afim e quadratica, podem ser vistas
como fung¢Bes polinomiais, e a substituicdo do dominio pelo conjunto C acarretara na
mudanca do contradominio, visto que as operacdes de adicdo e multiplicacdo estédo
definidas no conjunto C, o contradominio entdo sera o conjunto dos numeros
complexos. Portanto, podemos definir fungdo polinomial complexa da seguinte

maneira:
Definigdo: A funcdo complexa p:C — C, € definida por

p(x) = apx™ + a1 x" 1 +...+ax + a (7)
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onde ay, ai, ... , an-1, @y S&0 NUmMeros complexos e n € N € denominada de funcao

polinomial.

Consequentemente, podemos definir funcdo afim complexa e funcao

quadratica complexa, respectivamente, da seguinte forma:

Definicdo. Uma fungdo f:C — C é dita afim quando existem constantes a, b

complexas tais que f(x)= ax + b para todo x € C.

Definicdo. Uma funcdo f:C — C chama-se quadratica quando existem a, b e c

complexas, com a# 0, tais que f(x) = ax? + bx + ¢ para todo x € C.
Vejamos a seguir um exemplo:

Considerando a fungéo p: € — C, definida por p(x) = x* — 2x +1, vamos calcular o

valor de p(2i) e p(1 —i). Por um calculo direto, é facil ver que:
P(2i) = (2)> = 2(2)) + 1 > p(2)) = 4i° —4i+ 1 > p(2)) =- 4 — 4i + 1 - p(2i) = - 3—4i.

plL-N)=1-i)-21-1)+1-p(1-i)=1-2i+i2-2+2i+1->p(l-i)=-1.

Portanto, as funcfes afim e quadratica ndo sofrem alteracdes significativas,
bastando considerar as mesmas como funcdes polinomiais de 1° e 2° graus
respectivamente, salvo o caso do surgimento das raizes complexas das funcdes

quadraticas.

O diferencial no estudo dessas fungBes esta diretamente relacionado ao
calculo das raizes (ou zeros) da funcdo em questdo. Por exemplo, vamos determinar
os zeros da fungédo f(x) = x3 — (2 + i)x? + (2 + 2i)x — 2i. Do teorema fundamental da
algebra (veja, por exemplo, o livro AVILA, 2013), sabemos que todo polindmio de
grau n tem, exatamente, n raizes. Uma vez que i3 = —i e i’ = —1, vemos,
diretamente, que f(i) = 0. Logo, x; =i é uma raiz da funcdo f(x). Usando, agora, o
algoritmo da divisdo euclidiana, concluimos que f(x) = (x? —2x + 2)(x —i). Para
encontrar as outras duas raizes, basta resolvermos a equacéo do 2° grau x? — 2x +
2 = 0. Usando a férmula de Bhaskara, obtemos x, =1+4+i e x3 =1 —i. Vemos,
portanto, que a funcdo f(x) = x3—(2+i)x?+ (2 + 2i)x — 2i possui trés raizes

complexas (duas delas conjugadas, a saber, x, e x3). Vale ressaltar que esse ultimo
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fato € geral (e ndo especifico para o exemplo anterior). Ele é conhecido como o
Teorema das Raizes Conjugadas (enunciado a seguir).

Teorema das Raizes Conjugadas: Se um numero complexo z = a + bi é raiz de
uma funcao polinomial complexa f(x), entdo seu conjugado z = a — bi também & raiz

da funcao f(x).
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3. AEXPONENCIAL REAL E COMPLEXA

Neste capitulo abordaremos a exponencial complexa. Tal funcdo apresenta
um forte contraste com a exponencial real, pois, por exemplo, ela pode assumir
valores reais negativos. De fato, veremos que o contradominio da funcéo
exponencial no caso complexo € o conjunto C* dos numeros complexos ndo nulos.
Para maiores detalhes, sugerimos a leitura dos seguintes livros: Avila (2013) e Zill e
Shanahan (2011).

3.1 AFUNCAO EXPONENCIAL REAL

Segundo Lima et al. (2006, p.197), se a € um numero real positivo diferente
de 1, entdo a funcdo f: R — R, definida por f(x) = a*, deve ser definida de modo a ter

as seguintes propriedades, para quaisquer X, y € R:
1. a*.a’=a*"
2.a'=a

3 < _){ a* < a” quandoa > 1
' Y a’ <a*quando0<a <1
Note que se f € uma funcdo exponencial, entdo:

fx+y)= 1(x) . f(y).

Logo, f ndo pode assumir o valor 0, a menos que seja identicamente nula. De fato,

suponha que existe um xp € R tal que f(xo) = 0. Entdo, V x € R, temos:
f(x) = f(Xo +(X-Xo)) = f(X0).f(X-Xo) = 0.f(x-Xo) = 0.

Portanto, f sera identicamente nula. E mais, se f tem a propriedade 1 e nao é

identicamente nula, entédo f(x) > 0 para todo x € R, pois:

f=fE+D)=r @)@ =[] >0 ®

Dessa forma, podemos dizer que o contradominio de f é R quando o dominio é R.
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De acordo com Lima et. al. (2006, p. 202), assim como as fung¢des afim e
quadratica a funcdo exponencial fornece um modelo matematico de resolucao de
problemas elementares. O grafico de uma funcdo exponencial representa uma
curva, e serve para descrever muitos fenbmenos do cotidiano, como 0s juros

compostos, decaimento radioativo, a concentracado de uma solucao, entre outros.

Os gréficos representam curvas crescentes quando o parametro a € maior do
qgue 1 e curvas decrescentes quando o parametro a pertencer ao intervalo (0,1). No

préximo tépico, estenderemos a fungéo exponencial para o plano complexo.

3.2 AFUNCAO EXPONENCIAL COMPLEXA

Antes de definir a funcdo exponencial complexa é importante conhecer a

formula de Euler, uma dentre varias.

Segundo Carneiro (2012, p. 44), temos que: €* = cos X + i sen x, sendo i a
unidade imaginaria (uma das férmulas de Euler). Na ocasido, Carneiro (2012) faz
uma breve explicacdo da formula sem recorrer ao Calculo Diferencial e Integral. No

entanto, o que faremos € apenas a utilizacdo da formula Euler.

Um caso especial da férmula de Euler, também conhecido como identidade

de Euler é quando x = m:

e™ =cosm+isent

e™+1=0

Essa identidade relne as cinco constantes mais importantes da matemética:
0,1,e,mi, além das operacbes de adicdo, multiplicacdo e exponenciacdo, sendo
considerada por alguns estudiosos como Richard Feynman (1918-1988), Benjamin

Peirce (1809-1880) , a identidade mais bela de toda matematica.

A seguir, apresentaremos o conceito de funcédo exponencial complexa.
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3.2.1 DEFINICAO DE FUNCAO EXPOENCIAL COMPLEXA

Definicdo. Seja f:C — C, uma fungdo. Se z = x + iy € um numero complexo (x e y

reais), a funcéo exponencial complexa é definida da seguinte maneira:

f(2) = e? = ¥ = e*. e = e¥(cosy + iseny). 9)
Observacoes:
1. Note que se z for real, ou seja, z= x + 1.0, entao:

X+i.0

f(z) =e*=e*"%=¢*. e =eX(cos 0 +isen0)=e*.(1+i.0)=e"

Logo, a exponencial complexa coincide com a exponencial real se z € R.

2. Tomando z = x + i., obtemos:
fz)=e*=e " =¢g" . e =e“(cosm+isenm)=€".(-1+i0)=-€e*<0,

uma vez que e* é sempre positivo, para todo x real. Dai, segue que a funcdo
exponencial complexa pode assumir valores negativos, diferenciando fortemente da

exponencial real.

3. Note que e?*2k™ = ¢Z paratodo k € Z. De fato, se z = x + iy, ento:

e?+2kml — eX[cos(y + 2km) + i sen(y + 2kmn)]

z+2kmi _

e e*[cosy+iseny]l=e? VkELZ,

uma vez que as funcbes seno e cosseno sdo periddicas de periodo 2m. Logo, a

funcdo e” é periddica de periodo (complexo) 2mi.

De acordo com Fernandez (2011, p.12), “é interessante observarmos que, ao
contrario do que acontece no caso real, é possivel termos e? = e" com z # w. Por

exemplo, e® = e?™ = 1”. A observacéo 3 esclarece esse fato e ainda nos faz concluir
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que a funcdo exponencial complexa ndo é bijetiva, nesse caso, ndo admitindo

inversa.

Outra propriedade da funcédo exponencial complexa segundo Zill e Shanahan
(2011, p.133) é:

le?] = |e*(cosy +iseny)| = |e*||cosy +iseny|=e*.1=¢*, (20)
ou seja, 0 modulo de e? € igual a e elevado a parte real de z.
Exemplo: Vamos encontrar as solucdes da equacéo e = - 1.

De imediato € facil notar que se trata de uma exponencial complexa, pois, se fosse
real ndo haveria solu¢éo, uma vez que o contradominio da fungcédo exponencial real é
R" e —1 n&o pertence ao conjunto R*. Logo, se z é da forma:
zZ=X+Yyi,
com Xx, y reais, entao:
e? = e*¥*W = e¥ e = e¥* (cosy + iseny) = —1 (11)

Como e* s6 pode assumir valores positivos, pois, por definicdo x é real, concluimos
que cos y +iseny deve ser real, ja que o resultado € um namero real, o que “for¢a”
qgue sen y seja nulo. Como o produto é um numero negativo, y sera igual a algum

multiplo impar de =. Entdo, fazendo y = (2k + 1)m com K inteiro, obtemos:
e*(cos Rk + Dm+isen 2k + 1)m)=-1-€e*(-1+i.0)=-1-€*(-1)=-1 > x=0.
Logo, todas as solucbes da equacao (11) sdo da forma

zv= (2k+ 1)mi, comk € Z.

Isso mostra uma diferenca marcante em relacdo ao caso real, pois uma vez que a
eg. (11) ndo admite nenhuma solugéo real, para o caso complexo temos infinitas

solucoes.

Observacao. Notemos que a exponencial complexa nunca se anula. Com efeito, se
z=x+1iy, entdo e’ =e* (cos y + i seny). Como e* > 0 para todo x real, a funcdo e” s
se anularia se cos y + i sen y fosse nulo para algum y real. Mas isso nunca ocorre,

pois as funcdes seno e cosseno ndo se anulam simultaneamente ja que cos?y +
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sen? y = 1 para todo y real. Portanto, o contradominio da exponencial complexa é o

conjunto C*, isto €, o conjunto dos niumeros complexos n&do nulos.
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4. A FUNCAO LOGARITMICA REAL E COMPLEXA

Neste capitulo, apresentaremos o conceito de logaritmo complexo. Com ele
poderemos calcular logaritmos de niumeros negativos (algo impossivel para o caso
real). Diferentemente do caso real, a funcdo logaritmica complexa em C* ndo € a

inversa da exponencial, como veremos a seguir.

4.1 A FUNCAO LOGARITMICA REAL

Segundo Lima et al. (2006, p. 211), a inversa da funcdo exponencial g(x) =
a*coma>0ea=#1éafuncdo f:RT - R definida por f(x) = log, x, que associa

cada numero positivo x o numero real log, x, chamado o logaritmo de x na base a.
Por definicdo de funcao inversa, temos:
alo9a* = x e log, a* = x. (12)
Logo, a funcdo logaritmica real é definida pela expresséao:
y=log,x < a’ =x (13)

Fazendo a = e (e = numero de Euler), o logaritmo é dito natural e

representado da seguinte forma:
y=Inx-e’=x (14)

Segue diretamente da definicdo de funcéo logaritmica que o grafico desta
funcdo intercepta o eixo das abscissas em x, = 1, ou seja, o grafico da funcéo

logaritmica sempre passa pelo ponto (1,0).

Ainda de acordo com Lima et. al. (2006, p. 212), o surgimento de calculadoras
cada vez mais modernas fez com que o uso dos logaritmos, antigamente usado
como um eficiente instrumento de célculo, perdesse sua utilidade inicial, embora

tenha ainda grande importancia na matemética e suas aplicacoes.
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4.2 A FUNCAO LOGARITMICA COMPLEXA

Vimos no tépico anterior que a funcéo logaritmica real € a funcdo inversa da
funcdo exponencial real. Esse fato ndo se repete com a funcédo logaritmica
complexa, ou seja, ela ndo é a inversa da funcdo exponencial complexa. Isso se da
pelo fato da funcédo exponencial complexa n&o ser injetiva (em particular, ndo ser
bijetiva); fato este observado no capitulo anterior. Vejamos, entdo, 0 que ocorre com

a funcéo logaritmo se seu dominio for o conjunto dos niumeros complexos.
Definicdo. Dizemos que w é um logaritmo do complexo ndo nulo z se " = z.

De acordo com Zill e Shanahan (2011), dado um complexo nao nulo z, a
equacdo e" = z admite infinitas solucGes, isto €, todo nimero complexo nédo nulo
possui infinitos logaritmos. Mais especificamente, se w é um logaritmo de z € C’,

entao
w = lIn|z|+ i.arg z, (15)

onde arg z é um argumento do complexo ndo nulo z. Note que, como todo niumero
complexo nao nulo tem infinitos argumentos, a expressao (15) nos oferece, de fato,

infinitas solucdes para a equacgdo e" = z. Assim,
w =1In|z| +i(Arg z + 2kn), k€ Z,

onde Arg z representa o argumento principal de z (isto € um numero real maior do
que ou igual a zero e menor do que 2m). Representaremos por log z 0 conjunto de

todos os logaritmos do complexo z € C*, isto é
logz = {In|z| + i(Arg z + 2kn) /k € Z}. (16)

Conclui-se, portanto, que, para cada z € C*, logz é o conjunto solu¢cado da equacao

e" = z, e é chamado de logaritmo complexo. O nimero Complexo
Logz:=In|z|+iArgz a7
sera chamado de logaritmo principal de z.

De acordo com Avila (2013, p.65), o fato de um nimero complexo possuir

infinitos logaritmos, dependendo do argumento usado para o complexo z, costuma-
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se dizer que a funcao logaritmica complexa € uma funcdo multivalente®, que a rigor é
uma denominagdo imprépria, uma vez que o valor de uma funcdo tem de ser

determinado univocamente, ou seja, sem margem para outra forma de interpretagéo.

Desta forma, como cada argumento de z € C* pode ser escolhido num
conjunto infinito de valores que diferem de multiplos inteiros de 2m, se restringirmos o
argumento a um intervalo semiaberto de comprimento 2mr, 0s logaritmos complexos
assim definidos, serdo extensdes do logaritmo real, e segundo Dias e Dantas (2006,
p.18-19), terdo propriedades basicas semelhantes ao logaritmo real. De fato, se

zZ,w € C*, entao:

Log(zw) = Log z + Log w; (18)
Z .
Log (;) = Log z — Log w; (29)
Log z" =nlog z, sen € Z. (20)
Vejamos alguns exemplos.
Exemplo 1. Facamos z = - 3. Note que o argumento principal de z é m radianos

(180°), pois z = - 3 esta sobre o eixo real negativo (ou seja, a parte imaginaria do

complexo z = - 3 é nula). Logo, Arg z = . Desta forma, temos que:
Log(—3) =In|-3|+ wi =In3 + mi
log(—=3) ={In3+ 2k + Dmi /k € Z}.

Observe que, segundo a definicdo, Log(—3) é um numero complexo, enquanto que

log(—3) é um conjunto (infinito) de nimeros complexos.

Definicdo. A funcdo f:C* — C definida por f(z) = Log z, onde Log z é dado na

identidade (16) é denominada de funcéo logaritmica principal.

Diferentemente da funcdo logaritmica real, na funcéo logaritmica complexa
principal podemos calcular logaritmos de nimeros reais negativos, e ainda obtemos

infinitas solugdes para a equagéo, como visto no exemplo 1.

* Relacdo binadria que associa cada elemento do dominio a pelo menos um elemento do
contradominio.
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No proximo exemplo, calcularemos o logaritmo principal de z= —/2 + iV/2.
Exemplo 2. Se z= —V/2 + iv/2, ent&o z pode ser reescrito da seguinte maneira (forma

polar):
z=2(cos %ﬂ +isen %n).

Pela definicdo de logaritmo principal, ou seja, pela equacéo (16), temos que:

Log(z)=In2 + 3T”i.
Observacdo: A principal diferenca entre os logaritmos real e complexo estéd além da
nao restricdo do dominio a somente nameros positivos, também na infinidade de
solugcbes da equacdo e“ = z cuja solucdo é dada em (14) ou (15). Vimos que no
caso complexo € possivel calcular logaritmos de numeros negativos, porém o
logaritmo do complexo z=(0,0) continua ndo definido, pois como esse complexo

possui médulo igual a 0, é impossivel calcularmos o logaritmo In 0.

Observacao. Vimos que a funcdo exponencial complexa definida em C nao é
injetiva. Porém, de acordo com Cruz (2014), se restringirmos a exponencial
complexa e a faixa (—,)X [0,2m), isto é, se z=x+iy com x € (—o, ) e

y € [0,2m), teremos uma funcao bijetora cuja inversa € o logaritmo principal Log(z).



35

5. AS FUNCOES SENO E COSSENO REAIS E COMPLEXAS

Neste capitulo estenderemos as funcdes seno e cosseno para o corpo dos
nameros complexos. Veremos que varias propriedades destas funcbes sao analogas
ao caso real. Por exemplo: periodicidade com periodo fundamental 2m; a paridade
das funcgbes é preservada; as formulas da soma de dois angulos e a classica relacao
fundamental da trigonometria sen?z + cos?z = 1 também continuam validas para
nameros complexos. Uma vez que em € ndo had uma ordenacao, é claro que estas

“novas” fungdes nao sao limitadas.

5.1 AS FUNCOES SENO E COSSENO REAIS

De acordo com Lima et al (2006, p.252), as funcdes sen: R - R e cos: R - R

sao definidas da seguinte forma:
E(t) = (cos t, sent), para cadat € R,

onde E(t) € um ponto da circunferéncia unitaria x2 + y2= 1. Ou seja, X =costey =
sem t formam, respectivamente, a abcissa e a ordenada do ponto E(t) da

circunferéncia unitaria.

(cos t,sen t)

Figura 4: Circunferéncia unitaria
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Usando a férmula de Euler e = cosx +isenx, é facil ver que (GOMES,
2013, p.32):

elX+e—lx

cosx = , (21)

senx = elx_e_lx, (22)

2

para todo x € R.

As funcbes seno e cosseno no campo dos reais gozam da propriedade
f(t+2km) = f(t), com k € Z, ou seja, sdo periddicas, de periodo 2m, e ainda, como
sdo coordenadas de uma circunferéncia unitaria, sdo limitadas no intervalo [-1, 1],

isto é:
—1<cost<1Vt e€R e —-1<sent<1Vt €R.

Ndo nos estenderemos as fungBes tangente, cotangente, secante e

cossecante, pois essas derivam das fun¢des seno e cosseno.

5.2 AS FUNCOES SENO E COSSENO COMPLEXAS

Vejamos agora o comportamento das fungdes seno e cosseno complexas. De
acordo com Gomes (2013, p.32), as fungbes seno e cosseno complexas sao

definidas da seguinte maneira:

elZ+e—lZ

cosz = (23)

iz_,—iz

senz = (24)

2i

Note a similaridade com as foérmulas (21) e (22). Se z=(x,y) tem parte imaginaria
nula, ou seja, z = x € um numero real, temos:
eiz _l_e—iz eix _l_e—ix

cosz = = = COS X
2 2
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Senz = - = - = senx.

Isso nos leva a concluséo que se z for real as fun¢des seno e cosseno complexas
coincidem com as funcbes seno e cosseno reais. Ha mais semelhancas entre
ambas. Por exemplo, as fungbes seno e cosseno complexas sdo periddicas de
periodo 27 e a igualdade sen?z + cos? z = 1, também se verifica para todo z € Z. De

fato, com relacdo a periodicidade das funcdes cosseno e seno complexas, temos

que
( o ) [ei(z+2n) + e—i(z+2n)] [eiz+2ni + e—iz—zm] el? + o=z
costz )= = = = C0S z
2 2 2
e
[ei(Z+27f) - e—i(Z+27r)] [eiz+2mi _ gmiz=2ni] iz _ =iz
sen(z + 2m) = - = - = - = senz,
20 20 2i

uma vez que a exponencial complexa € periddica de periodo 2mi (conforme vimos no

Capitulo 4). Por outro lado,

. a2 . a2

) , elz 4 o~z elz _ p—iz

Cos“ z + sen“z = T +|— =
l

(eziz + e—Ziz + 2) (eziz + e—2iz _ 2)

SIS
Il
—_

De acordo com Zani (2001, p.32) as propriedades abaixo também sao

analogas as das funcfes seno e cosseno reais:

cos(—z) = cosz (25)
sen(—z) = —senz (26)
cos(z; + z,) = cos z, cos z, ¥ sen z,sen z, (27)
sen(z, + z,) = sen z, cos z, + sen z, cos z. (28)

Através das equacdes (25) e (26), concluimos que as funcbes cosseno e seno

complexas séo, respectivamente, par e impar.
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Exemplo: Vamos calcular o cosseno e o seno do complexo z= 2i. Segue
diretamente da definicdo da equacbes (23) e (24), respectivamente,
ei2i 4 o—i2i 62i2 _|_e—2i2 e~2 4 @2

cosz = > = > = > = 3,76

i _i7i i2 _9i2 _

elZl —e 121 eZl —e 21 e 2 _ eZ 3 63i

senz = - = - = — = L.
20 20 20 ’

Observacao: Apesar das grandes semelhancas entre as fungbes seno e cosseno
reais e as fungbes seno e cosseno complexas, as mesmas apresentam diferencgas,
sendo que uma delas € que as funcBes seno e cosseno complexas ndo séo
limitadas ao intervalo [-1,1], como as func¢des cossenos e seno reais. Isso ocorre

uma vez que C ndo é um corpo ordenado”.

* Um corpo é um conjunto, munido de duas operacbes, chamadas adicdo e multiplicacdo, que
satisfazem certas condi¢Bes, chamadas os axiomas de um corpo, e diz-se ordenado quando esta
definida entre seus elementos uma relagédo de ordem, ou seja, uma relagao binaria, com as seguintes
propriedades: Dados, x, y € z € A, temos que X<y, ou y<X, ou x=y, cada uma das possibilidades exclui
as outras, denominamos isso de tricotomia. E se x<y e y<z, entdo x<z, denominamos isso de
transitividade.
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6. ANALISE DOS RESULTADOS

6.1 METODOLOGIA

O desenvolvimento do trabalho se deu no Colégio Estadual Centro
Educacional Anténio Honorato, localizado na cidade de Casa Nova - BA, no periodo
de 16/03 a 18/03 do ano de 2015, dividido em trés aulas para 30 alunos da 32 série

do ensino médio.

Iniciamos os trabalhos na primeira aula com uma revisdo do conjunto dos
nameros complexos: introducdo historica, definicdo, operacdes e propriedades,
representacdo algébrica, geométrica e trigopnométrica. Com o auxilio do projetor
multimidia foram apresentados os referidos topicos, e na lousa foram dados
exemplos e aplicagbes. Além disso, foi dedicado um tempo para comentéarios e

esclarecimento de possiveis duvidas referente ao contetdo aplicado.

Na segunda aula foi realizada uma revisdo das seguintes funcdes reais:
funcdes afim e quadratica, funcdo exponencial, funcdo logaritmica e funcdes
trigonométricas (seno e cosseno). Os conceitos foram exibidos através do projetor
multimidia. A representacdo grafica ficou por conta do software de geometria
dindmica Geogebra. Exemplos foram resolvidos na lousa e no final foi aplicado um

questionario para a verificacdo da aprendizagem.

No terceiro e Ultimo encontro, dia 18/03/2015 (quarta-feira), foi feita a
apresentacéo da férmula de Euler para nimeros complexos (e™ = cosx + isenx,
V x € R) e foi introduzido o conceito das seguintes funcdes complexas: funcdes afim
e quadratica, funcdo exponencial, funcdo logaritmica e fun¢bdes trigonométricas
(seno e cosseno). Em cada caso era enfatizada a diferenga entre aquela fungéo com
dominio real e com dominio complexo, fazendo um paralelo entre fungéo real e
funcdo complexa de maneira algébrica, ja que a representacdo geométrica é perdida

com a substituicdo do dominio pelo conjunto dos niameros complexos.

A pesquisa foi finalizada com a aplicacdo de um novo questionario para

avaliar o alcance dos objetivos (0s questionarios estdo no apéndice).
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6.2 RESULTADOS OBTIDOS

Apl6s a aplicagdo dos questionarios, foram constatados o0s seguintes

resultados:
As funcgoes reais
30
25
20
15
10 —
5 I
0
fungdo exponencial funcdo logaritmica fungdes trigonométricas
M acertos erros

Figura 5: Questionario 1 - Perguntas 3,4 e 5

De acordo com a Figura 5, a revisdo dos conceitos e principais caracteristicas
referentes as funcdes exponencial, logaritmica e trigonométricas reais foram
compreendidos pela maioria dos alunos, com maior destaque a funcéo logaritmica
real, os mesmos foram questionados quanto a definicdo das funcdes reais citadas,

respondendo perguntas do tipo “sim ou nao” (ver apéndices).



30

25

20

15

10

As fungoes complexas

fungdo exponencial fungdo logaritmica fungdes
trigonometricas

M acertos

erros

Figura 6: Questionario 2 - Perguntas 3,4e 5
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Em relacdo as definicbes e caracteristicas das fungcbes exponencial,

logaritmica e trigpnométricas complexas, a Figura 6 nos mostra que os alunos, em

sua maioria, compreendeu respondendo corretamente as perguntas, e ainda revela

gue apenas uma pequena parte desses alunos néo conseguiram entender.

18

A utilizagao da formula de Euler

16 -
14 -
12 -
10 -

O N b OO
l

3 E o
nao sim

Figura 7: Questionario 2 - Pergunta 7

A demonstragdo da férmula de Euler foi omitida pelo fato de serem

necessarios conhecimentos de Céalculo Diferencial. No entanto, os alunos foram

questionados quanto a sua utilizacdo. De acordo com a Figura 7, a maioria dos
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alunos consideraram que néo € complicado a utilizacdo de tal férmula. Visto que a
aplicacdo da mesma necessita apenas de conhecimentos sobre trigonometria,
potenciacdo e operacdes basicas, estudadas por todos os alunos ao longo do ensino

médio.

Mudanc¢a no comportamento das
fungoes com a altera¢ao do dominio

30

20 -

15

10

I

notaram ndao notaram

Figura 8: Questionério 2 - Pergunta 6

Os alunos foram questionados se houve alteracbes no comportamento das
funcdes elementares quando as mesmas passaram a ter o conjunto C como
dominio. A Figura 8 mostra que quase todos perceberam as alteracdes. Note que,
através da andlise das figuras 5 e 6 é também possivel determinar a situacao
apresentada na Figura 8, uma vez que a maioria distinguiu as fungbes elementares

reais das complexas.

Por fim, foi feita uma pesquisa de opinido a respeito do desenvolvimento e

importancia do trabalho, veja os resultados expostos na figura 9.
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Pesquisa de opiniao

25

20

15

M concordo
10
H concordo parcialmente
5 indiferente
discordo parcialmente
0 M discordo
) 2 N o )
& & & & F
e & s ~ ¢ <%
& o S <@ S S
® < & K@ N &
o’ S & &
& & G
19 < NG
> S
oé\o N
X

Figura 9: Questionario 2 - Pergunta 8

Foi dada a oportunidade de cada aluno expressar sua opinido através de

comentarios. No entanto, nenhum deles utilizou-se desse recurso.

Diante da analise dos dados coletados e da participacdo dos alunos em sala
de aula, pudemos observar que, inicialmente, o estudo das fungbes complexas
causou um espanto na maioria dos discentes (principalmente devido a natureza da
palavra complexo). Porém, no decorrer do trabalho, esse “preconceito” foi ficando

pelo caminho, favorecendo a descoberta dos novos fatos.

Assim, a proposta de ensino de fun¢gBes complexas elementares na 32 série
do ensino médio serviu, entre outras coisas, para fortalecer a ideia de que a
matematica € uma ciéncia cujos conteddos sao interligados e ndo somente um

punhado de teorias soltas e sem nexos (como pensam alguns de nossos alunos).
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Consideracgoes finais

Esse trabalho teve como objetivo a construgdo do conhecimento no contexto
dos numeros complexos sob a perspectiva da expanséo de funcdes trabalhadas no

Ensino Médio para o plano complexo.

De acordo com os dados coletados e apresentados, foi possivel identificar
que o conhecimento dos alunos referente aos numeros complexos foi
consideravelmente ampliado, os conceitos das funcdes complexas elementares
foram compreendidos, bem como suas caracteristicas, conforme pudemos observar

nas figuras 6 e 8 do Capitulo 8.

Percebemos, rapidamente, que a maior dificuldade dos alunos era com
respeito aos pré-requisitos da pesquisa, ou seja, 0s conceitos relativos as funcbes
reais (que ja deveriam estar fixados). No entanto, com a revisdo que foi realizada,

esse problema foi minimizado.

Nesse sentido, sugerimos para quem for seguir esta proposta, seguir o
seguinte roteiro: realizar uma revisao das funcdes reais discutindo cautelosamente
0s conceitos de dominio, contradominio e imagem de uma funcao; fazer analises do
comportamento dos gréficos das fungdes reais; apresentar a formula de Euler (sem
demonstracao) e, por fim, definir as fungdes complexas fazendo um paralelo com as
funcdes reais (i.e., mostrando a diferenca de comportamento da tal funcdo quando

seu dominio passa a ser o conjunto dos nimeros complexos).

Como proposta para trabalhos futuros, além de trabalhar com outras fungdes
complexas, como as funcdes hiperbdlicas, podemos sugerir 0 estudo de poténcias
complexas de numeros complexos. Por exemplo, se considerarmos o0 argumento
principal da unidade imaginaria i = V-1, a poténcia i’ € um caso bastante curioso,
pois, apesar de possuir base e expoente complexos, seu resultado € um numero

real: a saber, e~"/2 = 0,21, isto é, it = e~ /2 = 0,21.
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PROFMAT VALE DO SAG FRANCISCO

MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL
UNIVERSIDADE FEDERAL DO VALE DO SAO FRANCISCO — UNIVASF
CAMPUS DE JUAZEIRO-BA - CEP: 48902-300

TELEFONE (74) 2102-7662
E-mail: profmat@univasf.edu.br

Prezado aluno(a), sou discente do Programa de Mestrado Profissional em
Matematica — PROFMAT da Universidade Federal do Vale do Sao Francisco —
UNIVASF, e estou realizando uma pesquisa, cujo o tema é “uma proposta de
ensino de funcdes complexas elementares para a 32 série do Ensino Médio”.
Necessito de sua atencéo para preencher esse formulario, com a finalidade de
verificar se foram alcancados os objetivos da pesquisa.

Questionario 1

1) Idade: anos
2) Sexo: () Masculino ( ) Feminino

3) Considere a fungédo f:R — R, definida por f(x) = e*. E verdade que essa funcéo
€ sempre positiva qualquer que seja o valor de x?

[ Sim
[0 Nao

Comentério:

4) Considere a fungdo h: R — R, definida por h(x) = In(x). E possivel calcular o
In(—1)?

[1 Sim
[0 Nao

Comentario:

5) Considere a funcédo g: R — R, definida por g(x) = Sen x. Existe algum x real tal
gque Senx >1ouSenx < —-17?

[ Sim
[0 Nao

Comentario:
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PROFMAT VALE DO SAG FRANCISCO

MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL
UNIVERSIDADE FEDERAL DO VALE DO SAO FRANCISCO — UNIVASF
CAMPUS DE JUAZEIRO-BA - CEP: 48902-300

TELEFONE (74) 2102-7662
E-mail: profmat@univasf.edu.br

Prezado aluno(a), sou discente do Programa de Mestrado Profissional em
Matematica — PROFMAT da Universidade Federal do Vale do Sao Francisco —
UNIVASF, e estou realizando uma pesquisa, cujo o tema é “uma proposta de
ensino de funcdes complexas elementares para a 32 série do Ensino Médio”.
Necessito de sua atencéo para preencher esse formulario, com a finalidade de
verificar se foram alcancados os objetivos da pesquisa.

Questionario 2

1) Idade: anos
2) Sexo: ( ) Masculino () Feminino

3) Considere a fungéo f: € — C, definida por f(x) = e*. E verdade que essa fungéo
€ sempre positiva qualquer que seja o valor de x?

[ Sim
[0 Nao
Comentério:

4) Considere a funcdo h:C — C, definida por h(x) = In(x). E possivel calcular o
In(—1)?

[1 Sim
[0 Nao
Comentario:

5) Considere a fun¢éo g: C — C, definida por g(x) = Sen x. E possivel encontrar um
complexo x tal que Senx >1ouSenx < —17

[J Sim
[1 Nao
Comentario:
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6) A mudanca no dominio das funcdes das questdes anteriores alterou
significativamente o comportamento das mesmas?

[] Sim
[ Nao
Comentario:

7) A aplicacao da férmula de Euler para nUmeros complexos é complicada?
1 Sim
) Nao

Comentario:

8) Vocé considera que uma atividade como a apresentada auxilia na aprendizagem?
Responda a esta pergunta utilizando a seguinte escala:

Concordo

Concordo parcialmente

Indiferente

Discordo parcialmente

RIN|W| A~ O

Discordo

Em sua opini&o, a atividade:

Foi clara em relagdo ao conteudo abordado

Foi relevante em relacéo ao contetudo abordado
Foi motivadora

Foi diferenciada

Foi apropriada para o Ensino Médio

Reforca conceitos

Auxilia na aprendizagem

Sugestdes e comentario:




Disciplina: Matemética

Carga Horéria: 6h

Objetivo:

PLANO DE ENSINO
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Refletir e construir conhecimentos no contexto dos nimeros complexos, propiciando

a oportunidade de observar, analisar e tirar conclusbes de casos nunca abordados

em sala de aula.

Cronograma de atividades:

12 aula

22 aula

32 aula

NUmeros complexos:

e Um  pouco
historia
nameros
complexos;

e Definicao;

e Representacéo

algébrica

e Representacao

geomeétrica,

e Representacao

trigonomeétrica.

da
dos

As funcdes elementares

reais:

As funcdes
polinomiais, afim e
guadraticas reais;
A funcao
exponencial real;
A funcéo
logaritmica real;
As funcgdes seno e
cosseno reais

As funcbes elementares
complexas:

As funcdes
polinomiais, afim e
guadraticas
complexas;

A funcéo
exponencial
complexa;

A funcao
logaritmica
complexa;

As funcbes seno e
cosseno complexas

Instrumentos avaliativos:

Participagcédo do aluno nas atividades desenvolvidas;

Aplicacao de questionarios.




