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RESUMO

Neste trabalho apresentamos uma proposta metodolégica que consiste na realizagdo de
oficinas de estudo desenvolvidas com alunos do 3° ano do Ensino Médio, que visam proporci-
onar estratégias para compreensdo do célculo de volumes dos sélidos geométricos utilizando
o Principio de Cavalieri e o software de geometria dindmica, GeoGebra, no intuito de facilitar
o entendimento das férmulas utilizadas para tais célculos.

Palavras-chaves: Principio de Cavalieri, Volumes, S6lidos Geométricos, GeoGebra.



ABSTRACT

This paper presents a methodological proposal that consists in carrying out workshops for
students of the third grade of high school. We aim to provide strategies for understanding
the volume calculation of geometric solids using Cavalieri’s Principle, and also the dynamic
geometry software GeoGebra in order to facilitate the understanding of the formulas used for
such calculations.

Keywords: Cavalieri’s Principle, Volumes, Geometric Solids, GeoGebra.
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INTRODUCAO

E notdria na nossa pratica pedagoégica a dificuldade dos alunos no que tange a exploragao
da Geometria. Em particular na Geometria Espacial. Talvez um dos motivos dessa dificuldade
pode estar relacionado a forma de como é ministrada a disciplina nas escolas. Na maioria das
vezes, as férmulas matemdticas sdo impostas aos alunos sem esclarecimentos adicionais. O
ensino-aprendizagem da Matematica pode assumir dinamicidade com atividades que envol-
vam recursos tecnolégicos e permitam aos alunos desenvolverem seu préprio percurso cons-
truindo uma visdo mais completa do assunto abordado. Diante disso, o foco desta pesquisa
foi a inser¢do das tecnologias no estudo do volume dos s6lidos geométricos (prisma, piramide,
cilindro, cone, esfera) atrelada ao Principio de Cavalieri.

Sobre o uso das midias nas aulas de Matematica "é preciso que a chegada de uma midia
qualitativamente diferente, como a informética, contribua para modificar as préaticas do ensino
tradicional vigentes" (BORBA, 2001). Pensando nisso, resolvemos realizar oficinas de estudo
com discentes do 3° ano do Ensino Médio, utilizando computadores do laboratério de infor-
maética do Colégio Estadual Francisco da Concei¢do Menezes (Santo Antonio de Jesus-BA) com
o software educacional, GeoGebra, como ferramenta facilitadora no estudo dos sélidos geomé-
tricos.

O software educacional GeoGebra foi escolhido por ser gratuito, com interface facil de ma-
nipulacdo, intera¢do e visualizagdo. E mais, por ser um software de Geometria Dindmica, o
mesmo constitui uma ferramenta poderosa para superar obstdculos proprios da aprendiza-
gem, uma vez que este programa possibilita experimentar, criar estratégias, fazer conjecturas,

argumentar e deduzir propriedades matemadticas, segundo Gravina (1996). Dessa forma, é

16



possivel verificar as propriedades vélidas para o estudo de volumes.

Para Giraldo (2012) no ambiente de Geometria Dinamica o processo de representar um
objeto aumenta a condicdo de refletir as propriedades e suas relacdes matemaéticas.

Segundo Abrantes (1999, p.60):

quando construimos e manipulamos objetos geométricos no computador é
mais facil investigarmos e fazermos conjecturas. As ferramentas computaci-
onais de Geometria Dindmica geram uma nova forma de ensinar e aprender
Geometria propiciando construir e manipular objetos geométricos no intuito
de descobrir suas propriedades .

“As novas tecnologias tém um grande potencial para trazer mudangas significativas a edu-
cacdo” (SALGADO, 2008). No entanto, para acontecer essas mudangas, faz-se necessario que o
processo ensino-aprendizagem seja repensado e para tal, é de suma importancia que o profes-
sor mediador faga o link adequado do que sera trabalhado com as tecnologias computacionais.
Queremos resgatar “a prética de uma disciplina propiciadora do desenvolvimento da capaci-
dade légica, do raciocinio e do habito de trabalho claro para a solugdo de problemas” (VITTI,
1996).

Este trabalho apresenta estratégias que buscam concretizar a ideia de volume, diversas ve-
zes ndo entendidas e compreendidas pelos alunos. Tal fato deve-se a auséncia de aplicagdes
concretas na condugdo do contetido. Acreditamos que atividades desenvolvidas com a utiliza-
¢do do software GeoGebra, essa questdo seja amenizada.

O trabalho foi estruturado em quatro partes. No primeiro capitulo fazemos uma breve
explanacdo sobre o software GeoGebra. O capitulo 2 trata das notas histéricas de Bonaventura
Cavalieri e o enunciado do Principio de Cavalieri. No terceiro capitulo apresentaremos os
principais conceitos e resultados sobre Areas e Volumes. No dltimo capitulo descrevemos as
atividades desenvolvidas no laboratério de informédtica envolvendo o cdlculo dos volumes com
a aplicagdo do Principio de Cavalieri no GeoGebra e relatamos as experiéncias vivenciadas com
os estudantes ao longo das oficinas.
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CAPITULO 1

O SOFTWARE GEOGEBRA

ESTE capitulo faremos uma breve explanagdo sobre o software GeoGebra. Especifica-
mente no nosso trabalho usamos este programa para dar um enfoque na Geometria
Plana calculando areas e na Geometria Espacial, fazendo planificagdes dos sélidos geométri-

cos, calculando volumes, aplicando o Principio de Cavalieri e fazendo demonstragdes.

1.1 O que é o0 GeoGebra?

GeoGebra é um software educacional de matematica dindmica que engloba Algebra, Cél-
culo e Geometria. Markus Hohenwarter da Universidade de Salzburg juntamente com uma
equipe internacional de programadores desenvolveram este programa no intuito de facilitar a
aprendizagem matemadtica nas institui¢des educacionais de acordo com Hohenwarter(2009).

O GeoGebra é escrito na linguagem Java, pode ser usado nas plataformas Microsoft Win-
dows(C), Linux, Macintosh(C) e tem acesso livre. Possibilita a abordagem de intimeros contetidos
pertinentes ao curriculo de Matemaética tanto do Ensino Basico quanto do Ensino Superior.

Podemos fazer o download deste software no site https : / /www.geogebra.org/ e encontrar
materiais construidos no GeoGebra dos mais diversos assuntos de Matematica nos sites https :
/ /tube.geogebra.org/ e < http : / /www.geogebra.im — uf f.mat.br/ >.
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1.2 Fungoes basicas

Segundo Hohenwarter (2009), este software permite a constru¢do de maneira simplificada
de pontos, figuras, segmentos, retas, vetores, conicas, além de gréficos de fun¢des dinamica-
mente modificaveis com o mouse.

Conforme Hohenwarter (2009, p.6)

O GeoGebra fornece trés diferentes vistas dos objetos matematicos: a Zona
Gréfica, a Zona Algébrica ou numérica, e a Folha de Célculo. Elas permi-
tem mostrar os objetos matematicos em trés diferentes representagdes: grafi-
camente (ex. pontos, graficos de fungdes), algebricamente (ex. coordenadas de
pontos, equagdes) e nas células das folhas de calculo. Assim, todas as repre-
senta¢des do mesmo objeto estdo ligadas dinamicamente e adaptam-se auto-
maticamente as mudancas realizadas em qualquer delas, independentemente

da forma como esses objetos foram inicialmente criados.

ALGEBRICA

7 GeoGebra fo
Arquive Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar
[ =
» Janela de Algebra [ | » Janela de Visualizagio [ | = Planilha
KN | EEE B
e A [ 8 [ e ]
1
[2 |
i EN
Z]
. s
L | FOLHA DE
. 7 o
gons ° ZONA GRAFICA = CALCULO
[ o |

Entrada

ENTRADA DE COMANDOS

O leitor podera encontrar mais informagdes acerca do software em Hohenwarter (2007),

Figura 1.1: Geogebra

Hohenwarter (2009), Sa (2010) e Santos (2009).
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1.3 Exemplos

Vamos expor trés atividades com GeoGebra propostas por Bezerra (2011), as quais propor-
cionam ao leitor uma ideia da potencialidade do software.

1.3.1 Atividade 1

Construcao de um retangulo

Construir um retangulo conforme os procedimentos listados abaixo. Verificar se a constru-
¢do estd correta movimentando os vértices para certificar se as propriedades foram preserva-
das.

Ferramentas Procedimentos para construcio
'/' Selecione dos pontos A e B e construa um segmento de reta AB.

. Construa uma reta perpendicular ao segmento AB passando por B
_ﬂ_'_,dl-'-'-’
A Obtenha um novo ponto C na reta perpendicular
®
ol Construa uma reta paralela ao segmento AB passando por C

Construa uma nova reta perpendicular ao segmento AB passando por
A
Margue o ponto de intersecdo D

'X\'.I

Obtenha o poligono ABCD (Dica: feche o poligono chicando no
primeiro vértice novamente)
Salve a construgio.

@*.
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1.3.2 Atividade 2

Construcao de um quadrado
Construir um quadrado considerando as propriedades inerentes a esta figura.

- D C
--e"’ ‘k,_““ "‘_,-- "—~C,.
I‘}\ B
] a 1
h |
Ferramentas Procedimentos para construcio

| Segmento de reta entre dois pontos

@ Circulo com centro em um ponto
L)

Reta perpendicular

_.—l—“'*-_r
>< Ponto de intersecédo entre dois objetos

T‘”“—; Poligono ABCD (Dica: feche o poligono clicando
' primeiro vértice novamente)

Mostra/ocultar objeto (opcional)

Salve a construcdo

J
[:3 Mover
L
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1.3.3 Atividade 3

Teorema de Pitidgoras
Os procedimentos abaixo permitem a constru¢do de uma atividade que facilita a compre-

ensdo de uma das demonstra¢des do Teorema de Pitdgoras.

Areade pol4 =25

Areadz pol2=0 a5

Avea de pols = 16

Ferramentas Procedimentos para construcao
/ Selecione dois pontos A e B e construa uma reta
E
—r
A
=]
)
@

AB.

Construa uma reta perpendicular ao segmento AB
passando por A

Obtenha um novo ponto C na reta perpendicular

Clique na ferramenta, nas duas retas e
posteriormente, aperte a tecla ESC para que as
duas retas desaparecam.

Obtenha o triangulo ABC (Dica: feche o poligono
« clicando no primeiro vértice novamente)

=y Com a ferramenta crie os trés quadrados clicando.
*e de cada vez em AC. BA e CB.
Inserir um texto dindmico com o valor da area dos
quadrado. Clique que uma nova janela aparecera.
ABC Digite: “a"2 =(*+a+*)"2 ="+ (a"2) para o
caso do lado a. Fazer o mesmocombe c.
@ Salve a construcéo.
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CAPITULO 2

PRINCIPIO DE CAVALIERI

P ]‘ESTE capitulo iremos abordar brevemente fatos histéricos sobre Bonaventura Cavalieri e

seu Principio.

2.1 Notas Historicas

Fonte: http://serge.mehl.free.fr/chrono/Cavalieri.html

Acessado em 04/03,/2015.

Figura 2.1: Bonaventura Cavalieri

O matematico Francesco Bonaventura Cavalieri (1598-1647) nasceu em Mildo e aos quinze
anos de idade tornou-se jesuado.
Bonaventura Cavalieri foi aluno de Galileu E| e anos depois, na Universidade de Bolonha,

1Conforme Boyer (2001), Galileu Galilei (1564-1642) foi matematico, fisico, astronomo e filésofo. Fundamentou
cientificamente a Teoria Heliocéntrica de Copérnico. Inventou a luneta telescépica, idealizou o primeiro relégio e
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atuou como professor de Matematica (1629-1647). Sua obra foi ampla no que tange a Matema-
tica, Optica e Astronomia. Foi um dos principais responsdveis pela introducdo dos logaritmos
na Europa, o que o tornou um matemaético influente.

A obra de maior destaque que deu uma grande contribuicdo a Matematica foi o tratado
Geometria indivisibilibus, sua versdo inicial foi publicada em 1635 de acordo com Eves (2004).
Ele apresenta neste trabalho seu método dos indivisiveis cujas raizes remontam a Democrito [| e
Arquimedes EL entretanto acreditamos que seu maior incentivo tenha sido as experiéncias de
Kepler ﬁ encontrar determinadas areas e certos volumes.

Por faltar clareza e ser muito longo o tratado de Cavalieri dificulta o entendimento do que
ele entendia como “indivisivel”. Eves (2004, p. 425) relata que

tudo indica que um indivisivel de uma porgdo plana dada é uma corda
dessa porcdo e um indivisivel de um sélido dado é uma segdo desse sélido.
Considera-se que uma porgdo plana seja formada de uma infinidade de cor-
das paralelas e que um sélido seja formado de uma infinidade de se¢des pla-
nas paralelas. Entdo, argumentava Cavalieri, fazendo-se deslizar cada um
dos elementos do conjunto das cordas paralelas de uma porg¢do plana dada
ao longo de seu préprio eixo, de modo que as extremidades das cordas ainda
descrevam um contorno continuo, a drea da nova porgdo plana é igual a da
original, uma vez que ambas sdo formadas das mesmas cordas. Um procedi-
mento andlogo com os elementos do conjunto das sec¢des planas paralelas de
um soélido dado fornecerd um outro s6lido com o mesmo volume do original.

Podemos exemplificar com a formagdo de uma pilha vertical de folhas de papel e depois
deformando suas laterais transformando-as em superficies curvas. Observamos que o volume
ndo modifica com essa deformacédo. Esses resultados, ligeiramente generalizados, fornecem o

chamado Principio de Cavalieri.

enunciou as leis que regem o movimento pendular.
ZDemdcrito de Abdera (460-370 a. C.) é célebre hoje como proponente de uma doutrina materialista atdmica,
mas em seu tempo adquiriu também reputagdo como gedmetra, conforme Boyer (2001).
3 Arquimedes de Siracusa (287-212 a. C.) é considerado pai da Fisica Matemética, segundo Boyer (2001).
4Johannes Kepler (1571-1630) astronomo, matemaético e astrélogo alemé&o, de acorod com Boyer (2001).
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Fonte: ELON, 2000, p. 253.

Figura 2.2: Pilha de folhas de papel para ilustrar o Principio de Cavalieri

2.2 Principio

O Principio de Cavalieri , segundo Lima (2006), diz que dados dois sélidos A e B e um
plano «, se todo plano a paralelo ao plano dado secciona os dois sélidos segundo figuras de

mesma irea S e S/, entio esses s6lidos tém mesmo volume.

A B

7™ "\
— N, I| .
e -

\
" “ 'JII S \' \ H-'::ﬂ%" -~ i
’ iy I'| 5 P
X . | ..' _;:, &
. Bt

Fonte: ELON, 2000, p 23 6

Figura 2.3: Principio de Cavalieri

O Principio de Cavalieri é de grande valia para o célculo de areas e volumes e, também,
suas bases intuitivas podem tornar-se rigorosa com o Calculo Integral Moderno. Intuitiva-
mente, podemos solucionar diversos problemas de mensuragdo que geralmente exigiriam téc-
nicas avangadas de Célculo. Detalhes adicionais acerca do assunto podem ser encontrados em
Boyer (2001), Eves (2004), Lima (2006) e Lima (1991).
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CAPITULO 3

CONCEITOS BASICOS

ESTE capitulo apresentaremos os principais conceitos e resultados sobre Areas e Volu-
mes, 0s quais consideramos necessarios para uma melhor compreensdo do que se se-
gue. Trazemos no anexo A deste trabalho uma compilacdo das principais defini¢des e dos fatos
relevantes que auxiliam, especificamente, o entendimento deste capitulo.
Para esta parte do texto, utilizamos como referéncias Dolce (1993a), Lima (1991), Lima
(2006), Muniz Neto (2012) e Muniz Neto (2013).

3.1 Areas

As demonstragdes das areas das figuras planas foram referenciadas em Muniz Neto (2013)
e Barbosa (2001).

Muniz Neto (2013) diz que a drea de uma regido no plano é um nimero positivo que associ-
amos a mesma e que serve para quantificar o espago por ela ocupado e que se torna ttil para

poligonos quando as propriedades a seguir sdo vélidas:

1. Poligonos congruentes tém &reas iguais.

2. Se um poligono convexo é particionado em um ntmero finito de outros poligonos convexos

(isto é, se o poligono é a unido de um ndmero finito de outros poligonos convexos, os
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quais ndo tem pontos interiores comuns), entdo a area do poligono maior é a soma das

areas dos poligonos menores.

3. Se um poligono (maior) contém outro (menor) em seu interior, entdo a drea do poligono

maior é maior que a drea do poligono menor.
4. A drea de um quadrado de lado 1cm é igual a 1em?.

Sendo validas as propriedades 1. a 4. acima, particionamos um quadrado de lado n € IN
em n? quadrados de lados 1 cada. Denotando a 4rea do quadrado maior por A,, devemos ter
Ay igual a soma das areas desses n? quadrados de lado 1, de forma que

A, = n?

i

Figura 3.1: Quadrado de lado n

Iremos considerar, agora, um quadrado de lado %, com m, n € IN, ou seja, com tamanho

do lado racional e 4rea An. Arranjando n? cépias do mesmo, empilhando n quadrados de
n

lado 7} por fila, em n filas, formando, assim, um quadrado de lado 7} - n = m. Sendo que esse

quadrado maior terd, como ja sabemos, drea m2; por outro lado, como ele esta particionado em

n? quadrados de lado  cada, sua drea ¢ igual & soma das 4reas desses n? quadrados, ou seja,
m? =n%- Am.
n
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mjn

m/n| 41

n guadrados

i quadrados

Figura 3.2: n x n cépias de um quadrado de lado m/n

Logo,

A discussdo acima sugere que a 4rea de um quadrado de lado I deve ser igual a [?. Para
ratificar tal suposigdo, argumentamos que para k € IN, tomamos nlimeros racionais xy e yj tais
que

1
xk<l<yk e yk—xk<E.

E importante ressaltar que a existéncia destes nimeros estd garantida pelo fato de que o
conjunto dos ntimeros racionais Q é denso em R, ou seja, entre dois nlimeros reais existe
sempre um numero racional. Sendo assim, todo intervalo aberto contém ntimeros racionais
e irracionais.

A seguir, construimos quadrados Qy e Qy, de lados x; e vy, respectivamente, o primeiro

contido no quadrado dado e o segundo o contendo.
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X

X

Figura 3.3: Quadrados

Uma vez que ja temos o conhecimento de como calcular dreas de quadrados de lado racio-
nal, pela propriedade 3 podemos garantir que a drea A; do quadrado de lado I deve satisfazer

a desigualdade

2 2
xip < Ap <y

Mas como x7 < I2 < y2, podemos concluir que ambos os ntimeros A e [* devem pertencer
ao intervalo (x7,y?), de forma que

A — | < y?—x3 = (yk — xx) (v + xx)
1
< E(yk_xk—FZXk)

1/1
< E <E+Zl>

1
Sendo assim, como k € IN, quando k — +oo, temos que - — 0.

k
1 1
Além disso, <% +21') — 2l também quando k — +o0, 0 que torna a expressdo <% + 21)
limitada. Assim, o produto % (% + 21) — 0, quando k — 4-co. Portanto,
A =12
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Segue o seguinte resultado em fungdo da discussdo acima:

Proposigao 3.1. Seja Q um quadrado de lado 1. A drea de Q, que denotamos por A(Q), é I.

A(Q)=1? A(R) = ab
Figura 3.4: Areas de um quadrado e de um retangulo
Iremos utilizar um argumento andlogo ao que fizemos anteriormente para provar que o
retangulo da figura 3.4/de lados a, b € IN tem darea igual a ab. Comecamos com um retangulo

de lados m, n € IN (figura 3.5), particionando-o em mn quadrados de lado 1 para mostrar que
sua area € mn.

m

T

Figura 3.5: Retangulo de lados m e n
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o N
Em seguida, tomamos um retangulo de lados racionais cujas medidas sdo — e —, com
ny  np’

my, my, nq, Ny € N, e, com nyny codpias do mesmo, montamos um retdngulo maior de lados m,
e my. Somando 4reas iguais, concluimos que a area do retangulo dado inicialmente é igual a
mimy  mq My
niny ny np

ma
T2

m
sny=my
ny

my

my | | |
n1 i | |

my e

Ty na

my
snz =1y
N2

Figura 3.6: Retangulo cujos lados medem 1 e m;

Finalmente, tomemos um retdngulo de lados a, b > 0 reais, e, para k € IN, consideremos

racionais X, Yi, Ux, Uy tais que

X < a <Yg, uk<b<vkeyk—xk, uk—vk<%

Sendo R a area do retangulo de lados a e b, um argumento andlogo ao que foi feito para
quadrados garante que R e ab pertencem ambos ao intervalo (uyxk, yxvx) e, dai, para todo
k € N,

— wie) Y + ur(Ye — xx)
((yi — x) + 2x% + (v — ug) + 2uy)

|A —ab| < vpyx — wxg =
1
k(]/k+uk

Ii ( +2a+2b>
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Yk

Ly

g

Ve

Figura 3.7: Retangulos

1 2
Dai, como k € IN, quando k —+ 400, temos que 7 0. Desse modo, 7 0, quando
k — +oo0.

2
Além disso, (— +2a+ Zb) — 2a+ 2b também quando k — 400, 0 que torna a expressdo

k
2 1/2
<% +2a+ Zb) limitada. Portanto, o produto 2 <% +2a+ Zb) — 0 quando k — +c0.
Logo,
A = ab.

Em sintese, temos o resultado a seguir:

Proposic¢do 3.2. Seja R um retdngulo de lados a e b. A drea de R, que denotamos por A(R), é ab.

Baseando-se nas propriedades anteriormente relacionadas, vamos demonstrar a drea de

algumas regides poligonais simples. Iniciaremos pelo paralelogramo.

Proposicao 3.3. Seja P uma paralelogramo. A drea de P, que denotamos por A(P) é o produto do
comprimento de um de seus lados pelo comprimento da altura relativa a este lado.

Consideremos o paralelogramo P de vértices A, B, C e D, conforme a figura para a
demonstracdo da proposigdo, na qual AB = b e h denota a altura relativa ao lado AB = CD.
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Figura 3.8: Paralelogramo P

Demonstra¢do: Conforme a notagdo adotada acima, devemos provar que a drea do para-
lelogramo A(P) é b - h. Para isto, tracamos, a partir dos pontos A e B, dois segmentos, AE e
BF, perpendiculares a reta que contém CD. O quadrilatero ABFE é um retangulo cuja drea é
AB- ﬁ, a qual, em termos de nossa notagao, é exatamente b - h. Para concluir a demonstracao,
observe que os tridngulos ADE e CBF sdo congruentes pelo caso de congruéncia de tridngulos
retangulos, pois £ = F = 90° (por construgao), AD = BC (por hipétese) e AE = BE (segmentos
paralelos determinados entre retas paralelas).

Assim,

A(P) = (ABCE) + (ADE) = (ABCE) 4 (CBF) = (ABFE) =b-h R

O resultado a seguir nos mostra a maneira como determinamos a drea de um triangulo.

Proposicdo 3.4. Seja T um tridngulo. A drea de T, que denotamos por A(T) é a metade do produto
do comprimento de qualquer de seus lados pela altura relativa a este lado.

Demonstragio: Dado um tridngulo 7 de vértices A, B e C, tragamos pelo vértice C, uma
reta paralela ao lado AB, e pelo vértice B uma reta paralela ao lado AC. Estas duas retas se
interceptam em um ponto D. O poligono ABDC é um paralelogramo, e os dois tridngulos 7
e T’ (vértices C, D e B) sdo congruentes pelo caso (LAL). Pela propriedade 1, segue que tais

tridngulos tém areas iguais (figura 3.9).
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Figura 3.9: Tridngulo 7 e T’

Como (ABDC) = (ABC)+ (CDB) e (ABC) = (CDB), entdo: (ABC) =
completar a demonstragdo, observe que a altura do vértice C do triangulo AB

(ABDC). Para

é exatamente a

AN =

altura do paralelogramo ABDC relativamente ao lado AB B

As demonstragdes serdo finalizadas com o resultado que nos mostrard como podemos de-

terminar a drea de um trapézio.

Proposicdo 3.5. A drea de um trapézio é metade do produto do comprimento de sua altura pela soma
dos comprimentos de suas bases.

Demonstra¢do: Seja ABCD um trapézio, cujas bases sdo os lados AB e CD. Trace a diagonal
AC para dividir o trapézio em dois tridngulos.

Trace as alturas CE, do tridangulo ACB, e AF, do tridangulo ACD. Entdo, teremos que AF =
CE, uma vez que os lados AB e CD sdo paralelos.

Assim, temos que

(ABCD) = (ACB) + (ACD) =
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Figura 3.10: Trapézio ABCD

3.2 Volumes

3.2.1 Nocao Intuitiva de Volume

Para Lima (1991) de forma intuitiva considera-se o volume de um sélido como a quantidade
de espago por ele ocupada. Para medirmos a grandeza "volume" devemos compara-la com
uma unidade e o resultado dessa comparacdo serd um ntmero e esse niumero serd a medida
do volume.

E de costume estabelecer como unidade de volume um cubo cuja aresta mede uma unidade
de comprimento, o qual serd denominado cubo unitdrio. Assim, todo cubo que tenha aresta

medindo 1, seu volume serd igual a 1 por definic¢éo.

Dessa forma, o volume de um sélido S devera ser um ntimero que exprima quantas vezes
o sélido S contém o cubo unitario. Como o sélido S pode ter uma forma bastante irregular,
ndo é claro o que significa o "nliimero de vezes" em que S contém o cubo unitario. Novamente,

temos aqui uma ideia intuitiva, que devemos usar como guia e a qual devemos atribuir um
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1

Figura 3.11: Cubo unitario

significado preciso.

3.3 Volume do paralelepipedo retangulo

Esse poliedro é determinado com exatiddo por trés medidas (comprimento (a), largura (b)
e altura (c)).

............................

s

Figura 3.12: Paralelepipedo retangulo

Iremos representar o volume desse paralelepipedo retangulo por V(a,b,c) e o volume do
cubo unitario por V(1,1,1) = 1.

H4 uma proporcionalidade no volume do paralelepipedo retangulo em relacdo a cada uma
das suas dimensdes, quer dizer que, se mantivermos constantes duas das dimensdes e multi-
plicarmos a terceira dimensdo por um ntimero natural qualquer, o volume também sera multi-

plicado pelo mesmo ntimero natural. Isso pode ser observado no exemplo abaixo:

V(a,b,3c) = V(a,3b,c) =V (3a,b,c) =3V(a,b,c)
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Figura 3.13: Volume paralelepipedo retangulo

Esse fato vale para qualquer ntimero real positivo, isto é, se mantivermos constantes duas
dimensdes do paralelepipedo retangulo, seu volume serd proporcional a terceira dimensao.

Desta forma, temos:

V(a,b,c) =a.V(1,b,c) =ab.V(1,1,¢) = abc.(1,1,1) = abc.1 = abc.

Assim,

V(a,b,c) = abc.

Logo, o volume do bloco retangular é determinado pelo produto das suas dimensdes.

3.4 Volume de um Prisma

Vamos considerar um paralelepipedo reto retangulo S; e um prisma S, que tenham a
mesma altura & e com bases (A) equivalentes (mesma é&rea), apoiados num plano § e situa-

dos num mesmo semiespacgo.

Proposicao 3.6. O volume de um prisma é o dado pelo produto entre a drea da base a sua altura.

Demonstragdo. Considere Ag, e Ag, a drea da base dos sélidos S1 e S, como definimos
acima, respectivamente.

Como qualquer secgdo transversal de cada prisma possui a mesma drea que a base desse
prisma e as dreas das bases (A) sdo iguais, temos que qualquer plano « paralelo a B que inter-

cepte os dois prismas determina sec¢des transversais de mesma drea: Ag, = Ag,.
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Figura 3.14: Aplicacao do Principio de Cavalieri

Desta forma, pelo Principio de Cavalieri, os dois prismas tém volumes (V) iguais, ou seja,
V1 = V,, sendo V; o volume do prisma S; e V, o volume do prisma S,.
Como S é um paralelepipedo reto retangulo, seu volume pode ser calculado da seguinte

maneira:
Vi= A51 X h.
Como as dreas das bases de S; e de S; sdo iguais e V; = V5, temos:

V2=A52 X h.

Assim, o volume de um prisma qualquer é calculado assim:

Vprisma = A X h.

3.5 Volume de uma Piramide

Proposicdo 3.7. Duas pirdmides de mesma base e mesma altura tém o mesmo volume.
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Demonstracao.

A figura apresenta duas piramides de mesma base ABC, vértices V; e V, e com mesma
altura H. Um plano paralelo ao plano (ABC) e distando h dos vértices das piramides, produziu
se¢des S1 e S nas duas piramides.

Seja A a 4drea da base ABC e sejam A e Aj as areas das segdes S1 e Sy, respectivamente.
Sabemos que a razdo entre as dreas da segdo e da base é igual ao quadrado da razdo de suas

distancias ao vértice. Desta forma,

donde concluimos que A; = Aj;. Pelo Principio de Cavalieri, as duas piramides tém o

mesmo volume.

V, v,
|
h
51 1 S2
H
A C
B

Fonte: ELON, 2006, p. 260.

Figura 3.15: Duas piramides de mesma base ABC
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3.5.1 Calculo do volume de uma pirdmide triangular
Proposicao 3.8. O volume da pirdmide triangular é igual a um terco do volume do prisma.

Demonstra¢do. Decompondo um prisma triangular em trés piramides , temos:

Figura 3.16: Decomposi¢do de um prisma triangular em trés pirdamides de mesmo volume

Considerando V), 0 volume da piramide, podemos observar na figura que:

v'As piramides EACB e ADEF possuem bases congruentes e mesma altura. Os tridngulos
ABC e DEF sdo congruentes, pois sdo as bases do prisma original e a distdncia de E ao plano
ABC é a mesma que a distancia de A ao plano DEF - altura do plano original. Entdo, as
piramides EACB e ADEF tém o mesmo volume (V).

v'As piramides ADEF e BDEF tém bases congruentes e alturas iguais. De fato, o tridngulo
DEF é comum as duas piramides e a altura de cada uma dessas piramides é a distancia de
A ao plano DEF que é a mesma de B a esse mesmo plano - altura do plano original. Assim,

Veace = Vaper = VBDEr = Vpir, temos que:

Vprisma

V,
3

prisma — 3Vpir = Vpir =
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3.5.2 Calculo do volume de uma pirimide qualquer

Proposicao 3.9. O volume de qualquer pirdmide é iqual a um terco do produto da drea da base pela
altura.

Demonstra¢ao. Com efeito, observemos que qualquer piramide pode ser dividida em pira-
mides de base triangular (figura 3.17). Essa divisdo é feita particionando a base em triangulos
justapostos por meio de diagonais e definindo cada plano de divisdo da pirdmide por uma

dessas diagonais da base e pelo vértice da piramide.

I

|
D

Fonte: ELON, 2006, p. 263.

Figura 3.17: Piramide qualquer dividida em piramides de base triangular.

Suponhamos agora que a piramide tenha altura / e que sua base, de drea A, tenha sido

dividida em 7 tridngulos de areas

A1, Ay, ..., Ay,

Como o volume da pirdmide é a soma dos volumes das piramides triangulares, temos que

seu volume é:

1 1 1
V== Z I
3A1h+3A2h+ +3Anh
1
V:§(A1+A2+---+An)h
1
V =-Ah
3

como afirmamos. Fica estabelecido que:

1
Viyir = 5 Aph.
pir 3 b
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3.6 Volume de um Cilindro

Para determinar o volume do cilindro (V,;), iremos utilizar novamente o Principio de Ca-

valieri, uma vez que em todo cilindro, a se¢do paralela a base é congruente a essa base.
Proposicao 3.10. O volume do cilindro é o produto da drea de sua base pela sua altura.

Demonstra¢do. Vamos supor um cilindro com altura / e base de drea A;, contida em um
plano horizontal «. Consideremos um prisma qualquer (por exemplo, um paralelepipedo re-
tangulo) no mesmo plano e que tem a drea da base igual a area da base do cilindro e altura
igual a do cilindro. Consideremos um outro plano horizontal B paralelo seccionando os dois
sOlidos teremos figuras de dreas A = PrismaNpe Ay = CiNp, logo Ay = A, = Aj para
qualquer plano horizontal. Entdo, pelo Principio de Cavalieri temos que,

Vi = Vprisma .

Como ja vimos que o volume do paralelepipedo retangulo é obtido pela multiplicagdo da
area da base (A;) pela altura (&), entdo segue que

Vi = Vprisma = Ap-h.

Dessa forma os dois sélidos tém o mesmo volume.

=N == —n
e T

Figura 3.18: Aplicacdo do Principio de Cavalieri
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3.7 Volume de um Cone

Proposicdo 3.11. O volume de um cone é igual a um tergo do produto da drea da base pela altura.

Demonstra¢do. Consideramos um cone de altura / e base de drea B contida em um plano
horizontal B. Iremos considerar também uma pirdmide de altura & e base de drea B que estd
contida em B. Consideremos um plano horizontal « com distancia d dos vértices secciona os
dois sélidos, determinando regides planas de areas B e By, temos:

B 4> B, d*> B, B
h_ 4,2 4 2 Pl g,
B m®2¢B m® B B 17

Figura 3.19: Aplicacdo do Principio de Cavalieri

Temos, pelo Principio de Cavalieri, que o cone e a piramide possuem o mesmo volume.
Logo,

Vcone =

Q| =
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3.8 Volume de uma Esfera

4
Proposicao 3.12. O volume de uma bola fechada de raio R é igual a §7TR3.

% ;0’
T ~ e
<

I = L \\_ /

Fonte: MUNIZ NETO, 2013, p. 406.

Figura 3.20: Calculando o volume de uma esfera

Demonstragido. Seja C um cilindro sélido de altura 2R, tendo por bases dois circulos de
raio R (figura a esquerda).

Inscrevamos em C dois cones sélidos, ambos com altura R e tendo por bases as bases do
cilindro; entdo, o vértice dos cones coincide com o centro do quadrado. Por fim seja S o s6lido
formado pela porgdo do cilindro exterior a unido dos cones.

Sejam « o plano de uma das bases do cilindro e B = B(O; R) uma bola fechada de centro
O e raio R, tangente a « e situada, em relacdo a &, no mesmo semiespaco que C (figura a
direita).

Sejam a’ um plano paralelo a «, contido no mesmo semiespago, em relagdo a a, que S e B,e
situado a distancia d do ponto O, com d < R. Como C tem altura igual ao didmetro de B, segue
que o' intersecta S se, e s6 se, intersecta B. Sendo esse o caso, temos que a’ secciona S segundo
uma coroa circular de raios UW = d e UZ = R, enquanto secciona B em um disco de centro
A e raio AB = v/RZ — d2. Logo, as areas de tais se¢des sdo sempre iguais, de forma que, pelo
principio de Cavalieri, S e B t¢ém volumes iguais.

Por fim, como o volume S é a diferenca entre os volumes do cilindro sélido C e da uniao
dos dois cones de vértice V, temos

1 4

V(B) = V(C) — 2Veone = mR? 2R —2.- 5nRZ ‘R = gnRS.
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CAPITULO 4

ATIVIDADES DESENVOLVIDAS E RELATOS

ARA a concretizacdo deste trabalho foram realizadas seis oficinas com dez discentes do

3° ano do Ensino Médio do Colégio Estadual Francisco da Conceicdo Menezes (Santo

Antonio de Jesus-BA), visando proporcionar estratégias para uma melhor compreensdo do

célculo do volume dos sélidos geométricos. Para tal foram utilizados videos, o software de
geometria dindmica GeoGebra e o Principio de Cavalieri.

As oficinas aconteceram no periodo de 23/04 a 18/05/15 no laboratério de informatica da
Unidade Escolar supracitada no turno oposto ao que os alunos estudam. As mesmas tiveram
a duracdao média de trés horas cada.

Entendemos que tanto a quantidade pequena de estudantes como o curto periodo de tempo
em que as oficinas foram aplicadas nos refletem uma situagdo razoavelmente pontual, mas nao
global. No entanto, estas condi¢des adversas ndo foram empecilhos para que tivéssemos uma
compreensdo mais aprofundada deste grupo de trabalho.

Descreveremos a seguir a maneira como as oficinas foram organizadas.

Na primeira oficina fizemos um teste sondagem (vide Anexo B) com os discentes para ob-
servar seus conhecimentos a cerca do assunto que seria abordado. Obtivemos o seguinte resul-

tado no teste de sondagem:

45



(01) A respeito de um sdlido geométrico podemas afirmar que:

® 3o figuras planas

® s3o figuras ndo planas

¥ s3o poligonais fechadas simples

B desconhego

Figura 4.1: Primeira questao

(02) Sdo elementos de um solido geométrico:
(03) Sdo solidos geométricos:

0%

M prisma, tridngulo e quadrado

o lados e vértices
s m cone, cilindro, pirdmide, prisma
W faces, vértices e lados e citbo

¥ arestas, vértices e faces 7
> ¥ cone, cubo, paralelepipedo e

B desconheco quadrado
W desconhegco
Figura 4.2: Segunda questao. Figura 4.3: Terceira questao.

Em relagdo a esta questdo:

v'100% dos alunos fizeram a associagdo corretamente no que diz respeito ao cone e a pira-
mide;

v'80% relacionaram corretamente o cubo e

v'70% associaram corretamente a esfera e o cilindro.
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(04) Considerando um reservatdrio de agua que possui 5m de
comprimento, 4m de largura e 2m de altura, ao multiplicarmos
todas as suas dimensdes, estamos na verdade calculando:

mseuvolume
W sua area

W seu perimetro

W desconhego
Figura 4.4: Quarta questao
05) Faca a associacdo corretamente:
A B C D E

()  Cilindro
()  Piramide
( )  Cone
()  Cubo

( ) Esfera
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06)Elabore um pequeno texto sobre a ideia que vocé tem sobre solidos
geometricos, identificando suas caracteristicas. Na oportunidade
exemplifique através de uma situacdo do cotidiano a importadncia
do conhecimento sobre eles.

Neste item apenas:
v'20 % definiram corretamente os s6lidos geométricos;
v 30 % identificaram as suas caracteristicas;

v'40 % exemplificaram adequadamente os s6lidos geométricos com situagdes do cotidiano.

O teste de sondagem mostrou que 80% dos alunos demonstram dificuldades em saber o que
é um solido geométrico, 40% em identificar seus elementos, 10% em identificar quais figuras
sdo solidos geométricos, 60 % em calcular volume e a maioria mostrou embarago em relacionar
esses sOlidos com objetos do cotidiano. Diante do exposto, planejamos as oficinas abordando
os pontos principais de cada sélido atrelado ao uso do Geogebra com aplicacdo de exercicios
com um menor grau de dificuldade nas primeiras oficinas e nas tltimas, questdes do ENEM
(Exame Nacional do Ensino Médio) e de vestibulares que sdo exames almejados pelo ptblico
que estamos trabalhando. Para finalizar aplicamos novamente o teste de sondagem inicial para
verificarmos se eles conseguiram absorver os contetidos trabalhados.

Para iniciar, assistimos videos sobre o tema em questdo e dialogamos sobre a geometria no
nosso dia-a-dia (figura[d.5). Em seguida, fizemos uma explanacao sobre o software GeoGebra,
onde os alunos tiveram a oportunidade de acessar o site oficial https : / /www.geogebra.org/
e outro site que tem um banco de dados deste software http : //geogebratube.org/, o qual
podemos fazer download dos arquivos existentes e compartilhar os que criamos. Mostramos,
também, diversos sélidos construidos no programa, aproveitando para fazer diversas manipu-

lagbes nos sélidos permitidas pelo programa (figuras 4.6 e[4.7).
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Figura 4.7: Site oficial do GeoGebra

Como ha a necessidade de sabermos calcular as dreas das bases dos s6lidos para determinar
seu volume, entdo fizemos uma revisdo das dreas das figuras planas. Propomos aos alunos
atividades envolvendo &reas e eles utilizaram o GeoGebra para confirmarem seus resultados,
como podemos observar a imagem [4.8|
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Arquivo Editar Exibir Opgdes Femamentas Janela Ajuda Entrar.

. EDING = =

ALl OO Nl ] e
R~ 3

v v |N | Pequeno v |# J

Figura 4.8: Areas figuras planas

Na sequéncia, usamos o data show para assistirmos videos sobre prismas, no qual explora-

mos seus elementos, classificagdo, secgdes, dreas da base, lateral, total e volume (figura [4.9).

DEEE SO0 o . =
= I %G~ Dv 1Y Hv O%
Figura 4.9: Explanagdo sobre o cubo
usando o GeoGebra. Figura 4.10: Sélidos geométricos no GeoGebra.
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Figura 4.11: Resolugao do exercicio no GeoGebra

Os alunos também pesquisaram no http : //geogebratube.org/ arquivos referentes ao as-
sunto em questdo e foram resolvidos exercicios, os quais os resultados foram verificados no
GeoGebra como mostram as figuras[4.10 e 4.1}

Na 2% e 3% oficinas trabalhamos com a pirdmide abordando os elementos, a classificagdo, as
piramides regulares e seus elementos e a area da sua superficie; o cilindro, cone e esfera com
abordagem andloga. Seguimos a mesma dindmica da primeira oficina com o uso do video e a

resolugdo de exercicios, como vemos nas figuras de 4.12 a

4) Piramide Regular
Def.: Piramide reta em que a base é um
poligono regular.

Figura 4.12: Video sobre pirdmide
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Arquivo Editar Exbir Opges Feramentas Janela Ajuda Entrar... rama catsr cane on T ——— envr

=
BB Clel<NEl=l#]A] b oo mmumsosen Ts ElALA ] Ollol<] N =] ] B s
= =

tCe

Entrada @

Figura 4.13: Exercicio.

Figura 4.15: Cilindro no GeoGebra Figura 4.16: Cone no GeoGebra

Iniciamos a 4% oficina mostrando a ideia de volume (4.17), a partir da ideia intuitiva do
volume do cubo, generalizamos e obtivemos o volume do bloco retangular. Apresentamos
o Principio de Cavalieri e o aceitamos como verdadeiro. Segundo Lima (1991) a utilizagdo
deste Principio "permite a simplificacdo notdvel nos argumentos que conduzem as férmulas
classicas de volume". A partir dai abordamos as férmulas para os calculos dos volumes dos
principais sélidos geométricos (prismas, piramides, cilindros, cones e esferas), no intuito dos
alunos compreenderem melhor, uma vez que em sua maioria sdo impostas aos alunos sem

esclarecimentos.
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Arquivo. Edtar Bxibir Opgles Feramentas Janela Aluda

=
O Y (ol [ [ N 5 o
M

[m]

Entraca | @

Figura 4.17: Ideia de volume

o

piramide_deducao_formulaggh.

Arquivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda Entrar
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar. .‘ A H T H ‘ . H \7‘ i=2| ‘ ‘ Mover e
" = ) e = m 2. /C‘Aﬂ > ) @7 @v év NG5G P Arraste ou selecione umou mais objetos (Esc) 7 %
d ABC 23 =] ~
‘ i ,‘/‘,‘A’v‘ bv‘(av OvH "{-: \H - *,‘ <> Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc) ? % B~~~ [
8| I?_‘;"‘:““ﬂ‘“‘ de Quantidade de Quantidade de
uido da .
tidade a ; liquido da liquido da
Quadaade de Quantidade de piramide I piramide IT pirimide IIT
o liquido da
p pirimide I ‘»
E ‘ ‘ ]
Sb = 2.83 cm” Sb=2.83 cm” Sb =2.83 cm? Sb =2.83 cm’
Sb =2.83 cm? Sb =2.83 cm? Sb=2.83
Entrad 1)

Figura 4.18: Relacdo do volume da piramide

X prisma.

Figura 4.19: Relagdo do volume da piramide
X prisma.

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

Entrar... Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
T IS r =
o 2N . Mover S]e n “ ‘ H [ . “ q ‘ = H Mover sle
L' /(‘,Mﬂ‘ I> P GVH @v‘ 4‘-: \H A“c‘ — é'v‘ Arraste ou selecione um ou mals objetos (Esc) 7 & v\//v A’: 1> | Gv ©: K‘v X ! |2 ‘%'v Arraste ou selecione um ou mals objetos (Esc) 7 %
M ~Linc~
Quantidade de Quantidade do
liquido da liquido da
pirimide I pirimide 1
Sb=2.83 cm” Sb=2.83 cm’ Sb =2.83 cm® Sb =2.83 cm’ Sb =2.83 cm? Sb = 2.83 cm? Sb =2.83 cm? Sb =2.83 cm’
O volume da pirimide ¢ igual a 1/3 do volume do prisma de mesma frea da base e
mesma altura.
Entrada: @ Entrada: | @

Figura 4.20: Relacdo do volume da piramide

X prisma.

Figura 4.21: Relagdo do volume da piramide
X prisma.
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BRSSO O )

3 ] A Cv Dy v kv v

Figura 4.22: Relac¢do entre o volume do cone e do cilindro

Figura 4.24: Aplicagdo do Principio de Cavali-

Figura 4.23: Principio de Cavalieri. eri com o cone e a pirdmide.

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar... == :’ i et im:‘j Nm‘ Tl ;‘:
[ L b 0)) & N =) 5] | Bl b /o Alela) Gk
v.":":': i“"%m"m“o = ija"e"’ deﬁ‘"“&’?*;i‘)a bt SN = O VOLUME DA ESFFERA

Mo = aura =57
Veitindro = 7% X h 1T e >
Veitindro = 140.39
[]Formuias

Ve = T2

i

Veitindro  Veone = 140.39 : 46.8 = 3

Enirac 5 = .
Figura 4.25: Relagdo do volume do cilindro Figura 4.26: Demonstragédo do volume da es-
X cone. fera usando o Principio de Cavalieri.
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Os discentes resolveram questdes do ENEM e de vestibulares na 5% oficina, conferindo os
resultados no GeoGebra. Tais questdes sao listadas a seguir.

Questao 1: (ENEM-2012) Alguns objetos, durante a sua fabrica¢do, necessitam passar por

um processo de resfriamento. Para que isso ocorra, uma fabrica utiliza um tanque de resfria-
mento, como mostrado na figura.

5cmT 25 cm

D il A{;m

40 cm '

Figura 4.27: Questdo 158 do Enem 2012 (Foto: Reproduc¢do/Enem)

O que aconteceria com o nivel da 4gua se colocdssemos no tanque um objeto cujo volume
fosse de 2400cm>?

a) O nivel subiria 0,2 cm, fazendo a 4gua ficar com 20,2 cm de altura.
b) O nivel subiria 1 cm, fazendo a 4gua ficar com 21 cm de altura.

¢) O nivel subiria 2 cm, fazendo a dgua ficar com 22 cm de altura.

d) O nivel subiria 8 cm, fazendo a 4gua transbordar.

e) O nivel subiria 20 cm, fazendo a dgua transbordar.
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Resolug¢dao no GeoGebra
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Questao 2: (ENEM - 2009) Uma fabrica produz velas de parafina em forma de piramide
quadrangular regular com 19 cm de altura e 6 cm de aresta da base. Essas velas sdo formadas
por 4 blocos de mesma altura - 3 troncos de piramide de bases paralelas e 1 pirdmide na parte
superior - espacados de 1 cm entre eles, sendo que a base superior de cada bloco é igual a
base inferior do bloco sobreposto, com uma haste de ferro passando pelo centro de cada bloco,
unindo-os, conforme a figura.

Se o dono da fébrica resolver diversificar o modelo, retirando a pirdmide da parte superior,
que tem 1,5 cm de aresta na base, mas mantendo o mesmo molde, quanto ele passaré a gastar

com parafina para fabricar uma vela?

Figura 4.29: Enem 2009 - Questao 173 - caderno azul

a) 156cm3.
b) 189cm3.
c) 192cm?3.
d) 216¢m3.

e) 540cm3.
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Resolug¢dao no GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda Entrar..
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Figura 4.30: Enem 2009 - Questdo 173 - caderno azul - resolugdo GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
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Figura 4.31: Enem 2009 - Questdo 173 - caderno azul - resolugdo GeoGebra
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Questdo 3: (UTFPR) Uma lata de achocolatado em p6 tem 10 cm de didmetro e 10 cm de
altura, e sdo embaladas em caixas de papeldo, com quatro fileiras de seis latas, conforme a
tigura a seguir. A caixa comporta 2 latas na sua altura, tendo uma capacidade total para 48
latas.

Com base nos estudos de cilindros e paralelepipedos, afirma-se que: (71=3,14)
I) o volume de cada lata é de 785cm?.
II) a 4rea total de cada lata é de 471cm?.

IIT) o volume da caixa de papeldo é de 24000cm°.

Analisando-se as afirmagdes acima, conclui-se que:
a) [ e Il estdo corretas.

b) I e III estdo corretas.

c) IT e IIT estdo corretas.

d) I, IT e III estdo corretas.

e) I, IT e III estdo incorretas.
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Resolug¢dao no GeoGebra

Andlise dos itens [ e IT

Arguivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
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rain=15
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Area Lateral = 27 x 5 x 10 = 314
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Area total = 2 Area da base + Area lateral
Area total = 157 + 314 = 4T1em?
Volume = Area da Base x Altura
Volume = 785 x 10 =785 em’
Entrada: | @
21 .
Analise do item III
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
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Entrada: | @
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Aplicamos um teste de verificacdo na 6? oficina (vide anexo C). As seis primeiras questdes
foram as mesmas do teste de sondagem e acrescentamos quatro exercicios relativos ao célculo
de volumes dos sélidos geométricos.

Vejamos abaixo os resultados do teste de verificagdo. Nas questdes iguais ao teste de son-
dagem, fizemos um grafico comparativo da evolugdo dos discentes.

01) A respeito de um sdlido geométrico podemos afirmar que:

100%
90%

BO%
70%
60%
50%

o TestedeSondagem
40%

30%

B TestedeVeaifcaci

20% § \ N
=N NN N\

s3ofigures  s3ofigures nao  s30 poligonais  desconheco
planzs planzs fechadas
simples

Figura 4.32: Primeira questao

Na primeira questdo no teste de sondagem apenas 20% dos alunos responderam correta-

mente a questdo, enquanto que no teste de verificagdo 100% acertaram.

02) S&o elementos de um sélido geométrico:

100%
0%

B0%

T0%

60%

0% A TestedeSondsgem

40% B Testede Veificagdo
30%

20%

10%

N

lados evertices faces Vertices € arestas, vertces  desconhego
lados efaces

0%

Figura 4.33: Segunda questao

Sessenta por cento dos discentes acertaram a segunda questdo no teste de sondagem e cem

por cento, no de verificagao.
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03) S23o solidos geométricos:

100%

90%

Z

80%
0%
60%
50%
40%
30%

"» TestedeSondagem

B TestedeVerificacio

20%

- | - W 7

prisma cone, cilindro,  cone, cubo, desconheco
trigngulo e pirdmide paraelepipedo
guadrado prismaecubo  equadrado

Figura 4.34: Terceira questao

Na terceira questdo tanto no teste de sondagem quanto no de verificacdo 90% dos alunos
acertaram.

04) Considerando um reservatorio de &gua que possui 5m de
comprimento, 4m de largura e 2m de altura, ac multiplicarmos

todas assuas dimensBes, estamos na verdade calculando:

100%

T0%

50% #, Teste de Sondsgem

40% - B Testede Veificacao

30%

20%

ey volume SuE dres au perimetro deconhego

Figura 4.35: Quarta questao

Na quarta questdo 40% responderam corretamente no teste de sondagem, ja no teste de
verificacdo 100% dos discentes acertaram.
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05) Faca a associacdo corretamente:

() Cilindro
()  Piramide
( ) Cone
( )  Cubo

( ] Esfera

Figura 4.36: Quinta questao

Em relacdo a esta questdo no teste de sondagem:

v'100% dos alunos fizeram a associa¢do corretamente no que diz respeito ao cone e a pira-
mide;

v'80% relacionaram corretamente o cubo e

v'70% associaram corretamente a esfera e o cilindro.

E no de verificagdo 100% dos alunos fizeram a associa¢do corretamente.
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06)Elabore um pequeno texto sobre a ideia que voce tem sobre solidos
geometricos, identificando suas caracteristicas. Na oportunidade
exemplifique através de uma situacdo do cotidiano a importancia
do conhecimento sobre eles.

Figura 4.37: Sexta questao

Neste item no teste de sondagem apenas:
v'20% definiram corretamente os sélidos geométricos;

v 30% identificaram as suas caracteristicas;

v'40% exemplificaram adequadamente os s6lidos geométricos com situagdes do cotidiano.

Enquanto que no de verificagdo,
v'80% definiram corretamente os sdlidos geométricos;

v'70% identificaram as suas caracteristicas;

v'100% exemplificaram adequadamente os s6lidos geométricos com situagdes do cotidiano.
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07) (UNESP) Quantos cubos A precisa-se empilhar para formar o

A

paralelepipedo B?

( ) 60
( ) 47
{ ) 94
() 39
( ) 48

Figura 4.38: Sétima questdo

Nesta questdo 100% dos alunos calcularam corretamente quantos cubos eram necessarios

empilhar para formar o paralelepipedo.
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08) (Uniric — RJ) Uma pirdmide estd inscrita num cubo, como mostra a

figura a seguir.

Sabendo-se gue o volume da pirdmide é de & m?, entio o volume

(

3

do cubo, em m?, & igual a:
)9
) 12 ;
) 15 / | B
) 18
) 2

Figura 4.39: Oitava questdo

Em relacdo a questdo 8, 80% dos discentes calcularam o volume do cubo adequadamente.

09) (UEL-PR) Dois recipientes cilindricos tem altura de 40 cm e raios da

base medindo 10 cm e 5 cm. O maior deles contem agua até 1/5 de
sua capacidade. Essa agua ¢ despejada no recipiente menor,

alcancando a altura h de:

( ) 32em
()  24em
() 16em
( ) 12em

( ) 10 cm

Figura 4.40: Nona questao

Na questdo 9, 70% calcularam corretamente a altura alcangada pela dgua no recipiente me-

nor.
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10} (UNESP) Um copinho de sorvete, em forma de cone, tem 10 cm de
profundidade, 4 cm de didmetro no topo e tem ai colocadas duas
conchas semiesféricas de sorvete, também de 4 cm de difmetro.
Se o sorvete derreter para dentro do copinho, podemos afirmar
que:

ndo transbordara.

transbordara.

os dados s3o incompativeis.

—

)
)
) os dades sZo insuficientes.
)
)

todas as afirmacdes anteriores sdo falsas.

Figura 4.41: Décima questao

E na questdo 10, 70% acertaram a questao.
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CONSIDERACOES FINAIS

ESTE trabalho apresentamos uma proposta de estudo para os alunos do 3° ano do Ensino

Médio com o intuito de oferecer um maior significado ao estudo do cdlculo dos volumes

dos s6lidos geométricos. Para que isto ocorresse utilizamos o Principio de Cavalieri atrelado
ao GeoGebra.

Na anélise realizada observamos que os participantes das oficinas propostas tinham conhe-
cimento razoavel sobre dreas, o qual é necessério para o cdlculo dos volumes, e o minimo de
conhecimento sobre o volume dos sélidos geométricos. Quando mostramos o volume do cubo
e do paralelepipedo a partir do preenchimento desses s6lidos com os "cubinhos" menores, ou
seja, as unidades de medida, entenderam como o volume é obtido.

A utilizacdo das figuras espaciais construidas no GeoGebra foi primordial no desenvol-
vimento das férmulas de volumes, uma vez que eles tiveram a oportunidade de posicionar
o plano paralelo para seccionar e comparar os diversos s6lidos geométricos, possibilitando,
assim, deduzir que através do Principio de Cavalieri podemos encontrar as férmulas dos vo-
lumes do cilindro, cone e esfera fazendo uma comparacdo com o volume ja visto do para-
lelepipedo (prisma). Mostramos, também, no GeoGebra a decomposi¢do do prisma em trés
piramides, o que facilitou o entendimento do porqué da férmula do volume da pirdmide ser
um ter¢o do volume do prisma.

Com o desenvolvimento das oficinas foi evidente o crescimento do aprendizado em relagdo
ao assunto abordado. Foram propostas questdes de exames do interesse dos alunos, ENEM
e vestibulares, as quais foram resolvidas, também, com a utilizacdo do GeoGebra. Eles acha-

ram que a interpretacdo das questdes ficou mais facil com a visualiza¢do e a manipulagdo das
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figuras no programa.

Utilizar um software de geometria dindmica ajudou bastante na compreensdo do conceito
de volume e no desenvolvimento de estratégias para o calculo do volume dos s6lidos geométri-
cos, uma vez que os alunos tiveram a oportunidade de desenvolver o pensamento geométrico
e a visualizagdo espacial em relacdo aos sélidos estudados.

Concluimos, no final deste trabalho, que faz-se necessdrio que os educadores propiciem
aos alunos metodologias diferenciadas, dinamizando o ambiente de ensino-aprendizagem dos
contetidos matematicos. Nesse sentido, acreditamos que as oficinas de estudo expostas possam

contribuir nesse sentido.
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ANEXOS

Anexo A - Preliminares do Capitulo 3

1. Defini¢des Preliminares
Utilizamos como referéncias Dolce (1993a), Lima (1991), Lima (2006), Muniz Neto (2012)
e Muniz Neto (2013).

1.1 Conceitos primitivos

As nogdes primitivas sobre ponto, reta e plano sdo adotadas sem defini¢do. Exemplifi-

cando, temos:

Ponto Reata Flano

T\M
\

Figura 4.42: Entes geométricos

Para representar o ponto usamos letras latinas maitisculas; para a reta, letras latinas mi-
nusculas e para o plano, letras gregas mintsculas. Podemos também denotar as retas

usando dois de seus pontos, por exemplo reta AB.
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Figura 4.43: Reta

1.2 Segmento de reta e semirreta

Definicao 4.1. Segmento de reta é a porgio da reta r que fica entre dois pontos diferentes, A e B,

que estdo sobre essa reta r. Assim teremos o segmento de reta AB, como mostra a figura 4.44.

Definicao 4.2. Um ponto C sobre a reta r divide-a em duas semirretas de origem C. Se colo-
carmos um ponto D sobre a reta r, teremos a semirreta CD de origem C, como ilustra a figura a
sequir.

Figura 4.44: Segmento de reta e semirreta

1.3 Figura geométrica

Definicdo 4.3. No plano (ou espago), definiremos todo e qualquer conjuntos de pontos como fi-

gura geométrica.

Dessa forma, teremos dois tipos de figuras geométricas: planas e espaciais.
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Figuras geométricas planas

E quando o conjunto de pontos considerados esté situado numa superficie plana, como a

seguir:

=

Figura 4.45: Figuras geométricas planas

Figuras geométricas espaciais

E quando o conjunto de pontos considerados estd situado numa superficie ndo-plana,

como vemos na figura abaixo:

sA

Figura 4.46: Figuras geométricas espaciais

1.4 Pontos colineares e nio-colineares

Definicao 4.4. Consideremos trés pontos A, B e C sobre um plano. Se C estiver sobre a reta 1@,

diremos que A, B e C sdo colineares ; caso contrdrio, diremos que A, B e C sido ndo-colineares.
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Figura 4.47: Pontos colineares Figura 4.48: Pontos ndo-colineares

1.5 Angulo

Definicdo 4.5. Dadas duas semirretas OA ¢ OB no plano, um dngulo ou regido angular de
—
vértice O e lados OA e O? ¢ uma das duas regides do plano limitadas pelas semirretas (ﬁ e O?

Figura 4.49: Regides angulares no plano

Notacao

Com relagdo a figura acima denotamos o angulo assim: AOB ou O.

Classificacdo dos angulos

v'Reto, se for igual a 90°.
v"Agudo, se for maior que 0° menor que 90°.

v'Obtuso, se for maior que 90° e menor que 180°.
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o =< 90

.—iu_t;ru’r; Heto .—inym’r; Agudo .-inyraﬁ; Obtuso

Figura 4.50: Classifica¢do dos angulos
1.6 Triangulo

Definicao 4.6. Ao conjunto de trés pontos ndo-colineares num plano chamamos de tridngulo.
A, B, e C sio os vértices do tridngulo ABC e os segmentos AB, AC e BC sdo seus lados.

Denotaremos o tridngulo ABC assim: AABC.

A B

Figura 4.51: Triangulo ABC

Classificacdo dos triangulos quanto aos lados

Quanto aos lados, os triangulos se classificam em:
v'Equilatero, se os trés lados forem congruentes entre si.
v'Isésceles, se pelo menos dois dentre seus lados forem congruentes.

v Escaleno, se os trés lados possuirem medidas distintas entre si.
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B G B H I B [

Fuilatero Tsisceles Escaleno

Figura 4.52: Classificacdo dos triangulos quanto aos lados

Classificag¢ao dos tridngulos quanto aos angulos

v'Retangulo se, tem um angulo interno reto.
v'Acutangulo se, tem os trés angulos internos agudos.

v'Obtusangulo se, tem um angulo interno obtuso.

A G A C A c
Retangulo Acutangulo Obtusangulo

Figura 4.53: Classificacdo dos tridngulos quanto aos angulos
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1.7 Triangulos congruentes

Definigdo 4.7. Dois tridngulos ABC e A’B'C’ sdo considerados congruentes se, e somente se,
houver a possibilidade de uma correspondéncia entre seus vértices, de forma que seus lados sejam
ordenamente congruentes e seus dngulos ordenamente congruentes, também.

Notacao
Denotamos que os tridngulos ABC e A’B’C’ sao congruentes assim: AABC = AA'B'C’.

Ay

[9)

Figura 4.54: Triangulos ABC e A’B'C’ congruentes

Casos de congruéncia

e 1° caso - LAL

Se dois tridngulos tém respectivamente congruentes dois lados e o angulo compre-

endido por esses dois lados, entdo eles sao congruentes.

B *C

Figura 4.55: Triangulos congruentes pelo caso LAL
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Em simbolos, o caso de congruéncia garante que, dados triangulos ABC e A’'B'C/,
se AB=A'B’,AC = A'C' e A = A’, entdo, AABC = AA'B'C’.

Com a correspondéncia de vértices A <» A’, B <» B’ e C <» C. Em particular, segue

que

B=B,C=CeBC=BC.

e 2° caso - ALA

Se dois tridngulos tém respectivamente congruentes dois angulos e o lado compre-

endido por esses dois angulos, entdo eles sdo congruentes.

I *C

Figura 4.56: Triangulos congruentes pelo caso ALA

Em simbolos, dados dois tridngulos ABC e A’B’C’, se A= A,B=RBeAB = AF,
entdao, AABC = ANA’B‘C”.

Com a correspondéncia de vértices A <+ A’, B <+ B’ e C <+ C’. Em particular, devemos
ter também

C=C,AC=AC'eBC =BC.
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e 3° caso-LLL

Se dois triangulos tém respectivamente congruentes os trés lados, entdo eles sdo

congruentes.

A H »C
F

Figura 4.57: Triangulos congruentes pelo caso LLL

Em simbolos, dados dois triangulos ABC e A’B’C’, se AB = A'B',BC=B'C'e AC=AC’
temos que, AABC = AA’B’C’ . Com a correspondéncia de vértices A <+ A’, B <+ B’ e
C < C’. Em particular, também

e 4° caso-LAA,

Se dois tridangulos tem respectivamente congruentes um lado, um angulo adjacente

e um angulo oposto a esse lado, entdo eles sdo congruentes.

A @ C

3]

Figura 4.58: Triangulos congruentes pelo caso LAAg

Em simbolos, dados os tridngulos ABC e A’B‘C’, se BC = B'C’, A= A"e B =B, entdo,
ANABC = AA'BC”.

78



Com a correspondéncia de vértices A <+ A’, B <+ B’ e C «» C’. Em particular, também

temos

C=C,AC=AC'e AB= A'B".

1.8 Lugares geométricos

Definic¢ao 4.8. Dada uma propriedade P relativa a pontos do plano, o lugar geométrico (abre-
viamos LG) dos pontos que possuem a propriedade P é o subconjunto L do plano que satisfaz as

duas condigdes a sequir:
(a) Todo ponto de L possui a propriedade P;
(b) Todo ponto do plano que possui a propriedade P pertence a L.

Em outras palavras, L é o LG da propriedade P se L for constituido exatamente pelos

pontos do plano que tém a propriedade P, nem mais nem menos.

1.9 Semelhanca de Tridngulos

Definicao 4.9. Dois tridngulos sdo semelhantes quando hd entre esses tridngulos uma corres-
pondéncia biunivoca em relagdo aos vértices, de forma que os Angulos correspondentes sejam iguais

e haja proporcionalidade nos lados homélogos.

Notacao

Denotamos que AABC e AA’B'C’ sdo semelhantes assim: AABC ~ AA’B'C’.

Razio de semelhanga

Sejam a, b e ¢ as medidas dos lados do triangulo ABC e a’, b’ e ¢’ as medidas dos lados do

triangulo A’B’C’. Entdo, vale a seguinte igualdade

onde k é denominado razao de semelhanca dos tridngulos.
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Casos de semelhanca de tridngulos

e 1° caso-LLL

Sejam dois triangulos no plano ABC e A'B'C/, tais que

AB  BC AC

A'B  BC AC
Entdo, AABC ~ AA’B'C’, com correspondéncia de vértices A <+ A’, B <+ B/, C +
C’. Em particular, A = A/, B=BeC =C'.

Figura 4.59: Tridngulos semelhantes pelo caso LLL

e 2° caso - LAL

Sejam dois tridngulos no plano ABC e A'B'C/, tais que

AC  BC R

=— e C=C.
A'C’ B'C’
Entdo, AABC ~ AA’B'C’, com correspondéncia de vértices A <+ A’, B <+ B/, C +
~ .~ ~ ~ AB
C'. Em particular, A= A/, B=B'e — =k
A'B’
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B ; G

Figura 4.60: Triangulos semelhantes pelo caso LAL

e 3° caso - AA

Sejam dois triangulos no plano ABC e A'B'C/, tais que

A=A" e B="R.

Entdo, AABC ~ AA'B'C’, com correspondéncia de vértices A <+ A’, B <» B/, C <
C’. Em particular,

AB  BC AC

A'B’  B/C' AC

A A’

C

Figura 4.61: Triangulos semelhantes pelo caso AA
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1.10 Teorema de Pitagoras

Teorema 4.1. Em um tridngulo retdngulo a soma das medidas dos quadrados dos catetos é iqual
a medida do quadrado da hipotenusa.

Sejam a a medida da hipotenusa, b e c as medidas dos catetos de um tridngulo retangulo
ABC. Reescrevendo o teorema acima de outro modo, temos: a2 = b? + ¢2, vide figura

4.621

e |0=90°

Figura 4.62: Teorema de Pitdgoras

1.11 Poligono

Definicao 4.10. Sejam n> 3 um niimero natural e A1, Ay, ..., Ay pontos distintos do plano.
. s . . STA -
Dizemos que Ay, Ay, ..., Ay é um poligono convexo se, para1 < i < n, a reta A;A; 1 ndo
contém nenhum outro ponto Aj, mas deixa todos eles em um mesmo semiplano, dentre os que ela
determina (aqui e no que seque, Ag = An, Apt1 = A1 e Ayt2A4z). Os vértices do poligono sio

os pontos Ay, A, ..., An. Os lados do poligono sio os segmentos A1Ap, AxAs, ..., Ay_1Ax,
ApAy.

82



Ag
Figura 4.63: Poligono A1 AyA3A4As

1.12 Poligonos regulares

Definicao 4.11. Dizemos que um poligono é regular quando todos os seus lados e dngulos inter-

nos sdo congruentes.

Triangulo egquildtero Quadrado

Figura 4.64: Exemplo de poligonos regulares

1.13 Circunferéncia

Definigao 4.12. Sejam O um ponto e r > 0 um niimero real. A circunferéncia de centro O e
raio r é o conjunto dos pontos P do plano que estdo a distdncia r de O, isto é, tais que d(O, P) = r.
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P

Figura 4.65: Circunferéncia

Existem duas circunferéncias associadas a um poligono regular:

Circunferéncia circunscrita: em um poligono regular com n lados, podemos construir
uma circunferéncia circunscrita, que é uma circunferéncia que passa em todos os vértices

do poligono e que contém o poligono em seu interior.

Circun feréncia circunscrita

Figura 4.66: Circunferéncias circunscrita

Circunferéncia inscrita: em um poligono regular com n lados, podemos colocar uma
circunferéncia inscrita, isto é, uma circunferéncia que passa tangenciando todos os lados
do poligono e que estd contida no mesmo.

Circun feréncia inscrita

Figura 4.67: Circunferéncias inscrita
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1.14 Circulo

Definicao 4.13. Sejam O um ponto e r > 0 um niimero real. O circulo de centro O e raio r é
o conjunto dos pontos P do plano que distam de O uma medida menor que ou igual a r, isto é,
d(O,P) <r.

o

Figura 4.68: Circulo

Circulos concéntricos

Definicao 4.14. Denominamos de circulos concéntricos os circulos que tém o mesmo centro O.

(@

Figura 4.69: Circulos concéntricos C e C;
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Area do circulo

Seja R o raio de um circulo. Entdo, a sua area (A;,.) é dada por

Acire = mR?,

Figura 4.70: Area do circulo

1.15 Coroa circular

Definicao 4.15. Coroa circular é a regido limitada por dois circulos concéntricos.

Area da coroa circular

Sejam R o raio da circunferéncia externa e r o raio da circunferéncia interna. A 4rea da

coroa circular (Acoros) € dada pela diferenca entre as dreas do circulo externo e do circulo
interno.

Acoroa = 7T(R2 - 7’2)

Figura 4.71: Coroa circular
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1.16 Poliedro

Definicio 4.16. E a reunido de um niimero finito de poligonos planos e convexos. Cada lado de um
desses poligonos é também lado de um outro tinico poligono. Cada poligono desse é considerado
uma face do poliedro. O lado comum a exatamente duas faces chamamos de aresta do poliedro. E
cada vértice de uma face é um vértice do poliedro.

As figuras espaciais a seguir sdo exemplos de poliedros.

Figura 4.72: Poliedros

1.17 Prisma

Definic¢do 4.17. O prisma de bases A1Ay...A, e AJA). A}, é a porgio limitada do espago,

delimitada pelos poligonos A1Aj...Ay e Al Ay...A} e pelos paralelogramos A;A; 1A} 4 A}, para
1<i<mn.

/ T j ."f
i e
i / Ay
\/
/ y
A A
Fonte: MIUNIZ NETO, 2013, p. 347.

Figura 4.73: Prisma de bases A1A;...A, e A]AS.. A;,.

Dado o prisma da figura temos:
v Vértices: os pontos Ay, Ay, ..., Ay, A}, AS, ..., A}

v'Faces laterais: os paralelogramos A;A; 1A} A'i.
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v'Arestas das bases: os segmentos A;A; 1, A{A] ; e A;A'i.
v Arestas laterais: os segmentos AZ-AQ, paral <i<n.
v'Altura do prisma (h): distancia entre os planos de suas bases.

Os prismas classificam-se segundo suas bases. Por exemplo, um prisma triangular é
aquele cuja base é um tridngulo, um prisma quadrangular é aquele cuja base é um qua-

drildtero e assim por diante.

.

- SO . . ; . i 5
Prisma triangulay Prisma quadrangular Prisma pentagonal Prisma hexagonal

Figura 4.74: Classificagdo dos prismas quanto ao poligono da base

Um prisma reto é um prisma cujas arestas laterais sdo perpendiculares aos planos de

suas bases; em particular, se AjA;..A, e A’1 A’z...A; sdo as bases de um prisma reto, entdo

A1A] = AYAl = .. = A, A) e tal valor comum coincide com a altura do prisma. Um
prisma reto é regular (figura 4.75) se suas bases forem poligonos regulares.

z/' ______ '\\
e 5"
SE PN i » Al
A} Va/ ,
: \"‘ r'
| 1 1
| |1 | a |
B [+ |
: [
s EN
[ .-, {
’ |
11 <, ‘/“ A’fl;
//’,
Ay Az

Fonte: MUNIZ NETO, 2013, p_ 348.

Figura 4.75: Prisma regular de bases A1 A...A, e A1A}.. A}
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Seccdo de um prisma é a intersecdo do prisma com um plano que intercepta todas as
arestas laterais. Podemos observar que a sec¢do de um prisma é um poligono com vértice

em cada aresta lateral (figura 4.76).

Secgdo reta é uma secgdo cujo plano é perpendicular as arestas laterais.

Seccio reta

Figura 4.76: Seccdo reta do prisma

Paralelepipedo

Os paralelepipedos sdo prismas quadrangulares cujas bases sdo paralelogramos. Um
paralelepipedo reto (figura |4.77) é um paralelepipedo que é um prisma reto e um para-
lelepipedo reto retingulo é um paralelepipedo reto cujas bases sdo retangulos.

Figura 4.77: Paralelepipedo reto
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Cubo

Dizemos que um paralelepipedo reto retingulo é um cubo (figura |4.78) se todas as suas
arestas (a) forem iguais.

a

Figura 4.78: Cubo

Area da superficie de um prisma

Considerando um prisma qualquer, temos:
v Area lateral (A;): soma das areas das faces laterais.
vArea da base (Ay): drea de uma das faces que é base.

v Area total (A;): é a soma da 4rea lateral com as areas das duas bases.

Ap = A +2A,.

1.18 Piramide

Definicao 4.18. Dados um poligono convexo A1 A,...Ay, e um ponto V ndo pertencente ao plano
de A1Aj...Ay, definimos a pirdmide VA1 Ajy... Ay, de vértice V e base A1 Aj... Ay, como a porgdo
limitada do espago, delimitado por A1Aj...Ay e pelos tridngulos VA; A1, paral <i < mn,coma
convengio de que A, 11 = Ay (figura .
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A
Fonte: MUNIZ NETO, 2013, p. 335,

a

Figura 4.79: Piramide de base A1 A;...A; e vértice V.

Dizemos ainda, que os segmentos VA; e A;A;;1 sdo as arestas e os triangulos VA;A; 1
sdo as faces laterais da piramide.

Se P é o pé da perpendicular baixada do vértice V ao plano da base A1Aj...A;, de uma
piramide VAjA;...A,, dizemos que o segmento VP ¢é a altura da pirdmide. A referida
piramide é dita regular se sua base A;Aj;...A; for um poligono regular de centro P.

As piramides sdo classificadas segundo suas bases. Se a base é um tridngulo a piramide é
dita triangular, se a base é um quadrildtero a pirdmide é dita quadrangular, e assim por
diante.

Piramide triangular FPiramide quadrangular Piramide pentagonal

Figura 4.80: Nomenclatura de algumas piramides
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A piramide reta é aquela cuja projecdo ortogonal do vértice sobre o plano da base é o

centro da base. Caso contrdrio a piramide é dita obliqua.

Piramide reta Piramide obligua

Figura 4.81: Piramide reta e piramide obliqua.

Elementos das pirdmides regulares

Figura 4.82: Elementos das pirdmides regulares

v'Apétema da pirdmide (g): altura relativa ao lado de qualquer face lateral.

v'Apétema da base (m): segmento que determina o raio da circunferéncia inscrita no

poligono da base.

v'Raio da base (r): raio da circunferéncia circunscrita ao poligono da base.
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Area da superficie de uma piramide

Dada uma piramide qualquer, temos:
v Area lateral (A;): soma das areas das faces laterais.
v Area da base (A}): drea do poligono que forma a base.

v Area total (A;): é a soma da area lateral com a 4rea da base.

Ar= A1+ Ay

1.19 Cilindro

Definicao 4.19. Dados um real positivo R e uma reta e no espago, o cilindro (de revolugdo) de
eixo e e raio R, denotado C(e; R), é o conjunto dos pontos do espaco, os quais estio a distincia R
da reta e (4.83).

Fonte: MUNIZ NETO, 2013, p.321.

Figura 4.83: O cilindro de revolucdo de eixo ¢ e raio R.
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Figura 4.84: Cilindro

Considerando o cilindro da figura temos:

v'Bases: os circulos C e C’, de raio r e centros O e O/, respectivamente.
s /

v Eixo: a reta OO'".

v'Altura: distancia h entre os planos das bases.

v Geratrizes (g): os segmentos paralelos ao eixo os quais tem uma extremidade em um
ponto da circunferéncia de centro O e raio r e a outra extremidade no ponto correspon-
dente da circunferéncia de centro O’ e raio r.

Classificacao

v Cilindro reto: quando as geratrizes sdo perpendiculares aos planos das bases. Deno-
minamos, também, o cilindro circular reto de cilindro de revolu¢do, uma vez que ele é
gerado pela rotacdo de um retingulo em torno do eixo determinado por um dos seus
lados.

v Cilindro obliquo: quando as geratrizes sdo obliquas aos planos das bases.
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Figura 4.85: Cilindro reto e obliquo

Sec¢des de um cilindro
v'Secgdo transversal ¢é a intersecdo do cilindro com um plano paralelo as suas bases.
v'Secgdo meridiana é a interseccdo do cilindro com um plano que contém o seu eixo.

Cilindro equilatero

E aquele cuja sec¢do meridiana é um quadrado. Considere g a geratriz, h a alturaer o

raio do cilindro. Assim, temos que:

g=h=2r

Figura 4.86: Cilindro equilatero
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Area da superficie de um cilindro

Dado um cilindro reto de altura h e raio da base r, temos:

v Area lateral (A)): é a reunido das geratrizes que forma um retangulo cujos lados me-
dem 277 e h.

v Area da base (Ay): area do circulo de raio 7.

v Area total (A;): é a soma das 4reas das bases com a 4rea lateral.

Ay = A1+ 24
1.20 Cone

Definicao 4.20. Dados um dngulo 6, uma reta e e um ponto V- € e, o cone (de revolugdo)

—
C(e; V;0), de eixo e, vértice V e abertura 26 é o conjunto dos pontos A do espago, tais que AV
forma um angulo 6 com a reta e (figura[4.87).

[}

Fonte: MUNIZ NETO, 2013, p. 325,

Figura 4.87: O cone de revolucao de eixo ¢, vértice V e abertura 20.

Sejam A um ponto sobre o cone C(e; V;0) e a o plano que passa por A e é perpendicular
a e. Se « intersecta ¢ em O, entdo %J_e e /ﬁ C B, onde B é o plano que contém A e ¢;

como V € e, temos AO = VO - tgf. Portanto, A pertence ao circulo que todo ponto de tal
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circulo estd contido em C. Por outro lado, temos que g é uma reta de p que forma angulo

6 com e, de sorte que ¢ C C. A reta g é a geratriz do cone C.

Os cones podem ser classificados pela posi¢do da reta % em relacdo ao plano da base:
v'Cone reto: se o eixo VO for perpendicular ao plano que contém a base.

v'Cone obliquo: se o eixo VO for obliquo ao plano que contém a base.

Sec¢des de um cone

v'Seccdo meridiana: é a interse¢cdo do cone com um plano que contenha o eixo VO. A

secdo meridiana de um cone circular reto é um tridngulo is6sceles.
Se a se¢do meridiana do cone for um tridngulo equilatero teremos um cone equilétero.

v'Seccdo transversal: é a intersegdo do cone com um plano paralelo ao plano que contém
a base.

2r

Figura 4.88: Seccdo meridiana do cone
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Area da superficie de um cone reto

Seja um cone qualquer. Temos:
vArea da base (Ay): area do circulo de raio 7.

v Area lateral (A)): é a 4rea de um setor circular onde o comprimento do raio equivale a
medida da geratriz (¢) e a medida do arco é equivalente a 27r.

A drea lateral pode ser calculada da seguinte maneira:

A = nrg.

v Area total (A;): é a soma da drea da base com a 4rea lateral.

A= A1+ Ay
Ay =mrg+ Tr?
Ay =mr(g+r)

1.21 Esfera

Definicdo 4.21. Sejam dados um ponto O do espago e um real positivo R. A esfera X3, de centro
O e raio R, denotada por £(O; R), é o lugar geométrico dos pontos do espago que distam R de O

(figura[£.89).
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Fonte: MUNIZ NETO, 2013, p. 317

Figura 4.89: A esfera de centro O e raio R

Denominamos por superficie esférica de centro O e raio R ao conjunto dos pontos P do

espaqo, tais que a distancia OP seja igual a R.

A superficie de uma esfera é também a superficie de revolugdo gerada pela rotagdo de

uma semicircunferéncia com extremidades no eixo.
Na esfera toda sec¢do plana é um circulo.

Temos como sec¢do um circulo méximo da esfera quando um plano secante passa pelo

centro dessa esfera, por exemplo, I' na figura

Area da esfera

A drea da superficie esférica de raio R ¢ dada por 471R?.
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Anexo B - Teste de Sondagem

. A respeito de um sélido geométrico podemos afirmar:
() sdo figuras planas.

() sdo figuras ndo planas.

() sdo poligonais fechadas simples.

() desconheco.

. Sdo elementos de um sélido geométrico:
() lados e vértices.

() faces, vértices e lados.

() arestas, vértices e faces.

() desconheco.

. Sdo solidos geométricos:

() prisma, tridngulo e quadrado.

() cone, cilindro, piramide, prisma e cubo.

() cone, cubo, paralelepipedo e quadrado.

() desconheco.

. Considerando um reservatério de 4gua que possui 5 m de comprimento, 4 m de largura

e 2 m de altura, ao multiplicarmos todas as suas dimensdes, estamos na verdade calcu-
lando:

() seu volume.
() sua area.
() seu perimetro.

() desconheco.
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5. Faca a associacdo corretamente:

/;\ =

& D E

() Gilindro.
() Piramide.
() Cone.

() Cubo.

() Esfera.

6. Elabore um pequeno texto sobre a ideia que vocé tem sobre sélidos geométricos, identi-
ticando suas caracteristicas. Na oportunidade, exemplifique através de uma situagdo do

cotidiano a importancia do conhecimento sobre eles.
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Anexo C - Teste de Verificacao

1. A respeito de um sélido geométrico podemos afirmar:
() sdo figuras planas.
() sdo figuras ndo planas.
() sdo poligonais fechadas simples.

() desconheco.

2. Sao elementos de um sélido geométrico:
() lados e vértices.
() faces, vértices e lados.
() arestas, vértices e faces.

() desconheco.

3. Sdo s6lidos geométricos:
() prisma, tridngulo e quadrado.
() cone, cilindro, piramide, prisma e cubo.
() cone, cubo, paralelepipedo e quadrado.

() desconheco.

4. Considerando um reservatorio de 4gua que possui 5 m de comprimento, 4 m de largura
e 2 m de altura, ao multiplicarmos todas as suas dimensdes, estamos na verdade calcu-
lando:

() seu volume.
() sua area.
() seu perimetro.

() desconheco.
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5. Faca a associacdo corretamente:

YScs

& D E

() Gilindro.
() Piramide.
() Cone.

() Cubo.

() Esfera.

6. Elabore um pequeno texto sobre a ideia que vocé tem sobre sdlidos geométricos, identi-
ficando suas caracteristicas. Na oportunidade, exemplifique através de uma situagdo do

cotidiano a importancia do conhecimento sobre eles.

7. (Unesp) Quantos cubos A precisa-se empilhar para formar o paralelepipedo B?

P O

(7

()60
()47
()94
()39
()48
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8. (Unirio-RJ) Uma pirdmide esta inscrita num cubo, como mostra a figura a seguir.

'
'
'
'

/ \

B R e AR RE R RASREE
-
-
#
o

Sabendo-se que o volume da pirdmide é de 6 m3, entdo o volume do cubo, em m3

, éigual
a:

()9

()12

()15

()18

()21

9. (UEL-PR) Dois recipientes cilindricos tem altura de 40 cm e raios da base medindo 10 cm

. 1 : .
e 5 cm. O maior deles contém dgua até — de sua capacidade. Essa dgua é despejada no

recipiente menor, alcancando a altura & de:
()32cm
()24 cm
()16 cm
()12cm
()10 cm
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10. (Unesp) Um copinho de sorvete, em forma de cone, tem 10 cm de profundidade, 4 cm de
didmetro no topo e tem ai colocadas duas conchas semiesféricas de sorvete, também de 4
cm de diametro. Se o sorvete derreter para dentro do copinho, podemos afirmar que:

() nao transbordara.

() transbordara.

() os dados sdo insuficientes.
() os dados sdo incompativeis.

() todas as afirmativas anteriores sao falsas.
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