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Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar a Funcao quadratica em uma nova
perspectiva grafica. O conteido Funcao Quadratica é ensinado no nono ano do Ensino
Fundamental e primeira série do Ensino Médio, sendo trabalhados os seguintes con-
ceitos: equagoes e inequagoes envolvendo polinémios de 2° grau, representagao gréfica,
concavidade, zeros da funcao quadratica, vértice da parabola, valor minimo ou méaximo
e aplicacoes em outras areas do conhecimento.

Para desenvolver este trabalho, foram utilizados os softwares matematicos Win-
plot e Geogebra, com o intuito de facilitar a compreensao das representagoes graficas
das fungoes. A parabola foi comentada a partir de um contexto histérico e abrangeu
também o conceito de termos especificos e definicoes envolvendo fungoes. Foi rela-
cionado o conceito de retas tangentes ao crescimento e decrescimento das funcoes.
Também foi exibido a parabola no contexto da Geometria Analitica e do calculo dife-
rencial, salientando a influéncia de cada coeficiente em relacao ao grafico. A parabola
foi estudada como uma das secgoes conicas tao pesquisadas por Apolonio. Foi citada

algumas aplicacoes da parabola no cotidiano, na fisica e em problemas de modelagem.

Palavras-chave

Fungao Quadratica. Parabola. Seg¢oes Conicas. Geogebra.
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Abstract

The objective of this study is to present the Quadratic Function in a new graphic
perspective. The Quadratic Function content is taught in the ninth year of elementary
school and first year of high school, the following concepts are learned: equations and
inequalities involving polynomials of second degree, graphing, concavity, zeros of the
quadratic function, the parable vertex, minimum or maximum and applications in other
fields of knowledge.

Two mathematical softwares, Winplot and Geogebra, were used in order to facilitate
the understanding of graphic representations of functions. The parable was discussed
from a historical point of view that also included the concept of specific terms and
definitions involving functions. The concept of tangent lines to growth and decrease
of functions was related. The parable was also exhibited in the context of Analytic
Geometry and Calculus, emphasizing the influence of each coefficient in relation to the
graph. The parable was studied as one of the conic sections so studied by Apollonius.
Some applications of the parable in daily life, physics and modeling problems were
cited.

Keywords

Quadratic Function. Parable. Conic Sections. Geogebra.
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1 Introducao

Este trabalho é destinado aos professores de educacao basica e aos alunos de licen-
ciatura em Matematica que possuam interesse em melhorar o processo de ensino de
Funcgoes Quadraticas, normalmente ensinado no 9° ano do Ensino Fundamental e na
1* série do ensino médio.

A Matemadtica com seus processos de construgao e validagao de conceitos, argu-
mentagoes e os procedimentos de generalizar, relacionar e concluir o que lhe sao ca-
racteristicos, permite estabelecer relacoes e interpretar fenomenos e informacoes. De
acordo com [15] as formas de pensar essa ciéncia possibilitam ir além da descricao da
realidade e da elaboracao de modelos pré-estabelecidos.

Muitos alunos apresentam dificuldades em interpretar problema. As vezes, resolvem
equacoes, fazem calculos, mas sentem dificuldades ao ler, interpretar as informagoes e
analisar uma situacao em busca da solu¢ao. O ensino de fungao permite desenvolver
a habilidade do aluno elaborar modelos matematicos para analisar problemas, através
da relacao entre expressoes algébricas e graficos até obter a solugao desejada. Uma
ferramenta importante nesse processo é a modelagem construida a partir da procura de
modelos matematicos para problemas do cotidiano. Por exemplo, a funcao quadratica
é utilizada como modelo do movimento uniformemente variado, na queda livre dos
corpos, na area de figuras planas, na receita e lucro de uma empresa, em problemas de
otimizacao, etc.

Nesse sentido, procurou-se abordar o estudo da fungao quadratica através da con-
textualizacao, representacao grafica e suas aplicagoes. Objetivou-se também funda-
menta-lo como apoio para as aulas referentes ao seu ensino, de forma a conduzir o
aluno a desenvolver e construir conceitos e procedimentos matematicos de diferen-
tes formas, sempre compreendendo e atribuindo significado ao que ele esta fazendo,
evitando a simples memorizacao e mecanizacao. Os conceitos foram relacionados de-
senvolvidos a partir de situagoes-problema. Para tanto, utilizou-se as vantagens do uso
da tecnologia da informagao, através de softwares Winplot e Geogebra, valorizando
diferentes enfoques e articulacoes com diversos campos da Matematica e de outras
ciencias. Além disso, foram abordadas contetidos e propriedades da funcao quadratica,
que fazem parte do curriculo do Ensino Médio atual e que o aluno precisa dominar, tais
como: plano cartesiano, graficos, a relacao entre os coeficientes e o grafico, as raizes, os
pontos de maximo e minimo, o vértice, equagoes, inequagoes e a parabola no contexto

da Geometria Analitica e do Céalculo Diferencial.
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Este trabalho foi organizado em capitulos, da seguinte forma:

e O Capitulo 2, contém uma resenha historica organizada e que considera a ordem
cronolégica dos fatos, iniciando com a contribuicao dos babilonios, dos gregos
e dos arabes. Contém também informagoes sobre o desenvolvimento da Funcao
Quadratica, desde o renascimento até a Matematica Moderna; ainda, aparece a
definicao de funcao e as visualizagoes gréaficas das parabolas, bem como, vérios

conceitos trabalhados no contexto de fungao do 2° grau.

e O Capitulo 3, traz uma abordagem cientifica acerca dos conceitos, da definicao,
do valor numérico, das raizes, da forma canonica e da férmula resolutiva da
equacao do segundo grau, assim como da forma fatorada e da caracterizacao da

funcao quadratica

e O Capitulo 4, trata dos gréaficos de parabolas representativas de fungoes quadraticas,
iniciando o capitulo com a definicao no contexto da geometria analitica seguindo
pelo contexto do cédlculo diferencial. Abordou-se também as intersegoes com o0s
eixos coordenados, o vértice, a simetria e a monotonicidade da fun¢ao quadratica.
Além disso, Foi usado softwares tais como o Winplot e o Geogebra, para a cons-

trucao dos graficos.

e O Capitulo 5, aborda o estudo da variagao dos coeficientes da Funcao Quadratica
e mostra de forma dinamica a influéncia dos coeficientes do trinomio de segundo

grau que define a funcao no seu gréfico.

e O Capitulo 6, traz diferentes aplicagoes da Funcao Quadrética na Fisica e na
prépria Matemética, como problemas de otimizagao (sendo o vértice da parabola
o ponto minimo ou méximo), de taxa de variacao da Fungao Quadrética, proble-

mas do cotidiano entre outros.

e Por fim, apresenta-se o capitulo consideragoes finais, onde é feita uma conclusao
sobre o trabalho, bem como sugestoes de como trabalhar o contetido Fungao

Quadratica em Turmas da primeira série do Ensino Médio.

16



2 Um Pouco de Historia.

A histéria da Matematica é util para constatarmos que o conhecimento é construido
por etapas, uns usando o trabalho de outros completando ou criando novas teorias, as
novas descobertas envolvem conflitos e incertezas, mas, com certeza provoca cresci-
mento. Vivemos atualmente numa época de intensa pesquisa, inovacao e mudancas
muito rapidas provocadas pela divulgagao de novas descobertas em tempo real. Nesse
sentido, o avanco da matematica é enorme. Assim, é importante conhecermos um

pouco da histéria para relacionarmos os fatos e irmos em busca de novas descobertas.

2.1 Babilonios.

O estudo da Funcao Quadratica tem sua origem na resolugao da equagao do se-
gundo grau. Em torno do ano 1700 a.C. os babilonios utilizavam tabletes cuneiformes,
nos quais escreviam e operavam com o sistema de numeragao sexagesimal posicional.
Problemas que recaem numa equacao de 2° grau ja se faziam presentes, como por
exemplo a questao de achar dois niimeros conhecendo sua soma s e seu produto p.

Até entao, nao se usava uma férmula para determinar os valores das raizes, pois
nao representavam seus coeficientes por letras. Isto comegou a ser feito a partir de
Francois Viete, matematico francés que viveu de 1540 a 1603. Antes disso, o que se
tinha era uma receita que ensinava como proceder em exemplos concretos, o modo de
encontrar a solugao era algoritmico. Determinar as raizes de uma equacao de 2° grau
consistia em determinar os lados de um retangulo conhecendo o semiperimetro s e a
area p.

Considerando um dos niimeros x e 0 outro s—x, seu produto é p = z(s—z) = sx—z?%.

Os ntimeros procurados sao as raizes da equacao 2

—sr+p=0.
A receita para achar dois nimeros com soma e produto dados era assim enunciada

pelos babilonios:
Eleve ao quadrado a metade da soma, subtraia o produto e extraia a raiz quadrada
da diferenca. Some ao resultado a metade da soma. Isso dard o maior dos nimeros

procurados. Subtraia-o da soma para obter o outro nimero. [13]

Atualmente, para uma equacao do tipo x2 — sz + p = 0, o procedimento pode ser

traduzido algebricamente:

17



_s+ (s)2 _s+ 52 _s+ 82—4p_8+\/82—4p_8+ s2 —4p
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A outra raiz é dada por s —x = 3 (2) P
Os autores dos textos cuneiformes nao deixaram registrado o argumento que os
levou a esta conclusao.

Atualmente encontramos as duas raizes utilizando a féormula

s £ /82 —4dp

2

xr =

Como os dados s e p do problema eram sempre nimeros positivos, os babilonios

nunca se preocuparam com eventuais solugoes negativas fornecidas por sua regra.[13]

2.2 A Matematica Grega.

Os estudiosos egipcios e babilonios continuaram a produzir textos em papiro e cu-
neiforme durante muitos séculos apds 800 a.C., mas enquanto isso uma nova civilizagao
se preparava para assumir a hegemonia cultural. Os gregos Tales de Mileto (624-548
a.C. aproximadamente) e Pitdgoras de Samos (580-600 a.C. aproximadamente) nao
hesitavam nada em absorver elementos de outras culturas a fim de se desenvolverem.

Segundo [3] o lema da escola pitagdrica era “tudo é nimero”. Os pitagdricos mos-
traram interesse consideravel pela secao aurea e pela razao aurea. Diz-se que um ponto
divide um segmento de reta em média e extrema razao ou se¢ao aurea, se o mais longo
dos segmentos é média geométrica entre o menor e o segmento todo. A razao entre o
segmento menor e o segmento maior chama-se razao aurea. Também estd intimamente
ligado a razao durea, o retangulo dureo. Figura 1 (a). Ele é qualquer retangulo ABCD
com a seguinte propriedade: possui lados de medidas a e b, se suprimirmos dele um
quadrado de lado b, o retangulo restante sera semelhante ao retangulo aureo ABCD.
Figura 1(b).
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AP2=AB.PB

D b F a-b C
z

Sendo x é a medida de AP: b

x2=ala—x) e x®*+ax—a%=0.

As raizes sdo
A E B

a
(a) Razao Aurea (b) Retangulo Aureo
Fonte: www.colegioweb.com.br Fonte:

aespeculadora.blogspot.com

Figura 1: Razao Aurea e Retangulo Aureo

O periodo de cerca de 300 a 200 a.C. foi denominado “Idade Aurea” da Matematica
grega por se destacarem nessa época trés grandes nomes: Euclides, Arquimedes e
Apolonio de Perga. Arquimedes (287-212 a.C.) calculou a area delimitada por uma
reta e uma parabola, conhecido como o problema da quadratura da pardbola. Figura
2.

O matematico grego Arquimedes (Siracusa, séc. 3 a.C.) foi um dos precursores do
Célculo Diferencial e Integral. Entre os antigos, ele foi o que melhor aplicou o Método
de Exaustao de Eudoxo e o que mais se aproximou da atual integracao. Uma de suas
inimeras descobertas foi a formula para a drea de um segmento parabdlico. Dada uma

parabola, a area do segmento ACB é quatro tergos da area do triangulo ABC.

Figura 2: Quadratura da pardbola

Fonte: commons.wikimedia.org

19



Para isso é possivel provar, usando conceitos de geometria analitica, que a soma

das dreas dos triangulos ADB e BCE é um quarto da area do triangulo ABC, ou seja,
1
[ABD + BCE = ZABC’];

e a soma das areas dos quatro triangulos AFD, DGB, BHE, EIC somadas duas a duas
sera,

1 1 1 1
-ADB+ -BCE =-(ADB+ BCFE) = —ABC
4 + 4 4( + ) 42
Aplicando-se exaustivas vezes esse processo, concluimos que a area do segmento
parabdlico é dada por

1 1 1 1 4

Para provar o resultado obtido, Arquimedes nao achou o limite da série, apenas
encontrou a soma dos n termos e acrescentou o restante, que pode ser feito tao pequeno
quanto se queira. Mas, é importante frisar que ele nao usa a nocao de limite e sim o
principio da exaustao, o qual permite considerar que a area do segmento parabdlico
nao podia ser nem maior nem menor que o valor obtido, que é %A. Para definir %A
como a soma de uma série infinita, Arquimedes precisaria valer-se de um conceito
geral de nuimero real o qual nao estava disponivel em sua época. Faltava a a nocao
de passagem ao limite, pois ele compartilhava com os gregos do chamado horror ao
infinito. Os gregos trabalharam as solucoes geométricas para equacoes de 2° grau.
Embora Euclides e Arquimedes tenham sido mais comentados, Apolonio, mais novo
que eles, teve grande destaque, principalmente no desenvolvimento dos conceitos das

secoes conicas.

Figura 3: Duplicacao do cubo

Fonte: www.jornallivre.com.br

Em [2] a origem das segoes conicas estd relacionada ao problema de duplicagao do

cubo Figura 3, que consiste em, dada a aresta de um cubo, construir, com uso de
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régua e compasso, a aresta de um segundo cubo cujo volume é o dobro do anterior.
Hipécerates de Chios (470-410 a.C.) e Menaechmus (cerca de 350 a. C.) pesquisaram
essas curvas.

Apolonio foi um famoso membro da escola de Matematica de Alexandria. Nasceu
em Perga, cidade ao sul do que hoje é a Turquia, entre 246 e 221 a.C. De suas obras, a
mais importante sao As Conicas, que aperfeicoaram e superaram os estudos anteriores
sobre o assunto e introduziram as denominagcoes elipse, parabola e hipérbole.

Segundo [1], as secoes conicas Figura 4, eram conhecidas hd mais de um século,
quando essa obra foi escrita. Anteriormente, a elipse, a parabola e a hipérbole eram
obtidas como sec¢oes de trés tipos diferentes de cone circular reto, de acordo com o
angulo do vértice - agudo, reto ou obtuso. Apolonio mostrou, ao que parece pela
primeira vez, que nao seria necessario tomar secoes perpendiculares a um elemento do
cone e que de apenas um unico cone poderiam ser obtidas todas as trés espécies de
secoes, variando-se a inclinacao do plano da secao, relacionando assim as curvas umas
com as outras. Noutra consideragao sobre o tema, prova que o cone nao precisa ser
reto - eixo perpendicular a base circular - podendo ser também obliquo ou escaleno.
Segundo Eutécio, Apolonio foi o primeiro geometra a demonstrar que as propriedades
das curvas independem de serem secionadas em cones obliquos ou retos. A visao
moderna dos sélidos colocados um sobre o outro em sentidos opostos, estendendo-se
indefinidamente, de forma que seus vértices coincidam e os eixos estejam sobre a mesma
reta, também é um legado de Apolonio, que deu inclusive a definicao para cone circular

utilizada nos dias de hoje:

\Circulo

Figura 4: Secoes Conicas

Fonte: http:commons.wikimedia.org

[7] Define a superficie conica e suas se¢oes como segue: Sejam duas retas r e s

concorrentes em O e nao perpendiculares. Conservemos fixa a reta r, eixo da superficie,
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e facamos a reta s geratriz, girar 360° em torno de r mantendo constante o angulo
entre estas retas. Nestas condigoes, a reta s gera uma superficie conica circular infinita
formada por duas folhas separadas pelo vértice O, “o cone duplo”. Chama-se se¢ao
coOnica ao conjunto de pontos que formam a intersecao de um plano com a superficie
conica. De acordo com a Figura 4, quando uma superficie conica é secionada por um
plano « qualquer que nao passa pelo vértice O, a se¢ao conica sera: um circulo quando
o plano é perpendicular ao eixo; uma elipse quando o plano nao é paralelo a geratriz
nem ao eixo; uma parabola se o plano « for obliquo ao eixo e paralelo a geratriz da
superficie ou uma hipérbole (curva com dois ramos) se o plano for paralelo ao eixo.
No caso do plano « passar pelo vértice O, obtemos as conicas degeneradas: um ponto,
uma reta ou duas retas.

A Astronomia encontrou, nas secoes conicas, grande aplicacao. Copérnico, Ke-
pler, Halley e Newton, por exemplo, fizeram uso de suas configuracoes para expli-
car fenomenos fisicos, como as trajetorias dos planetas ou a trajetoria descrita por
um projétil. Mostrando como obter todas as secoes coOnicas de um mesmo cone e
dando-lhes nomes apropriados, Apolonio contribuiu significativamente para o desenvol-
vimento da Geometria. Ao serem inseridas na Geometria Analitica, definidas como lu-
gares geométricos (conjunto de pontos que verificam uma certa propriedade), as segoes
cOnicas ganharam uma expressao algébrica, ampliando ainda mais sua importancia e

sua aplicabilidade.

2.3 Contribuicao dos Arabes.

Outro povo que contribuiu para encontrar a resolucao de uma equagao do segundo
grau foi o povo hindu. A matematica hindu era feita a partir de problemas cotidianos,
cobrada de forma poética, sem fornecer férmula para as resolugoes e comecou a utilizar
os numeros negativos e o zero como um elemento de calculo. A contribui¢ao hindu para
a histéria da matemética tem como personagens Aryabhata (476-550), Brahmagupta
(598-665), Bhaskara I e Bhaskara I1. Sobre a equagao quadrética, Brahmagupta estudou
a férmula escrita e alguns anos depois, um aluno seu, conhecido como Bhaskara I (século
VI), reescreveu de forma descritiva os versos nela contidos.

Segundo artigo da revista do professor de matematica [23] , o hdbito de dar o nome
de Bhaskara para a férmula de resolucao da equacao do segundo grau se estabeleceu
no Brasil por volta de 1960. Na literatura internacional nao se encontra esse nome

Formula de Bhaskara. Esse costume brasileiro nao é adequado, pois:
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e Ha quatro mil anos atras, os babilonios ja estudavam em forma de prosa as

equacoes de segundo grau.

e Até o fim do século XVI nao se usava férmula para obter as raizes de uma equagao

do segundo grau, porque nao se representavam por letras os seus coeficientes.

O periodo, que vai do século V até o XI, é conhecido como Baixa Idade Média ou
Idade das Trevas. A civilizagao na Europa Ocidental atingiu niveis muito baixos no
ensino, o saber grego desapareceu e artes e oficios antigos foram esquecidos. Foi um
periodo marcado por violéncia fisica e intensa fé religiosa. O século XIV nao foi tao

produtivo para a Matematica.

2.4 Renascimento.

Os gregos se preocuparam muito em descrever os movimentos dos planetas, alte-
rando significativamente a concepcao que tinham do universo.

Posteriormente as técnicas de investigacao cientifica foram se modificando, cau-
sando também transformacoes no entendimento do homem quanto a si mesmo e em
relacao ao mundo em que vivia. Foi o periodo conhecido como Renascencga, iniciado
na Italia, nos séculos XIV e XV. O Renascimento Europeu foi um periodo em que se
destacaram escritores, pintores, escultores e outros com espirito humanistico. A ex-
ploracao geografica e o interesse pelo comércio, navegagao, astronomia e agrimensura
aumentou. O humanismo e a independéncia de pensamento causaram conflitos reli-
giosos. A Igreja passou pela Reforma e Contra-Reforma. A Reforma Protestante no
século XVI também teve um impacto na expansao da Europa. A Reforma enfraqueceu
a influéncia da Igreja Catélica no norte europeu, tornando menos efetiva sua oposigao
a pesquisa cientifica.

Os europeus aprimoraram a técnica de obtencao das raizes de uma equacao de
segundo grau, fornecida pelos arabes; desenvolveram a algebra simbdlica, até entao
totalmente descritiva e utilizaram os niimeros negativos como possiveis raizes de uma
equagao quadratica, fato esse que nao era considerado pelos outros povos. Isso comegou
a ser feito a partir de Francois Viete, matematico francés que viveu de 1540 a 1603. Seu
trabalho mais conhecido foi In Artem com o desenvolvimento do simbolismo algébrico.
Ele introduziu a pratica de usar vogais para representar incognitas e consoantes para

representar constantes. Ele usa uma mesma letra, adequadamente qualificada, para as
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2

vérias poténcias de uma quantidade. Atualmente, indica-se x, 22, 23 para o que Viete

expressava por A, A quadratum, A cubum.

2.5 A Matematica Moderna.

O século XVII é importante na histéria da matematica, marcando o desenvolvi-

mento da matemaéatica moderna.

Figura 5: Galileu Galilei 1564-1642

Fonte:infoescola.com

A religiao foi um obstaculo ao trabalho do italiano Galileu Galilei, Figura 5 , nas-
cido em Pisa. De familia que valorizava as artes e as novas ideias como sugere [5] .
Quando era professor em Pisa, dizem que deixou cair diferentes pesos da torre incli-
nada, pesquisando o movimento da queda dos corpos. Aristételes pensava que objetos
mais pesados calfam mais depressa e Galileu mostra que, leves ou pesados, os objetos
levam o mesmo tempo para chegar ao chao, com velocidade sempre crescente, caso nao
haja resisténcia do ar.

Ele estabeleceu a lei segundo a qual a distancia percorrida por um corpo em queda

_ gt
= L

provou que a trajetéria de um projétil é uma parabola e fundou a ciéncia da dinamica.

livre é proporcional ao quadrado do tempo de queda e se traduz na férmula s

Galileu foi um catdlico devoto e sentia-se angustiado por notar que seus raciocinios
como cientista eram condenados pela igreja. Foi banido pelas autoridades eclesidsticas
em Roma, processado pela Inquisicao, condenado a prisao domiciliar, vindo a falecer
no ano em que nasceu Isaac Newton.

Durante toda a histéria da ciéncia, muitas teorias revolucionarias surgiram para
explicar o funcionamento do universo. Mas a revolugao marcante, que gerou a moderna
concepcao cientifica, ocorreu nos séculos XV e XVI, conhecida como “A Revolugao
Cientifica”.

Foi criado e utilizado pela primeira vez um sistema de coordenadas para representar

graficos, no século XVII, por René Descartes (1596 a 1650), matemaético e filésofo. O
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sistema era constituido de eixos ortogonais e ficou conhecido por sistema cartesiano.
Para os gregos, uma variavel correspondia ao comprimento de um segmento, o produto
de duas variaveis a area de um retangulo e o produto de trés varidveis ao volume de um

2 era o quarto termo da proporcao

paralelepipedo retangulo. Descartes sugeria que x
1:2 = x: 2% Inventou a geometria analitica e na primeira parte de La géométrie,
marcava r num eixo dado e entao um comprimento y, formando um angulo fixo com esse
eixo, com o objetivo de construir pontos cujo z e cujo y satisfazem uma relagao dada.
Na segunda parte de La géométrie desenvolve um método interessante de construir
tangentes a curvas. Foi o primeiro a discutir a chamada folium de Descartes, uma

curva nodal cibica definida pela equacao implicita 23 + y* — 3axy = 0.

2.6 Funcao

A ideia de funcao, que temos atualmente foi construida por varios matematicos
ao longo da histéria. Sabemos que o século XVII foi extremamente produtivo para
o desenvolvimento da matematica, devido as novas e vastas areas de pesquisa que
nela se abriram. Notavel foi a invengao do Calculo, por Isaac Newton e Gottfried
Wilhelm von Leibniz. E curioso que o desenvolvimento historico do célculo seguiu
a ordem contraria dos textos didéaticos. Primeiro surgiu o Calculo Integral e muito
tempo depois, o Diferencial. A integragao teve origem em processos somatoérios ligados
ao calculo de areas, volumes e comprimentos e a diferenciagao, resultou de problemas
sobre tangentes a curvas, maximos e minimos. Mais tarde ainda, verificou-se que a
integracao e a diferenciacao sao operacoes inversas.

Segundo [17], Isaac Newton (1642-1727), foi um cientista inglés, reconhecido como
fisico e matematico. Desenhou e construiu o primeiro telescépio refletor parabdlico;
inventou o método dos fluxos, como ele chamava o atual calculo diferencial, com nu-
merosas aplicacoes como determinagao de maximos, minimos, pontos de inflexao, con-
cavidade e tangentes as curvas.

Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716) criou os termos fungdo, constante e
variavel; usou o termo funcao para descrever uma quantidade relacionada a uma
curva, como, por exemplo, a inclinagao ou um ponto qualquer situado nela; escolheu
as notagoes dz e dy para as diferencas menores possiveis (diferenciais) em x e y e, mais
tarde, o sinal de integral [. Achar tangentes exigia o uso do calculus differentialis e
achar quadraturas o calculus summatorius ou calculus integralis, de onde resultaram

as expressées que usaimos.
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O matematico suigo Leonhard Euler (1707-1783) criou vérias férmulas e notagoes.
Dentre elas, f(z), que agora é de utilizagao universal, para indicar a lei de uma fungao,
quando uma variavel depende de outra mediante uma expressao analitica, dizemos que
y ¢ uma funcao de z.

O matemético alemao Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) deu uma de-
finicao formal de fungdo muito préxima da que se usa atualmente: “Se uma variavel
y estd relacionada com uma outra variavel x, de tal forma que sempre que um valor
numérico ¢ atribuido a z, existe uma regra de acordo com a qual um tnico valor de y
é determinado, entao y diz-se uma fungao da variavel independente z”.

Posteriormente, com a criacao da teoria dos conjuntos, no fim do século XIX, a
definicao de funcao foi assim citada:

Uma fungao f é um conjunto de pares ordenados (x,y) em que x é elemento de um
conjunto A, Y é elemento de um conjunto B e para qualquer x pertencente a A, existe

um unico y pertencente a B tal que o par (z,y) € f.

2.7 Uma propriedade notavel da parabola.

Ao girarmos uma parabola em torno do seu eixo, ela vai gerar uma superficie cha-
mada paraboloide de revolugao ou superficie parabdlica, Figura 6, que possui intimeras
aplicagbes interessantes, decorrentes da propriedade refletora da pardbola. A fama

destas superficies remonta a Antiguidade.

Figura 6: Paraboldide

Fonte: frsn.utn.edu.ar

Ha uma lenda segundo a qual o extraordinario matemético grego Arquimedes, que

viveu em Siracusa em torno do ano 250 a.C., destruiu uma frota que sitiava aquela
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cidade incendiando os navios com os raios de sol refletidos em espelhos parabdlicos.
Embora isto seja teoricamente possivel, ha dividas historicas sobre a capacidade tec-
nolégica da época para fabricar tais espelhos. Mas a lenda sobreviveu, e com ela a ideia
de que ondas de luz, de calor, de radio ou de qualquer outra natureza, quando refleti-
das numa superficie parabdlica, concentram-se sobre o foco, ampliando enormemente
a intensidade do sinal recebido.

Da lenda de Arquimedes restam hoje um interessante acendedor solar de cigarros e
outros artefatos que provocam ignicao fazendo convergir os raios de sol para o foco de
uma superficie parabdlica polida. Outros instrumentos atuam inversamente, concen-
trando na diregao paralela ao eixo os raios de luz que emanam do foco. Como exemplos,
citamos os holofotes, os fardis de automédveis e as simples lanternas de mao, que tém

fontes luminosas a frente de uma superficie parabdlica refletora [13].

2.8 Onde podemos visualizar parabolas?

A parabola aparece como padrao de comportamento de muitos fenomenos, tais
como: a viga de sustentacao de uma ponte; a trajetoria de uma pedra lancada obliqua-
mente; a trajetoria de um projétil a ser lancado; a trajetéria da bola num chute a gol;
a linha descrita pela dgua numa fonte; parte da estrutura metélica de uma montanha
russa; na estrutura que sustenta os fardis de um automével; Figura 7(a) nas antenas
parabolicas; Figura 8(b), fogao solar; radares; espelhos dos telescipios e outros mais.
Um importante uso recente dessas superficies é dado pelas antenas parabdlicas por
seu préprio nome, sugerem a aplicacao do formato da parabola na sua estrutura. Sao

empregadas na radioastronomia, bem como na transmissao das redes de televisao.

>

(a) Farol de Automoével (b) Lanterna de mao

Fonte:htslatarias.com.br Fonte: repel.com.br

Figura 7: Farol de Automoével e Lanterna de mao
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(a) Silibim (b) Antena Parabdlica
Fonte: Fonte:

pecasautoclassicas.com.br portalbelmonte.com.br
Figura 8: Silibim e Antena Parabdlica

As antenas funcionam da seguinte forma: captam ondas eletromagnéticas emitidas
por um satélite artificial, colocado em uma 6rbita geoestacionaria. Essas ondas formam
um feixe de raios, que atingem a antena e sao refletidos fazendo-os convergir para
um unico ponto, chamado foco da parabola. No foco, estard um aparelho receptor
amplificando consideravelmente a intensidade desses sinais provenientes do satélite e
convertendo-os em sinal de TV. As antenas parabdlicas geralmente tém um grande
didmetro (parabola mais aberta, a pequeno, onde a é o coeficiente de x?) para captar
uma quantidade maior de sinais do satélite, portanto a distancia focal é em geral grande
(p grande, onde p é a distancia entre o vértice e o foco) ou seja a antena parabdlica
reflete o sinal vindo do espago, que vem em todas as direcoes, para o centro da antena
onde estd o captador (chamado LNB (sigla inglesa para Low-noise block converter,
numa traducao livre: ”conversor de baixo ruido”)). Por concentrar o sinal que é fraco
em um unico ponto, consegue-se a recepc¢ao aceitavel. O conjunto se completa com
o aparelho receptor de sinais, que tem circuitos elétricos que conseguem realizar a

codificacao dos sinais e o controle das faixas de frequéncia que vao ser utilizadas.

2.9 Numero de Ouro e Equacao de Segundo Grau.

Luca Pacioli [4] publicou em 1509 um livro intitulado De Divina Proportione, que

1+v5
2

¢ chamado de razao aurea ou numero de ouro. Ele aparece como razao em varias

foi ilustrado por Leonardo da Vinci. Nele, Pacioli focalizou o nimero , que

figuras planas, solidas e nas proporg¢oes mais belas que a natureza nos proporciona. Por
exemplo: no arranjo das pétalas de uma rosa; nas espirais que aparecem no abacaxi;

na arquitetura do templo grego Parthenon, em Atenas e em varias obras de arte. As
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mesmas proporgoes foram utilizadas por Leonardo da Vinci no Homem de Vitriavio
e na Gioconda. O simbolo da Sociedade Brasileira de Matematica (SBM) Figura 9
também utiliza a mencionada sucessao de retangulos aureos, unidas por quadrantes de

circunferéncias. A proporcao aurea é dada por 9—16 =

A% sBm

SOCIEDADE BRASILEIRA
DE MATEMATICA

A
r+1°

Figura 9: Logotipo da Sociedade Brasileira de Matemética

Fonte: www.sbm.org.br

Até aqui passeamos por momentos histéricos diferentes, envolvendo conceitos tra-
balhados em Funcao Quadratica e suas aplicacoes. No proximo capitulo, faremos uma

abordagem formal deste conceito.
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3 Abordagem Formal.

Apés uma visao histérica da evolucao do estudo da parabola, abordaremos for-
malmente o conceito de funcao quadratica. Estudaremos a determinacao das raizes
utilizando a forma canonica, a forma fatorada e, posteriormente, os valores maximos e

minimos dessa funcao.

3.1 Definicao de Funcao Quadratica.

Definicao 1. Uma funcao f : R — R chama-se quadrdtica quando existem niumeros

reais a,b,c, com a # 0, tais que f(x) = ax® + bx + ¢, para todo x € R.

Os coeficientes a, b, ¢ da fungao quadratica f ficam inteiramente determinados pelos
valores que essa funcao assume. Isto é se ax® +bx +c = dr?> +ex+ f, entdo a = d, b =
e,c=f.

Com efeito, seja ax?® + bx + ¢ = dx? + ex + f para todo z € R. Tomando x = 0,
obtemos ¢ = f. Entao desconsiderando c e f tem-se az? + bx = da? + ex para todo
x € R. Em particular, essa igualdade vale para todo x # 0. Nesse caso, dividindo os
dois membros por x, obtemos ax +b = dx + e para todo x # 0. Fazendo primeiro z = 1
e depois © = —1, obtemos a +b=d+e e —a+b= —d+ e, assim concluimos que

a=deb=ce.

3.2 Valor Numérico.

A funcao quadrética também é conhecida como fungao polinomial do 2° grau. Os
nimeros representados por a, b, ¢ sao os coeficientes da funcao. Em geral, o dominio da
funcao quadratica é R, ou um de seus subconjuntos. No entanto, quando esta ligada
a uma situacao real, é preciso verificar o que representa a variavel independente x
para determinar o seu dominio. Em alguns problemas ¢ importante o calculo do valor
da funcao quadratica num ponto; assim como, dada a imagem da funcao quadratica,
calcular os elementos do dominio correspondentes. Isto é, dado xg € R calcular f(zg)

ou dada a equagao yo = f (o), calcular x.

Teorema 1. Se duas funcgoes quadrdticas assumem os mesmos valores numéricos em

trés pontos distintos x1, 9, x3 entao essas fungoes sao iguais, isto €, assumem o mesmo
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valor para qualquer niumero real x.

Demostracao: Suponhamos que as fungoes quadraticas

flx)=ar®+bx+c e g(x)=dz*>+Vo+c
assumam os mesmos valores f(x1) = g(x1), f(z2) = g(z2) e f(x3) = g(x3) para trés
numeros reais distintos x1, x9,x3. Escrevendo a =a—d,f=b—-V e ~v=c—/,
queremos mostrar que o = =y = 0. Sabemos que f(x1)—g(z1) =0, f(z2)—g(xs) =
0 e f(x3)— g(zx3) =0. Isto significa que:

.

azt+ fry+v=0

ari+ fra+v=0

\ax§+5:)53+720
Subtraindo a primeira equacao de cada uma das outras, vem:
a(ey —23) + Bz — x1) = 0

a(z; —23) + Bxs —x1) =0

Como x5 — x1 # 0 e x3 — x7 # 0, podemos dividir a primeira destas equagodes por

To — x1 € a segunda por rs — x1, obtendo

a(x1+x2)+520
alri+23)+ =0

Subtraindo membro a membro, temos o (x5 — z2) = 0. Como x3 — x5 # 0, resulta
dai que a = 0. Substituindo nas equagoes anteriores, obtemos sucessivamente 5 =0 e
v=0. 1

Acabamos de mostrar que se duas funcoes quadraticas assumem os mesmos valores
em trés pontos distintos x1,z9, x3 entao essas fungoes sao iguais, isto é, assumem o

mesmo valor para qualquer ntimero real x.
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3.3 Zeros ou raizes de uma funcao quadratica.

Os Zeros ou raizes de uma fungao f(x) sao os valores z do dominio para os quais
f(z)=0.

Assim, os zeros ou raizes da funcao quadrética f(z) = az®+ bx + ¢ sdo as raizes da
equacao do 2° grau ax? + bz + ¢ = 0.

Podemos determinar os zeros ou raizes de fung¢oes quadraticas das seguintes manei-

ras:
3.3.1. Por fatoracao.

Para a fungao f(x) = z? — 4, podemos pensar na diferenca entre dois quadrados

e reescrever a fungdo f(z) = (v + 2)(x —2) = 0. Para que o produto se anule,
basta que um dos fatores também seja nulo. Assim, as raizes sao -2 e 2. Para a funcao
f(z) = 22 —9x, podemos reescrever a fungao f(z) = z(x—9). Resolvendo, encontramos
as rafzes 0 e 9. Para a funcao f(r) = 22 +6x+9, podemos pensar no quadrado da soma
e reescrever a fungao f(x) = (x 4 3)(x + 3). considerando o produto nulo, concluimos
que -3 é uma raiz dupla da fungao. Generalizando se f(z) = ax? — ¢, com a # ( para
determinar as rafzes podemos reescrever a fungao como (v/ax ++/c)(v/ax —/c) = 0 ou
xr = j:\/g sempre que ¢ > 0. Podemos concluir que se b = 0 as raizes sao simétricas.
b

Se f(x) = ax®+ bx, podemos reescrever como x(ax +b) = 0 teremos © = 0 ou z = =2,

Podemos concluir que se ¢ = 0 uma raiz sera nula.
3.3.2. Completando quadrado.

A equacao 22 + 6x + 5 = 0 equivale a 2> +6x +5+4 =4 ou 2° + 62 +9 = 4 ou
(z+3)* = 4. Entdo, (r+3)* = (£2)%. Sex+3 =2, entao x = —1 ese z+3 = —2, entao
xr = —5. Logo os zeros da equacao sio -1 e -5. Generalizando se f(z) = az? + bx + ¢
com a # 0. Para calcular as raizes podemos reescrever como:
a(x2+§x+§) =0
a<x2+§x+%—%+§) =0

2
(v +3) =% —c
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_ b2—4ac _ b b2—4ac
x =4/ % — - sempre que 4/ ¢ >0

3.3.3 Pela formula resolutiva de equacao que envolve po-
lindmio de 2° grau:

b VA

onde, A=b—4ac>0
2a

X

Se A > 0, a equacao possui duas raizes reais distintas;
Se A = 0, existe uma raiz real dupla.

Se A < 0, a equacao nao possui solugao real.

A é chamado de discriminante pois discrimina a quantidade de raizes reais.

3.3.4. Pela regra da soma e do produto das raizes.

Sendo a soma S = 2’ + 2" = _Tb e o produto P = 2".2" = £, pode-se mentalmente

calcular as raizes.

3.4 Forma canodnica da funcao quadratica.

E a forma mais importante de escrever a funcao quadratica, pois, a partir dela
somos capazes de demonstrar a férmula resolutiva apelidada de Bhaskara e os valores
maximos ou minimos que a funcao assume.

Dada a fungao quadratica f(x) = az* + bz + ¢ com a # 0, podemos escrever:
b
f@)=a [$2+—x+£] :
a a

As duas primeiras parcelas dentro do colchete sao as mesmas do desenvolvimento

do quadrado (x + %)2 Vejamos:

b ? 2, g, b Y
r+—) =x T— + —.
2a 2a  4a?
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Completando o quadrado vem

b b? b? c
_ 2 _ 2
f(z) =ax —l—b:c—l—c-a{x +2%1}+@—@+5}

ou seja,

f(r)=ax* +bzx+c=a

+£ 2+4ac—b2
v 2a 4a? ’

que é conhecida como forma canonica da fungao quadratica.

3.5 Formula resolutiva da equagao do 2° grau.

Como decorréncia imediata da forma canonica podemos demonstrar a formula re-

solutiva da equagao do 2° grau

b\> dac—b?
ar’+br+c=0 & T+ — +ac—:0
2a 4a?
o +b 2_b2—4ac
v 2a)  4a?
b b2 — 4dac
~ 4
< x+2a 2a
—b+ Vb? — 4dac
= T =
2a
—b+ VA
ou x—z—\/_, com A =b*—4ac.
a

Se A > 0, a equagao possui duas raizes reais distintas;
Se A = 0, existe uma raiz real dupla.

Se A < 0, a equacao nao possui solucao real.

3.6 Soma das raizes.

—b+ VA —b—VA -2 b
g bEVA VA

2a 2a 2a a
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3.7 Produto das raizes.

b+ VA b= VA (<02 —VA R - 4dac

P

c
2a ' 2a 4a? 4a? a

3.8 Valor minimo e valor maximo da funcao quadratica.

Outra decorréncia da forma canodnica é a determinagao do valor minimo ou maximo
da func¢ao quadratica.

Supondo a > 0. A forma canodnica

+b 2_1_4ac—b2
v 2a 4a?

exibe, no interior dos colchetes, uma soma de duas parcelas sendo a segunda constante

flx)=a

. 2 . .
e a primeira (x + %) depende de z sempre, nao negativa. Logo o menor valor que

b

esta soma pode atingir serd obtido quando (z + %)2 = 0, ou seja, quando x = - .

Neste ponto f(z) também assume o seu valor minimo que serd

F =b\ _ dac — b? AN
2a - 4a? " 4a

Nao podemos determinar o maior valor que a funcao assume pois quanto maior for

o valor de (z + %)2 maior serd o valor de f(x) .

o . 2 .
Supondo a < 0 teremos a primeira parcela da forma canonica (a: + %) sempre nao

negativa. Logo o maior valor que a funcao pode assumir sera obtido quando x = ;—é’

Neste pondo f(x) também assume o seu valor maximo que sera.

f —_b B dac — b? _—A
2a - ¢ 4a? " 4a

E nao podemos determinar o menor valor que a fun¢ao assume pois quanto maior

for o valor de (z + %)2 menor serd o valor de f(z)

3.9 Forma Fatorada da funcao quadratica.

Seja f(x) = ax? + bz + c¢. Podemos reescrever f(z) da seguinte forma
b
f(z) Za(x2+—x+2>
a a
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f(z)=ala® — (2 + ")z + 2'2"]
f(x) =a(z? — 2'x — 2”2 + 2'2")
f(z) = ala(z = ') = a"(x — 2')]

f(x) = a(r —a")(x — 2")

3.10 Caracterizacao da funcao quadratica.

Em [6] vé-se que a fungao afim f(z) = ax +b transforma uma progressao aritmética
em outra progressao aritmética. Vemos que essa propriedade caracteriza a funcao afim.

Vejamos o que ocorre com a fungao quadratica f(z) = x? e a progressao aritmética
(1, 3, 5, 7, 9, ... 2n+1,...) e vejamos o que ocorre com f(1) =1, f(3) =9, f(5) =
25, f(7)=49,..,f2n—1)=4n> —4dn+1le f2n+1)=4n’>+4n+1,...,

Essa nova sequéncia nao é uma progressao aritmética, pois a diferenca entre dois
termos consecutivos nao é constante. Mas se tomarmos as diferencas entre os termos

consecutivos teremos:
(8, 16, 24, 32, 40,...,8n,...)

que é uma progressao aritmética de razao 8.

Isso ocorre nao s6 com a fungao fungao quadratica mais simples f(z) = z%, mas com
qualquer fungao quadrética f(r) = ax? + bz + ¢,a # 0. Essa propriedade caracteriza
a funcao quadratica, ou seja, se f é uma funcao quadratica, entao ela transforma
uma P.A. numa P.A. de segunda ordem, ou seja, numa sequéncia cujas diferencas dos
termos consecutivos formam uma P.A.. E, reciprocamente, se uma func¢ao transforma

uma P.A. em uma P.A. de segunda ordem entao ela é quadréatica.

Proposicao 1. A funcao quadrdtica transforma uma progressao aritmética em uma

progressao aritmética de sequnda ordem

Demonstragao: Seja f(x) = ax®+br+ccom a # (0 uma fungio quadratica arbitrdria

Ty, T2, T3,

uma progressao aritmética qualquer entao a sequéncia

Y1, Y2, Y3, -

36



dos valores y; = f(z1), y2 = f(x2), y3 = f(x3), etc. goza da propriedade de que as

diferencas sucessivas:

di =y2 —y1, do = Y3 — Yo, d3 =Yg — Y3, ...

formam uma progressao aritmética pois: d,; —d, = 2ar?, onde r = x,, 1, — ¥, vejamos:
dnt1 = Yn+2 — Yn+t1

dnt1 = A(Tnt2)® + bpio + ¢ = [a(Tp41)? + b(@nt1) + ]

A1 = a(Tpy1 + 1) +0(2p1 +7) + ¢ — [a(Tpy1)? + bTyiq +

A1 = a(Tpy1)? + 20217 + ar? + bxpyy +br +c— a(wpy1)? — b2y —

dpy1 = 20Ty qr + ar® + br

dny1 = 2a(x, + 1)1 + ar? + br

dni1 = 2az,7 + 2ar? + ar® + br

desenvolvendo d,, = y,1+1 — Yy, obtemos:

dyn = a(Tpy1)? + 0(xny1) + ¢ — [a(z,)? + bx, +

dp = a(Tpir)? +b(z, +7) +c—a(z,)? — bz, —

d, = a(x,)? + 2az,r + ar? + bx, + br + ¢ — a(z,)? — bx, — ¢

d, = 2ax,r + ar® + br

calculando a diferenca d,,; —d,, encontramos 2ar? o que prova que as diferencas formam

uma progressao aritmética.

Proposicao 2. Toda funcao continua f : R — R que transforma progressoes aritméticas

em progressoes aritméticas de sequnda ordem € da forma f(x) = ax® + bx + ¢

Demonstracao: Se x1, %o, x3,...,%,,... ¢ uma P.A., de razao r entao a igualdade
X, =z + (n — 1)r pode ser escrita como z,, = a, + b, onde a =1 e b =z; — r. Logo
a fungao afim f(z) = ax + b, quando, restrita aos niimeros naturais, fornece os termos
x1 = f(z1), 2o = f(x2), ...,z = f(xy),... da P.A..

De modo andlogo, se y1, y2, Y3, ...Yn, ... ¢ uma P.A. de segunda ordem entao as dife-

rencas sucessivas:
Yo = Y1, Y3 — Y2, - Ynt+1 — Yny -

formam uma P.A. ordindria, cujo primeiro termo é d = y, —y; e cuja razao chamaremos

de r; portanto seu n-ésimo termo é:
Ynt1 — Yn = d + (n — 1)r,

paran =1, 2, 3,.... Temos entao:

Ynt1 = (Ynt1 — Un) + Un — Yn—1) + .. + (Y3 —92) + 11
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Y1 = [d+ (= Dr]+[d+ (n=2)r] + ... +[d+7r]+d+u
Yn+1 =nd + @7’ + 1
para todo n € N.
Como essa igualdade ¢ verdadeira quando n = 0, podemos escrever:
Yo = (n— 1)d + @2y 4 gy
Yp=inP+(d—L)n+r—d+uy
Yn = an® + bn + c,

_ 3r
PR

O que demonstra que que toda fungao que transforma P.A. em P.A. de segunda

para todon € N,com: a =5, b=d c=r—d+y.

ordem é quadratica Ml

Demonstragao retirada de [13]
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4 Estudo do Grafico da funcao quadratica.

Neste capitulo, estudaremos o grafico da fungao quadratica; a influéncia de cada
coeficiente e translagoes verticais e horizontais. Usaremos o software Geogebra para
melhor visualizacao do que acontece com o grafico quando alteramos algum parametro.
A ajuda da tecnologia no estudo dos graficos é muito 1util, pois facilita a visualizagao

e o aprendizado daquilo que estamos imaginando.

4.1 Definicao no contexto da Geometria Analitica.

Ja vimos que a parabola é obtida pela secao paralela a geratriz em um cone circular

reto. Figura 10

Figura 10: Segao conica

Fonte: www.educ.fc.ul.pt

Inicialmente consideremos, no plano do papel, uma reta d e um ponto F que nao
pertence a ela. Vamos marcar, agora, uma série de pontos que estao a uma mesma
distancia do ponto fixado F e da reta d. Construindo o grafico ponto a ponto teremos

a parabola que é o conjunto de todos os pontos do plano que estao a mesma distancia
de F e d.

Na figura devemos destacar:

e o ponto F, foco da pardbola;
e a reta d, diretriz da pardbola;

e o0 ponto V, vértice da pardbola (ponto médio de FD, distancia de F até d)
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e a reta que passa por F, perpendicular a diretriz d, que se chama eixo de simetria
da parabola;

e a medida de FD, parametro (p) da pardbola.

Definicao 2. O grdfico de uma funcdo quadrdtica € uma pardbola. Dados um ponto
F e uma reta d que nao o contém, a pardbola de foco I e diretriz d € o conjunto dos
pontos do plano que distam igualmente de F e de d. A reta perpendicular a diretriz,
baizada a partir do foco, chama-se eizo da pardbola. O ponto da pardbola mais prozimo
da diretriz chama-se o vértice dessa pardbola. Ele € o ponto médio do segmento cujas

extremidades sao o foco e a intersecao do eixo com a diretriz.

Assim, definimos que a pardbola é o lugar geométrico dos pontos do plano que
distam igualmente de uma reta fixa d, chamada diretriz, e de um ponto fixo F, nao

pertencente a diretriz, chamado foco, Figura 11.

Figura 11: Elementos da Pardbola

4.2 Equacao da Parabola.

Equacao da parabola com vértice na origem

A partir do foco F e da diretriz d, podemos chegar a equacao da parabola formada
por todos os pontos P(x,y) do plano tais que d(P,F) = d(P,d).

1° caso: Diretriz y = -c e foco F(0,c). figura 12.
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B/xy)

Qz, —c)

Figura 12: Equacao da Pardbola com diretriz y = -c e foco F(0,c)

d(PF) = d(P,Q)

VE— 0+ ==V -0+ (y+ o=

2yt =2y +E =P 20y + =0 = dey.

e Se ¢ > 0, a pardbola tem concavidade voltada para cima

e Se ¢ < 0, a parabola tem concavidade voltada para baixo

2° caso: Diretriz x = -c e foco F(c,0). Figura 13.

Q(-cy)

Pz, y)

F(c.0)

Figura 13: Equagao da parabola com diretriz x = -c e foco F(c,0)

d(PvF) = d(P7Q>

V(= +(y—02=(r+c2+(y—y?=
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(z—c)+y’=(r+c)=

x2—2c:c+62+y2 = 2%+ 2cx + :>x2:4cy
e Se ¢ > 0, a pardbola tem concavidade voltada para a direita.

e Se ¢ < 0, a parabola tem concavidade voltada para a esquerda.

4.3 Definicao no Contexto do Calculo Diferencial.

Nesta sessao, vamos apresentar algumas definicoes e proposicoes estudados no
Célculo Diferencial na intencao de ajudar a compreender melhor o grafico da funcao

quadratica.

Definicao 3. Uma funcdo f tem um mdximo relativo em c se existir um intervalo
aberto I, contendo ¢, tal que f(c) = f(x) para todo x € I N D(f), em que D(f) € o

dominio da funcao f.

Definicao 4. Uma funcdao f tem um minimo relativo em c, se existir um intervalo
aberto I, contendo ¢, tal que f(c) < f(x) para todo x € I N D(f).

Definigao 5. A derivada de uma funcgdao f(x) no ponto xy, denotada por f'(x1), (lé-se

f linha de x, no ponto x1), é definida pelo limite

quando este limite existe. Também podemos escrever

f’(x) — lm f(xa) — f(fb’l)

T2—T1 To — X1

FEste limite nos da a inclina¢ao da reta tangente a curva y = f(x) no ponto
(1, f(x1)). Portanto, geometricamente, a derivada da funcio y = f(x) no ponto

x1 representa a inclinacao da curva neste ponto.

Proposicao 3. Suponhamos que f(x) existe para todos os valores de x € (a,b) e que

[ tem um extremo relativo em ¢, onde a < ¢ < b. Se f'(c) existe entao f'(c) = 0.

Demonstracao: Suponhamos que f tenha um maéaximo local em c. Entao, de acordo

com a Definigdo 3 , f'(c) > f(x) se = estiver suficientemente préximo de ¢, o que
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implica que se h estiver suficientemente préximo de O, h sendo positivo ou negativo,

entao:
fle) = fle+h)
e portanto,

fle+h)—flc) <0.
Podemos dividir ambos os lados de uma desiqualdade por um ntmero positivo. Sem
alterar a desigualdade. Assim se h > 0 e h for suficientemente pequeno, temos:

fleth) = [l
h

<0.

Tomando o limite a direita de ambos os lados dessa desigualdade obtemos:

o fleh) = 1)

< lim 0=0.
h—0t h h—0t
Mas, uma vez que f'(c) existe temos:
o) — i L ZFQ) e ) = £
h— h—0+ h

e assim mostramos que f’'(c) < 0.
Se h < 0,entao

Heth)=f(e) (C*’hg_f © > . Logo, tomando o limite esquerdo, temos:

) i LN I S ) (0

h—0t h h—0— h

>0

Mostramos que f'(c¢) > 0 e também que f'(¢) < 0. Uma vez que ambas as desi-

gualdades devem ser verdadeiras, a unica possibilidade é que f'(¢) =0. R

Definicao 6. Dizemos que uma funcdo f, definida num intervalo I, € crescente neste

intervalo se para quaisquer x1,xo € I, 11 < x9 temos f(x1) < f(xq).

Definicao 7. Dizemos que uma func¢ao f, definida num intervalo I, é decrescente neste

intervalo se para quaisquer x1,To € I, 17 < x9 temos f(x1) > f(x9).

Definicao 8. Dizemos que uma funcao f € continua no ponto a se as sequintes

condigcoes forem satisfeitas:

1. f é definida no ponto a;

2. lim f(x) existe;
r—a
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3. lim f(z) = f(a).

r—a

Proposicao 4. Seja f uma fungdo continua no intervalo [a,b] e derivavel no intervalo
(a,b).

1. Se f'(z) > 0 para todo = € (a,b), entio f € crescente em [a,b];
2. Se f'(x) <0 para todo x € (a,b), entao f € decrescente em [a,b].

Demostragao: Seja 1 e x dois nimeros quaisquer no intervalo [a,b] com z; < xs.
De acordo com a defini¢ao de funcao crescente devemos mostrar que f(z1) < f(z2).
Como estamos supondo f’'(z) > 0, sabemos que f é diferencidvel em [z, x5]. Logo

pelo Teorema do Valor Médio, existe ¢ entre ;1 e x5 tal que:

fwz) = flzr) = f(e)(xa — 1),

Agora f’(c) > 0 por hipdtese e x9 — x1 > 0, pois 7 < 5. Assim, o lado direito da

equacao acima ¢é positivo, e

f(@2) = flz1) >0 ou  f(z1) < f(a2).

Isso mostra que f é crescente. W

A parte (2) é provada de maneira analoga.

Teorema 2. (Critério da derivada primeira para determinacdo de extre-
mos).
Seja f uma funcao continua num intervalo fechado [a,b] que possui derivada em

todo o ponto do intervalo (a,b), exceto possivelmente num ponto c.

1. Se f'(x) > 0 para todo x < ¢ e f'(xr) < 0 para todo x > ¢, entao f tem um

mdximo relativo em c.

2. Se f'(x) < 0 para todo v < c e f'(z) > 0 para todo x > ¢, entao f tem um

minimo relativo em c.

O Critério da Derivada Primeira é uma consequéncia da Proposicao 2. Na parte
(1), por exemplo, uma vez que o sinal de f’(z) muda de positivo para negativo em ¢,
f € crescente a esquerda de ¢ e decrescente a direita. Segue-se que f tem um maximo

local em c.
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Teorema 3. Critério da derivada segunda para determinacao de extremos

de uma funcao.
Seja f uma funcao derivdvel num intervalo (a,b) e ¢ um ponto critico de f neste

intervalo, isto €, f'(c) =0, coma < ¢ < b. Se f admite a derivada f” em (a,b), temos;
1. Se f"(z) <0, f tem um valor mdximo relativo em c.
2. Se f"(x) >0, f tem um valor minimo relativo em c.
3. o teste e inconclusivo caso f = 0.

Demostracao do caso 1, pois o caso 2 é analogo.

Suponha f’(¢) =0 e f’(c) < 0. entdo:
f'(x)

f”(c) _ hmw =]lim*¥———= <0

T—C r —cC T—c L — C

. Logo, ha um intervalo (a,b) contendo ¢ tal que @) para todo x € (a,b).

r—cC

Portanto,

/
a<r<c=z—c<0 e i(_mi<0:>f’(x)>0.

/
c<r<b=z—c<0 e J'(w) <0= f'(z) <0.
r—cC

Portanto, f passa de crescente para decrescente em c. Pelo teste da derivada pri-

meira, f tem maximo local em x = c. B

Construiremos agora, o grafico da fungao quadratica f(r) = ax? + bz +c. O grafico
é uma parabola e este podera ter concavidade para cima ou para baixo, isso dependera
do valor do coeficiente a. De fato,
Calculando f(z) obtém-se f'(z) = 2ax + b
Calculando f”(z) obtém-se f”(z) = 2a.

Pelo teste da derivada segunda concluimos que:
e Se a > 0 a concavidade da pardbola sera voltada para cima, Figura 14 (a)

e Se a < 0 a concavidade da pardbola serd voltada para baixo, Figura 14 (b)
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(a) a>0 (b) a <0

Figura 14: Concavidade da Pardbola

4.4 Intersecao com o eixo das ordenadas.

O gréafico da funcao quadratica intersepta o eixo das ordenadas quando x = 0.
Como o seu dominio é o conjunto dos ntiimeros reais ela sempre vai interceptar o eixo

Oy no ponto (0,f(0)). Efetuando os célculos tem-se:
f(0) =a.0?+b.0 +c
f0) =ec.

Desse modo conclui-se que o grafico sempre interseptara o eixo Oy em ¢, Figura 15.

Ya Ya

V<

\ £

Figura 15: Intersecao com o eixo Oy

46



4.5 Intersecao com o eixo das abscissas.

O grafico da fungao quadratica intercepta o eixo Ox nos pontos em que f(z) = 0,
ou seja, nas rafzes da equacao ax? +bx +c = 0 com a # 0. Como vimos anteriormente

temos trés casos a considerar, dependendo do discriminante, vejamos:

e Se A > 0 teremos duas raizes reais e distintas. Figura 16

YA

YA

Figura 16: Parabola com duas raizes reais e distintas

e Se A =0, teremos duas raizes reais e iguais. Figura 17.

YA YA -b
2a

V<

Figura 17: Parabola com duas raizes reais e iguais

e Se A < 0, nao teremos raizes reais. Figura 18.

YA YA

\ %

V<

Figura 18: Pardbola que nao possui raiz real
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4.6 Vértice da Parabola.

O vértice V da parabola é o ponto minimo absoluto ou maximo absoluto do grafico

da funcao quadratica, podemos calcula-lo da seguinte forma:
Deriva-se a funcao f(z). Em seguida resolve-se a equacao f'(x) = 0 ou 2ax+b = 0,
—b

donde vem x = 3.
Como a abscissa do vértice é dada por z, :;—;, a ordenada f(z,) do vértice é

calculada assim:

2 2
f( v)_fz_a_s_a c
2 o912
oy = B e
19
) = =2
fl) = 2=

Portanto, o vértice da parabola é o ponto de coordenadas V (;—;, %). Como

o —-b =z s / _ ’ . e
r = 3. € o tinico ponto em que f'(z) = 0 a pardbola possui apenas um ponto critico
que é o vértice, no caso em que A > 0, a abscissa do vértice serd a média aritmética
das raizes, Figura 19.

YA Ya y

a>0
X, X X

\ Y

x\/xz =

v

Figura 19: X, Ponto médio das raizes

—b+VA 4 —b—VA
2a 2a

l’1+l’2_

2 2a
—2b
by,
2 2a v
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No caso em que A = 0, o vértice é o proprio ponto de intersecdo com o eixo das
abscissas, Figura 20.

YA Ya -b
2a

\ J

V<

-b
2a

Figura 20: X, é a propria raiz

Podemos concluir que:
e se a > 0 o vértice é o ponto minimo da fungao

e se a < 0 o vértice é o ponto maximo da fungao

4.7 Simetria.

Teorema 4. Em uma pardbola quaisquer dois pontos equidistantes do vértice, possuem
imagens iguais. Logo existe uma simetria em relagao a reta y=x,, que serd chamada

eirxo de simetria da pardbola, Figura 21.

AY

f(x,+k)=f(x,—k)

\ &Y

Figura 21: Simetria de dois pontos

Demonstracao: Sejam dois pontos equidistantes do vértice com abscissas x1 = x,—k

e ry = x, + k, respectivamente, com k > 0. Queremos demonstrar que f(z1) = f(x2).
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Temos:

v:__:>2 v:_ba
X % axr

multiplicando os dois membros por 2k, vem:
dax,k = —2bk

2ax,k + 2ax,k = —bk — bk
2ax,k + bk = —2ax,k — bk
Somando az? + ak? nos dois membros da igualdade, tem-se:
az? + 2ax,k + ak® + bk = ax? — 2ax,k + ak® — bk
a (22 + 2xk + k) + bk = a (27 — 22,k + k%) — bk
Somando bz, + ¢ nos dois membros da igualdade, obtém-se

a(a:12)+2ka:+k2)+bk+bxv+c:a(x3—2ka:+k2)—bk—i—bxv—l—c

a(r, +k)* +b(x, + k) +c=alr, — k)* + bz, — k) + ¢
f(xv+k):f(xv_k)
|

O que mostra que dois pontos equidistantes do vértice tém a mesma ordenada, ou

seja, sao simétricos em relacao a reta y = x,, eixo de simetria da parabola.

4.8 Monotonicidade da fungao quadratica.

Pela Proposicao 2 temos que:
1. Se f'(z) > 0 para todo x € (a,b), entao f é crescente em [a,b];
2. Se f'(z) < 0 para todo z € (a,b), entao f é decrescente em [a,b].

Como o dominio de f é o conjunto dos nimeros reais e f'(x) = 2ax + b temos que:

f/($):():>2a$+b:0:>$:2—a

E chegamos ao quadro com o sinal da primeira derivada,
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Estudo do sinal da derivada primeira

f'(x) =2az+b

| — 00,z

[, 00]

a>0

f/ negativa, f é decrescente

f! positiva, f é crescente

a<0

f! positiva, f é crescente

f/ negativa, f é decrescente
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5 Variacao dos coeficientes da funcao quadratica.

A utilizagado de uma ferramenta computacional favorece a manipulacao da repre-
sentacao grafica de maneira mais rapida que a utilizacao de lapis e papel, permitindo
que o aluno investigue relagoes existentes entre a lei que define a funcao e seu gréfico.
Por isso, nesta secao, sempre trabalharemos com a utilizacao do Winplot ou Geogebra,
com o intuito de mostrar o significado de cada coeficiente da funcao quadratica em

relacao ao grafico.

5.1 Influéncia de cada coeficiente a,b,c da funcao quadratica

no seu grafico.

O parametro a esta relacionado a concavidade e a abertura da parabola:

O gréfico da funcao quadratica é uma parabola e este podera ter concavidade para
cima ou para baixo, isso dependera do valor do coeficiente a de fato,
Calculando f'(z) obtém-se f'(z) = 2ax + b
Calculando f”(z) obtém-se f"(z) = 2a.

Pelo critério da derivada segunda para determinacao de extremos de uma fungao

temos:

e quando a > 0, a concavidade esta voltada para cima e o vértice da parabola é

um ponto minimo;

e quando a < 0, a concavidade esta voltada para baixo e o vértice da parabola é

um ponto maximo;
Como 2a é o coeficiente angular da reta tangente temos que:

e quanto menor o valor absoluto de a, maior sera a abertura da parabola;

e quanto maior o valor absoluto de a, menor sera a abertura da parabola;

Por exemplo, vamos construir no Geogebra os gréificos das fungoes f(z) = 22
e f(r) = —22%. Veremos que sido parabolas simétricas, figura 22 ou os gréficos sao

reflexoes em relacao ao eixo x.
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Figura 22: Parabolas Simétricas

O parametro b indica se a parabola intersepta o eixo y, no seu ramo crescente
(b > 0), ou decrescente (b < 0) ou no vértice (b = 0), Figura 23.
Por exemplo, vamos construir os graficos das fungoes f(x) =22 +3z + 1 e f(x) =

2% — 3x + 1 e veremos como fica a intersecao com o eixo y.

(a) b>0 (b)b<0

Figura 23: Variacao do parametro b

O parametro c¢ indica onde a pardbola intersecta o eixo y, no ponto (0, ¢).

5.2 Variacao do coeficiente a.

Segundo [19] dada a fungao f(z) = ax® +bx +¢, a # 0 e k # a, ao variar o
coeficiente a em k unidades tem-se fi(x) = a;x? + bx + ¢, com a; = a + k. Existem
dois casos distintos a considerar para o movimento da parabola quando o coeficiente
a varia. Considere inicialmente o caso em que b # 0. Como o coeficiente ¢ nao varia,

as duas fungoes: f(r) e fi(x), intersectam o eixo das ordenadas no mesmo ponto,
b -A)

ou seja, no ponto (0,c). Sabe-se que a funcao f(x) tem vértice no ponto V(2a, =)
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Calculando as coordenadas do vértice V;

da fungao fi(x), tem-se:

—b
xvl — _
2&1
—b
Ty, =
' 2(a + k)
—b
Ty, =
2a + 2k
A ordenada de V; é
A
Yoo = 4(11
—(b? — 4a;c
Yoy = —( 1 ! )
aq
=V +4(a+k)c
Yo Tt h)
_ —b* +4dac + ke
o da 1 4k
Assim, fi(z) tem como vértice V; ( 2;’%, —bQL‘lﬁzZ‘lkC) '

Observe que nao ¢ possivel notar diretamente qual deslocamento sofre o vértice,

porém, tanto a abscissa quanto a ordenada dependem do valor de k. Como estamos

considerando os coeficientes a, b e ¢ constantes e o valor de k como uma variacao do

coeficiente a, logo k é um parametro para x,, e y,, , ou seja, eles estao em fungao de k.

Ly, =

Yvy =

—b

2a+2k

—b%44act4ke

4a+4k

Isolando k na primeira equacao, obtém-se:

2ax,, + 2kx,, =

—b

2kx,, = —b — 2ax,,

k::

Substituindo na equagao: y,, =

—b — 2az,,

2x,,

2
—b"tdactdke Ia‘ﬁ#kc tem-se:
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Yoy

Yuy

Yuy

Yoy

Yur

Yoy

Observamos que f,(z) =
intersepta o eixo Oy no ponto (0, ¢). Logo, concluimos que ao variar o coeficiente a da
fungao f(x) em k unidades, o vértice desloca-se sobre a reta y = %x +c.

A Figura 24, representa os graficos de f(x) e f,(x), bem como, os gréficos de duas

—b2 4+ dac+ 4 <m> c

2:1:1,1

da +4 <—b—2axv1>

2xv1

—4bc—8acwy,

—b? + 4dac + 5
v1

—4b—8axy,
2xv1

4a +

—2b2acv1 +8acxy —4bc—8aczy,
QIUI

8azy, —4b—8axy,
21v1

—2b%x,, + 8acx,, — 4bc — 8acw,,

8ax,, —4b— 8az,,
—2b%x,, — 4bc
—4b
bx,,

2

+c.

%x + ¢ é uma funcao afim cujo gréfico é uma reta que

outras fungoes f,(z) para valores distintos de k .

YA

f(x)

()

Figura 24: Variacao do coeficiente a

Observamos que quanto mais proximo da origem estiver o valor de z,,, mais fechada

sera a concavidade da parabola. Temos que

b
2(a+ k)

Ly, =
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Logo, quanto mais proximo estiver de —a o valor de k, menor sera o valor de a + k,
e consequentemente, maior serda o valor de x,,. Sendo assim, a abertura da parabola
esta diretamente ligada ao médulo do coeficiente de 22, quanto maior for, mais fechada
sera a parabola.

Observamos que para a + k = a;, tem-se:

(
=b

ap <0=umz, =5<0

a1 >0= 2, =52>0
\

Concluimos que b < 0,a; < 0 = x,, < 0 e além disso o grafico deve interceptar
o eixo Oy em (0,c). As pardbolas cujos vértices estao no semi plano esquerdo terao
concavidade voltadas para baixo. De maneira analoga b < 0,a; > 0 = z,, > 0.
As parabolas cujos vértices estao no semiplano direito terao concavidades para cima,

Figura 25.

/1

Figura 25: Parabolas para b < 0

Para b positivo, tem-se:

a1 <0=mzy =52>0
b>0=

a1 >0=mz, =52<0

Seb>0,a; < 0= 2, >0 e além disso, o grafico deve interceptar o ponto o eixo y no
ponto (0,c), as pardbolas cujos vértices estao no semi plano direito terao concavidades

voltadas para baixo. De maneira analoga, para b > 0,a; > 0 = x,, < 0, as pardbolas
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cujos vértices estao no semi plano esquerdo terao concavidades voltadas para cima,

Figura 26.

YA
/(x)

7,(x)
X

Figura 26: Parabolas para b > 0

Portanto constatamos que ao atribuir valores para k, tem-se vérias parabolas fi(z) =
(a+k)z?+ bx + ¢ interceptando o eixo das ordenadas no ponto (0,c), com vértice sobre
a reta f,(z) = % + ¢ e cujas concavidades mudam de sentido conforme o lado direito
ou esquerdo do eixo 0y. Considerando agora a fungao f(z) = az® + ¢, caso b = 0. O
grafico tem como vértice o ponto V(0,c) e as fungoes fi,(z) = (a+k)x?+c também pos-
suem vértices no ponto (0,c) diferenciando-se apenas por suas aberturas. Na equagao
da reta suporte dos vértices f,(r) = %x + ¢ para b = 0, tem-se que f,(z) = ¢. Nao

havera variacdo dos vértices das vérias fungoes fi(z), Figura 27.

YA £0x)

Figura 27: Movimento abre e fecha da parabola
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5.3 Variacao do coeficiente b.

Segundo [19] se considerarmos a funcao quadrética f(r) = ax? +bx +ce k € R.
Ao variar o coeficiente b em k unidades tem-se fi(x) = az® + bz + ¢, com by = b + k.
Como o coeficiente ¢ nao varia, as duas fungdes f(x) e fi(z), interceptam o eixo das

ordenadas no mesmo ponto, ou seja, no ponto (0, ¢).

Sabe-se que a fungao f(x) tem vértice no ponto V' (;—C[Z, %)
Determinando-se a abscissa do vértice V; da funcao fi(z), tem-se
Loy = _12); ‘
T =50t
Ty, = Ty %

_ —A
Yo = 74
~ —(b2—4ac)
Yoo = da
_ —(b+k)?+4ac
Yo = 4a
Yy, = —b%2—2bk—k%+4ac
v T
o —(b2—4jg) + —2bk—k?
Yoo = 4a 4a
_ —A K22k
Yo = g 1a
_ k%+2bk
Yoy = Yo — da

Assim, tem-se

k
Ivl =Ty — —
2a
KR 420k
yvl - yv 4a

Isolando £ na equagao x,, = =, — % obtemos
a
2ax,, = 2ax, — k

= 2ax, — 2ax,,

—b
k=2a (%) — 2az,,

k= —b—2ax,,.
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_ k* + 20k

Substituindo na equacao y,, = Yy 1 , tem-se
a
A (=b—2ax,,)* + 2b(—b — 2ax,,)
Y = g 4a,
s = —b* + dac — (b* + dabx,, + 4a®x2 ) — 2b(—b — 2ax,,)
ot 4q,
—b* + dac — b* — dabx,, — 4a’x? + 20* + dabx,,
y’Ul = 4
a
dac — 4a’z},
Yoo = 4a
Ypy, = —axil + c.
Observe que f,(r) = —az®+c é uma funcao quadrética onde todas as pardbolas sdao

semelhantes a f(z), porém como a < 0 possuem a concavidade invertida. Observa-se
ainda que o vértice de f,(x) é o ponto (0, c), isto é, o ponto de intersegdo com o eixo
das ordenadas.

A Figura 28, apresenta os graficos de f(z) e f,(x), bem como, os graficos de varias
fungoes f,(z) para valores diversos de k, ou seja, a figura apresenta o movimento

parabdlico de uma fungao quadratica cujo coeficiente a é positivo.

VA

1,

Figura 28: Movimento parabdlico de uma parabola.
Assim, constatamos que ao variar o coeficiente b em uma funcao quadratica, os

pontos que representam os vértices descrevem uma parabola de concavidade inversa a

concavidade da fungao e possui eixo de simetria coincidente com o eixo 0y.
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5.4 Variacao do coeficiente c.

De acordo com [19] ao considerar-se a funcao quadratica f(r) = ax® + bz + c e
k € R entao, ao variar o coeficiente ¢ em k unidades tem-se f;(z) = az? + bx + ¢1, com
cp=c+k.
- - -b —A .
Sabe-se que a funcao f(z) tem vértice no ponto V' % 1a ) observa-se entao
a’ 4da
que a funcio fi(z) = ax? + bz + ¢; tem a mesma abscissa z,, do vértice, pois ela nao

depende do coeficiente c¢. Logo, sua ordenada é

_ =A
Yo = 4q
_ —(v®—4acy)
Yo = ia
_ —b’+da(ctk)
Yoy 4a
_ —b%+dactdak
Yor = ) da
_ —(b°—4ac) 4ak
Yo = 4a + 4a
_ =A
Yo = 4o Tk
Yoo = Yo + k.

Desse modo o vértice V' da fungdo f(x) sofre um deslocamento de |k| unidades no
sentido vertical, pois Vi (zy, y, + k).

Como ja foi visto, o coeficiente ¢ é o ponto onde a pardbola intercepta o eixo das
ordenadas. Portanto, ao variar o coeficiente ¢ em uma funcao quadratica, muda-se o
ponto em que o grafico intersepta o eixo Oy. Logo, o ponto em que fi(z) intersepta
o eixo das ordenadas é |k| unidades distante do ponto onde f(x) intersepta o mesmo
eixo.

Seja agora um ponto (g, yo) de f(x), onde yo = f(x¢) = axi+bro+c. Determinando

a imagem de xg para fi(z), tem-se
fi(wo) = axf + bao + ¢

fi(zo) = axd +brg+c+k
filzo) = flxo) + K
fi(zo) = yo + k.

Ou seja, um ponto qualquer sofre também um deslocamento de |k| unidades, Figura

29.
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/I(XO)
k unidades
\ f(-\’o)
i
c
X
f () [\
L (xy / %
flx,)

Figura 29: Movimento vertical da pardbola.

E importante observar que a pardbola sofre um movimento vertical quando se varia
o coeficiente ¢, este movimento pode ser para cima ou para baixo, ou seja, se k > 0 a

parabola deslocara para cima, e se k < 0 ela deslocara para baixo.
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6 Aplicacoes da Funcao Quadratica e Atividades.

Os problemas serao apresentados em se¢oes, conforme tipos de atividades ou area de
aplicacao. Assim, teremos as seguintes sec¢oes: atividades relacionadas a problemas do
cotidiano; problemas de otimizacao; atividades com uso do Winplot ou Geogebra para
observacao de translagoes e parametros; atividades envolvendo a parabola no contexto
da Geometria Analitica; aplicagdes da funcao quadratica na Fisica, no Calculo Dife-
rencial e atividades aplicadas em sala de aula. Todos os problemas vém acompanhados

de solucoes.

6.1 Problemas do Cotidiano.

O objetivo principal desta se¢ao é a modelagem e resolucao de problemas através
da funcao quadratica, mostrando que esta funcao elementar é aplicada em diferentes

situagoes do cotidiano.

Problema 1. Futebol Brasileiro. Um campeonato de futebol vai ser disputado
por 10 clubes pelo sistema em que todos jogam contra todos em dois turnos. Vamos
verificar quantos jogos serao realizados. Contamos o nimero de jogos que cada clube
participara no seu campo: 9 jogos. Como sao 10 clubes, o total de jogos sera 10 - 9
= 90. Sabendo que o campeonato brasileiro é disputado por 20 clubes, calculamos a
quantidade de jogos com o mesmo raciocinio: 20 - 19 = 380 jogos. Enfim, para cada
quantidade x de clubes participantes, é possivel calcularmos o ntimero y de jogos do
campeonato, ou seja, x é fungao de y. Generalize e escreva uma equagao (regra) que

permita calcular y a partir de z. (Problema retirado de [10]).

Solugao:
Para a resolugao deste problema, lembre-se da definicao da funcao quadratica y =

r(z—1) =2 -1

Problema 2. Esporte. Os diretores de um centro esportivo desejam cercar com
tela de alambrado o espaco em volta de uma quadra poliesportiva, Figura 30, com
dimensoes oficiais 20m e 36m. Tendo recebido 200m de tela, os diretores desejam saber
quais devem ser as dimensoes do terreno a cercar com tela para que a area seja a maior

possivel. ( Problema foi retirado de [6]).
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Solucgao:

100-x

Figura 30: Quadra Poliespoetiva

A drea é dada por A(z) = z(100 — x) = 1002 — z%. Como o coeficiente a é negativo,
a funcdo A(x) é representada por uma parabola com a concavidade voltada para baixo
e seu vértice é um ponto maximo. Logo, para que a area seja maxima, a dimensao x é
a abscissa do vértice

_ =b
l’v—%

__ —100
=2

x, = 50

A drea maxima a ser cercada é um quadrado de lado 50m, o que esta adequado

para cercar a quadra 20m por 36m.

Problema 3. Nimero de Ouro. (Problema extraido de [14] ).

A raiz positiva %5 da equacdo 22 — x — 1 = 0 é chamada ntimero de ouro. Como

1
4+

motivagao desta definicao, resolva a equacao x = 1 +

Solucao:

1
1

Manipulando algebricamente a equacao dada, obtemos: x =1+

1+1
_ T
x_1+1+x
_ 142z
J;_1+x
?—x—1=0
14+V5

Resolvendo a equagao, obtemos x = =
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1+V5
2

e muitas vezes indicado pela letra ¢ ou 7.

O numero de ouro

, com expansao decimal aproximadamente igual a 1, 61803398

Os problemas a seguir exigem a determinacao de uma equagao matematica de uma
funcao que modele um problema da vida real. Neste trabalho, sé nos interessa a

modelagem da fungao quadratica.

Problema 4. Modelagem. O comprimento de um lote de construcao retangular
é trés vezes a sua largura. Encontre uma equacao que modele sua area em fungao da

largura. (Problema retirado de [25]).

Solucao: Considerando:
c= comprimento do lote
[= largura do lote
A =Area do lote
temos: ¢ =3l e A = cl. Entao, A(l) = 3I°.

Problema 5. Modelagem. Um retangulo tem um perimetro de 20cm. Encon-
tre uma funcao que modele sua area em termos do comprimento x de um de seus
lados(Problema extraido [25]).

Solucao: O perimetro do retangulo é dado por 2x + 2y = 20 e A = zy. Como
2y =20 — 2z = y = 10 — x entdo, A(z) = z(10 — z) = —2* + 10x.

6.2 Aplicacoes na Fisica.

Segundo Galileu, as distancias percorridas por um corpo em queda livre sao pro-
porcionais ao quadrado dos tempos gastos em percorré-las, ou seja, a funcao horaria
das posigoes é quadratica e definida pela equacao S(t) = S, + vt + % gt%. Quando se diz
que o corpo foi abandonado, sua velocidade inicial v, = 0. A aceleracao da gravidade,

ao nivel do mar é g ~ 9,8m/s*> e S, = 0 . Assim é possivel reescrever a funcao como
S(t) = 4,92

Deducao de S(t).
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Podemos dizer que V,, (velocidade média) ¢ a média aritmética da velocidade inicial

e a final:

v, = etV (1)

Sabemos também que:
V,, = 32 (ID)

Substituindo a equagdo II em I, obtemos: 2% = (V(’Z*V)

Az = ALV, + V)

Az = ALV, + 3AtV

T — 1z, = sALV, + ALV

r =T, + 5 AtV, + 5 ALV (1)

Porém a,, = Y=Y para a constante temos: a,, = a e t, = 0

t—t,

Logo: az%éV:Vo—i—at
Substituindo-a em III, obtemos:

T = 2o + AtV, + saAt?
Se t, = 0, temos que At = t, Entao:
x:xo+‘/ot+%at2

Para queda livre a = —g dai vem:
y=Y,+ Vit — 1gt2

Isto mostra que a trajetéria do projétil é uma parabola.

Problema 6. Queda Livre. Um atleta vai pular de um trampolim de 44,1 metros
de altura em relacao ao solo. Desprezando-se a resisténcia do ar, quantos segundos vai

demorar sua queda? Quantos metros o atleta j& se deslocou ap6s 1s? (Extraido de [11]).

Solucao:
Para esta resolucao, devemos aplicar o valor da funcao quadratica. Encontraremos
441 =49 =1>=9=1t=3s e S(1)=4,9m.
Resposta: Sua queda vai durar 3 segundos e apds 1 segundo, ele ja se deslocou 4,9

metros.
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Problema 7. Movimento Uniformemente Variado (MUYV). Partindo do
repouso, um aviao percorre a pista de decolagem com aceleracao constante e atinge a
velocidade de v = 360km/h em 20s. Calcule o valor da aceleracao desse aviao (%) e o

comprimento minimo da pista de decolagem para que o aviao consiga decolar.

Solugao:

Sabemos que % = 100, portanto consideremos a velocidade igual a 100%. Para o
, . ~ 100

céleulo da aceleracdo, basta a razio a = 2% = 28;/3 = 5m/s%

Como a posicao do objeto em funcao do tempo, no MUV, é dada pela funcao
quadratica S(t) = S, + vt + %gt2 , temos: S — S, = vt + % entao As = v,t + % =
As = 100.20 + % = 3000.Logo, As = 3000m = 3km é a variagao da posi¢ao, o
deslocamento do aviao, ou seja, o comprimento minimo da pista para que o aviao

consiga decolar.

6.3 Aplicagoes no Calculo Diferencial.

Problema 8. Taxa de Variacao da Funcao Quadratica. Se um objeto é solto,
em queda livre, de uma altura de 100 pés e se a resisténcia do ar pode ser desprezada,
a altura h do objeto no instante ¢ (em segundos) é dada por h(t) = —16t* + 100.

a) Lembrando que a velocidade média é dada por v, = %, calcule a velocidade média
do objeto nos intervalos [1, 2], [1; 1, 5] e [1; 1, 1].

b) A taxa de variacdo instantanea, nesse caso chamada de velocidade instantanea é
a derivada da funcao h. Lembre que a derivada da funcao quadratica é dada por
f'(x) = 2az + b. Calcule a velocidade do objeto quando ¢ = 1.

Solucgao:
Ah _ 36-84 _ _ sq. CAh _ 6484 _ _ . Ah _ 80,6484 _
a)3f = 7 = —48pés/segundo; 33 = == = —40 pés/segundo e Ty = = =

—33, 6pés/segundo. Observe que as velocidades médias sao negativas porque o objeto

estd se deslocando para baixo, ou seja, a altura h do objeto estd diminuindo.
b) Neste item, precisamos calcular a velocidade instantanea. A velocidade é dada

por v(t) = —32t. Logo, v(1) = —32 pés/segundo, um valor bem préximo de —33,6,

que é a velocidade média com At — 0, ou seja, a variacao do tempo bem pequena.
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6.4 Otimizacao.

Em problemas de otimizagao, buscamos encontrar os pontos 6timos, ou seja, 0s
minimos ou maximos. No caso da funcao quadratica, o ponto maximo ou minimo é
o vértice da parabola. Para uma fungao que representa o lucro de uma empresa, ha
interesse no valor maximo; para uma funcao que representa a quantidade de mate-
rial num processo de manufatura, buscaria-se o valor minimo. Com estes problemas,

aprenderemos a determinar maximos e minimos da funcao quadratica.

Problema 9. Futebol. A trajetéria da bola, num chute a gol, descreve uma
parabola. Supondo que sua altura h, em metros, t segundos apds o chute, seja dada
por h(t) = —t* + 6t. Em que instante a bola atinge a altura méxima? Qual é essa
altura méxima atingida pela bola? (extraido do livro de autoria de [6] ).

Solucao:

O que esta sendo perguntado corresponde as coordenadas do vértice da parabola,
que possui concavidade voltada para baixo. Portanto, o vértice é o ponto maximo da

funcao. Como buscamos encontrar o ponto maximo, este é um problema de otimizagao.

O instante serda dado por ¢, = ;—!L’ = :—g = 3s. A altura maxima atingida pela bola
é h, = % = % = 9m . A altura também é a imagem de 3 pela funcao, ou seja,

h(3) = —9418=9.

Problema 10. Lancamento Obliquo. Um ponto material é lancado do solo,
verticalmente para cima e tem posicoes s no decorrer do tempo t dadas pela funcao
hordria s = 60t — 5t? (s em metros e t em segundos).

a) Escreva os intervalos de crescimento e decrescimento da fungao;
b) Calcule o tempo gasto para atingir a altura maxima;
c¢) Determine a altura méxima em relagao ao solo;

d) Grafique o problema.

Solugao:
a) Os intervalos de crescimento e decrescimento da fungao sdo determinados através
do estudo do sinal da derivada primeira da fun¢do. Como s'(t) = 60 — 10¢,s'(t) < 0
quando t > 6,5'(t) =0 quando t = 6 e s'(f) > 0 quando ¢ < 6. Sendo s decrescente se

t € (6,00) e crescente se t € (—00,6).
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b) O tempo gasto para atingir a altura méxima corresponde ao valor de ¢t que anula a
derivada primeira, ou seja, t = 6 segundos. Esse valor também poderia ser calculado

como a abscissa do ponto maximo, ja que a parabola tem concavidade voltada para

. e / ‘o - _ —b __ —60 __

baixo e o vértice ¢ um ponto maximo. Logo, x, = e = —10 — 6

¢) A altura maxima em relacao ao solo corresponde ao y do vértice (valor maximo da
fungao) que pode ser calculado como s(6) = 360 —5%36 = 180m ou y, = f = —3,(2580 =

180
d) Observe Figura 31.

Vértice = (6,180)
13

Pardbola: g :

Figura 31: Pardbola e Ponto Méximo

Problema 11. Area Méaxima. O dono de uma granja quer construir um cercado
retangular aproveitando um muro ja existente. As dimensoes do cercado podem variar,
desde que o comprimento da parte cercada, sem contar o muro, seja 36m (perimetro
igual a 36), pois o granjeiro s6 tem 36 m de tela.

a) Determine a drea A desse cercado, em fungao de z.

b) A é uma fungao quadrética na variavel z. Elabore o gréfico dessa fungao, que deve
ter a concavidade voltada para baixo.

c¢) O granjeiro quer um cercado que tenha maior area. Qual ¢é essa drea e quais devem

ser as dimensodes do cercado? ( Problema retirado de [11] )

Solucao:

Este é um problema também de modelagem. Precisamos identificar a varidvel;
expressar todas as incégnitas em funcao da varidvel; montar um modelo (equagao
matematica); resolver a equac¢ao e comprovar a resposta.

a) A(z) = 2(36 — 2z) & A(z) = —22% + 362
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b) Observe o grafico, Figura 32(b)

Frice = (9,16)

Murg

X y=-2X12436x

36-2x

(a) Granja (b) Funcio Area
Figura 32: Granja e Funcao Area

) Oz, = =2 =9m e A9) = —2.81 +36.9 = —162 + 324 = 162m* ¢ a érea
maxima. Assim, as dimensoes do retangulo devem ser 9m e 18m, para que a area seja

maxima.

Problema 12. Economia. Seja p o preco de venda por unidade de determinado
bem e ¢ a respectiva quantidade vendida a este preco. A receita total R auferida pela
venda de ¢ unidades ao preco p é dada por R = pg. O lucro total é dado pela diferenca
entre a receita e o custo total, ou seja, L = R — (. Considerando ¢ = 20 — p a equacao
da demanda de um bem é C' = 2q + 17 a equagao do custo associado, determine:

a) a equagao da receita;
b) a funcao lucro;
c) o valor de ¢ para se obter a receita maxima;

d) o valor de gpara a obtencao de um lucro maximo. (problema extraido de [24]

Resolugao:
a) A equagao da receita é R(q) = (20 — ¢)q = —¢* + 20q.
b) A fungao lucro é definida por L(q) = —¢* + 18¢ — 17
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¢) O valor de ¢ para se obter a receita méxima é a abscissa do vértice de R, o que
corresponde a ¢ = ’_—220 = 10 unidades.
d) O valor de ¢ para a obtengao de um lucro méximo também é a abscissa do vértice

de L, o que corresponde a ¢ = j—lf = 9 unidades.
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7 Consideracoes finais

Acreditamos que, com este enfoque dado a Funcao Quadratica, o professor do ensino
médio podera desenvolver conceitos poucos usuais, mas acessiveis aos estudantes do
Ensino Baésico.

Uma das motivagoes para o desenvolvimento desta dissertacao, foi a constatagao
durante o exercicio da docéncia, do fato de que alguns livros diddticos nao explicam de
modo satisfatorio, Por exemplo a influéncia de cada coeficiente da Fun¢ao Quadratica
em seu grafico, ficando a impressao que que a matematica é vista como um conjunto de
regras prontas. Diante disto, o estudante atua como mero expectador e é estimulado a
seguir regras de memorizacao e repeticao, sem associar de forma adequada suas proprias
ideias ao que lhe foi apresentado.

Consideramos oportuna a utilizagao da tecnologia para a visualizagao das parabolas
e a animagcao que o software Geogebra proporciona, deixando bem claro ao aluno o que
representa cada coeficiente no grafico, concavidade, abertura da parabola, interceptos,
vértices e imagem e também o seu formato.

Ao construir todo o conteudo da antiguidade aos tempos atuais justificando cada
passo, esperamos que o professor de matematica que atua no ensino basico, tenha
uma fonte confidvel para pesquisar qualquer conceito relativo ao estudo da Funcao
Quadratica, fugindo dos atuais materiais comercializados. E que cada docente se
sinta incentivado a usar a abordagem historica, formal e tecnoldgica para uma me-

lhor formacao dos nossos alunos.
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