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Resumo

Este trabalho foi dividido em 3 apítulos. No primeiro temos algumas de�nições

básias para o estudo de Equações Difereniais, e resultados básios omo a fórmula

de Euler e Wronskiano.

No segundo apítulo, falamos sobre Equações Difereniais Lineares de Primeira

Ordem, além de omentarmos sobre o que vem a ser Problema do Valor Iniial (PVI),

e o Teorema da Existênia e Uniidade para EDO's.

No tereiro e prinipal apítulo, trabalhamos om métodos de resolução de uma

Equação Diferenial Ordinária Com Coe�ientes Constantes. Em espeial, apresenta-

mos um método não tão usual na literatura Matemátia pra resolver EDOs Lineares,

que é através da Derivação da Equação Caraterístia.

Palavras-have

Equações Difereniais Ordinárias, Equação Caraterístia, Coe�ientes Constantes.
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Abstrat

This work was divided into three hapters , the �rst we have some basi de�ni-

tions for the study of di�erential equations, and basi results as Euler's formula and

Wronskian .

In the seond hapter, we talked about Di�erential Equations of First Order Linear,

and ommenting on PVI, and the Theorem of Existene and Uniqueness for ODEs.

In the third and main hapter, we work with resolution methods Di�erential Equa-

tions. In partiular, we present a unnusual in mathematis literature to solve Linear

Di�erential Equations, whih is by Equation Charateristi.

Keywords

Ordinary di�erential equation, Charateristi Equation, onstant oe�ients.
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Introdução

Neste trabalho falaremos sobre Equações Difereniais Ordinárias o qual denotaremos

por EDO, prinipalmente sobre métodos resolutivos de EDOs Lineares Com Coe�iente

Constantes.

O trabalho, está dividido em três apítulos, no primeiro abordaremos as prelimina-

res onde estão algumas de�nições e alguns resultados importantes omo por exemplo,

a Fórmula de Euler Para Números Complexos, as de�nições básias de EDO, além do

Teorema de Existênia e Uniidade de EDO.

No Segundo Capítulo, falamos basiamente de EDOs de primeira ordem, de�nições

método de resolução e et, além disso provamos um teorema importante sobre Solução

Completa de uma EDO Não-Homogênea.

No Tereiro e Ùltimo apítulo, falamos sobre o enfoque prinipal do trabalho, que

são as EDO's Lineares Com Coe�iente Constantes, vemos um método que para resol-

ver ada EDO homogênea tem uma relação om enontrar as raízes de um Polin�mio

equivalente, e ainda utilizando o Teorema de Solução Completa do apítulo anterior,

resolvemos EDOs Lineares Com Coe�iente Constantes Não-Homogênea.
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Capítulo 1

Preliminares

Nesse primeiro apítulo de�niremos alguns falaremos alguns oneitos básios omo a

Fórmula de Euler para Números Complexos tipos e Ordem de Equações Difereniais,

além dos oneitos de Independênia Linear e utilizaremos o Wroskiano para veri�ar

quando duas funções são linearmente independentes.

1.1 Números Complexos e Propriedades

Iniialmente, iremos falar sobre um oneito que utilizaremos muito nesse trabalho

todas as vezes que formos trabalhar om números omplexos que é a Fórmula de Euler.

Desde o Ensino Médio, estudamos números omplexos, e vimos que todo número

z = x+ yi onde i representa a unidade imaginária, pode também ser representado da

forma polar z = r(cos θ + i sin θ) onde r = |z| e θ = arctan
(y

x

)

.

Reordemos a expansão de Taylor em torno da origem, da seguinte função:

ex =
∞
∑

n=0

xn

n!

Então:

e(iθ) =
∞
∑

n=0

(iθ)n

n!
= 1 + iθ − θ2

2
− iθ3

3!
+

θ4

4!
+

iθ5

5!
− ...

Separando a parte real e a parte imáginária �amos om:

eiθ =

(

1− θ2

2
+

θ4

4!
− θ6

6!
+ ...

)

+ i

(

θ − θ3

3!
+

θ5

5!
− ...

)

(1.1)

14
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Figura 1.1: Representação de um Ponto em Forma Polar.

Mas reorde também que:

cos θ =

(

1− θ2

2
+

θ4

4!
− θ6

6!
+ ...

)

(1.2)

e ainda,

sin θ =

(

θ − θ3

3!
+

θ5

5!
− θ7

7!
+ ...

)

(1.3)

Das equações (1.1), (1.2) e (1.3), temos que:

eiθ = cos θ + i sin θ (1.4)

A equação (1.4) é hamada de Fórmula de Euler para Números Complexos.

Exemplo 1. Temos que:

ei
π

6 = cos
π

6
+ i sin

π

6
=

√
3

2
+

i

2

1.1.1 Operações na forma trigométria

Já vimos que z = r(cos θ + i sin θ) onde r =| z |.
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Tomemos os números omplexos na forma trigonométria z1 = r1(cos θ1 + i sin θ1)

e z2 = r2(cos θ2 + i sin θ2)

Vejamos as seguintes operações na forma trigonométria.

Multipliação

Fazendo o produto entre z1 e z2 obtemos:

z1z2 = [r1(cos θ1 + i sin θ1)].[r2(cos θ2 + i sin θ2)]

z1z2 = r1r2[(cos θ1 cos θ2 − sin θ1 sin θ2) + i(cos θ1 sin θ2 + sin θ1 cos θ2)]

z1z2 = r1r2(cos(θ1 + θ2) + i sin(θ1 + θ2)).

Divisão

Fazendo a divisão entre z1 e z2 obtemos:

z1
z2

=
[r1(cos θ1 + i sin θ1)]

[r2(cos θ2 + i sin θ2)]
z1z2
z2z2

=
r1r2
r22

[cos θ1 + i sin θ1][cos θ2 − i sin θ2]

z1z2
z2z2

=
r1
r2
[(cos θ1 cos θ2 + sin θ1 sin θ2) + i(sin θ1 cos θ2 − cos θ1 sin θ2)).

Portanto, temos que:

z1
z2

=
r1
r2
[cos(θ1 − θ2) + i sin(θ1 − θ2)].

Poteniação

Calulando z21 = z1z1.

Temos:

z1
2 = r21(cos(2θ1) + i sin(2θ1).

Analogamente provamos por indução que:

zn1 = rn1 (cos(nθ1) + i sin(nθ1).
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Em partiular tomando r1 = 1 temos:

[cos θ + i sin θ]n = (cos(nθ) + i sin(nθ)). (1.5)

A equação (1.5) é hamada fórmula de Moivre.

1.2 Equações Difereniais

Ao estudarmos derivada em Cálulo, aprendemos que dado uma função, y = f(x),

então a derivada, f ′(x) =
dy

dx
, também é uma função de x.

Para exempli�ar pensemos no exemplo, y = ex
2

, então:

dy

dx
= 2xex

2

ou

dy

dx
= 2xy

Porém o nosso problema aqui é o inverso do Cálulo, ou seja, o nosso problema, não

é dada uma função y = f(x) enontrar f ′(x). Mas o problema é: dado uma equação

omo

dy

dx
= 2xy, determinar alguma maneira de enontrar a função y = f(x) que

satisfaça a equação.

De�nição 1. Uma equação que ontém as derivadas ou difereniais de uma ou mais

variáveis dependentes, em relação a uma ou mais variáveis independentes, é hamada

de Equação Diferenial.

A partir de agora, iremos lassi�ar os diversos tipos de Equações Difereniais.

1.2.1 Tipos de Equações Difereniais

Umas das primeiras lassi�ações que faremos, depende se a função desonheida de-

pende de apenas uma variável independente ou de diversas (mais do que uma) variáveis

independentes.

De�nição 2. Se uma Equação Diferenial possui apenas uma variável independente,

dizemos que a equação é uma Equação Diferenial Ordinária (EDO).

Exemplo 2. A equação a seguir é um exemplo de EDO, pois possui apenas uma va-

riável independente.
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d2y

dx2
− 2

dy

dx
+ y = 8.

Exemplo 3. A equação abaixo, possui duas variáveis dependentes, porém é uma EDO

pois tanto u quanto v depende de x, ou seja, possui apenas uma variável independente.

du

dx
+

dv

dx
= 0.

De�nição 3. Se uma Equação Diferenial possui derivadas pariais de mais de uma

variáveis independentes, dizemos que a equação é uma Equação Diferenial Parial

(EDP).

Exemplo 4. Note que na equação abaixo, temos derivadas pariais em relação a va-

riável x, a variável y e a variável z.

∂u

∂x
+

∂v

∂y
=

∂w

∂z
,

ou seja, a equação aima é uma EDP.

Exemplo 5. Observe ainda, que podemos ter EDP om apenas uma variável depen-

dente, omo no aso da equação abaixo:

∂3y

∂x3
+

∂2y

∂z2
= 5

1.2.2 Ordem de uma Equação Diferenial

Uma outra araterização importante para as Equações Difereniais é quanto a Ordem

da Equação.

De�nição 4. A Ordem de uma Equação Diferenial é a ordem da maior derivada

que aparee na equação.

Exemplo 6. A EDO abaixo é de tereira ordem, pois é a maior ordem da derivada.

d3y

dx3
+ 2

dy

dx
= x

Exemplo 7. A EDP a seguir é de primeira ordem:

dx

dv
+

dy

du
= 0
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1.2.3 Equações Difereniais Lineares e Não-Lineares

Uma outra lassi�ação muito importante das equações difereniais é a que as divide

em lineares e não lineares.

De�nição 5. Uma equação Diferenial Ordinária é dita linear quando podemos esrevê-

la da seguinte forma:

an(x)
dny

dxn
+ an−1(x)

dn−1y

dxn−1
+ ...+ a1(x)

dy

dx
+ a0(x)y = g(x)

Ou seja, uma EDO é linear se a variavél dependente e todas as suas derivadas forem

do primeiro grau e ada oe�iente depender apenas da váriavel independente.

Se uma equação não for linear, dizemos que ela é não-linear.

Exemplo 8. A equação:

x3 d
3y

dx3
− x2 d

2y

dx2
+ 5x

dy

dx
+ 5y = ex

é uma EDO linear de Ordem 3.

Exemplo 9. Podemos também utilizar uma notação �mais ompata� pra representar

as EDOs.

ẍ− 2ẋ+ x = 0,

Onde o ponto sobre a função x representa a derivada de x em relação à t, isto é,

ẋ =
dx

dt
, ẍ =

d2x

dt2

Portanto o exemplo (9) é uma EDO linear de 2º ordem

Exemplo 10. Por outro lado, temos que:

−x2 d
2y

dx2
+ 5x

dy

dx
+ 5y2 = 0

é uma EDO não-linear de 2º ordem, pois a variável dependente y possui um expoente

maior do que 1.

A lassi�ação para EDPs é a mesma para EDOs.

Por mais diversi�ado que sejam o estudo das equações difereniais, nesse trabalho

enfoaremos apenas nas Equações Difereniais Ordinárias Lineares.
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1.3 Solução de uma EDO

De�niremos agora solução de uma EDO, que será basiamente o nosso objeto de estudo

no tereiro apítulo do trabalho.

De�nição 6 (Solução de Uma EDO). A solução da EDO é qualquer função y = f(x)

que é de�nida em [a, b] e tem derivadas até ordem n neste intervalo e que satisfaz a

equação diferenial.

1.4 Equações Difereniais Ordinárias Lineares

Para provar propriedades importantes de EDO linear, isolaremos de um lado da igual-

dade pela a derivada de mais alta ordem, ou seja:

dny

dxn
= F

(

x, y,
dy

dx
,
d2y

dx2
, ...,

dn−1

dxn−1

)

O nosso objetivo é enontrar soluções para as equações difereniais, para isso, iremos

falar de um teorema muito importante, o Teorema de Existênia e Uniidade de uma

EDO.

Teorema 1 (Existênia e Uniidade de EDO). Tomemos

dny

dxn
= F (x, y,

dy

dx
,
d2y

dx2
, ...,

dn−1

dxn−1
), (1.6)

e (y0, x0, x1, x2, ..., xn−1) ∈ Ω ⊂ Rn+1

Se:

i) Ω for aberto;

ii) F

(

x, y,
dy

dx
,
d2y

dx2
, ...,

dn−1

dxn−1

)

for ontínua em Ω;

iii)As derivadas pariais de F

(

x, y,
dy

dx
,
d2y

dx2
, ...,

dn−1

dxn−1

)

em relação à y, dy

dx
, d2y

dx2 , ...,
dn−1

dxn−1

forém ontinuas em Ω.

Então por qualquer elemento (y0, x0, x1, x2, ..., xn−1) ∈ Ω ⊂ Rn+1
, passa exatamente

uma solução maximal para 1.6.

Demonstração: Ver [4℄.
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1.4.1 EDOs Homogêneas e Não-Homogênea

Para prourarmos soluções de EDOs lineares mais adiante nesse trabalho, será impor-

tante saber se a equação diferenial é homogênea ou não.

De�nição 7. Uma EDO linear é dita homogênea se:

an(x)
dny

dxn
+ an−1(x)

dn−1y

dxn−1
+ ... + a1(x)

dy

dx
+ a0(x)y = 0,

Ou seja, ela é homogênea se na de�nição 5 tivermos g(x) = 0.

Exemplo 11. A EDO

x3 d
3y

dx3
− x2 d

2y

dx2
+ 5x

dy

dx
+ 5y = ex

é não homogênea, pois g(x) = ex 6= 0

Exemplo 12. Por outro lado, a EDO abaixo é Homogênea

d5y

dx5
− x

d2y

dx2
− 3x

dy

dx
+ 8y = 0

1.5 Independênia Linear

Agora iremos falar sobre funções linearmente independentes, pois no tereiro apítulo

será de fundamental importânia para garantir que uma solução é a solução ompleta

da EDO linear-homogênea.

De�nição 8. Dizemos que duas funções f e g são linearmente independente em um

intervalo I, se k1f(x) + k2g(x) = 0 então k1 = k2 = 0, k1, k2 ∈ R.

Exemplo 13. Tome as funções f(x) = x e g(x) = 5x são linearmente dependentes

pois:

Para k1 = −5 e k2 = 1 temos que se −5f(x) + g(x) = 0.

Exemplo 14. As funções f(x) = cosx e g(x) = sin x no intervalo [0, π] são linear-

mente independentes.

Em partiular, tomemos x =
π

2

k1 cos
(π

2

)

+ k2 sin
(π

2

)

= 0 =⇒ k2 sin
(π

2

)

= 0 =⇒ k2 = 0.

Então temos que k2 = 0, logo:

k1 cos(x) = 0 =⇒ k1 = 0.
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1.5.1 Wronskiano

De�nição 9. De�nimos para f1, f2, ..., fn : I −→ R onde f1, f2, ..., fn são difereniáveis

até a ordem n, o Wronskiano de ordem n:

W (f1, f2, ..., fn)(x) =



















f1(x) f2(x) · · · fn(x)

f ′

1(x) f ′

2(x) · · · f ′

n(x)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

f
(n)
1 (x) f

(n)
2 (x) · · · f

(n)
n (x)



















Teorema 2. Duas funções são linearmente dependentes em um intervalo I, se o seu

Wronskiano for zero para todo x ∈ I.

Exemplo 15. As funções f(x) = 3x e g(x) = ex, são linearmente independentes, pois:

W (f, g) =







f(x) g(x)

f ′(x) g′(x)







Então temos que:

W (f, g) =







3x ex

3 ex







Logo, temos que:

W (f, g) = 3xex − 3ex = 3ex(x− 1) 6= 0

Então são linearmente independentes.

Exemplo 16. Por outro lado as funções h(x) = 5x e t(x) = 3x são linearmente

dependentes, pois:

W (h, t) =







5x 3x

5 3







Então:

W (h, t) = 15x− 15x = 0.



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 23

1.6 Teorema Fundamental do Cálulo

Veremos agora um dos teoremas mais importantes do Cálulo Diferenial e Integral.

Teorema 3 (Teorema Fundamental do Cálulo). Seja f uma função ontínua de�nida

em um intervalo [a, b]. Se F for a função de�nida para x em [a, b], portanto

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt

então

F ′(x) = f(x),

∀x ∈ [a, b].

Demonstração: Ver [1℄.



Capítulo 2

EDOs Lineares de Primeira Ordem

Neste apítulo iremos abordar as equações difereniais lineares de primeira ordem,

aprenderemos ummétodo para resolver qualquer equação diferenial de primeira ordem,

e ainda mais veremos o que é um Problema de Valor Iniial (PVI) e por �m ainda

aprenderemos omo obter a solução ompleta de uma EDO Linear e Não Homogênea.

De�nição 10. Temos que uma EDO linear de primeira ordem, é da seguinte forma:

dy

dx
+ p(x)y = q(x), x ∈ I, (2.1)

onde p, q são ontínuas em I, onde I é um intervalo aberto qualquer.

O teorema a seguir, apresenta uma maneira de resolver qualquer EDO linear de

primeira ordem.

Teorema 4. Em 2.1 a solução ompleta é da forma:

y = e−P (x)

∫

eP (x)q(x)dx+Ke−P (x)
(2.2)

Onde: P (t) =
∫

p(t)dt

Demonstração. De maneira mais suinta, esrevamos (2.1) omo y′ + p(x)y = q(x).

Suponhamos que exista u(x) 6= 0 tal que:

24
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u(x)y′ + u(x)p(x)y = u(x)q(x). (2.3)

e ainda que:

u(x)y′ + u(x)p(x)y =
d

dx
(u(x)y). (2.4)

Mas se y 6= 0 e u(x) 6= 0, então de 2.4 utilizando a regra do produto, temos:

u(x)y′ + u(x)p(x)y = u(x)y′ + u(x)′y. (2.5)

Da onde obtemos que:

u(x)p(x)y = u(x)′y =⇒ u′(x)

u(x)
= p(x).

Mas, observe que:

d

dx
ln(u(x)) =

u′(x)

u(x)
= p(x).

Integrando a igualdade anterior, apliando o Teorema Fundamental do Cálulo,

obtemos

ln(u(x)) =

∫

p(x)dx+K. (2.6)

Portanto:

u(x) = e
∫
p(x)dx+K . (2.7)

De (2.3) e (2.4), temos que:

d

dx
(u(x)y) = u(x)q(x).

Integrando a equação anterior, obtemos:

u(x)y =

∫

u(x)q(x)dx+K.

Então:

y =

∫

u(x)q(x)dx+K

u(x)
(2.8)
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e

y = e−
∫
p(x)dx

∫

e
∫
p(x)dxq(x)dx+Ke−

∫
p(x)dx. (2.9)

Tomando, P (x) =
∫

p(x)dx temos:

y = e−P (x)

∫

eP (x)q(x)dx+Ke−P (x)dx, (2.10)

omo queríamos demonstrar.

A expressão (2.10) é hamada solução geral de uma EDO linear de Ordem 1.

Exemplo 17. Resolva a equação

x
dy

dx
− 2y = x5

.

Solução: Coloando a EDO na forma padrão, obtemos

dy

dx
− 2y

x
= x4

.

Neste aso p(x) =
2

x
, então: P (x) =

∫

2dx

x
= 2ln(x)

Desta forma, a solução ompleta da EDO é:

y = −e−2ln(x)

∫

e2ln(x)x4dx+ e−2ln(x)dx

Então:

y = −(x−2).(
x7

7
) +Kx−2 = −x5

7
+Kx−2

.

Onde x ∈ R é uma onstante que poderá ser determinada om as ondições iniiais.

Observação 1: Na �gura (2.1) vemos as in�nitas soluções para a EDO aima,

mas note que uma urva por mais que variemos o k nuna toará na outra. Esse

fato,signi�a que �xando um ponto qualquer x0 6= 0 existe uma únia urva que satisfaz

tal propriedade, veremos mais na frente que isso aontee pois a EDO que alulemos

satisfaz o Teorema de Existênia de Uniidade de EDO em todo o plano exeto no

ponto x = 0.

Observação 2: Vale salientar, que não é interessante �deorar� a fórmula, todas às

vezes que hegar em uma equação dessa forma, utilizar o mesmo proesso da demons-

tração pra hegar no resultado.
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Figura 2.1: Grá�o da função −x5

7
+Kx−2

om K variando, x 6= 0.

2.1 Problema de Valor Iniial

A questão fundamental aqui é: Será que dado um problema

dy

dx
= f(x, y), será que

sempre existe solução que passa por um ponto (x0, y0)? Se existir será que é sempre

únia? A resposta, para as duas questões é, em geral Não!

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 18. Considere a EDO juntamente om a ondição iniial a seguir

dy

dx
= x

√
y

y(0) = 0.

As funções y = 0 e y =
x4

16
satisfaz tanto a EDO, quanto a ondição iniial.

Vejam geometriamente na �gura 2.2:

Neste aso, temos um exemplo om mais de uma solução para o Problema do Valor

Iniial.

Agora, o teorema abaixo, nos dá ondições su�ientes para garantir existênia e

uniidade de soluções.
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Figura 2.2: As duas soluções da EDO no ponto x = 0.

Teorema 5. Considere o problema de valor iniial.

dy

dx
= f(x, y)

y(x0) = y0

f(x, y) e df

dy
forem ontínuas em um intervalo aberto I, I = (a, b) ontendo o ponto

x = x0, então existe uma únia solução para o problema de valor iniial.

Exemplo 19. O Teorema 5 nos garante que existe um intervalo ontendo, a ondição

iniial, x = 0 onde y = 3ex é a únia solução para o Problema de Valor Iniial:

dy

dx
= y

y(0) = 0

Considere a função, y = 3ex. A�rmamos que y(x) é solução do Problema de Valor

Iniial.

De fato,

y = 3ex =⇒ y′ = 3ex = y e y(0) = 3.

Como f(x, y) = y e

df

dy
= 1 são ontínuas em todo o plano, então satisfaz as

hipóteses do Teorema (5) para qualquer I.



CAPÍTULO 2. EDOS LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM 29

2.2 Solução Completa de uma EDO-Linear

Não-Homogênea

Um teorema de fundamental importânia para o trabalho, é a relação entre uma solução

da EDO homogênea e da EDO não-homogênea.

Teorema 6. Considere a EDO linear não homogênea:

an(x)
dny

dxn
+ an−1(x)

dn−1y

dxn−1
+ ...+ a1(x)

dy

dx
+ a0(x)y = g(x) (2.11)

Seja yp uma solução partiular da EDO aima, e yc a solução ompleta da EDO ho-

mogênea orrespondente. A equação yp + yc é solução ompleta de (2.11).

Demonstração: Se yp é solução partiular, então:

an(x)
dnyp
dxn

+ an−1(x)
dn−1yp
dxn−1

+ ... + a1(x)
dyp
dx

+ a0(x)yp = g(x). (2.12)

Ainda, se yc é solução ompleta do Sistema Homogêneo, então:

an(x)
dnyc
dxn

+ an−1(x)
dn−1yc
dxn−1

+ ...+ a1(x)
dyc
dx

+ a0(x)yc = 0. (2.13)

De (2.12) e (2.13) temos que:

an(x)(
dnyc
dxn

+
dnyp
dxn

)+an−1(x)(
dn−1yc
dxn−1

+
dn−1yp
dxn−1

)+...+a1(x)(
dyc
dx

+
dyp
dx

)+a0(x)(yc+yp) = g(x).

Ou equivalentemente,

an(x)
dn(yp + yc)

dxn
+an−1(x)

dn−1(yp + yc)

dxn−1
+ ...+a1(x)

d(yp + yc)

dx
+a0(x)(yp+yc) = g(x).

Logo yc + yp é solução do Sistema não-Homogêneo e é ompleto, pois se houvesse

outra (sem ser dessa forma), �xando uma ondição iniial, teríamos duas soluções

diferentes para um mesmo Problema do Valor Iniial, ontrariando assim o Teorema

da Existênia e Uniidade.



Capítulo 3

EDOs Lineares Com Coe�iente

Constante

Um onteúdo bastante abordado nos livros de EDO, são as EDOs Lineares om Coe-

�iente Constantes, tentaremos fazer uma abordagem não tão usual. Comeemos om

o aso-Homogêneo.

3.1 Caso Homogêneo

Tomemos a equação linear homogênea om oe�ientes onstantes:

dny

dxn
+ an−1

dn−1y

dxn−1
+ ...+ a1

dy

dx
+ a0y = 0, (3.1)

onde ai ∈ R

Suponhamos que y = cerx seja solução da EDO (3.1). Derivando a função y(x),

obtemos:

dy

dx
= crerx

d2y

dx2
= cr2erx

d3y

dx3
= cr3erx

.

.

.

30
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dny

dxn
= crnerx

Substituindo esses valores em (3.1), temos:

crnerx + can−1r
n−1erx...+ ca1re

rx + ca0e
rx = 0.

Coloando cerx em evidênia, temos:

cerx(rn + an−1r
n−1...+ a1r + a0) = 0.

Como cerx 6= 0, da última igualdade obtemos

rn + an−1 + an−1r
n−1... + a1r + a0 = 0 (3.2)

O polin�mio, P (λ) = λn + an−1λ
n−1...+ a1λ+ a0 é hamado Polin�mio Carate-

rístio assoiado à EDO (3.1).

Com esses argumentos, demonstramos o seguinte teorema:

Teorema 7. Se P (λ) = 0, então eλxé uma solução da EDO (3.1).

Exemplo 20. Enontrar as soluções da seguinte EDO:

d4y

dx4
− y = 0.

Temos o Polin�mio Caraterístio assoiado: P (λ) = λ4− 1. Resolvendo P (λ) = 0

Obtemos: λ = ±1

Daí então pelo Teorema 7, obtemos que y1 = cex e y2 = ce−x
são soluções da EDO

aima.

O teorema 7 �transforma� o problema de resolver uma EDO linear homogênea om

oe�ientes onstantes, em enontrar as raízes de um polin�mio.

Note ainda, que λ pode ser omplexo.

Exemplo 21. Considere a EDO.

d2y

dx2
+ 4y = 0

O Polin�mio Caraterístio assoiado é, P (λ) = λ2+4. Resolvendo P (λ) = 0obtemosλ =

±2i

Então, y1 = ce−ix
e y2 = ceix, ou ainda pela fórmula de Euler y1 = c(cos x+ i sin x)

e y2 = c(cosx− i sin x), são algumas soluções da EDO.
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Por onveniênia, na EDO (3.1), tomemos o operador diferenial

£y =

(

dn

dxn
+ an−1

dn−1

dxn−1
+ ...+ a1

d

dx
+ a0

)

y

Então, temos que:

£eλt = (λn + an−1λ
n−1 + ...+ a1λ+ a0)e

λt

Então:

£eλt = P (λ)eλt. (3.3)

Chamamos a equação (3.3) de Equação Caraterístia, e é uma representação da

EDO (3.1).

Teorema 8. Para todo λ ∈ C temos que:

£tpeλt =

p
∑

q=0

(

p

q

)

P (q)(λ)tp−qeλt

onde P (q)(λ) é a derivada de ordem q do polin�mio araterístio.

Demonstração. Derivando a equação araterístia (3.3) em relação à λ dos dois lados,

temos:

£teλt = P ′(λ)eλt + tP (λ)eλt =⇒ £teλt = (P ′(λ) + tP (λ))eλt

Derivando novamente, Fiamos om:

£t2eλt = (P ′′(λ) + tP ′(λ))eλt + teλt(P ′(λ) + tP (λ)) = (P ′′(λ) + 2P ′(λ) + P (λ))eλt

Derivando reursivamente até a ordem p, obtemos o resultado:

£tpeλt =

p
∑

q=0

(

p

q

)

P (q)(λ)tp−qeλt

Observação 1. Note que se λ for raíz de multipliidade m então podemos esrever

P (r) = (r − λ)mq(x).

Temos que P (λ) = 0, P ′(λ) = 0, P ′′(λ) = 0, ..., P (m−1)(λ) = 0.
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Teorema 9. Se λ ∈ C é uma raiz de multipliidade m do Polin�mio Caraterístio

então, ϕλ(t) = tpeλt são soluções da EDO homogênea, onde p = 0, 1, ..., m− 1.

Demonstração. Pelo Teorema 8 temos que:

£tpeλt =

p
∑

k=0

(

p

k

)

P (k)(λ)tp−keλt

Mas ora, P ′(λ) = 0, P ′′(λ) = 0, ..., P (k)(λ) = 0, para k < m.Então:

£tpeλt = 0.

Como queríamos demonstrar.

Teorema 10. Sejam y1, y2, y3, ..., yn soluções da EDO (3.1), então qualquer ombina-

ção linear K1y1 +K2y2 + ...+Knyn é solução de (3.1), onde xi ∈ R, i = 1, 2, ..., n.

Demonstração. De fato, já vimos que podemos representar (3.1) da seguinte forma:

£y = 0

Mas omo y1, y2, y3, ..., yn são soluções de (3.1), temos que:

£y1 = 0 =⇒ K1£y1 = 0

£y2 = 0 =⇒ K2£y2 = 0
.

.

.

£yn = 0 =⇒ Kn£yn = 0, para k1, ..., kn ∈ R

Somando todas as igualdades aima, temos:

K1£y1 +K2£y2 + ...+Kn£yn = 0.

Mas omo o operador é linear, então:

£K1y1 +£K2y2 = 0 + ... +£Knyn = 0

£(K1y1 +K2y2 + ..+Knyn) = 0.

Como queriamos demonstrar.

Pelo Teorema 9 temos se λ é de multipliidade m então eλt, teλt, t2eλt, ..., tm−1eλt

são soluções da EDO Linear Homogênea de Coe�ientes Constantes, ou seja, sempre

obtemos m soluções linearmente independentes. Além disso, pelo Teorema 10 temos

que qualquer ombinação linear de soluções também é solução, então:
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Sλ = (K0 +K1t +K2t
2 + ...+Km−1t

m−1)eλt, (3.4)

é uma solução da EDO, para (Ko, K1, K2, ..., Km−1) ∈ Rm
.

Exemplo 22. Expliite a solução geral da seguinte EDO:

d2y

dx2
− 3

dy

dx
+ 2y = 0.

Temos o polin�mio araterístio assoiado a EDO, P (λ) = λ2 − 3λ + 2. Como as

raízes são 1 e 2 então:

y(x) = Kex e y2 = Ce2x

são soluções, onde K,C ∈ R.

3.1.1 Caso Complexo

Sabemos também que λ (raiz do polin�mio araterístio) pode ser omplexo, nesse

aso tomando λ = a+ bi, o onjugado λ̄ = a− bi também é raiz.

Então já vimos que, se λ é raiz do polin�mio araterístio, então y = eλx é solução.

Assim temos que:

y = eλx = e(a+bi)x = eax(cos b+ i sin b).

Então, se λ é de multipliidade m, então temos 2m soluções linearmente indepen-

dentes que são:

eλx, xeλx, x2eλx, ..., xm−1eλx, eλ̄x, xeλ̄x, x2eλ̄x, ..., xm−1eλ̄x (3.5)

Além disso, observe que

c1e
(a+bi)x+c2e

(a−bi)x = eax(c1e
xbi+c−xbi

2 ) = ea(c1(cos bx+i sin bx)+c2(cos bx−i sin bx)) =

eax((c1 + c2) cos bx+ (c1 − c2)i sin bx) = eax(K1 cos bx +K2 sin bx).

Portanto, de (3.5) temos 2m soluções linearmente independentes da equação homo-

gênea:
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eax cos bx, eax sin bx, xeax cos bx, xeax sin bx, ..., xm−1eax cos bx, xm−1eax sin bx

Logo, qualquer ombinação linear

y(x) = (c0+c1x+ ...+cm−1x
m−1)eax cos bx+(k0+k1x+ ...+km−1x

m−1)eax sin bx (3.6)

é solução da (3.1). Além disso, Pelo Teorema Fundamental da Àlgebra, as n raízes

geram n soluções linearmente independentes. Logo, pelo Teorema de Existênia e

Uniidade de solução de EDOs, onluímos que essas ombinações formam a solução

geral da EDO (3.1).

Exemplo 23. Enontrar a solução geral da EDO

d2y

dx2
+ 4

dy

dx
+ 8y = 0. (3.7)

Temos o Polin�mio Caraterístio referente a EDO (3.7) é P (λ) = λ2+4λ+8. As

raízes de P (λ) = 0, são λ = −2 ± 2i

Logo pela equação (3.6), temos que a solução geral é:

y(x) = ce−2x cos 2x+ ke−2x sin 2x,

onde c, k ∈ R.

Exemplo 24. Enontre a solução ompleta da EDO

d3y

dx3
+ 3

d2y

dx2
+ 3

dy

dx
+ y = 0. (3.8)

O Polin�mio Carateristio referente a EDO 3.8 é P (λ) = λ3 + 3λ2 + 3λ+ 1.

Temos uma raíz tripla λ = −1. Note que a parte imaginária é 0, mas cos 0 = 1 e

sin 0 = 0, então, pela equação (3.6):

y(x) = (c0 + c1x+ c2x
2)e−x.

Evidentemente, não preisamos �deorar� a equação (3.6), mas ele é obtida reor-

rentemente ao utilizarmos a idéia de derivar o Polin�mio Caraterístio.
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Figura 3.1: Grá�o da função y(x) = ce−2x cos 2x+ ke−2x sin 2x om c e k variando.

3.2 A Equação Não-Homogênea

Já vimos no Capítulo 2, que dado uma EDO não-homogênea, para enontrarmos a

solução ompleta basta enontrar a solução ompleta da EDO homogênea e uma solução

partiular da EDO não-homogênea, e que a soma das duas é a solução geral da EDO

não-homogênea, mas na seção anterior, aprendemos a enontrar a solução geral da

EDO homogênea, então �basta� enontrar uma solução partiular da EDO.

dny

dxn
+ an−1

dn−1y

dxn−1
+ ... + a1

dy

dx
+ a0y = q(x), (3.9)

onde ai ∈ R.

Iremos disutir tais resoluções partindo de exemplos:

Exemplo 25. Enontre a solução geral da seguinte EDO:

d2y

dx2
− dy

dx
− 2y = 3x+ 4 (3.10)

Note que, a solução geral da EDO homogênea é yc = c1e
2x + c2e

x
, c1, c2 ∈ R. Então

basta, aharmos uma solução partiular, mas evidentemente q(x) = 3x+4 é um polin�-

mio então, é interessante supor que uma solução partiular yp é da forma yp = Ax+B.
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Então

y′p = A

y′′p = 0,

substituindo em (3.10) temos:

0−A−2(Ax+B) = 3x+4 =⇒ −2Ax+2B−A = 3x+4 =⇒ A = −3

2
;B = −5

4
(3.11)

Logo, a solução partiular é, yp = −3x

2
− 5

4
. Então a solução ompleta é, y =

c1e
2x + c2e

x − 3x

2
− 5

4
.

Na �gura 3.2 temos a representação geométria da solução da EDO (3.10).

Figura 3.2: Grá�o da função y(x) = c1e
2x + c2e

x − 3x
2
− 5

4
om c1 e c2 variando.

Exemplo 26. Enontre a solução geral da seguinte EDO:

d3y

dx3
+ 3

d2y

dx2
+ 3

dy

dx
+ y = 3e2x. (3.12)

Vimos no exemplo (3.8) que a solução geral da equação homogênea é yc = (c0 +

c1x+ c2x
2)e−x
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È de se esperar que a solução partiular seja da forma yp = Ae2x, partindo do

prinípio de que a derivada da função exponenial é ainda uma função exponenial.

Derivando yp temos:

y′p = 2Ae2x

y′′p = 4Ae2x

y′′′p = 8Ae2x

Substituindo na equação 3.12 temos:

8Ae2x + 12Ae2x + 6Ae2x + Ae2x = 3e2x =⇒ 27Ae2x = 3e2x =⇒ A =
1

9
.

Portanto a equação partiular é, yp =
e2x

9
. Então a equação ompleta é, y =

(c0 + c1x+ c2x
2)e−x +

e2x

9

Exemplo 27. Enontre a solução geral da seguinte EDO:

d2y

dx2
− 5

dy

dx
+ 4y = 8ex. (3.13)

Prourando a solução partiular no 3.12 temos yp = Aex Então:

y′p = Aex

y′′p = Aex

.

Substituindo em (3.13) temos que: 0 = 8ex que é um Absurdo. De onde onluímos

que �zemos a esolha errada para yp.

Note que a solução ompleta da equação homogênea orrespondente é yc = c1e
x +

c2e
4x
, mas observe que a nossa esolha Aex está presente na solução da equação homo-

gênea, e obviamente yp não é solução da homogênea e de uma não-homogênea simul-

taneamente, mas reorde que yp = Axex também pode ser solução.

Derivando yp = Axex temos:

y′p = Aex + Axex

y′′p = 2Aex + Axex

.
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Substituindo em (3.13) temos:

2Aex + Axex − 5(Aex + Axex) + 4Axex = 8ex =⇒ −3Aex = 8ex =⇒ A = −8

3
Então, yp = −8

3
xex

Exemplo 28. Enontre a solução geral da seguinte EDO:

d3y

dx3
− 6

d2y

dx2
+ 11

dy

dx
− 6y = 3x (3.14)

Temos que o Polin�mio Caraterístio é P (λ) = λ3 − λ2 + 11λ− 6

Logo as raízes do Polin�mio Caraterístio são: λ1 = 1, λ2 = 2 e λ3 = 3.

Logo a solução geral da Equação Homogênea orrespondente à 3.14 é:

c1e
x + c2e

2x + c3e
3x
.

Prouremos agora, uma solução partiular. Chutamos que uma andidata a solução

partiular será da forma y(x)=Ax+B.

Temos portanto que:

y′p = A

y′′p = 0

y′′′p = 0

.

Substuindo em (3.14) temos:

0− 6.0 + 11A− 6(Ax+B) = 3x =⇒ 11A− 6Ax− 6B = 3x

Resolvendo o sistema:

11A− 6B = 0

−6A = 3

Conluímos que: A = −1

2
;B = −11

12

Logo, uma solução partiular é yp = −x

2
− 11

12
.

Portanto a solução ompleta da EDO (3.14) é:

yc = c1e
x + c2e

2x + c3e
3x − x

2
− 11

12
.
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Exemplo 29. Enontre a solução geral da seguinte EDO:

d2y

dx2
− dy

dx
+ y = 2 sin(3x). (3.15)

Assoiado a EDO (3.15) temos o polin�mio araterístio P (λ) = λ2 − λ+ 1.

Portanto as raízes são λ =
1± i

√
3

2
. Logo a solução geral da equação homogênea

orrespodente:

yh = c1e
x

2 cos

(√
3x

2

)

+ c2e
x

2 sin

(√
3x

2

)

Busquemos uma solução partiular om a expressão yp = A cos 3x+B sin 3x

y′p = −3A sin 3x+ 3B cos 3x

y′′p = −9A cos 3x− 9B sin 3x

Substituindo em (3.15) temos:

−9A cos 3x− 9B sin 3x− (−3A sin 3x+ 3B cos 3x) + A cos 3x+B sin 3x = 2 sin(3x)

Resolvendo o sistema:

−8A+ 3B = 0

3A− 8B = 2

,

obtemos que A =
6

73
;B = −16

73
. Portanto, temos a solução partiular: yp =

6

73
cos 3x− 16

73
sin 3x.

Logo a solução ompleta da equação não-homogênea é:

c1e
x

2 cos

(√
3x

2

)

+ c2e
x

2 sin

(√
3x

2

)

+
6

73
cos 3x− 16

73
sin 3x
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À luz desses exemplos, vamos estudar uma estratégia geral para enontra solução

de EDOs lineares om oe�ientes onstantes.

Considere o operador diferenial

£y = q(x)

Se nenhuma função �andidata� a solução partiular é solução para a EDO homo-

gênea assoiada, podemos �hutar� uma forma pra solução partiular.

Caso uma função na solução partiular esolhida é também uma solução para a

EDO homogênea assoiada, tomemos a seguinte regra geral: �Se alguma ypi ontém

termos de multipliidade s termos em yc, então multipliquemos ypi por x
s−1

.

Então se temos q(x) = aerx, hutamos uma solução partiular yp = Aerxxs
.

Se temos, um polin�mio q(x) = anx
n + an−1n

n−1 + ... + a0, hutamos uma solução

partiular yp = (Anx
n + An−1x

n−1 + ...+ A0)x
s

Se temos, ombinação linear entre senos e ossenos q(x) = sin θx+ cos θ, hutamos

uma solução partiular xs(A sin θx+B cos θx)

Se temos uma exponenial q(x) = aerx hutamos yp = Aerxxs

Onde todos s aima são o menor inteiro que elimine a multipliidade.

Ainda podemos ter ombinações desses aima, vejamos esse último exemplo.

d2y

dx2
− 9

dy

dx
+ 14y = 3x2 − 5 sin 2x+ 7xe6x (3.16)

É imediato, que a solução da equação homogênea é da forma:

y = c1e
2x+ c2e

7x

Tentamos prourar uma solução partiular para a equação, então hutaremos a

seguinte solução partiular:

Para 3x2
, esolhemos yp1 = Ax2 +Bx+ C.

Para −5 sin 2x, esolhemos yp2 = D cos 2x+ E sin 2x.

Para 7xe6x, esolhemos yp3 = (Fx+G)e6x

Por �m, tomamos yp = yp1 + yp2 + yp3,

Então a nossa função é da forma:

yp = Ax2 +Bx+ C +D cos 2x+ E sin 2x+ (Fx+G)e6x

Logo:

y′p = 2Ax+B − 2D sin 2x+ 2E cos 2x+ 6Fxe6x + Fe6x + 6Ge6x

e ainda:
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y′′p = 2A− 4D cos 2x− 4E sin 2x+ 6Fe6x + 36Fxe6x + 6Fe6x + 36Ge6x

Substituindo em 3.16, temos:

2A − 4D cos 2x − 4E sin 2x + 6Fe6x + 36Fxe6x + 6Fe6x + 36Ge6x − 9[2Ax + B −
2D sin 2x+2E cos 2x+6Fxe6x+Fe6x+6Ge6x]+14[Ax2+Bx+C+D cos 2x+E sin 2x+

(Fx+G)e6x] = 3x2 − 5 sin 2x+ 7xe6x

Reduzindo os termos semelhantes e igualando, obtemos o seguintes valores:

A =
3

14
;B =

27

98
;C =

201

1372
;D = − 45

212
;E = − 25

212
;F = −7

4
;G = −21

16

Portanto a solução partiular da EDO 3.16 é:

yp =
3

14
x2 +

27

98
x+

201

1372
+− 45

212
cos 2x+− 25

212
sin 2x− (

7

4
x+

21

16
)e6x

Logo a solução ompleta da EDO é:

yc = c1e
2x+ c2e

7x+
3

14
x2 +

27

98
x+

201

1372
+− 45

212
cos 2x+− 25

212
sin 2x− (

7

4
x+

21

16
)e6x

3.2.1 Derivando a Equação Caraterístia

Reordemos que:

£tpeλt =

p
∑

q=0

(

p

q

)

P (q)(λ)tp−qeλt (3.17)

Utilizaremos essa idéia, para enontrar algumas soluções partiulares de maneira

mais rápida.

Vejamos:

Exemplo 30. Tomemos a seguinte EDO:

d3y

dx3
− 3

d2y

dx2
+ 4y = ex

Primeiro enontremos a solução da equação homogênea orrespodente, temos que a

equação arateristia é:

P (λ) = λ3 − 3λ2 + 4. (3.18)
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Resolvendo a equação P (λ) = 0 obtemos, λ = −1 (raiz simples), ou λ = 2 (raiz

dupla).

Logo a solução ompleta da EDO homogênea é y(x) = c1e
−x + c2e

2x + c3xe
3x

Como λ = 1 não é solução, prouremos uma solução partiular yp = Aex. Sabemos

que: £eλt = P (λ)eλt

Então, pela Linearidade do Diferenial:

£Aet = A£et = AP (1)et

Como P (1) = 2, então £Aet = 2Aet.

No entanto, pelas ondições do problema, queremos que £Aet = et.

Então temos que, 2Aet = et =⇒ A = 1
2
. Portanto, uma solução partiular é

yp =
1

2
ex

Logo a solução ompleta da (3.18) é:

yc = c1e
−x + c2e

2x + c3xe
3x +

1

2
ex

Figura 3.3: Grá�o da função yc = c1e
−x+c2e

2x+c3xe
3x+ 1

2
ex om c1, c2 e c3 variando.

Exemplo 31. Resolvamos a seguinte EDO

d3y

dx3
− 3

d2y

dx2
+ 4y = e−x
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No exemplo anterior, alulemos a solução homogênea da equação aima.

Então prouraremos agora uma solução partiular, omo λ = −1 é solução de

multipliidade 1, prouremos uma solução partiular da forma yp = Axeλx.

Pela Linearidade no Diferenial, temos que: £Axeλx = A£xeλx

Mas por 3.17,

A£xeλx = A(P (λ)xeλx + P ′(λ)eλx) (3.19)

Tomando λ = −1, temos que P (λ) = 0 e P ′(λ) = 3λ2 − 6λ = 3(−1)2 − 6(−1) = 9

Então voltando em (3.19):

A£xeλx = 9Ae−x
.

Mas queremos que £Axeλx, seja igual a e−x
, então igualando temos:

9Ae−x = e−x =⇒ A =
1

9
.

Portanto a solução ompleta yc = yh + yp, é:

yc = c1e
−x + c2e

2x + c3xe
3x +

1

9
xe−x

Exemplo 32. Resolvamos a seguinte a EDO.

d2y

dx2
+ 4

dy

dx
+ 8y = e−2x cos 2x (3.20)

As raízes do Polin�mio Caraterístio são −2 + 2i e −2− 2i

Então, sabemos que a solução da equação homogênea é

yc = (c1 cos 2x+ c2 sin 2x)e
−2x

(3.21)

Prouremos, uma solução partiular. Observe que: e−2x cos 2x = Re(e(−2−2i)x).

Resolvamos a equação omplexa,

d2z

dx2
+ 4

dz

dx
+ 8z = e(−2+2i)x

(3.22)

Como eλ = e(−2−2i)x
é solução da equação homogênea, hutamos uma equação par-

tiular da forma Axe(−2+2i)x

Mas temos que:

£Axe(−2+2i)x = A(P ′(λ) + xP (λ))e(−2+2i)x. (3.23)
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Mas:

P (−2 + 2i) = 0

P ′(−2 + 2i) = 2(−2 + 2i) + 4 = 4i

Voltando em (3.23), temos que:

£Axe(−2+2i)x = 4Aie(−2+2i)x.

Mas queremos que:

£Axe(−2+2i)x = e(−2+2i)x
(3.24)

Então,

4Aie(−2+2i)x = e(−2+2i)x =⇒ A =
1

4i
=

−i

4
. (3.25)

Então a solução partiular da EDO omplexa 3.22.

ypc =
−i

4
xe(−2+2i)x =

x sin 2xe−2x − ix cos 2xe−2x

4
. (3.26)

Então a solução partiular da EDO 3.20 é:

yp =
x sin 2xe−2x

4
. (3.27)

Então temos a solução ompleta:

yc = (c1 cos 2x+ c2 sin 2x)e
−2x +

x sin 2xe−2x

4
. (3.28)

3.3 Comparando os Métodos

Neste trabalho, apresentamos dois métodos pra resolver Equações Difereniais Lineares

om Coe�ientes Constantes. Agora vamos resolver um mesmo exemplo usando os dois

métodos, e �a a ritério do leitor, qual dos métodos utilizar.
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Exemplo 33. Vejamos o seguinte exemplo:

3
d2y

dx2
+

dy

dx
− 2y = 2 cosx. (3.29)

Primeiro Método:

Vamos enontrar a solução partiular, note que derivaremos duas vezes e queremos

que apareça 2 cosx, evidentemente podemos tomar yp = A cosx+B sin x.

Derivando temos:

y′p = −A sin x+B cosx

y′′p = −A cos x− B sin x

.

Substituindo em 3.29, temos:

−3A cosx−3B sin x−A sin x+B cosx−2A cosx−2B sin x = 2 cosx =⇒ cosx(−3A+

B − 2A) + sin(−3B − A− 2B) = 2 cosx =⇒ A = − 5

13
;B =

1

13
.

Portanto, a solução partiular é yp = − 5

13
cosx+

1

13
sin x.

Segundo Método: Derivando a Equação Caraterístia

Sabemos que Re(2eix) = 2 cosx

Temos a equação omplexa assoiada :

3
d2z

dx2
+

dz

dx
− 2z = 2eix (3.30)

Como λ = i não é solução da EDO homogênea, temos que a solução é da forma

yp = Aeix.

Pela linearidade do diferenial: £Aeix = A£eix = AP (i)eix, mas P (i) = i− 5

Logo temos, £Aeix = A(i− 5)eix

Igualando om o que queremos, temos:

A(i− 5)eix = 2eix =⇒ A =
2

i− 5
= −i+ 5

13

Então a solução partiular da EDO omplexa (3.30) é:

yp = −i+ 5

13
eix = −i+ 5

13
(cosx+ i sin x)
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Tomando a parte real, temos que a solução da EDO (3.29) é:

yp = − 5

13
cosx+

1

13
sin x

Exemplo 34. Enontre a solução geral da seguinte EDO:

d4y

dx4
− 4

d3y

dx3
+ 14

d2y

dx2
− 20

dy

dx
+ 25y = ex cos 2x (3.31)

Resolvendo usando o método da Derivação da Equação Caraterístia:

Sabemos que, ex cos 2x = Re(e(1+2i)x)

Ainda temos que λ = 1 + 2i é raiz dupla, então tomemos yp = Ax2e(1+2i)x

Mas sabemos a propriedade do diferenial £Ax2eλx = A(P ′′(λ)+2xP ′(λ)+Px2(λ))eλx)

Mas omo, P ′(1+2i) = P (1+2i) = 0 e P ′′(1+2i) = 12(1+2i)2−24(1+2i)+28 =

−32.

Logo, £Ax2eλx = −32Ae(1+2i)x
.

Daí, igualando temos que:

−32Ae(1+2i)x = e(1+2i)x =⇒ A = − 1

32
.

Então temos que a solução da EDO omplexa é

yp∗ = −x2e(1+2i)x

32
= −x2ex(cos 2x+ i sin 2x)

32
.

Portanto, a solução partiular que queremos é:

yp = −x2ex cos 2x

32
.

Método Tradiional

Nesse tipo de EDO perebemos a grande vantagem do novo método, pois nesse aso

teríamos de derivar quatro vezes a andidata a solução partiular yp = A sin(2x) +

B cos(2x), e ainda substituir tudo da EDO original e agrupar de maneira que possamos

enontrar o A e o B, provavelmente enontraríamos pelo menos umas duas páginas de

álulo. Deixamos para o leitor resolver.



Conlusões Finais

Equações Difereniais, possui uma in�nidades de apliações na Físia, Biologia, na

Eonomia, Engenharia e em uma in�nidades situações prátias que não abordamos

nesse trabalho, mas sugerimos ao leitor que se interesse ver algumas apliações (ver

algumas apliações em [2℄ e [5℄).

Além disso, o onteudo de EDOs é bem vasto, e nesse trabalho �zemos apenas

um apanhado enfoando prinipalmente as Lineares. Além disso, apresentamos um

método não tão usual de enontrar soluções partiulares que foi feito através da deri-

vação da equação araterístia, e ainda �zemos uma omparação entre o método mais

tradiional e o que apresentamos neste trabalho.

Observa-se que, dependendo da EDO, é bem menos trabalhoso resolver pelo metódo

apresentado ao invés do método tradiional.

48
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