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Resumo

Este trabalho apresenta uma abordagem para a didáti
a do ensino de Ge-

ometria Espa
ial e Fra
tal no ensino de Matemáti
a, 
om o objetivo de fa
ilitar a

interação dos alunos 
om o ensino. A abordagem adotada para Geometria Espa
ial, foi

de 
onstruir algumas das �guras geométri
as assim que forem apresentado os 
on
eitos

ne
essários. A inserção de um novo 
onteúdo, que é a Geometria Fra
tal, 
ontribui


om o desenvolvimento dos alunos, pois ajuda a per
eberem a apli
ação dos 
on
eitos

da matemáti
a em nosso 
otidiano. Uma das ferramentas utilizada para fa
ilitar o

ensino foi o uso de software dinâmi
o, que é uma das maneiras que permite ao aluno

ter uma melhor interação 
om os 
on
eitos, permitindo um melhor entendimento do


onteúdo. Por meio deste trabalho, espera-se que o ensino de Geometria possa ser

realizado de forma diferen
iada e motivadora propi
iando um melhor entendimento e

desenvolvimento intele
tual aos alunos.

Palavras-
have

Ensino de Geometria, Geometria Espa
ial, Geometria Fra
tal, Geogebra.
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Abstra
t

This work present an approa
h in the dida
ti
s of tea
h of Spatial and

Fra
tal Geometry, to fa
ilitate the intera
tion of students with edu
ation. The adopted

approa
h to Spatial Geometry, was of the to 
onstru
t the geometri
 �gures as soon as

present the 
on
epts needed. The insertion of a new 
ontent, that is Fra
tal Geometry,


ontributes to the development of students, it helps to realize the appli
ation of math


on
epts in our daily life. One of the tools used to fa
ilitate the tea
hing was the

use of dynami
 software, that is one way that allows having a better intera
tion with

the 
on
epts, allowing a better understanding of the 
ontent. Through this work it

is expe
ted that Geometry tea
hing 
an be performed di�erently and motivating to

provide better intelle
tual development students.

Keywords

Geometry tea
hing, Spatial Geometry, Fra
tal Geometry, Geogebra.
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1 Introdução

A geometria é o ramo da matemáti
a que se preo
upa 
om as questões de forma, ta-

manho e posição relativa entre as �guras. Ela surgiu em diversas 
ulturas 
omo um


onjunto de 
onhe
imentos práti
os 
omo na 
obrança os impostos, e posteriormente

foi formalizada por Eu
lides. O desenvolvimento do plano 
artesiano, possibilitou aos

problemas de matemáti
a 
omo por exemplo os de Álgebra, serem representados geo-

metri
amente e vi
e e versa, surgindo assim simpli�
ações das soluções, pois ajudava

a visualizar as soluções. A sua in�uên
ia sobre as 
iên
ias foi enorme em vários 
am-

pos do 
onhe
imento 
omo na Físi
a, Quími
a, Geologia, Astronomia, Engenharia,

Biologia, Navegação, Cartogra�a, Fotogra�a, entre outros.

O 
onhe
imento geométri
o foi, e é fundamental para o desenvolvimento do

ra
io
ínio do ser humano. Com ele, podemos per
eber sobre as forma geométri
as dos

objetos ao nosso redor 
omo em 
asas, edifí
ios, 
arros, plantas, entre outros. Tudo a

nossa volta tem uma forma, que pode ser per
ebida de alguma maneira pela geometria.

Uma bola de futebol, por exemplo, ao projetar em um plano, sua projeção gera um


ír
ulo, se observar sua sombra sobre uma superfí
ie plana, poderá se tornar uma elipse,

e no espaço, ela é uma esfera.

O prin
ipal problema segundo [8℄ para a defasagem do aprendizado de Ge-

ometria nas es
olas, é a di�
uldade en
ontradas na transição da Geometria Plana para

Geometria Espa
ial. Além de pare
er algo distante da realidade vivida pelos alu-

nos, o que faz 
om que eles não se interessarem pelos métodos tradi
ionais de ensino-

aprendizagem que se tornaram desmotivastes em relação aos re
ursos te
nológi
os que

passaram a fazer parte da vida dos adoles
entes inseridos no pro
esso de globalização.

Tendo em vista esse dilema, devem-se bus
ar novas abordagens para 
onseguir ensinar

os 
onhe
imentos ne
essários para os alunos.

O desenvolvimento do ensino de Geometria no de
orrer dos anos, ne
essita

do entendimento de vários teoremas e de�nições que são ensinadas. Por isso, deve-se

bus
ar outras formas de ensinar para dinamizar o ensino e tornar a aprendizagem mais

agradável e signi�
ativa, 
omo por exemplo o uso de jogos, de materiais 
on
retos,

de software, ou mesmo apropriar de novos saberes 
om metodologias inovadoras que

possibilitem rela
ionar o 
otidiano dos alunos 
om o novo saber.

Neste trabalho vamos apresentar alguns dos 
onteúdos da Geometria Espa-


ial de forma 
on
reta, isto é, 
onstruir as �guras geométri
as assim que tiver a base

teóri
a para tal 
onstrução. Em uma breve apresentação, vamos apresentar alguns dos
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fra
tais tradi
ionais e os 
on
eitos de Geometria Fra
tal, além disso, iremos apresentar

algumas sugestões didáti
a para a apli
ação em sala de aula.

No segundo 
apítulo apresentamos uma pesquisa sobre a história da Mate-

máti
a, 
om fo
o na Geometria. Dividiu-se em quatro seções, sendo que a primeira

é a história da Geometria no período pré-helêni
o, a segunda no período helêni
o, o

ter
eiro na des
oberta dos espaços 
urvos e o quarto a Geometria Fra
tal.

No ter
eiro 
apítulo tem-se resumo de alguns 
on
eitos fundamentais para o

desenvolvimento do trabalho. Os 
on
eitos 
omo a desigualdade triangular dos números

reais, a representação grá�
a dos números 
omplexos, alguns teoremas e 
on
eitos da

Geometria Plana, 
on
eitos de função e alguns 
omandos para a exe
ução do programa

Geogebra serão apresentados de forma su
inta.

No quarto 
apítulo dis
orre-se sobre a Geometria Espa
ial bus
ando apre-

sentar as �guras assim que apresentem os 
on
eitos prévios para a sua 
onstrução.

Desde a 
onstrução de pirâmides até a 
onstrução de sólidos regulares.

No quinto 
apítulo dis
orre-se sobre a ideia ini
ial da Geometria Não Eu-


lidiana, e 
omo exemplo, utiliza a Geometria Hiperbóli
a, e apresenta alguns dos


on
eitos preliminares até a soma dos ângulos internos de um triângulo nesta Geome-

tria.

No sexto 
apítulo dis
orre-se sobre a Geometria Fra
tal, e apresenta os

fra
tais tradi
ionais, que originaram o estudo da Geometria Fra
tal, também apresenta-

se os 
onjuntos de Julia e Mandelbrot.

No sétimo 
apítulo traz-se uma análise do Ensino de Geometria no Brasil,

baseado nos PCN's (Parâmetros Curri
ulares Na
ionais).

No oitavo 
apítulo apresenta-se algumas ideias para a didáti
a do ensino de

Geometria Espa
ial, sugerindo-se o uso de Software no seu o ensino.

No nono 
apítulo apresentam-se algumas ideias para a didáti
a do ensino de

Geometria Fra
tal e utiliza-se uma das formas que é o uso de Software para introduzir a

Geometria Fra
tal 
omo forma de rela
ionar os 
onteúdos aprendidos para a 
onstrução

de fra
tais.
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2 Re
ortes de História das Geometrias

Neste 
apítulo, apresentamos alguns re
ortes da história da Matemáti
a envolvendo

a Geometria, pois segundo [29℄, é importante 
onhe
er os elementos fundamentais

que levou a importân
ia do ensino de Geometria na matemáti
a, prin
ipalmente para

alguma proposta de inovação no ensino de matemáti
a.

2.1 A Geometria pré-helêni
a

A raiz dos avanços do 
onhe
imento sobre Geometria nos remete a tempos da pré-

história, onde 
on
epções de números e formas são do
umentadas da era paleolíti
a.

Assumiu-se que 
omeçaram nessa era, pois alguns ma
a
os tem a habilidade de saber

um pou
o sobre números. Antes do surgimento da es
rita, o homem neolíti
o já mos-

trava preo
upações 
om relações espa
iais através de seus desenhos, mostrando exem-

plos de 
ongruên
ias e simetrias, mais detalhes em [29℄. O homem neolíti
o também

revelou um agudo sentido para os padrões geométri
os, seus desenhos nas 
erâmi
as

mostraram uma tentativa de formar números triangulares, mais detalhes em [30℄.

Os primeiros passos na direção da 
onstrução da matemáti
a foram tomados

aproximadamente no sexto milênio a.C., quando as pessoas 
omeçaram a abandonar a

vida n�made formando 
idades próximas de rios, e a observar os períodos de en
hente

e se
a do rio Nilo e o Tigre-Eufrates, isto a
onte
eu em meados dos tempos neolíti
os,

e aos pou
os formou a base do 
alendário e da vida egíp
ias, para mais detalhes veja

[24℄.

Em 3.500 a.C., os egíp
ios já tinham dominado uma indústria de pequena

es
ala de trabalhos manuais e metalúrgi
os. Assim, 
omeçaram a 
obrar os impostos,

e isso foi, talvez, o primeiro impulso para o desenvolvimento da Geometria, pois os

impostos eram determinados de a
ordo 
om a altura da en
hente e na área da superfí
ie

das propriedades. Os métodos de 
al
ular a área de quadrado, retângulo e trapezoide

eram bastante 
on�áveis. No entanto, para o 
ál
ulo da área do 
ír
ulo, este era


onsiderado semelhante a um quadrado de lados iguais a

8

9
do diâmetro do 
ír
ulo, isto

permitia 
al
ular a área do 
ír
ulo 
om erro de apenas 0, 6%. Além disso, usando apenas


ordas e pedras pesando mais de duas toneladas, os egíp
ios 
onseguiram 
onstruir

pirâmides de base quadrada de 
er
a de 145 metros de altura. Usando apenas alguns

nós na 
orda, 
onseguiram veri�
ar o ângulo reto através das medidas 
onhe
idas 
omo

termos pitagóri
os, mais detalhes em [24℄.
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Por volta de 2.000 e 1.700 a.C., entre os rios Tigre e Eufrates, os babil�nios

desenvolveram um sistema de matemáti
a 
onsideravelmente mais so�sti
ado do que o

dos egíp
ios. Seus métodos eram expressos 
omo enigmas. Registraram trin
a baixas

para os termos pitagóri
os 
omo 3, 4, 5 ou 5, 12, 13 assim 
omo outras maiores, 
omo

3456, 3367, 4825. Por isso, 
on
lui-se que 
onhe
iam pelo menos o su�
iente de teoria

dos números para gerar esses trios, para mais detalhes veja [24℄.

2.2 A Geometria Helêni
a

Segundo [6℄, as 
ontribuições dos egíp
ios e babil�nios aos gregos limitou-se a forne
er

apenas uma 
oleção de fatos matemáti
os e suas regras práti
as. A matemáti
a grega

era mais do que algoritmos para 
al
ular volume, área ou valor dos impostos, era

ra
io
ínio lógi
o dedutivo.

Segundo [24℄, é 
reditado ao �lósofo grego 
hamado Tales de Miletus a pre-

paração do 
enário para as grandes des
obertas dos pitagóri
os e para �Os Elementos�

de Eu
lides. Ele bus
ou expli
ações teóri
as para os fatos des
obertos empiri
amente

pelos egíp
ios. Com tal 
ompreensão, foi 
apaz de deduzir té
ni
as geométri
as, por

exemplo , empregando 
onhe
imento das propriedades dos triângulos semelhantes 
on-

seguiu medir a altura das pirâmides egíp
ias. Tales deu os primeiros passos para a

sistematização da Geometria e foi o primeiro a demonstrar os teoremas geométri
os

e, sé
ulos mais tarde, Eu
lides juntaria estes no livro Os Elementos. Tales também

inventou o primeiro sistema de ra
io
ínio lógi
o. Foi o primeiro a 
onsiderar o 
on
eito

de 
ongruên
ia de �guras espa
iais. Quando Tales era um (frágil) homem velho, ele

en
ontrou o ainda jovem Pitágoras de Samos. Sabemos pou
o do que Tales realmente

disse a Pitágoras, mas 
ertamente ele foi uma grande in�uên
ia sobre este jovem gênio.

Pitágoras a
eitou a re
omendação de Tales de ir ao Egito. Estudou a ma-

temáti
a egíp
ia e babil�ni
a. Quando voltou a Samos, pre
isou apenas de seguidores

para fundar a es
ola pitagóri
a e 
ontinuar a se auto-promovendo, até que sua 
idade foi

ata
ada, e a so
iedade pitagóri
a foi desfeita, veja mais detalhes em [24℄. Segundo [6℄, a

fundação da es
ola pitagóri
a foi um dos grandes passos para a evolução da Geometria,

pois ela foi responsável por estabele
er o que se 
onhe
e por método postula
ional,

isto é, as a�rmações são provadas por ra
io
ínio dedutivos a partir de postulados ou

axiomas.

Por volta de 300 a.C., no litoral do mar Mediterrâneo na Alexandria, viveu

um homem 
hamado Eu
lides 
uja abordagem de sua obra deu nova forma à �loso�a
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e de�niu a natureza da matemáti
a até o sé
ulo XIX. Nada se sabe sobre sua história,

mas o mais importante foi o seu método lógi
o inovador. Baseia-se em três passos:

tornar explí
itos os termos; tornar explí
itos os 
on
eitos apresentando e �nalmente

deduzir as 
onsequên
ias lógi
as do sistema. Toda sua Geometria se baseia nos 
in
o

postulados seguintes

(I.) Pode-se traçar uma reta ligando quaisquer dois pontos;

(II.) Qualquer segmento de reta �nito pode ser prolongado inde�nidamente para 
ons-

truir uma reta;

(III.) Pode-se traçar um 
ír
ulo 
om qualquer 
entro e 
om qualquer raio;

(IV.) Todos os ângulos retos são iguais entre si;

(V.) Ângulos interiores, de um mesmo lado, seja menor que dois ângulos retos, então

as duas outras retas se 
ruzam, quando su�
ientemente prolongadas, do lado da

primeira reta em que se a
ham os dois ângulos.

Eu
lides publi
ou Os Elementos que foi preservado pela bibliote
a de Ale-

xandria, mais detalhes em [24℄.

Segundo [30℄, 
omo o Egito o
upava uma posição 
entral em relação ao

mundo mediterrâneo, a nova 
apital Alexandria se tornou o 
entro da matemáti
a,


iên
ia e �loso�a grega e o 
entro e
on�mi
o do mundo helenísti
o.

Em 212 a.C. Erastóstenes de Cirena, um fun
ionário da bibliote
a, tornou-

se a primeira pessoa a 
al
ular a 
ir
unferên
ia da Terra. Usando duas varas no 
hão,

e um teorema do livro de Eu
lides foi o su�
iente para 
al
ular a 
ir
unferên
ia da

Terra 
om erro em torno de 4%. Aristar
o de Samos utilizou 
ál
ulos geométri
os para


al
ular 
om aproximação razoável o tamanho e a distân
ia da Lua a Terra, veja mais

detalhes em [24℄.

Arquimedes, des
obriu o prin
ípio da alavan
a, da �utuação e fez muitas

outras 
ontribuições à Físi
a e Engenharia. Em todos os seus trabalhos, ele 
ombinou

uma originalidade de ra
io
ínio surpreendente 
om uma mestria de té
ni
a de 
ál
ulo

e rigor nas demonstrações, para mais detalhes 
onsulte [30℄.

Segundo [12℄, Apol�nio, embora fosse um astr�nomo notável, sua fama se

deve prin
ipalmente a sua obra �Se
ções C�ni
as�, graças à qual seus 
ontemporâneos

lhe deram o 
odinome de �O Grande Ge�metra�. Dos oito livros es
ritos, apenas sete

19



sobreviveram até hoje. Segundo [6℄, o auge do desenvolvimento da Geometria se deu


om Eu
lides, Arquimedes e Apol�nio.

Por volta do sé
ulo II d.C., os 
ampos da matemáti
a, físi
a, 
artogra�a e

engenharia tinham feito grandes avanços. Já tinha-se inventado a lógi
a e a demons-

tração, trigonometria e a Geometria, e um tipo de 
ál
ulo, entre outros 
onhe
imentos.

Porém, a
onte
eram eventos em Alexandria que atrasaram o progresso ini
iado pelos

gregos durante um milênio 
omo por exemplo, os novos governantes que não valoriza-

vam a 
iên
ia, o que levou a destruição da bibliote
a, e 
om ela quase tudo o que fora

produzido. Com a queda de Roma, em 476 d.C., a Europa herdou grandes templos de

pedra, teatros e mansões, porém pou
o em termos de realização intele
tual. Por volta

de 800 d.C., existiam somente fragmentos de uma tradução de Os Elementos em latim


olo
ados em uma 
oleção de textos sobreviventes. A tradição grega de abstração e

demonstração pare
ia perdida, para mais detalhes veja em [24℄.

Segundo [6℄, após os gregos, a Geometria sai de fo
o, e até o sé
ulo XI

eram os hindus e os árabes quem desenvolviam a matemáti
a, dando pou
a ênfase a

Geometria.

Segundo [30℄, durante os primeiros sé
ulos do feudalismo o
idental, a mate-

máti
a não era muito importante. Apenas 
om a extensão do 
omér
io que o interesse

pela matemáti
a se espalhou lentamente. O desenvolvimento da matemáti
a se deu

baseado pelo 
res
imento das 
idades mer
antis sob in�uên
ia direta do 
omér
io, da

navegação, da stronomia e da agrimensura, que era Métodos de Contagem e Aritméti
a.

Apenas 
om a queda de Constantinopla que 
onduziu muitos sábios gregos às 
idades

o
identais, aumentando o interesse pelos textos gregos originais, bus
ando assim suas

traduções.

Estudiosos 
omeçaram a 
aça ao 
onhe
imento perdido, 
omo Adelard de

Bath que viajou disfarçado de estudante mulçumano e traduziu Os Elementos de Eu-


lides 
om demonstrações. Um sé
ulo mais tarde Leonardo de Pisa trouxe a ideia do

zero. Assim o in�uxo de 
onhe
imento grego antigo alimentou as novas universidades.

Porém a 
iên
ia era uma mistura de 
onhe
imento antigo entrelaçado 
om a religião,

a supertição e o sobrenatural, para mais detalhes [24℄.

Por volta da metade do sé
ulo XIV, Ni
ole d'Oresme inventou o uso de grá-

�
o para representar uma magnitude variável que dependesse de outra. Con
entrou-se

em 
omo as suas novas �guras poderiam ser usadas para analisar relações quantitativas.

E também to
ou em uma questão 
entral: a 
urva ou qualquer outra forma feita pelo

grá�
o de uma 
oleção de dados, ou de uma função, tem alguma signi�
ân
ia grá�
a
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ou geométri
a. O estudo das linhas e das superfí
ies torna-se o estudo de funções par-

ti
ulares, e vi
e-versa, assim atingiu-se uma uni�
ação entre Geometria e Aritméti
a.

Ele empregou a sua nova té
ni
a geométri
a para demonstrar uma das mais famosas

leis de físi
a 
onhe
ida naquele tempo, a lei de Merton: �A distân
ia per
orrida por um

objeto a
elerando uniformemente do seu repouso é igual à distân
ia per
orrida por um

objeto movendo-se no mesmo tempo 
om a metade de sua velo
idade máxima�, para

mais detalhes 
onsulte [24℄.

Em 1596 nas
eu um dos maiores �lósofos e arquiteto da revolução que se-

guia em matemáti
a, René Des
artes. Formou-se em direito, se alistou no exér
ito,

e em 1618 na pequena 
idade de Breda, na Holanda, se deparou 
om um anún
io na

rua, tratava-se de um desa�o matemáti
o. Ao resolvê-lo, Des
artes fez amizade 
om

Isaa
 Bee
kman, que era um dos maiores matemáti
os holandeses na épo
a. Des
artes


riti
ou as obras gregas, pois segundo ele, 
ada nova demonstração pare
ia forne
er

um desa�o singular, que só podia ser superado 
ansando imensamente a imaginação.

Estudando as 
urvas gregas 
lássi
as, Des
artes des
obriu padrões surpreendentes, que

Oresme não 
onseguiu pela falta de uma notação melhor. O método de Des
artes de

asso
iar a Álgebra e a Geometria equivale a uma generalização das ideias de Oresme.

Des
artes utilizou sua per
epção geométri
a para formular a lei da refração da luz na

sua forma trigonometria atual. Seus métodos geométri
os foram tão importantes na

sua per
epção que ele es
reveu �Minha físi
a toda nada mais é do que Geometria�.

Des
artes publi
ou um livro 
om o título : Projeto para uma 
iên
ia universal que

possa elevar nossa natureza ao seu mais alto grau de perfeição. A seguir, a dióptri
a,

os meteoros e a Geometria, onde os assuntos mais 
uriosos que o autor pode en
ontrar

para demonstrar a 
iên
ia universal que ele propõe são expli
ados de tal maneira que

até aqueles que nun
a estudaram podem entendê-los, e hoje é referida 
omo Dis
urso

sobre o Método, para maiores detalhes, o leitor pode veri�
ar em [24℄.

2.3 Espaços Curvos

Segundo [2℄, Eu
lides foi 
auteloso ao utilizar o quinto postulado. Isto levantou ques-

tionamentos, e surgiu a 
uriosidade de saber se o último postulado era realmente ne-


essário, se ele não poderia ser deduzido dos outros postulados. As 
on
lusões obtidas

foram surpreendentes e vão de en
ontro 
om a intuição de vários matemáti
os fazendo-

os desistirem da tentativa de demonstrar o quinto postulado.

Em 1792, um menino de 15 anos 
hamado Carl Friedri
h Gauss suspeitou
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que o quinto postulado fosse independente e assim des
obriu uma nova Geometria.

Assim a matemáti
a e a físi
a entraram em uma nova era. Os 
inquenta anos seguintes

foram anos de uma revolução se
reta. Gradualmente, em diversos países foram des
o-

bertos novos tipos de espaços, mas ou não eram revelados ou não eram notados pela


omunidade de matemáti
os, veja em mais detalhes em [24℄.

Gauss ingressou na sua primeira es
ola 
om idade de sete anos. No seu

ter
eiro ano na es
ola, permitiram que estudasse a aritméti
a, para o qual já estivera


apa
itado 
om idade de dois anos. Seu professor 
omprou o mais avançado livro-

texto em aritméti
a disponível. Infelizmente, o livro não ofere
eu desa�o a Gauss. Seu

professor designou seu talentoso assistente de 17 anos para estudar 
om Gaus, aper-

feiçoando as demonstrações dos livros-textos existentes na épo
a, para mais detalhes


onsulte [24℄.

Entre 1813 e 1816, Gauss fez o rompimento de barreiras de�nitiva para o

desenvolvimento das Geometrias Não Eu
lidianas, desenvolvendo equações que rela-


ionavam as partes de um triângulo num espaço Não-Eu
lidiano, 
uja estrutura de-

nominamos de Geometria Hiperbóli
a. Nem Gauss, nem Loba
hevsky e nem Bolya


onseguiram des
obrir qualquer modo simples de visualizar este novo espaço. Isso foi

realizado por Eugênio Beltrami, e de forma mais simples por Henri Poiçaré que então

interpretou os postulados da Geometria Hiperbóli
a através de entidades 
on
retas.

Algumas dé
adas depois foi des
oberto o espaço elípti
o. Os dez anos a partir de 1816,

Gauss dirigiu um grande esforço para fazer o levantamento geodési
o na Alemanha.

Umas das di�
uldades enfrentadas foi produzir um mapa bidimensional a partir de

dados tridimensionais in�uen
iados pela variações nas elevações bem 
omo pela 
ur-

vatura da Terra. Em 1827 Gauss publi
ou em um trabalho os detalhes té
ni
os desse

trabalho que hoje 
hamamos de Geometria Diferen
ial, mais detalhes em [24℄.

Segundo [30℄, em 1850, Riemann apresentou dois artigos fundamentais, um

sobre séries trigonométri
as e os fundamentos da análise e o outro sobre os fundamen-

tos da geometria que se tornou-se a pedra angular da teoria geral da relatividade de

Einstein.

Albert Einstein, apesar de ser rejeitado pela es
ola, ter uma péssima forma-

ção, 
onseguiu 
on
luir seu doutorado na Universidade de Zurique. Em 1905, enquanto

trabalhava integralmente, suas ideias a�oraram, publi
ando 
in
o dos seis artigos na-

quele ano, dentre eles, um apli
ou o novo 
on
eito quânti
o de Plank 
omo se fosse

uma lei universal, dando assim iní
io à história da teoria quânti
a. O ex-professor de

Einstein, fez uma importante 
ontribuição ao dar um seminário no qual introduziu a
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Geometria e a ideia de tempo 
omo a quarta dimensão na teoria da relatividade, veja

em [24℄.

Outra teoria 
hamada de teoria das 
ordas a�rma que existem dimensões

adi
ionais do espaço, tão pequenas que qualquer espaço livre que tivermos nelas, não

é observável em experiên
ias atuais. Com isso, a Físi
a retornou para sua par
eira, a

matemáti
a. Ainda que a teoria das 
ordas seja mal 
ompreendida, ela já evoluiu para

teoria M, que pare
e estar nos levando à 
on
lusão de que o espaço e o tempo não

existem realmente, mas são apenas aproximações de algo muito 
omplexo. A teoria

M pare
e ter a propriedade de que aquilo que per
ebemos 
omo posição e tempo,

são realmente estruturas matemáti
as 
onhe
idas 
omo matrizes. Esta é a mudança

mais profunda no 
on
eito de espaço desde Eu
lides, para mais detalhes, o leitor pode

veri�
ar em [24℄.

2.4 Fra
tais

Alguns matemáti
os en
ontraram algumas formas geométri
as que a Geometria Eu
li-

diana não 
onseguia des
rever. Estes objetos foram denominados de �monstros mate-

máti
os�. Em 1872, Karl Weierstrass en
ontrou um exemplo de uma função 
ontínua

em todo seu domínio, mas diferen
iável em nenhuma parte. Em 1904, Helge von Ko
h,

deu uma de�nição mais geométri
a de uma função similar, mas foi na dé
ada de 60

que Beinoit Mandelbrot, 
om o auxílio da 
omputação foi quem ini
iou o estudo dessas

entidades geométri
as, veja em [32℄.

Segundo [23℄, Mandelbrot não suportou o predomínio da abstração imposta

pelos seguidores de Bourbaki, deixando a França em 1948 e ingressou na IBM. Eepa-

rando 
om o problema dos ruídos nas linhas telef�ni
as, o resolveu usando um trabalho

antigo de Georg Cantor e pro
urou modelos para apli
ar suas ideias. Esta 
iên
ia só

se desenvolveu 
om o auxílio da 
omputação. Com a sua ajuda podemos des
rever

muitos objetos extremamente irregulares do mundo real. Suas té
ni
as estão sendo

empregadas para 
ompa
tação de imagens, animação digital e en
ontram apli
ações

artísti
as variadas.
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3 Con
eitos Preliminares

Neste 
apítulo iremos introduzir alguns 
on
eitos importantes que serão utilizados para

o desenvolvimento do trabalho. Começaremos pelos números Reais, números Comple-

xos, alguns teoremas e de�nições importantes da Geometria Plana, e a função iterativa,

que será fundamental para o desenvolvimento dos fra
tais Julia e Mandelbrot.

3.1 Números Reais

A de�nição apresentada aqui pode ser en
ontrada em [17℄

O 
onjunto dos números Reais (representado por R) é um 
orpo, isto é, são

de�nidas em R duas operações, 
hamadas adição (+) e multipli
ação (.), que satisfazem:

1. Asso
iatividade: para 
ada x, y, z ∈ R, tem-se (x + y) + z = x + (y + z) e

(x.y).z = x.(y.z).

2. Comutatividade: para quaisquer x, y ∈ R, tem-se x+ y = y + x e x.y = y.x.

3. Elemento neutro: existem em R dois elementos distintos 0 e 1 tais que x+0 = x

e x.1 = x.

4. Inverso: todo x ∈ R possui um inverso aditivo −x ∈ R tal que x + (−x) = 0 e,

se x 6= 0, existe um inverso multipli
ativo x−1 ∈ R tal que x.x−1 = 1

5. Distributividade: para x, y, z ∈ R, tem-se x.(y + z) = x.y + x.z.

O 
onjunto R é um 
orpo ordenado, isto é, existe um 
onjunto R+

hamado

reais positivo, tais que se x, y ∈ R+
então x + y ∈ R+

e x.y ∈ R+
e dado x ∈ R uma

das três alternativas o
orre ou x = 0 ou x < 0 ou x > 0.

A relação de ordem em R permite de�nir o valor absoluto de um número

real |x| = max{−x, x}. Assim −|x| 6 x 6 |x|. O teorema seguinte é 
onhe
ido 
omo

desigualdade triangular.

Teorema 3.1. Se x, y ∈ R então |x| − |y| 6 |x+ y| 6 |x|+ |y|.

Demonstração. Sabemos que |x| > x e |y| > y, somando membro a membro as de-

sigualdades, temos |x| + |y| > x + y. Analogamente de |x| > −x e |y| > −y temos

|x|+ |y| > −(x+ y), assim |x|+ |y| > |x+ y| = max{x + y,−(x+ y)}.
Por outro lado, de |x| = | − y + (x + y)| 6 | − y| + |x + y| demonstrado

anteriormente, temos |x| 6 |y|+ |x+ y| logo |x| − |y| 6 |x+ y|.
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3.2 Números Complexos

A de�nição apresentada aqui pode ser en
ontrada em [7℄.

O 
onjunto dos números 
omplexos (representado por C) é um 
orpo, 
om

as operações de adição (+) e de multipli
ação (.), que satisfazem:

1. Asso
iatividade: para 
ada z1, z2, z3 ∈ C, tem-se (z1 + z2) + z3 = z1 + (z2 + z3) e

(z1.z2).z3 = z1.(z2.z3).

2. Comutatividade: para quaisquer z1, z2 ∈ C, tem-se z1+z2 = z2+z1 e z1.z2 = z2.z1.

3. Elemento neutro: existem em C dois elementos distintos 0 e 1 tais que z + 0 = z

e z.1 = z.

4. Inverso: todo z ∈ C possui um inverso aditivo −z ∈ C tal que z + (−z) = 0 e, se

z 6= 0 + 0i, existe um inverso multipli
ativo z−1 ∈ C tal que z.z−1 = 1

5. Distributividade: para z1, z2, z3 ∈ C, tem-se z1.(z2 + z3) = z1.z2 + z1.z3

6. Existe um número 
omplexo i tal que i2 = −1.

7. Todo número 
omplexo z pode ser es
rito de uma maneira úni
a na forma a+ bi,

onde a, b ∈ R.

Notação: Usaremos uma letra z = a+bi para indi
ar um número 
omplexo.

Da de�nição adotada, podemos pensar no número 
omplexo z = a+bi 
omo

o ponto (a, b) do plano, 
ujas 
oordenadas são a e b. Como exemplo veja o número

z = 2 + 3i na Figura 1.

Figura 1: Representação grá�
a do z = 2 + 3i.
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O módulo de um número z ∈ C é representado por |z| =
√
a2 + b2, que é

distân
ia do ponto z ao ponto (0, 0).

3.3 Con
eitos bási
os de Geometria Plana

No que segue, usaremos as notações e de�nições dessas referên
ias [3℄ e [11℄.

A geometria se baseia 
onstrução de de�nições e axiomas ou postulados.

Cada postulado é uma sentença que não é provada ou demonstrada e é 
onsiderado


omo um 
onsenso ini
ial para a 
onstrução da teoria. Assim os postulados servem


omo ponto ini
ial para a dedução dos teoremas, 
orolários e proposições.

Partiremos do prin
ípio que o leitor já tem alguns 
onhe
imentos prévios


omo a noção de ponto, de�nição de reta, ideia de plano, distân
ia entre pontos, ângulos

entre retas, 
ongruên
ia de segmentos e ângulos e propor
ionalidade entre números.

Para mais detalhes, 
onsulte bibliogra�as 
omo [3℄ e [11℄.

De�nição 3.2. Seja A um ponto do plano e r um número real positivo. A 
ir
unfe-

rên
ia de 
entro A e raio r é o 
onjunto 
onstituído por todos os pontos B do plano

tais que AB = r.

O 
omprimento C da 
ir
unferên
ia é dado pela expressão:

C = 2πr.

Proposição 3.3. Se duas retas paralelas são 
ortadas por uma transversal, então os

ângulos 
orrespondentes são 
ongruentes.

Teorema 3.4. A soma das medidas dos ângulos internos de um triângulo é 180o.

Sua demonstração pode ser en
ontrada em [3℄.

De�nição 3.5. Diremos que dois segmentos AB e CD são 
ongruentes quando AB =

CD. Diremos que dois ângulos Â e B̂ são 
ongruentes se eles têm a mesma medida.

Dois triângulos são semelhantes se for possível estabele
er uma 
orrespon-

dên
ia biunívo
a entre seus vérti
es de modo que ângulos 
orrespondentes sejam 
on-

gruentes e lados 
orrespondentes sejam propor
ionais. Se ABC e DEF são triângulos

semelhantes e se A → D, B → E e C → F é a 
orrespondên
ia que estabele
e a

semelhança, então vale as seguintes relações:

Â = D̂, B̂ = Ê, Ĉ = F̂
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AB

DE
=

BC

EF
=

CA

FD
A seguir temos um resultado importante para a Geometria que é o Teorema

de Tales, 
uja demonstração pode ser en
ontrada em [3℄.

Teorema 3.6. Se duas retas transversais 
ortam um feixe de retas paralelas, as medi-

das dos segmentos delimitados nas transversais são propor
ionais.

Os triângulos são 
lassi�
ados de a
ordo 
om os seus lados e ângulos: equi-

látero (
om todos os ângulos e lados iguais); isós
eles (
om dois ângulos e lados iguais);

es
aleno (todos os ângulos e lados diferentes); a
utângulo (possui todos os ângulos me-

nores que 90o); obtusângulo (possui um ângulo maior que 90o) e retângulo (possui um

ângulo de 90o.

Um resultado importante é o Teorema de Pitágoras.

Teorema 3.7. Em todo triângulo retângulo o quadrado do 
omprimento da hipotenusa

é igual à soma dos quadrados dos 
omprimentos dos 
atetos.

3.3.1 Área

Uma região triangular é um 
onjunto de pontos do plano formados por todos os segmen-

tos 
ujas extremidades estão sobre os lados de um triângulo. O triângulo é 
hamado

de fronteira da região triangular. O 
onjunto de pontos de uma região triangular que

não perten
em a sua fronteira é 
hamado de interior da região triangular.

Figura 2: O ponto D é um ponto interior.

Uma região poligonal é a união de um número �nito de regiões triangulares

que duas a duas não tem pontos interiores em 
omum.

Postulado 3.8. A toda região poligonal 
orresponde um número maior do que zero.
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O número a que se refere é 
hamado de área da região. As demonstrações dos teoremas

3.9 e 3.10 podem ser en
ontradas em [11℄.

Teorema 3.9. Dois paralelogramos de bases e alturas respe
tivamente 
ongruentes são

equivalentes, isto é, a razão entre os dois é igual à razão entre suas alturas (ou bases)

R1

R2

=
h1

h2

=
b1
b2
.

Teorema 3.10. A razão entre dois retângulos quaisquer é igual ao produto da razão

entre as bases pela razão entre as alturas

R1

R2

=
b1
b2
.
h1

h2

.

Com os dois teoremas anteriores, podemos de�nir o 
ál
ulo da área de um

retângulo.

Proposição 3.11. Se ABCD é um retângulo então sua área é dada pelo produto

AB.BC.

Demonstração. De fato seja o retângulo de medidas R(b, h) e �xado o quadrado Q(1, 1)


omo unitário, temos:

AR =
R(b, h)

Q(1, 1)
=

b

1
.
h

1
= b.h.

Dado o paralelogramo P (b, h), ele é equivalente a um retângulo de base b e

altura h, logo

AP = AR ⇒ AP = b.h.

Um paralelogramo de base b e altura h, ao dividi-lo em sua diagonal, pode-

mos observar que gera dois triângulos de base b e altura h, assim:

Proposição 3.12. Todo triângulo é equivalente a um paralelogramo de base 
ongruente

à do triângulo e altura igual à metade da altura do triângulo. Portanto a área do

triângulo em função dos lados é:

S =
aha

2
=

bhb

2
=

chc

2

onde ha, hb, hc é a altura do triângulo em relação aos lados a,b e c respe
tivamente.
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De�nição 3.13. Seja A um ponto do plano e r um número real positivo. O 
ír
ulo

de 
entro A e raio r é o 
onjunto 
onstituído por todos os pontos B do plano tais que

AB 6 r.

Teorema 3.14. A área do 
ír
ulo é igual à metade do produto do raio pelo 
omprimento

da 
ir
unferên
ia.

A demonstração pode ser en
ontrada em [3℄.

3.4 Função

As de�nições apresentadas aqui podem ser en
ontradas em [18℄ e [9℄.

Entendemos por uma função f uma terna (A,B, a → b) onde A e B são

dois 
onjuntos e a → b, uma regra que nos permite asso
iar a 
ada elemento a de A um

úni
o elemento b de B. O 
onjunto A é o domínio de f , o 
onjunto b é o 
ontradomínio

de f .

Dada a função f , o grá�
o da função f no plano 
artesiano, é o 
onjunto

de todos os pontos (x, f(x)).

3.4.1 Função Iterativa

Seja A um 
onjunto tais que (A, a → b), onde a, b ∈ A. Dizemos que uma funçõa

iterativa é a apli
ação f(f(x)) gerando assim um novo valor. Es
reveremos f j(x), j ∈ N

para denotar a 
omposição da apli
ação de f em j vezes, isto é,

f 1(x) = f(x)

f 2(x) = f(f(x))

f 3(x) = f(f(f(x)))

.

.

.

A sequên
ia p, f(p), f 2(p), · · · é 
hamada de órbita de p.

De�nição 3.15. Dizemos que c é um ponto �xo se fn(c) = c para todo n.

De�nição 3.16. Dizemos que c é um ponto periódi
o se existe n ∈ N tal que fn(c) = c.

De�nição 3.17. Dizemos que c é um ponto �xo atrator se existe um intervalo 
ontendo

c tal que se x ∈ [a, b], então fn(x) → c, 
om n → ∞.

De�nição 3.18. Dizemos que c é ponto repulsor se para n → ∞ temos |fn(c)−c| → ∞.
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3.4.2 Representação grá�
a da órbita de f

Seja a função f : R → R, e x ∈ R. Para des
rever a órbita do ponto x, primeiramente,

desenhamos a diagonal de�nida pela linha y = x, o próximo ponto na órbita de x, é o

número f(x), o grá�
o de f nos leva ao ponto (x, f(x)) que está diretamente sobre x,

logo basta desenhar uma linha verti
al do ponto (x, x) da diagonal até o grá�
o de f , o

ponto de interse
ção tem y−
oordenada f(x). Agora desenhando uma linha horizontal,

en
ontramos o ponto (f(x), f(x)). Fazendo esse pro
edimento, en
ontramos a órbita de

x. Assim a órbita de x apare
erá ao longo da diagonal. Veja a Figura 3 para x0 = 0, 3

e x1 = 1, 2.

Figura 3: Iteração sobre a função f(x) = x2
.

Assim vemos que para a função f(x) = x2
, os pontos x tais que |x| > 1 são

pontos repulsores, enquanto que os pontos |x| < 1 possuem órbitas que tende a 0, isto

é, fn(x) = 0 
om n → ∞. Portanto, 0 é um ponto �xo atrator.

3.5 Dimensão

A noção de dimensão, é uma questão fundamental. Dis
utiremos sobre a dimensão

topológi
a e dimensão de 
apa
idade. Para mais detalhes 
onsulte ??.
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3.5.1 Dimensão Topológi
a

Um objeto tem n dimensões quando podemos dividi-lo por meio de 
ortes efetuados

por objetos de (n− 1) dimensões.

De�nição 3.19. Um ponto possui dimensão zero.

Assim a reta tem dimensão 1, pois ela é separada por um ponto em duas

semirretas. Analogamente o plano tem dimensão 2, pois pode ser separado em dois

semiplanos por uma reta.

3.5.2 Dimensão de Capa
idade

A dimensão denominada 
apa
idade foi de�nida por Kolmogorov e mede o quanto o


onjunto ou objeto preen
he o espaço em que está imerso.

De�nição 3.20. A 
apa
idade de um 
onjunto é de�nido 
omo

dcap = lim
f→0

log n(f)

log f
.

onde n(f) é o número mínimo de 
ubos elementares ne
essários para 
obrir o 
onjunto


onsiderado e f é a dimensão linear do 
ubo elementar.

3.5.3 Dimensão de Fra
tais

Diferentemente da dimensão 
onven
ional inteira, a dimensão de fra
tais pode assumir

valores fra
ionários. Assim a dimensão fra
tal de um 
onjunto é um valor que diz o

quão densamente o
upa o espaço métri
o em que ele existe.

Algumas de�nições de dimensão fra
tal, 
omo: Dimensão de informação;

Dimensão de 
orrelação e Dimensão de Lyapounov podem ser en
ontradas em [13℄.

3.6 Geogebra

O Geogebra é um software de Geometria Dinâmi
a de fá
il manuseio, sendo assim o

es
olhemos 
omo uma ferramenta para apoiar o ensino de Geometria em sala de aula.

O software Geogebra possibilita um vasto 
onjuntos de 
omandos ao qual

permite trabalhar 
om diversas proposições e atividades 
om o aluno, mas nesta seção,

iremos apenas ilustrar alguns 
omandos que será ne
essários para a 
onstrução das
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�guras geométri
as nas seções seguintes. Para um tutorial mais 
ompleto, 
onsulte

[14℄.

Alguns 
omandos que serão utilizados para a 
onstrução das �guras no

de
orrer do trabalho serão ilustrados nas Figuras 4 a 15:

Figura 4: Novo Ponto.

Figura 5: Ponto Médio ou Centro.

Figura 6: Interse
ção de Dois Objetos.

Figura 7: Segmento de�nido por Dois Pontos.

Figura 8: Reta de�nida por Dois Pontos.

Figura 9: Reta Paralela.
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Figura 10: Reta Perpendi
ular.

Figura 11: Polígono Regular.

Figura 12: Cír
ulo dados Centro e Raio.

Figura 13: Ângulo 
om Amplitude Fixa.

Figura 14: Exibir/Es
onder Objeto.

Figura 15: Janela de Visualização.

4 Geometria Eu
lidiana

Por volta de 600 a.C. os gregos introduziram a dedução na Geometria, dando origem

a uma Geometria demonstrativa. A prin
ipal obra que se desta
ou foi os Elementos

de Eu
lides, que des
reve a Geometria intuitiva do espaço em 13 volumes. Eu
lides

utilizou 
in
o postulados para demonstrar os teoremas da Geometria que es
reveu.
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O quinto postulado foi usado 
om muito 
uidado, abriu espaço para pergun-

tas e questionamentos. Ele era ne
essário ou poderia ser deduzido através dos outros

quatro? Através de várias tentativas de prová-lo, tentaram por absurdo para 
hegar

a uma 
ontradição, porém não foi possível. Essa tentativa deu origem as Geometrias

Não Eu
lidianas.

Sem o quinto postulado, não teríamos o teorema da soma dos ângulos inter-

nos de um triângulo, toda a teoria dos triângulos semelhantes, e 
onsequentemente toda

a trigonometria deixariam de existir, e o tratamento dado por Eu
lides para o 
on
eito

de área teria de ser amplamente revisto. Isto mar
a a diferença entre a Geometria

Eu
lidiana e a Geometria Não Eu
lidiana. O leitor interessado 
onsulte ??.

A seguir abordaremos a Geometria Espa
ial, nas referên
ias ?? e ?? o leitor

en
ontra mais detalhes das seções seguintes.

4.1 Noções Primitivas e Postulados

A Geometria Espa
ial examina as propriedades de �guras que são 
onstruídas a partir

de 
ertos elementos bási
os do espaço: pontos, retas e planos. Ini
iamos 
om proprie-

dades bási
as a respeito de retas e pontos.

Postulado 4.1. Por dois pontos distintos do espaço passa uma e somente uma reta.

Postulado 4.2. Dada uma reta do espaço, existem pontos que perten
em à reta e

pontos que não perten
em à reta.

A seguir as propriedades bási
as a respeito de pontos e planos.

Postulado 4.3. Por três pontos do espaço não situados na mesma reta passa um e

somente um plano.

Postulado 4.4. Dado um plano no espaço, existem pontos que perten
em ao plano e

pontos que não perten
em ao plano.

Postulado 4.5. Se uma reta tem dois de seus pontos em um plano, então ela está


ontida nesse plano.

Devido ao Postulado 4.5, podemos observar que uma reta e um plano no

espaço só podem ter uma das seguintes posições relativas: a reta pode estar 
ontida no

plano; a reta pode ser se
ante ao plano (se ela possui um úni
o ponto em 
omum 
om

o plano); ou pode ser paralela ao plano (se não possui ponto em 
omum 
om o plano).
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Partindo do Postulado 4.3, e 
om o Postulado 4.5, podemos determinar um

plano da seguinte forma.

Teorema 4.6. Por uma reta r e um ponto A exterior a esta reta, passa um úni
o

plano. Por duas retas 
on
orrentes s e t passa um úni
o plano.

Figura 16: Determinação do plano.

Demonstração. De fato, sejam B e C dois pontos distintos da reta r, 
onforme a �gura

16. Pelo Postulado 4.3, existe um úni
o plano passando por A,B e C. Mas pelo

Teorema 4.5, este plano 
ontém a reta r. A segunda parte é semelhante.

Assim podemos veri�
ar que se dois planos α e β têm dois pontos em 
omum,

então eles tem em 
omum pelo menos a reta r de�nida por estes dois pontos. Se existir

algum ponto C 
omum aos planos α e β, e não situado em r, então os planos α e β

são 
oin
identes.

Postulado 4.7. Se dois planos possuem um ponto em 
omum, então eles possuem pelo

menos mais um ponto em 
omum.

Con
luímos que existem apenas três posições relativas para dois planos do

espaço: eles podem ser 
oin
identes; ser paralelos (quando não tem ponto em 
omum);

ou podem ser se
antes (quando tem uma reta em 
omum).

O Teorema 4.8, expressa a propriedade que um plano tem de separar um

espaço. Ele é muitas vezes adotado no lugar do Postulado 4.7, 
omo um postulado


apaz de 
ara
terizar a tridimensionalidade do espaço. O leitor pode en
ontrar a

demonstração em [8℄.
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Teorema 4.8. Todo plano divide o espaço em dois semi-espaços que têm a seguinte

propriedade: se dois pontos A e B estão em um mesmo semi-espaço, então o segmento

AB está 
ontido nesse semi-espaço e não 
orta o plano; se os pontos A e B estão em

semi-espaços distintos, o segmento AB 
orta o plano.

Com essas de�nições podemos 
omeçar a de�nir as �guras geométri
as mais


onhe
idas. Começaremos pelo 
one.

De�nição 4.9. Considere uma �gura plana F e um ponto P situado fora do plano

F . A reunião dos segmentos de reta que ligam o ponto P a todos os pontos de F é


hamado de 
one. Um 
one 
uja base é um polígono 
hama-se pirâmide.

Com essas de�nições e teoremas, podemos 
onstruir a pirâmide.

Construção de pirâmides: Considere um polígono plano 
om vérti
es A1, A2, · · · , An

e um ponto V exterior ao plano do polígono. Traçamos os segmentos V A1, V A2, · · · , V An.

Cada dois vérti
es 
onse
utivos de A1, A2, · · · , An determina 
om V um triângulo. Es-

ses triângulos juntamente 
om o polígonoA1A2 · · ·An, delimitam uma região do espaço,

que é a pirâmide de base A1A2 · · ·An e vérti
e V , ver a Figura 17 para o 
aso onde

n = 6 .

Figura 17: Uma pirâmide hexagonal.

4.2 Paralelismo de Retas

No espaço, duas retas distintas podem ter um ponto em 
omum ou nenhum. Quando

no espaço duas retas tem um ponto em 
omum elas são 
hamadas de 
on
orrentes,


aso 
ontrário, temos dois 
asos, que veremos a seguir.
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De�nição 4.10. Duas retas do espaço 
hamam-se paralelas quando não possuem ponto


omum mas estão 
ontidas em um mesmo plano. Quando duas retas do espaço não

estão 
ontidas no mesmo plano elas são 
hamadas de retas reversas.

Esta de�nição de
orre imediatamente o 
aso de determinação do plano atra-

vés de duas retas paralelas. Outra 
onsequên
ia é a validação do fato a seguir.

Teorema 4.11. Por um ponto fora de uma reta se pode traçar uma úni
a reta paralela

a ela.

Demonstração. Seja r uma reta dada e seja A um ponto situado fora de r. Seja α o

plano determinado por A e r. Seja s a reta paralela a r em α. Suponha que a reta s′

passe por A e é paralela a r. Como r é paralela a s′ logo existe um plano α′

ontendo

r e s′. Mas tal plano 
ontem r e A, e portanto 
oin
ide 
om α logo s e s′ 
oin
idem, o

que mostra a uni
idade da reta paralela.

Com essas de�nições e teoremas, podemos 
onstruir um paralelepípedo.

Construção de um paralelepípedo: O paralelepípedo ABCDEFG da Figura 18 é

um poliedro que pode ser 
onstruído a partir de três segmentos de reta não 
oplanares

FE, FG e FI.

Figura 18: Construção de um paralelepípedo.

Teorema 4.12. Sejam (r, s) e (r′, s′) dois pares de retas 
on
orrentes tais que r, r′ são

paralelas entre si e s, s′ também são paralelas entre si. A medida do ângulo formado

por r e s é igual à medida do ângulo formado por r′ e s′.
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Figura 19: Pares de retas paralelas determinam ângulos iguais.

Demonstração. Considere A o ponto de interseção de r e s e B o ponto de interseção de

r′ e s′ 
omo na Figura 19. Sobre r e s tomemos A1 e A2 e tra
emos as paralelas A1B1 e

A2B2 à reta AB. Os quadriláteros AA1B1B, AA2B2B e A2A1B1B2 são paralelogramos.

Logo, AA1 = BB1, AA2 = BB2, A1B1 = A2B2. Logo, os triângulos AA1A2 e BB1B2

são 
ongruentes, o que mostra que as medidas dos ângulos α e β são iguais.

4.3 Paralelismo de Reta e Plano

As posições relativas entre reta e plano, 
omo já vimos, são: a reta está 
ontida no

plano; a reta e o plano são se
antes, ou são paralelos. Como os planos são de�nidos

através de pontos e retas, veremos alguns teoremas que irão estabele
er estes 
ritérios

para ofere
er 
on
lusões a respeito dos planos baseados em propriedades de suas retas.

Os teoremas seguintes são importantes para a 
onstrução do 
ilindro e pris-

mas e suas demonstrações podem ser en
ontradas em [8℄.

Teorema 4.13. Um plano α e uma reta r não 
ontida em α, são paralelos se e somente

se existe uma reta s paralela a r e 
ontida em α.

Teorema 4.14. Se α e β são paralelos, então α é paralelo a 
ada reta de β. Re
ipro-


amente, se o plano α é paralelo a duas retas 
on
orrentes 
ontidas no plano β, então

α e β são paralelos.

Isto é, dois planos são paralelos se 
ada reta de um é paralela ao outro. Por

outro lado, para demonstrar que dois planos são paralelos, basta exibir um par de retas


on
orrentes de um deles tais que ambas sejam paralelas ao outro plano.
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Teorema 4.15. Por todo ponto A exterior a um plano dado α, passa exatamente um

plano β paralelo a α.

Para a demonstração deste teorema, basta tomar duas retas 
on
orrentes r e s 
ontidas

em α e duas retas r′ e s′ paralelas a r e s traçadas por A assim en
ontramos o plano β

formado pelas retas r′ e s′ que é paralelo a α pelo Teorema 4.14. Este plano é úni
o.

Teorema 4.16. Se uma reta 
orta um plano, 
orta também qualquer plano paralelo a

este. Se um plano 
orta uma reta, 
orta também qualquer reta paralela a ela.

De�nição 4.17. Considere uma �gura plana F , que 
hamamos de base. Considere

também um segmento de reta r, não paralelo ao plano. Para 
ada ponto de F levante

um segmento de reta paralelo à r. Assim a reunião desses segmentos é 
hamado de


ilindro C, de base F e geratriz r. Um 
ilindro 
uja base é um polígono é 
hamado de

prisma.

Com essas de�nições e teoremas, podemos 
onstruir um prisma.

Construção de prismas: Seja A1A2 · · ·An um polígono 
ontido em um plano α.

Es
olhemos um ponto B1 qualquer, não perten
ente a α. Por B1 traçamos o plano β

paralelo a α. Pelos demais vérti
es A2, · · · , An traçamos retas paralelas a A1B1 que


ortam β nos pontos B2, · · · , Bn. O poliedro assim determinado é 
hamado de prisma

de bases A1A2 · · ·An e B1B2 · · ·Bn, veja a Figura 20.

Figura 20: Construção de um prisma.
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4.4 Planos paralelos e Propor
ionalidade

Uma noção fundamental para a Geometria Espa
ial, é a noção de planos paralelos e

propor
ionalidade.

Proposição 4.18. Dois segmentos de retas paralelas 
ompreendidos entre planos pa-

ralelos são iguais.

Demonstração. Se AB e CD são segmentos paralelos 
ompreendidos entre os planos

α e β, então o quadrilátero ABCD é plano. Logos as retas AC e BD são paralelas, já

que não tem ponto 
omum por estarem situadas em planos paralelos. Portanto ABDC

é um paralelogramo e AB = CD.

Teorema 4.19. Um feixe de planos paralelos determina segmentos propor
ionais sobre

duas retas se
antes quaisquer.

Figura 21: Teorema 3.6 para planos paralelos.

Demonstração. Consiste em reduzir o teorema para o seu 
orresponde no plano. Sejam

α, β e γ três planos paralelos e sejam r1 e r2 duas retas se
antes quaisquer 
omo a Figura

21. A reta r1 
orta os planos nos pontos A1, B2, C2 e a reta r2 
orta os mesmos planos
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nos pontos H,B3, C3. Pelo ponto A1 de r1 traçamos uma reta r2′ paralela a r2, que


orta os três planos nos pontos A1, B1, C1. As retas r1 e r2′ determinam um plano, que


orta β e γ segundo as retas paralelas B1B2 e C1C2. Logo, pelo Teorema 3.6 temos

A1B2

A1B1

=
B2C2

B1C1

=
A1C1

A1C2

.

Mas A1B1 = HB3, B1C1 = B3C3 e A1C1 = HC3, por serem segmentos de

retas paralelas 
ompreendidos entre retas paralelas. Logo temos

A1B2

HB3

=
B2C2

B3C3

=
A2C2

HC3

.

Com essas de�nições e teoremas podemos 
onstruir pirâmides semelhantes.

Construção de pirâmides semelhantes: Considere uma pirâmide de base A1A2 · · ·An

e vérti
e V . Traemos um plano paralelo à base, que 
orta as arestas laterais segundo o

polígono B1B2 · · ·Bn e que divide a pirâmide em dois poliedros: um deles é a pirâmide

de base B1B2 · · ·Bn e o outro 
hamado de tron
o de pirâmide de bases A1A2 · · ·An e

B1B2 · · ·Bn. Assim temos

V B1

V A1

=
V B2

V A2

= · · · = V Bn

V An

= k.

Assim as duas pirâmides são semelhantes de razão k, ou seja, é possível estabele
er

uma 
orrespondên
ia entre seus pontos de modo que a razão entre os 
omprimentos de

segmentos 
orrespondentes nas duas �guras sejam 
onstantes.

De maneira geral, dado um ponto V no espaço e um número real k 6= 0, a

homotetia de 
entro V e razão k é a função σ que asso
ia a 
ada ponto P do espaço o

ponto P ′
sobre V P tal que V P ′ = kV P , 
omo na Figura 22.

Duas �guras F e F ′
são homotéti
as quando existe uma homotetia σ tal que σ(F ) = F ′

.

4.5 Perpendi
ularismo de Reta e Plano

Uma noção fundamental para a Geometria do Espaço é a noção de reta perpendi
ular.

De�nição 4.20. Diz-se que uma reta é perpendi
ular a um plano quando ela é orto-

gonal a toda reta 
ontida no plano.
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Figura 22: Figuras Homotéti
as.

Os teoremas seguintes, serão ne
essários para a 
onstrução de retas e planos

perpendi
ulares, para a 
onstrução de pirâmide regular e prisma reto. As demonstra-

ções podem ser en
ontradas em [8℄.

Teorema 4.21. Se r é ortogonal a um par de retas 
on
orrentes de α, então r é

perpendi
ular a α.

Teorema 4.22. Por um ponto dado, se pode traçar um úni
o plano perpendi
ular a

uma reta dada. Por um ponto dado, se pode traçar uma úni
a reta perpendi
ular a um

plano dado.

Com essas de�nições e teoremas, podemos 
onstruir �guras retas, 
omo as

seguintes:

• Construção de um prisma reto: são prismas obtidos tomando, para as arestas

laterais, retas perpendi
ulares ao plano da base.

• Construção de pirâmides regulares: são 
onstruídas tomando um polígono

regular A1A2 · · ·An 
omo base e es
olhendo 
omo vérti
e um ponto V situado

sobre a perpendi
ular ao plano do polígono 
onduzida pelo seu 
entro O.

4.6 Apli
ação: Distân
ias

Para estudar problemas métri
os no espaço envolvendo distân
ia vamos utilizar as

ferramentas da Geometria Plana.
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Distân
ia entre dois pontos: A distân
ia entre dois pontos A e B é

simplesmente a medida do segmento AB. Para 
al
ular esta distân
ia, podemos utilizar

o Teorema de Pitágoras 3.7.

Distân
ia de ponto a plano: Dado um plano α e um ponto P do espaço,

o ponto Q em que a reta perpendi
ular a α traçada por P 
orta o plano α é 
hamada

de projeção ortogonal de P sobre α, veja Figura 23. O 
omprimento do segmento PQ

é à distân
ia de P a α.

Figura 23: Distân
ia de ponto a plano.

4.7 Esfera

Usando distân
ia podemos estudar algumas propriedades da esfera, que é análogo ao


ír
ulo.

De�nição 4.23. A esfera de 
entro num ponto O e raio R é o 
onjunto dos pontos do

espaço 
uja distân
ia ao ponto O é menor do que ou igual a R.

Os pontos 
uja distân
ia a O é menor que R são interiores à esfera e aqueles


uja distân
ia a O é maior que R são exteriores a ela.

Tomemos uma esfera ε e um plano α, e veremos as possíveis posições rela-

tivas de ε e α, pois tudo depende da distân
ia d(O, α) do 
entro O da esfera ao plano

α.

• Se d(O, α) é maior que o raio R, o plano é exterior à esfera.
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• Se d(O, α) é igual a R, o úni
o ponto de α que está a uma distân
ia R de O é

o ponto P , que é o pé da perpendi
ular a α traçada por O. Dizemos que α é

tangente à esfera no ponto P .

• Se d(O, α) < R, seja O′
o pé da perpendi
ular traçada de O ao plano α. Qualquer

que seja o ponto P em α, o triângulo PO′O é retângulo em O′
. Logo

PO
2
= PO′

2
+OO′

2

portanto, os pontos de α que estão na esfera se en
ontram em um 
ír
ulo de


entro O′
e raio r =

√
R2 − (d(O, α))2. Dizemos neste 
aso que o plano α é

se
ante à esfera.

Figura 24: Plano tangente e se
ante à esfera.

4.8 Noção de Volume

Intuitivamente, o volume de um sólido é a quantidade de espaço por ele o
upada,

tomando 
omo unidade o 
ubo de arestas iguais a 1.

Assim, dado um sólido S, desejamos de�nir pre
isamente o número vol(S),

ou seja, queremos dar signi�
ado à ideia ini
ial, segundo a qual vol(S) é o número que

exprime quantas vezes S 
ontém o 
ubo unitário.

Podemos 
onsiderar um poliedro P (Q) formados por poliedros retangulares


ontido em S (
ontém S). Forne
em-nos aproximações inferiores (superiores) para

o volume de S. A
res
entando (retirando) mais blo
os retangulares sempre tendo o


uidado de permane
er dentro (fora) de S, obteremos um poliedro retangular que será

uma aproximação melhor para o vol(S).
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Queremos que seja possível aproximar vol(S) 
om tanta pre
isão quanto se

deseje por volumes de poliedros retangulares 
ontidos em S. Isto é, o vol(S) seja o

número real 
ujas aproximações por falta são os volumes dos poliedros retangulares


ontidos em S.

Assim quaisquer que seja os poliedros retangulares P 
ontido em S e Q


ontendo S, tem-se

vol(P ) 6 vol(S) 6 vol(Q).

4.8.1 Cál
ulo de Volume dos Sólidos

Vamos adotar que um 
ubo de lados 1 seja 1 unidade de medida.

Considere agora um paralelepípedo retângulo de lados a, b, c > 0, logo te-

mos:

V (a, b, c) = V (a.1, b, c)

= a.V (1, b.1, c)

= ab.V (1, 1, c.1)

= abc.V (1, 1, 1)

= abc.1 = abc

portanto o volume de um paralelepípedo é o produto de suas dimensões.

Postulado 4.24. Sejam A e B dois sólidos. Se todo plano horizontal se

iona A e B

segundo �guras planas 
om áreas iguais, então vol(A) = vol(B).

Teorema 4.25. O volume de um 
ilindro é igual ao produto da área da base(Sb) pela

altura(h).

Demonstração. Considere um 
ilindro de área de base A e altura h. Construa um

paralelepípedo retângulo de altura h e área da base A. Considere agora um plano

horizontal se

ionando as duas �guras, produzindo áreas A1 e A2 no 
ilindro e no

paralelepípedo, respe
tivamente. Ora, o paralelepípedo é um 
ilindro, logo uma seção

paralela à base é 
ongruente a essa base, assim temos que A1 = A = A2, pelo Postulado

4.24 temos que os dois sólidos tem o mesmo volume.

Teorema 4.26. O volume de uma pirâmide triangular é igual a um terço do produto

da área da base pela altura
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Demonstração. Primeiramente tomamos 
omo 
onhe
ido que duas pirâmides de mesma

base e mesma altura têm o mesmo volume. Assim 
onsidere um prisma triangular 
ujas

bases são os triângulos ABC e A′B′C ′

omo a Figura 25. Podemos dividir esse prisma

Figura 25: Volume da Pirâmide triangular.

em três tetraedros: AA′B′C ′, B′ACC ′
e B′ABC, seja V1, V2 e V3 os volumes dos três

tetraedros, assim temos

V1 = V (AA′B′C ′) = V (CA′B′C ′) = V (CAB′C ′) = V2

V2 = V (B′ACC ′) = V (B′ABC ′) = V (B′ABC) = V3.

Logo, temos

Vprisma = Vtetraedro1 + Vtetraedro2 + Vtetraedro3

= 3Vtetraedro1

Vtetraedro1 =
1

3
Vprisma.

Como em uma pirâmide qualquer podemos dividir ela em pirâmides trian-

gulares, o volume de uma pirâmide qualquer é igual a um terço do produto da área da

base pela altura.

Teorema 4.27. O volume de um 
one é igual a um terço do produto da área da base(Sb)

pela altura(h).
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Demonstração. Considere um 
one de área de base A e altura h. Construa uma pirâ-

mide de altura h e área da base A. Considere agora um plano horizontal se

ionando

as duas �guras, produzindo áreas A1 e A2 no 
one e na pirâmide, respe
tivamente.

Ora, a pirâmide é um 
one, logo as seções A1 e A2 são 
ongruentes, assim temos que

A1 = A2, pelo Postulado 4.24 temos que os dois sólidos tem o mesmo volume.

Corolário 4.28. O volume do tron
o de área maior (A), altura (h) e área menor (a)

é dado pela expressão

V =
h

3

(
A+

√
A.a + a

)
.

Demonstração. De fato, seja uma pirâmide de área da base A e altura H , logo pelo

Teorema 4.27, Vt =
A.H

3
. Queremos en
ontrar o volume do tron
o de altura h, isto é,

Vt − Vp. Tem-se:

V = Vt − Vp

=
A

3
H − a

3
(H − h)

V =
1

3
[H(A− a) + a.h]. (1)

Colo
ando H em função de h temos,

H2

(H − h)2
=

A

a

H =

√
A√
a
(H − h)

H
√
a =

√
AH −

√
Ah

H(
√
A−√

a) =
√
Ah

H =

√
Ah√

A−√
a
.

Substituindo na equação 1 temos

V =
1

3

[( √
Ah√

A−√
a

)
(A− a) + a.h

]

=
1

3

[√
Ah(

√
A+

√
a) + a.h

]

=
h

3

[
A+

√
A.a + a

]
.
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Teorema 4.29. O volume de uma esfera de raio R é igual a

4

3
πR3

.

Demonstração. Considere uma esfera de raio R e um 
ilindro de base 
ir
ular de raio

R e altura 2R e dois 
ones de base 
ir
ular de raio R e altura R, 
omo na Figura 26.

Considere agora um plano se

ionando horizontalmente ambas as �guras, mas a seção

Figura 26: Volume da Esfera.

que dista h do 
entro da esfera, é um 
ír
ulo de área π(R2 − h2) que é também a área

da 
oroa 
ir
ular limitada por 
ir
unferên
ias de raio R e h, logo pelo Postulado 4.24

temos:

Vesfera = Vcilindro − Vcone1 − Vcone2

= πR2.2R− 2
1

3
πR2.R

= πR3(2− 2

3
)

=
4

3
πR3.
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5 Geometria Não Eu
lidiana

A Geometria Eu
lidiana era absoluta e devia ser possível baseá-la em fatos simples e

intuitivos. Foi o quinto postulado juntamente 
om o fra
asso de todas as tentativas de

demonstrá-lo que abriu 
aminho para a Geometria Não Eu
lidiana.

Um dos esforços mais bem orientados nessa direção é devido a G. Sa

heri

(1667− 1733). Seja ABCD um quadrilátero, onde os ângulos Â e B̂ são retos e o lado

AC é igual ao lado BD, veja Figura 27. Sa

heri provou que os ângulos Ĉ e D̂ são

iguais. Se ambos são retos, é possível 
on
luir daí o Postulado Cin
o. Restando apenas

mostrar que se forem agudos ou obtusos levariam a uma 
ontradição.

Figura 27: Quadrilátero de Sa

heri.

Porém não 
onseguiu 
hegar à 
ontradição. Mas ele mostrou o seguinte teorema:

Teorema 5.1. O lado CD é menor que a base AB, no 
aso obtuso, igual no 
aso

eu
lidiano e maior no 
aso agudo. Além disso, a soma dos ângulos internos de um

triângulo é maior que 180o no 
aso obtuso, igual no 
aso eu
lidiano e menor no 
aso

agudo.

Figura 28: Soma dos ângulos internos de um triângulo.
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Demonstração. Considere a Figura 28.

1. Caso agudo.

Tem-se AB > CD, logo γ < β, assim

γ < β

γ + δ + Ĉ < α + β + B̂

γ + δ + Ĉ < 180

2. Caso eu
lidiano.

De AB = CD, logo γ = β, assim

γ = β

γ + δ + Ĉ = α + β + B̂

γ + δ + Ĉ = 180

3. Caso obtuso.

De AB < CD, logo γ > β, assim

γ > β

γ + δ + Ĉ > α + β + B̂

γ + δ + Ĉ > 180

Aparentemente, Gauss foi o primeiro a per
eber a natureza real do pro-

blema. Suas 
on
epções estavam rela
ionadas 
om suas des
obertas em Geometria

Diferen
ial.

A 
onstrução explí
ita de uma Geometria, rejeitando o quinto postulado e

obtendo os resultados de Sa

heri, Lambert e Gauss, foi publi
ada de maneira inde-

pendente por Loba
hewski em 1829 e Bolyai em 1832. Tal Geometria é hoje 
hamada

de Geometria Hiperbóli
a.
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5.1 Geometria Hiperbóli
a

Nesta seção vamos enun
iar apenas alguns resultados até o resultado da soma dos

ângulos interno de um triângulo. Para mais detalhes e uma melhor dis
ussão veja em

[4℄.

Substituindo o quinto postulado de Eu
lides pelo postulado abaixo:

Postulado 5.2. Por um ponto P fora de uma reta r, passa mais de uma reta paralela

à reta r.

Figura 29: In�nidade de retas 
om um ponto em 
omum e paralela a uma outra.

Obtemos junto 
om os outros quatro postulados, a Geometria Hiperbóli
a.

Proposição 5.3. As retas paralelas a r passando por P formam ângulos iguais 
om a

perpendi
ular baixada de P a reta r. Alem disso, o ângulo men
ionado é agudo.

Algumas propriedades das retas paralelas eu
lidianas valem também para

a Geometria Hiperbóli
a, 
omo:

�Se uma reta é paralela a uma segunda, então, a segunda é paralela à pri-

meira.�

�Se duas retas são paralelas a uma ter
eira, na mesma direção, então são

paralelas entre si.
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Vamos a
res
entar dois pontos a 
ada reta do plano, os quais na ordenação

da reta, lo
alizam-se, um antes de todos os seus pontos, e outro depois de todos os seus

pontos. Estes serão denominados pontos ideais. Admita que retas paralelas tenham

um ponto ideal em 
omum na direção do paralelismo. Assim retas paralelas tem um

ponto ideal em 
omum.

Chamamos de triângulo generalizado o triângulo formado por três pontos,

sendo um ponto ideal Ω.

Teorema 5.4. Um ângulo externo de um triângulo generalizado ABΩ é sempre maior

do que o ângulo interno que não lhe é adja
ente.

Corolário 5.5. A base e o topo de um quadrilátero de Sa

heri fazem parte de retas

que não se inter
eptam.

Teorema 5.6. Os ângulos do topo de um quadrilátero de Sa

heri são agudos.

Teorema 5.7. A soma dos ângulos de qualquer triângulo é menor do que dois ângulos

retos.

Corolário 5.8. A soma dos ângulos de todo quadrilátero é menor do que quatro ângulos

retos.

Com essas propriedades ini
iais, se ini
ia a 
onstrução da Geometria Hiper-

bóli
a.

Um modelo da Geometria Hiperbóli
a mais satisfatório foi obtido por F.

Klein que está rela
ionado 
om seus trabalhos sobre a Geometria Projetiva. Outro

modelo foi introduzido por Poiçaré, e para sua 
ompreensão detalhada do modelo

requer elementos de Geometria Diferen
ial.

As 
onsequên
ias das novas Geometrias desenvolvidas, foram além do 
ampo

da matemáti
a, 
omo na teoria da Relatividade de Einstein. Em 
osmologia, espe
ula-

se que se o universo estiver se expandindo, então estaremos falando de Geometria

Hiperbóli
a, se estiver 
ontraindo, Geometria Elípti
a, se estiver estáti
o, Geometria

Eu
lidiana.
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6 Geometria Fra
tal

O texto deste 
apítulo, teve 
omo fonte de 
onsulta as referên
ias [5℄, [9℄, [10℄ e [15℄.

Nas últimas dé
adas a
onte
eram investigações 
ujo tema 
entral foi a 
ons-

trução e o estudo de �guras Geometrias 
hamadas fra
tais. Essas formas geométri
as

possuem, entre outras, uma propriedade espe
ial, que é uma imagem de si própria em


ada uma de suas partes. Esta propriedade é 
onhe
ida por auto-similaridade.

Benoit Mandelbrot nomeou essas �guras 
omo fra
tal, que é baseado no

latim, do adjetivo fra
tus, 
ujo verbo frangere 
orrespondente signi�
a quebrar: 
riar

fragmentos irregulares, fragmentar. Esta Geometria está intimamente ligada à teoria

do Caos. As estruturas dessa Geometria forne
em 
erta ordem no Caos, razão de

ser 
onsiderada 
omo a linguagem que bus
a padrões dentro de um sistema por vezes

aparentemente aleatório.

Essa 
iên
ia trouxe 
onsigo o re
onhe
imento de padrões, que antes eram


onsiderados 
aóti
os, permitindo assim reformular antigos problemas forne
endo apro-

ximações para as diversas formas en
ontradas na natureza em geral.

Entretanto, objetos ou �guras satisfazendo as 
ondições ne
essárias para

serem denominadas de fra
tal, pre
ederam há muitos anos sua in
lusão nessa 
lasse,

que antes era 
hamados de �monstros matemáti
os�.

Os fra
tais foram 
onsiderados 
omo monstros matemáti
os devido a sua

Geometria, pois não é possível des
rever equações simples para os fra
tais. O que

os des
reve é a sua função iterativa. A seguir veremos algumas de�nições gerais e

alguns dos fra
tais 
riados pelos matemáti
os antes de Mandelbrot, que desa�avam o

enquadramento nas de�nições 
onven
ionais da Geometria eu
lidiana.

6.1 De�nições

Dizemos que dois objetos são auto-semelhantes se possuem a mesma forma, indepen-

dente de seu tamanho, isto é, seus padrões 
ara
terísti
os são repetidamente en
ontra-

dos em es
ala des
endente, de modo que suas partes em es
alas menores são na forma

semelhante 
om o todo.

Dizemos que um 
onjunto pode ser expresso através de um pro
esso re
ur-

sivo se uma determinada operação repete-se in�nitamente. Assim em sua 
onstrução

dispõe-se de um número in�nito de pro
edimentos, que resultam em uma estrutura


omplexa.
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Um 
onjunto F é fra
tal se:

• F possui alguma forma de �auto-similaridade� ainda que aproximada ou estatís-

ti
a;

• A dimensão fra
tal, de�nida de alguma forma, é maior que a sua dimensão topo-

lógi
a;

• O 
onjunto F pode ser expresso através de um pro
edimento re
ursivo ou itera-

tivo.

6.2 Fra
tais Tradi
ionais

Os fra
tais tradi
ionais ilustrados aqui foram extraídos das referên
ias [15℄ e [25℄.

6.2.1 Conjunto de Cantor

Georg Cantor(1845-1918), dedi
ou muito de seus estudos à parte da fundamentação

matemáti
a hoje 
onhe
ida 
omo Teoria dos Conjuntos. Cantor publi
ou um trabalho

no qual é 
onstruído um 
onjunto, 
hamado de �Conjunto de Cantor�, 
om as seguintes


ara
terísti
as:

1. Considerar um segmento de reta;

2. Dividir o segmento em três partes iguais e eliminae o segmento a 
entral;

3. Substituir para 
ada segmento 
onforme o item 2, e assim su
essivamente.

(a) Ini
iando (b) 1

a

iteração

(
) 2

a

iteração

Figura 30: Conjunto de Cantor.
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6.2.2 Curva de Peano

Giusepe Pean (1858-1932), que teve uma enorme 
ontribuição à matemáti
a, publi
ou

em 1890 sua famosa 
urva, proposta para 
obrir totalmente uma superfí
ie quadran-

gular, 
om as seguintes 
ara
terísti
as:

1. Ini
iar 
om um segmento de reta

2. Substituir por uma 
urva de nove segmentos, 
onforme a Figura 31;

3. Substituir para 
ada segmento 
onforme o item 2, e assim su
essivamente.

(a) Ini
iando (b) 1

a

iteração

(
) 2

a

iteração (d) 3

a

iteração

Figura 31: Conjunto de Peano.
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6.2.3 Curva de Hilbert

David Hilbert(1862-1943). Sua maior 
ontribuição à matemáti
a foi relativa à aborda-

gem axiomáti
a da Geometria eu
lidiana. Em 1891 
olo
a à públi
o sua superfí
ie de

um quadrado, 
om a seguintes 
ara
terísti
as:

1. Considerar um quadrado, divida-o por quatro quadrados, dando iní
io a 
urva


om três segmentos;

2. Substituir 
ada quadrado por novos quatro quadrados 
om a mesma 
onstrução

da 
urva ini
iadora, 
one
tando 
ada 
urva par
ial 
om um segmento na mesma

ordem dos anteriores, 
onforme a Figura 32;

3. Substituir para 
ada quadrado 
onforme o item 2, e assim su
essivamente.

(a) Ini
iando (b) 1

a

iteração (
) 2

a

iteração

Figura 32: Curva de Hilbert.

6.2.4 Curva de Ko
h

Pou
o se sabe sobre a vida de Helge Von Ko
h, mas entre 1904 e 1906 introduziu uma


urva que re
ebeu seu nome.

1. Considerar um segmento de reta;

2. Dividir o segmento em três segmentos iguais, substituindo-os por quatro seg-

mentos 
ongruentes; intermediado por um triângulo equilátero sem o segmento

intermediário, 
onforme a Figura 33;

3. Substituir 
ada um dos segmentos 
onforme item 2, e assim su
essivamente.
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(a) Ini
iando (b) 1

a

iteração (
) 2

a

iteração

Figura 33: Curva de Ko
h.

6.2.5 Curva, triângulo e tapete de Sierpinski

Wa
law Sierpinsk (1882-1969), teve grande reputação na dé
ada de 1920-1930. Em

1916, apresentou um dos famosos monstros em seu trabalho, que 
ompletava uma

publi
ação sua anterior a 1915.

Curva

1. Considerar um segmento de reta e o triângulo equilátero tendo esse segmento por

lado;

2. Substituir o segmento por uma poligonal de três segmentos formando os três

lados de um trapézio isós
eles 
om vérti
es no extremos do segmento ini
ial e nos

pontos médios dos outros dois do triângulo;

3. Substituir para 
ada segmento 
onforme o item 2, e assim su
essivamente.

(a) Ini
iando (b) 1

a

iteração (
) 2

a

iteração

Figura 34: Curva de Sierpinsk.

Triângulo

1. Considerar um triângulo equilátero;

2. Mar
ar os segmentos dos pontos médios, formando quatro triângulos equiláteros,

eliminar(remover) o 
entral;
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3. Substituir para 
ada triângulo 
onforme o item 2, e assim su
essivamente.

(a) Ini
iando (b) 1

a

iteração (
) 2

a

iteração

Figura 35: Triângulo de Sierpinsk.

Tapete

1. Considerar um quadrado;

2. Mar
ar os segmentos dos pontos médios, formando nove quadrados, eliminar o

quadrado 
entral;

3. Substituir para 
ada quadrado 
onforme o item 2, e assim su
essivamente.

(a) Ini
iando (b) 1

a

iteração (
) 2

a

iteração

Figura 36: Tapete de Sierpinsk.

Antes de ver os 
onjuntos de Fatou, Julia e Mandelbrot, vamos entender


omo en
ontrar um ponto �xo de uma função iterativa

6.3 Funções Iterativas

Seja g(x) = x2 + c. Qual o intervalo de c tal que sua órbita não es
apa?

Basta veri�
ar onde g(x) = x e determinar esse intervalo, isto é x2 − x+ c = 0.
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Se c > 1

4
ou c < −2, o grá�
o de g �
a a
ima da reta y = x, sendo assim

não possui ponto �xo. Quando −2 6 c 6
1

4
, há um intervalo de valores x0 que não

es
apa.

Pela resolução de equação do segundo grau, temos p =
1 +

√
1− 4c

2
e q =

1−
√
1− 4c

2
são as raízes deste polin�mio.

De fato, note que para −2 6 c 6
1

4

−
√
1− 4c <

√
1− 4c

1−
√
1− 4c < 1 +

√
1− 4c

−1 −
√
1− 4c < 1−

√
1− 4c < 1 +

√
1− 4c

−1 −
√
1− 4c

2
<

1−
√
1− 4c

2
<

1 +
√
1− 4c

2
.

Assim g(−p) = p que é um ponto �xo. Assim temos que quando c <
1

4
a órbita de

g(x) está no intervalo −p 6 x 6 p, 
omo mostra a Figura 37:

(a) −2 < c <
1

2
(b) c = −2

(
) c < −2

Figura 37: Órbita de f(x).

Em 
ada 
aso da Figura 37 desenhamos uma 
aixa 
entrada na origem 
om vérti
e
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(p, p) e (−p,−p), que 
ontém o grá�
o da órbita de c.

6.4 Gaston Julia

Gaston Julia des
obriu muitas propriedades bási
as do 
onjunto que re
ebeu seu nome.

Uma de�nição pre
isa do 
onjunto de Julia é que ele faz fronteira 
om o 
onjunto de

pontos que es
apam para o in�nito, isto é, se um ponto faz parte do 
onjunto de Julia,

então ele não es
apa para o in�nito, mas existem pontos arbitrariamente próximos que

sua órbita es
apa.

Vamos nos 
on
entrar na função da forma

f(z) = z2 + c

para z o número 
omplexo ini
ial e c uma 
onstante 
omplexa. Para determinar a

órbita, vamos 
onsiderar |c| 6 2. Se |z| > 2 temos

|fc(z)| = |z2 + c| > |z|2 − |c|

> |z|2 − |z|

= (1 + l)|z|

para algum l > 0. Assim

|f 2
c (z)| = |fc(fc(z))| > (1 + l)2|z|

|f 3
c (z)| > (1 + l)3|z|

.

.

.

|fn
c (z)| > (1 + l)n|z|,


omo l > 0 assim (1 + l) > 1, portanto (1 + l)n → ∞ quando n → ∞, assim

|fn
c (z)| → ∞


om n → ∞. Assim, na órbita

z, z2 + c, (z2 + c)2 + c, · · ·

se em algum momento |z| > 2, então a órbita es
apa para o in�nito. Veja nas �guras

seguintes alguns exemplos de c, 
onsidere φ 
omo a 
onstante (
onhe
ido 
omo o número

de ouro) φ = 1, 61 · · · .
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Figura 38: c = 1− φ.

Figura 39: c = (φ− 2) + (1− φ)i.
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Figura 40: c = 0, 285.

Figura 41: c = 0, 285 + 0, 01i.
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Figura 42: c = 0, 45 + 0, 1428i.

Figura 43: c = −0, 70176− 0, 3842i.

63



Figura 44: c = −0, 835− 0, 2321i.

Figura 45: c = −0, 8 + 0, 156i.
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Vejamos agora a função da forma f(z) = z3 + c. Para determinar a órbita, vamos


onsiderar que c 6
√
2. Se |z| >

√
2 temos

|fc(z)| = |z + c|3

> |z|3 − |c|

> |z|3 − |z|

= |z|(|z|2 − 1)

= |z|(1 + l)

para algum l > 0. Assim

|f 2
c (z)| = |fc(fc(z))| > (1 + l)2|z|

|f 3
c (z)| = |fc(fc(fc(z)))| > (1 + l)3|z|

.

.

.

|fn
c (z)| > (1 + l)n|z|


omo l > 0, assim (1 + l) > 1, portanto (1 + l)n → ∞ quando n → ∞, assim

|fn
c (z)| → ∞


om n → ∞. Assim, na órbita

z, z3 + c, (z3 + c)3 + c, · · ·

se em algum momento |fk
c (z)| >

√
2, k ∈ N, então a órbita es
apa para o in�nito.

De maneira geral, para en
ontrar a órbita de f(z) = zn + c, 
onsidere

|c| 6 n−1
√
2. Se |z| > n−1

√
2 temos

|fc(z)| = |z + c|n

> |z|n − |c|

> |z|n − |z|

= |z|(|z|n−1 − 1)

= |z|(1 + l)
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para algum l > 0, assim

|f 2
c (z)| = |fc(fc(z))| > (1 + l)2|z|

.

.

.

|fn
c (z)| > (1 + l)n|z|


omo l > 0, assim (1 + l) > 1, portanto (1 + l)n → ∞ quando n → ∞, assim

|fn
c (z)| → ∞


om n → ∞. Assim, na órbita

z, zn + c, (zn + c)n + c, · · ·

se em algum momento |fk
c (z)| > n−1

√
2, k ∈ N, então a órbita es
apa para o in�nito.

6.5 Conjunto de Mandelbrot

O Conjunto de Mandelbrot é o 
onjunto de pontos c tais que tomando z0 = 0, a

sequên
ia fn(z) = zn + c não es
apa para o in�nito. Diferentemente do 
onjunto de

Julia, onde o valor c era �xo, aqui, o valor c é quem varia.

Segundo [10℄, o 
onjunto de Mandelbrot é o 
onjunto dos valores de c, tais

que a órbita não tende ao in�nito. O 
onjunto de Mandelbrot é uma �gura no c−plano,
e não no z−plano, onde o �
a o 
onjunto de Julia.

Para saber os valores que satisfazem o 
onjunto de Mandelbrot vamos ana-

lisar os 
asos.

Se |c| > 2, então a órbita de 0 es
apa imediatamente. De fato, seja |c| = 2+l,

onde l > 0. Seja |z| > |c| para algum ponto z, então

|f(z)| = |z2 + c|

> |z|2 − |c|

= |z|(1 + l).

Isto signi�
a que |f(z)| > |z|(1 + l) desde que |z| > |c|. Logo |f(z)| > |z|.
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Assim temos:

|f 2(z)| = |f(f(z))|

> |f(z)|(1 + l)

> |z|(1 + l)2

|f 3(z)| = |f(f(f(z)))|

> |f(f(z))|(1 + l)

> |f(z)|(1 + l)2

> |z|(1 + l)3

.

.

.

|fn(z)| > |z|(1 + l)n


omo l > 0, assim 1 + l > 1, portanto (1 + l)n → ∞ 
om n → ∞, assim

|fn(z)| → ∞


om n → ∞.

Assim, 
on
luímos que o 
onjunto de Mandelbrot está 
ontido em um 
ír
ulo

de raio 2 no plano 
omplexo. Sua órbita é:

0, c, c2 + c, (c2 + c)2 + c, · · · .

Se em algum ponto desta órbita tem |c| > 2, então c não perten
e ao


onjunto de Mandelbrot.

Analogamente, se:

|c1| >
√
2,

|c2| > 3
√
2,

|c3| > 4
√
2,

então a órbita es
apa para as funções

g(z) = z3 + c1,

h(z) = z4 + c2,

i(z) = z5 + c3

respe
tivamente. Con�ra o c−plano para as funções f, g, h, i : C → C nas �guras que

seguem.

67



Figura 46: Conjunto de Mandelbrot para f(z) = z2 + c.

Figura 47: Conjunto de Mandelbrot para g(z) = z3 + c.
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Figura 48: Conjunto de Mandelbrot para h(z) = z4 + c.

Figura 49: Conjunto de Mandelbrot para i(z) = z5 + c.
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6.6 Dimensão

A dimensão de 
apa
idade, ou dimensão de auto-similaridade, des
reve quantos novos

pedaços geometri
amente similares ao objeto ini
ial são observados quando a resolução

é aumentada.

Exemplo 6.1. Cal
ulando a dimensão de uma reta.

Considere um segmento de reta 
omo na �gura abaixo

Figura 50: Dimensão da reta.

Ao reduzir a es
ala pelo fator 3, en
ontramos 3 pedaços similares ao original,

d =
log n

log f

=
log 3

log 3

= 1.

Assim, 
on
luímos que a reta é unidimensional.

Exemplo 6.2. Cal
ulando a dimensão do plano.

Considere um plano 
omo a �gura abaixo. Ao reduzir a es
ala pelo fator 3,

Figura 51: Dimensão do plano.
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en
ontramos 9 pedaços similares ao original,

d =
log n

log f

=
log 9

log 3

= 2.

Assim, 
on
luímos que o plano é bidimensional.

Exemplo 6.3. Cal
ulando a dimensão do 
ubo.

Considere um 
ubo 
omo a �gura abaixo. Ao reduzir a es
ala pelo fator 3,

Figura 52: Dimensão do 
ubo.

en
ontramos 27 pedaços similares ao original,

d =
logn

log f

=
log 27

log 3

= 3.

Assim, 
on
luímos que o 
ubo é tridimensional, logo o espaço é tridimensional. Usa-

remos esta mesma ideia para de�nir a dimensão dos fra
tais. Vamos a Geometria

Espa
ial.

6.6.1 Dimensão de fra
tais

Apesar de não 
onseguir uma equação simples que represente gra�
amente os fra
tais,

podemos asso
iar 
ada �gura à alguma dimensão.
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Conjunto de Cantor: Ao analisar este 
onjunto, podemos veri�
ar que ao reduzir

a es
ala em 3, en
ontramos 2 
ópias idênti
as. Assim o Conjunto de Cantor possui

dimensão

d =
log 2

log 3
< 1.

Curva de Peano: Reduzindo a es
ala em 3, en
ontramos 9 
ópias idênti
as, assim a


urva de Peano possui dimensão.

d =
log 9

log 3
= 2.

Curva de Hilbert: Reduzindo a es
ala em 2, en
ontramos 4 
ópias idênti
as, assim

a 
urva de Hilbert possui dimensão

d =
log 4

log 2
= 2.

Curva de Ko
h: Reduzindo a es
ala em 3, en
ontramos 4 
ópias idênti
as, assim a


urva de Ko
h possui dimensão

d =
log 4

log 3
⇒ 1 < d < 2.

Curva de Sierpinsk: Reduzindo a es
ala em 4, en
ontramos 9 
ópias idênti
as, assim

a 
urva de Ko
h possui dimensão

d =
log 9

log 4
⇒ 1 < d < 2.

Triângulo de Sierpinsk: Reduzindo a es
ala em 2, en
ontramos 3 
ópias idênti
as,

assim a 
urva de Ko
h possui dimensão

d =
log 3

log 2
⇒ 1 < d < 2.

Tapete de Sierpinsk: Reduzindo a es
ala em 3, en
ontramos 8 
ópias idênti
as,

assim a 
urva de Ko
h possui dimensão

d =
log 8

log 3
⇒ 1 < d < 2.
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6.6.2 Qual é o signi�
ado de uma dimensão fra
ionaria?

A dimensão está rela
ionada à forma 
om que medimos objetos. Assim uma linha só

pode ser medida em uma dimensão, um quadrado em duas e um 
ubo em três.

Voltando ao triângulo de Sierpinsk. Suponha que o triângulo tenha lado

l = 1, logo seu perímetro é p0 = 3. Assim

p0 = 3

p1 = 3 +
3

2
= 3

3

2

p2 = 3

(
3

2

)2

.

.

.

pn = 3

(
3

2

)n

logo

lim
n→∞

pn = 3 lim
n→∞

(
3

2

)n

= ∞.

A sua área é a0 =

√
3

4
Assim

a0 =

√
3

4

a1 =

√
3

4
−

√
3

16
=

√
3

4

3

4

a2 =

√
3

4

(
3

4

)2

.

.

.

an =

√
3

4

(
3

4

)n

logo

lim
n→∞

an =

√
3

4
lim
n→∞

(
3

4

)n

= 0.

Assim esta �gura é um objeto 
om 
omprimento in�nito e área zero!

73



7 Ensino de Geometria

O ensino de Geometria 
apa
ita o ser humano para a tarefa de interpretar e 
ompre-

ender as formas geométri
as do mundo. Além de favore
er o pro
esso de abstração e

generalização das relações per
ebidas a nossa volta. A seguir 
itaremos um tre
ho de

[25℄, o que re�ete a importân
ia do estudo de geometria em sala de aula:

�Sem estudar Geometria as pessoas não desenvolvem o pensar geométri
o

ou o ra
io
ínio visual e, sem essa habilidade, elas di�
ilmente 
onseguirão

resolver situações de vida que forem geometrizadas�.

É inegável a importân
ia da Geometria na vida das pessoas, porém muitos

pesquisadores tem se mostrado perplexos diante do abandono do ensino da Geometria

nas es
olas. Como as orientações vêm na forma de parâmetros para a elaboração de

estruturas 
urri
ulares, então são dadas 
omo indi
ações que �podem� 
ompare
er nas

atividades es
olares, desa
ompanhada de sua importân
ia no desenvolvimento intele
-

tual do aluno, para mais detalhes 
onsulte [22℄.

Segundo [20℄, a razão para o de
línio do ensino de geometria, deve-se a

di�
uldades 
on
eituais 
ausadas pelas argumentações lógi
as que 
onstituem a essên-


ia da Geometria Eu
lidiana, isto é, a di�
uldade está na maneira de organizarem o

ra
io
ínio e 
onstruírem argumentações lógi
as.

O grande desa�o é fazer a transição da Geometria Plana para a Geometria

Espa
ial. Embora os alunos já estejam habituados 
om as �guras tridimensionais,

esse aprendizado nem sempre é fá
il. O prin
ipal motivo, é que pre
isa ter alguma

imaginação e desenvolver alguma habilidade de representar essas �guras em papéis

alem de adquirir um bom 
onhe
imento das propriedades fundamentais entre as �guras

espa
iais [8℄.

Segundo [8℄,

�para que se tenha um ensino e�
az, deve-se apresentar os fundamentos de

Geometria espa
ial 
om 
uidado. Para que possa 
onstruir as propriedades

a partir de um ponto ini
ial, que são os axiomas. O 
onjunto desses axio-

mas devem ser 
onsistentes. Porém, as tentativas de formar um 
onjunto

axiomáti
o para Geometria se ini
iaram 
om Eu
lides até que �nalmente

Hilbert, prop�s um 
onjunto de axiomas 
onsistente. Isto mostra que essa

tarefa é mais deli
ada do que se pare
e.�
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7.1 O Ensino da Geometria no Brasil

O ensino es
olar brasileiro ini
ia quando o Brasil ainda era 
ol�nia de Portugal, 
om a


ompanhia jesuíta. Pou
as es
olas jesuítas le
ionavam matemáti
a, pois além de não se

interessar por matemáti
a não a 
onsideravam 
omo algo importante para a formação

do homem, mais detalhes em [22℄.

Muitos anos após a 
olonização portuguesa, houve o aumento popula
ional.

Com a vinda de famílias poderosas e, no anseio de se estabele
erem no Brasil, houve

a ne
essidade de formalizar o ensino. Houve então a expansão das es
olas jesuítas por

todo o território na
ional. Apenas em 1573, quando os jesuítas inauguraram o 
olégio

do Rio de Janeiro, é que o programa es
olar in
luiu além da alfabetização, as quatro

operações elementares, veja em [22℄.

Segundo [29℄, foi somente no �nal do sé
ulo XVII por uma ordem imperial

que a Geometria e a Aritméti
a 
omeçaram a integrar à 
ultura es
olar, 
om o objetivo

de preparar os alunos que fariam as aulas de Artilharia e Forti�
ação.

Segundo [22℄, Jose Fernandes Pinto Alpoim se desta
ou 
omo professor e

autor dos dois primeiros livros didáti
os es
ritos no Brasil, baseados em perguntas e

respostas. O objetivo era ajudar o estudo dos novos soldados, mas também podiam

atender a objetivos didáti
os-pedagogi
os.

Com a invasão de Portugal pelo exér
ito de Napoleão, a Família Real foge

para o Brasil e 
om ela vieram grandes alterações para o ensino de matemáti
a. No

iní
io do sé
ulo XIX, ini
iaram-se os trabalhos na A
ademia Real dos guardas-marinha

e a substituição da A
ademia de Artilharia, Forti�
ação e Desenho pela A
ademia Real

Militar, onde 
riou-se o 
urso de Matemáti
a, dando um grande passo para o ensino

da Geometria no Brasil. Ambas as a
ademias seguindo o modelo fran
ês de edu
ação,

mais detalhes em [22℄.

Com as mudanças feitas, ini
iou uma nova etapa no ensino de matemáti
a,

que trouxe a produção de textos produzidos por brasileiros. Nesta etapa da 
onstrução

do ensino no Brasil foi mar
ada pelo abandono de obra úni
a para adotar livros de

diversos autores em temas isolados, veja mais detalhes em [22℄.

Na dé
ada de 1930, 
hegou ao Brasil às ideias de Félix Klein, que propunha

partir da intuição, isto é, partir de ideias e exemplos 
onhe
idos pelos alunos, prezando

o tratamento rigoroso da matemáti
a de modo a trabalhar na matemáti
a elementar


on
eitos avançados. Com esse novo modelo, a Álgebra, a Aritméti
a e a Geometria são

integradas e denominadas Matemáti
a, surgindo assim à ne
essidade de novos livros
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didáti
os para dar 
onta da dis
iplina, mais detalhes em [22℄.

Com a preo
upação 
om a adequação do ensino, foi dada maior ênfase

à Álgebra e Aritméti
a, e foi proposto um maior rigor a Geometria, enfatizando os

postulados e axiomas, o que levou a muitos professores terem di�
uldade de ensiná-la,

destinando o seu ensino ao �nal do ano letivo, o que a
arretou por muitas vezes ao não

ensino da mesma, para mais detalhes 
onsulte [29℄.

7.2 Normas Regulamentares do Ensino Bási
o

A Lei de Diretrizes e Bases da Edu
ação Na
ional ([16℄) e o Plano Na
ional de Edu
ação

([28℄), expressa a políti
a e o planejamento edu
a
ional do país.

Segundo a Art.22 da LDB ([16℄), a edu
ação bási
a deve forne
er um 
ur-

rí
ulo que prepare o aluno para a 
idadania, para o exer
í
io de uma pro�ssão assim


omo a 
ontinuidade dos estudos posteriores.

Segundo [27℄, é por este motivo que a Matemáti
a deve arti
ular, interagir e

sistematizar para desenvolver té
ni
as de des
rever e interpretar o mundo. Um exemplo

é a forma lógi
a que a Geometria utiliza para interpretar as formas geométri
as a nossa

volta, possibilitando assim que entendam, dis
utam e analisem as estruturas geométri
a

en
ontrada nas 
onstruções ou predileções dos artistas.

Com o rela
ionamento do ensino 
om o 
otidiano dos alunos, a Geometria

deixa de ser um 
onjunto de postulados e demonstrações, e se tornar uma oportunidade

de entender 
omo a Matemáti
a valida e apresenta seus 
onhe
imentos, assim 
omo

desenvolve o pensamento lógi
o dedutivo, mais detalhes em [27℄.

Segundo [27℄,

�as habilidades de visualização, desenho, argumentação lógi
a e de apli
ação

na bus
a de soluções para problemas, podem ser desenvolvidas 
om um

trabalho adequado de Geometria, para que o aluno possa usar as formas

e propriedades geométri
as na representação e visualização de partes do

mundo que o 
er
a.�

Dessa forma é de fundamental importân
ia o ensino de Geometria que pro-

por
ione o avanço no 
onhe
imento dos alunos, e que este 
onhe
imento possa ser rela
i-

onado 
om o ambiente ao qual ele esteja inserido. É importante introduzir as entidades

fundamentais 
omo noções primitivas e apresentar alguns axiomas 
omo propriedades
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a serem a
eitas sem demonstração para ajudar os alunos a 
orrela
ionar entidades

matemáti
as 
om noções intuitivas.
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8 Geometria Espa
ial em sala de aula

A arte de desenhar permite ao estudante desenvolver saberes 
ulturais, so
iais e 
ientí-

�
os. Assim o rela
ionamento entre a arte e o ensino de matemáti
a em parti
ular da

Geometria, torna as aulas mais atrativas e assim pode propor
ionar um aprendizado

diferen
iado.

Ao ilustrar uma �gura bidimensional, é possível re
onhe
er algumas propri-

edades 
om a ajuda da intuição dos alunos. Mas quando ela é tridimensional, enfren-

tamos limitações de diversas ordem 
omo por exemplo, não dispor de formas práti
as

para representar 
om �delidade objetos tridimensionais. Com um desenho o aluno

pode pensar e analisar melhor os elementos da �gura, e aprender de uma maneira mais


ríti
a sobre assuntos so
iais, 
ientí�
os, entre outros.

Segundo [21℄, uma boa alternativa, é trabalhar 
om projeções bidimensio-

nais, 
om o objetivo de que os alunos 
ompreendam o sentido do desenho apresentado.

Além de ser mais fá
il a 
ompreensão para os alunos ainda pode remeter a ideia de

in�nito. Se um aluno 
onsegue desenhar usando perspe
tiva, é porque ele 
ompreendeu


omo se faz a passagem do tridimensional para o bidimensional. Assim ele poderá vi-

sualizar todas as �guras que ne
essitar. Em [20℄, o autor 
ita que �um aluno aprende a

resolver problemas resolvendo problemas de qualidade�. Esta é uma outra abordagem,

que torna a matemáti
a mais signi�
ativa para o aluno, tornando-o mais 
apa
itado a

se adaptar a novas situações e a abordar novos problemas 
om segurança.

Podemos en
ontrar outra abordagem para o ensino de Geometria em [6℄.

Brito propõe fazer uso de Software para fa
ilitar a aprendizagem. Com o software, é

possível fa
ilitar a per
epção e a abstração dos elementos geométri
os, além de enri-

que
er o pro
esso de ensino-aprendizagem através de uma nova abordagem.

8.1 Uso do Software Geogebra

O Geogebra é um software livre que pode ser instalado e utilizado em todas as plata-

formas. Isto é possível pois utiliza a máquina virtual Java, ou JMV, que possui versões

para todos os tipos de sistemas opera
ionais. Além de ser gratuito, existem também

versões do Geogebra para apli
ativos 
om o sistema androide.

Neste 
apítulo, utilizaremos algumas ferramentas do Geogebra, para formar

�guras bidimensionais 
om a sensação de �guras tridimensionais.

Construção de Pirâmide de base n lados:
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1. Crie um novo ponto, para isso veja a Figura 4;

2. Crie um 
ír
ulo de raio 5, e 
entro no ponto 
riado, para isso veja a Figura 12;

3. Crie um ponto sobre o 
ír
ulo;

4. De�na um ângulo de amplitude �xa (360
o

n
), onde n é a quantidade de lados que

deseje, para isso veja a Figura 13;

5. Crie um polígono regular de n lados que tenha os dois últimos pontos 
riado 
omo

vérti
es, para isso veja a Figura 11;

6. Modi�que a es
ala dos eixos, para isso veja a Figura 15;

7. Crie um ponto fora do polígono;

8. Crie segmentos de reta ligando o ponto fora do polígono aos seus vérti
es, para

isso veja a Figura 7;

9. Para visualizar melhor, use o 
omando es
onder, para isso veja a Figura 14;

Para n = 5 obtemos a pirâmide 
omo mostra a Figura 53.

Figura 53: Pirâmide.

Construção de um paralelepípedo:

1. Crie dois novos pontos A e B, para isso veja a Figura 4;

2. Crie uma reta s que passe pelos pontos A e B, para isso veja a Figura 8;

3. Crie um 
ír
ulo de raio 5, e 
entro em A, para isso veja a Figura 12;

4. Crie o ponto C sobre o 
ír
ulo;
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5. De�na um ângulo de amplitude �xa 90o, para isso veja a Figura 13;

6. Crie um polígono regular de 4 lados que tenha os vérti
es C e C ′
, para isso veja

a Figura 11;

7. Modi�que a es
ala dos eixos, para isso veja a Figura 15;

8. Para 
ada vérti
e do polígono, 
rie uma reta paralela à s, para isso veja a Figura

9;

9. Crie o ponto I sobre a reta que passe por C e paralela a s;

10. Crie as retas que passe por G e são paralela às retas CD e CE;

11. En
ontre os pontos de interse
ção entre as retas paralelas a CD e CE e as retas

paralelas a s que passam por D e E, para isso veja a Figura 6;

12. Crie a reta que passe por K e é paralela a reta DG;

13. En
ontre o ponto de interse
ção entre a reta que passa por K paralela à reta DG

e a reta que passa por G paralela a s;

14. Crie os segmento de reta ligando os pontos CE, EG, GD, DC, IH , HJ , JK,

KI, CI, EH , GJ , DK , para isso veja a Figura 7;

15. Para visualizar melhor, use o 
omando es
onder, para isso veja a Figura 14;

Assim obtemos um paralelepípedo 
omo mostra a Figura 66.

Figura 54: Paralelepípedo.

Seguindo passos semelhantes, podemos 
riar �guras 
omo o prisma, pirâ-

mide regular e prisma regular 
omo as �guras seguintes.

80



Figura 55: Prisma.

Figura 56: Pirâmide Regular.

Figura 57: Prisma Regular.

A 
onstrução destes sólidos no Geogebra, permite que os alunos entenda

melhor e parti
ipe da 
onstrução dos sólidos, permitindo assim ter mais interação 
om

os 
onteúdos apresentados no 
apítulo 4.

Assim a possibilidade de trabalhar 
om �guras dinâmi
as, é uma ferramenta

útil para a per
epção dos alunos no desenvolvimento das atividades, gerando assim um

melhor entendimento do que pode o
orrer 
om as �guras no espaço.
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9 Geometria Fra
tal em sala de aula

O homem e a natureza trabalham 
om a Geometria em suas 
onstruções, porém o ho-

mem usa a Geometria Eu
lidiana, e a natureza usa outra Geometria, que é denominada

de Geometria Fra
tal.

As atividades envolvendo fra
tais auxilia no desenvolvimento do ra
io
ínio-

lógi
o matemáti
o, interação entre os 
on
eitos matemáti
os e os elementos que podem

ser en
ontrados no 
otidiano, a 
riatividade, entre outras habilidades.

A seguir 
itaremos um tre
ho de [31℄ que re�ete a importân
ia de inserir

Geometria Fra
tal no ensino médio.

�A introdução de fra
tais no ensino médio, além de satisfazer a 
uriosidade

dos alunos que já ouviram falar neles, propi
ia a oportunidade de trabalhar


om pro
essos iterativos, es
rever fórmulas gerais, 
riar algoritmos, 
al
ular

áreas e perímetros de �guras 
om 
omplexidade 
res
ente, introduzir uma

ideia intuitiva do 
on
eito de limite e é um ex
elente tópi
o para apli
ação

de progressões geométri
a e estímulo ao uso de tabelas�.

Como introduzir os 
on
eitos de Geometria Fra
tal no ensino bási
o?

A Geometria Fra
tal pode ser introduzida 
om o objetivo de investigar


omo os alunos per
ebem as formas geométri
as dos objetos e pro
essos da natureza,

bus
ando assim dar signi�
ado para os 
onteúdos ministrados no ensino médio.

Uma opção é propor e analisar estratégias didáti
as para ensinar a geometria

fra
tal a partir da observação dos objetos e fen�menos da natureza.

Nesta atividade, segundo [1℄ estabele
e três objetivos a serem seguidos:

1. Identi�
ar e analisar 
omo os alunos per
ebem as formas geométri
as;

2. Identi�
ar, após a dis
ussão em sala de aula, se são 
apazes de estabele
er dife-

renças nas formas que a natureza e o homem 
onstroem seus objetos;

3. Analisar os 
onhe
imento adquirido pelos alunos e suas arti
ulações, 
om relação

à Geometria Eu
lidiana e Fra
tal.

No trabalho apresentado em [1℄, o autor 
on
luiu que os estudantes amplia-

ram seus 
onhe
imentos em função da intervenção didáti
a proposta. Se usar a té
ni
a

adequada, é possível introduzir 
on
eitos abstratos, 
omo auto-similaridade.
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Segundo [31℄, uma atividade que pode ser trabalhada é o triminó, que opor-

tuniza o trabalho 
om sequên
ias e progressões geométri
as.

Construção do triminó:

1. Utilizando pe
inhas quadradas (ou 
ubinhos), faça a 
onexão de três quadrados

(
ubos) em forma de L;

2. Substitua 
ada quadrado (
ubo) por um triminó;

3. repita o item 2 su
essivamente.

Figura 58: Triminó.

Após a 
onstrução, pode-se explorar a quantidade de peças que foram uti-

lizadas em 
ada iteração, e 
onstruir a tabela abaixo:

Nível do fra
tal Quantidade de quadrados

1 3 = 31

2 9 = 32

.

.

.

.

.

.

n 3n

Com isso, podemos induzir os alunos a des
obrir a lei de formação das

sequên
ias. Também pode ser trabalhado os 
on
eitos de potên
ias 
om os alunos, que

são 
on
eitos de Álgebra.
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Podemos utilizar o mesmo pro
edimento em vários fra
tais tradi
ionais,


omo se segue:

Exemplo 9.1. Quantos triângulos temos ao efetuar n iterações no triângulo de Sier-

pinsk?

Exemplo 9.2. Quantos segmentos de retas possui o 
onjunto de Cantor 
om n itera-

ções?

Exemplo 9.3. Considerando que o tamanho de um segmento de reta seja l, apli
ando

n iterações da 
urva de Ko
h, qual será o seu 
omprimento?

Exemplo 9.4. Considerando que a área ini
ial de um triângulo seja a, qual será sua

área após n iterações do triângulo de Sierpinsk?

Uma alternativa, é fazer uso de softwares dinâmi
os 
omo o Geogebra para


riar alguns fra
tais tradi
ionais, usando apenas 
on
eitos de Geometria Plana. Um

exemplo é a 
onstrução da 
urva de Ko
h usando apenas o Teorema 3.6, retas paralelas

e triângulos equiláteros. Seguem os passos para sua 
onstrução.

1. Crie um polígono regular de 3 lados em Polígono Regular, para isso veja a Figura

11;

2. Crie um ponto D fora do triângulo equilátero em Novo Ponto, de forma que a

reta AB não inter
epta o ponto D, para isso veja a Figura 4;

3. Crie o ponto médio E entre os pontos A e D, e depois F entre os pontos A e E,

e G entre E e D, para isso veja a Figura 5;

4. Crie um segmento de reta ligando o ponto G 
om o vérti
e B, para isso veja a

Figura 7;

5. Crie retas paralela ao segmento BG que passe pelos pontos E e G, para isso veja

a Figura 9;

6. Crie os pontos H e I de interse
ção entre essas retas e o lado AB do triângulo,

para isso veja a Figura 6;

7. Crie um polígono regular de 3 lados de�nidos pelos pontos H e I, para isso veja

a Figura 11;
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8. Use a opção Exibir/Es
onder para visualizar melhor o grá�
o fra
tal, para isso

veja a Figura 14;

Na Figura 59, temos o resultado até aqui da 
onstrução:

Figura 59: Ilha de Ko
h no Geogebra.

9. Repita o pro
esso 2 ao 9 para os lados BC e CA do triângulo, deixando 
onforme

a Figura 60.

Figura 60: Finalizando a primeira iteração da ilha de Ko
h.

A próxima iteração, é 
onforme a �gura 61.
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Figura 61: Segunda iteração da ilha de Ko
h.

Outro exemplo é a 
onstrução do triângulo de Sierpinsk, que pode se fazer seguindo os

seguintes passos:

1. Crie um polígono regular de 3 lados, para isso veja a Figura 11;

2. En
ontre o ponto médio de 
ada lado, para isso veja a Figura 5;

3. Ligue esses pontos médios por um segmento de reta, para isso veja a Figura 7;

4. Repita o pro
edimento 2 e 3.

Com 
on
eitos semelhantes, é possível 
onstruir outros fra
tais 
om a mesma

fa
ilidade. Pode-se usar também outros tipos de 
on
eitos para 
onstruir os mesmos

fra
tais, 
omo usando operações entre pontos, ângulos entre outros.

Uma atividade interessante, é sugerir que 
ada aluno 
rie seu próprio fra
tal

usando os desenhos geométri
os 
onhe
idos, 
om o desa�o de determinar uma lei de

formação do 
ál
ulo do perímetro e da área da �gura (se possível).

9.1 Uso da Linguagem Java

Utilizar um programa pronto e exe
utar os passos é muito importante, pois os alunos

podem aprender a rela
ionar muitos 
onhe
imentos. Entretanto para alguns alunos,

isto não ofere
e desa�os, por este motivo podemos indi
ar esses alunos a aprenderem

alguma linguagem de programação.
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A linguagem Java foi es
olhida pois está presente em todas as plataformas de

sistemas opera
ionais, possibilitando que um úni
o programa em Java possa fun
ionar

em todos os outros sistemas opera
ionais (graças a Máquina Virtual Java JVM), e

ainda dispõe de várias ferramentas que fa
ilitam a programação de diversos tipos de

programas. Isto motivou a utilizá-la 
omo exemplo para gerar as �guras dos fra
tais

tradi
ionais, 
itados na seção 6.2 e gerá-los 
om mais iterações, e também os 
onjuntos

de Fatou e Mandelbrot.

Para programar em Java, o primeiro passo, é inserir as bibliote
as respon-

sáveis para gerar a imagem, 
or, arquivo. Para gerar as imagens utilizamos a bibliote
a

Graphi
s2d.

Na 
riação do método main (prin
ipal do programa), é de�nido o tamanho

da imagem, e os objetos que serão alo
ados. Outro método utilizado é o que permite

fazer a iteração da função que gera algum fra
tal.

Veja a seguir os fra
tais tradi
ionais 
om mais iterações.

Figura 62: Curva de Sierpinsk 
om 8 iterações.
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Figura 63: Curva de Hilbert 
om 7 iterações.

Figura 64: Curva de Ko
h 
om 8 iterações.
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Figura 65: Curva de Peano 
om 8 iterações.

Figura 66: Triângulo de Sierpinsk 
om 8 iterações.
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Com a aprendizagem de uma linguagem de programação 
omo a Java, por

exemplo, os alunos aprendem alguns 
on
eitos 
omo: representação de programação

de algumas funções matemáti
as; pro
esso de iteração de função ou função re
ursiva;

representação de números Inteiros, e Reais; representação grá�
a das �guras entre

outros. Não indi
amos ensinar a todos os alunos, pois exige pa
iên
ia e interesse de

quem ensina e aprende. Mas é um bom desa�o para alguns alunos.

Para mais detalhes da implementação de alguns 
ódigos, 
onsulte 11.1 e

para aprender mais detalhes sobre a linguagem Java 
onsulte qualquer tutorial na

internet ou em [26℄.
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10 Considerações Finais

Este trabalho bus
a dar ao ensino de Geometria Espa
ial uma ênfase em sua teoria,

isto é, apresentar a 
onstrução de um sólido, assim que tiver os 
on
eitos ne
essários

apresentados. Com isso, os alunos podem entender e interagir 
om a ajuda do software

sobre os requisitos ne
essários para tal 
onstrução.

A outra opção é trazer a matemáti
a ao 
otidiano dos alunos, bus
ando

apresentar novos 
on
eitos que podem ajudar a estimular os alunos, e os fazer entender

que os 
onhe
imentos transmitidos em sala de aula, são uma des
rição da natureza e

das relações diárias.

A utilização do software tanto para o ensino de Geometria Espa
ial quanto

para a Geometria Fra
tal, traz fa
ilidade para o desenvolvimento do ensino, pois possi-

bilita uma maior interação do aluno 
om o 
onteúdo, propor
ionando a evolução em sua


apa
idade visual e abstração de 
on
eitos geométri
os, além de ser uma ferramenta

que é de interesse dos alunos.

Desta forma, o ensino de Geometria pode trazer diversos benefí
ios para os

alunos, 
omo o estímulo a 
riatividade, ao ra
io
ínio lógi
o, o aumento da motivação

em aprender matemáti
a, dentre outros benefí
ios.
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11 Apêndi
e

11.1 Linguagem Java

Para ini
iar nosso programa em Java, primeiramente 
olo
a-se as bibliote
as

1. Para indi
ar que re
eberá entradas do te
lado, isto é, no te
lado irá de�nir a

quantidade de iterações, ou o valor das variáveis.

• import java.util.S
anner;

2. Para indi
ar que usará a bibliote
a padrão de 
ores RGB;

• import java.awt.Color;

3. Para indi
ar que irá gerar a imagem pelo Graphi
s2D;

• import java.awt.Graphi
s2D;

• import java.awt.image.Bu�eredImage;

• import java.awt.image.RenderedImage;

• import java.io.File;

• import javax.imageio.ImageIO;

4. Para indi
ar que irá 
obrir uma região qualquer;

• import java.awt.geom.Area;

• import java.awt.geom.GeneralPath;

Feito isso, ini
iar a 
onstrução do programa prin
ipal (main), para isto,

ini
iamos de�nindo os objetos Grapi
s2D e Bu�eredImage.

1. Bu�eredImage bu�eredImage = new Bu�eredImage(altura, largura, Bu�eredI-

mage. TYPE_INT_RGB);

2. Graphi
s2D g2d = bu�eredImage.
reateGraphi
s();

Após de�nir, basta 
olorir de bran
o e ini
iar a 
onstrução da �gura.

1. g2d.setColor(Color.white);

2. g2d.�llRe
t(0, 0, altura, largura);
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11.1.1 Curva de Ko
h

Para a 
onstrução, optamos pela utilização de uma função re
ursiva, por exemplo para

a 
urva de Ko
h, enviamos 
omo parâmetro o grá�
o g2d, altura, largura do quadro

da �gura, e a quantidade de iterações n.

paint(g2d, 10 ∗ x/9, y , 9 ∗ x/10, 9 ∗ y/10 , n);

A função re
ursiva irá re
eber os parâmetros já renomeados, 
omo segue:

publi
 stati
 void paint(Graphi
s2D g2d,double a,double b,double c,double d,int n)

Em 
ada iteração veri�
a, se n > 1 
hama novos quatro 
asos 
omo segue:

1. paint(g2d, a, b, (c− a)/3 + a, (d− b)/3 + b, n− 1);

2. paint(g2d, (c− a)/3 + a, (d − b)/3 + b, −(a− c)/6− (b− d)∗ Math.sqrt(3)/6 +

2 ∗ (a− c)/3 + c, (a− c)∗ Math.sqrt(3) /6− (b− d)/6+ 2 ∗ (b− d)/3 + d, n− 1);

3. paint(g2d, −(a − c)/6 − (b − d)∗ Math.sqrt(3)/6 + 2 ∗ (a − c)/3 + c,(a − c)∗
Math.sqrt(3) /6−(b−d)/6+(2∗(b−d)/3+d), 2∗(c−a)/3+a, 2∗(d−b)/3+b,n−1);

4. paint(g2d, 2 ∗ (c− a)/3 + a, 2 ∗ (d− b)/3 + b, c, d, n− 1).

Se n = 1 desenha o segmento de reta no grá�
o g2d. Assim obtemos a

Curva de Ko
h para n iterações.

11.1.2 Curva de Peano

Para a Curva de Peano, 
onstruimos a função main 
om os mesmos padrões. A 
hamada

da função re
ursiva é a seguinte:

paint(g2d, x/10, y/2, 9 ∗ x/10, y/2 , n);

A função re
ursiva irá re
eber os parâmetros já renomeados, 
omo segue:

paint(Graphi
s2D g2d,int a1,int b1,int a2,int b2,int n)

Em 
ada iteração, desenha o segmento de reta de�nida pelos pontos (a1, b1)

e (a2, b2), e veri�
a se n = 1, 
aso 
ontrário, 
hama novos nove 
asos 
omo segue:

1. paint(g2d, a1, b1, (a2 + 2 ∗ a1)/3, (b2 + 2 ∗ b1)/3, n− 1);

2. paint(g2d, (a2 + 2 ∗ a1)/3, (b2 + 2 ∗ b1)/3, (2 ∗ a2 + a1)/3, (2 ∗ b2 + b1)/3, n− 1);

3. paint(g2d, (a2 + 2 ∗ a1)/3, (b2 + 2 ∗ b1)/3, (a2 + 2 ∗ a1)/3 + (b2 − b1)/3, (b2 + 2 ∗
b1)/3 + (a2 − a1)/3, n− 1);

96



4. paint(g2d, (a2 + 2 ∗ a1)/3, (b2 + 2 ∗ b1)/3, (a2 + 2 ∗ a1)/3− (b2 − b1)/3, (b2 + 2 ∗
b1)/3− (a2 − a1)/3, n− 1);

5. paint(g2d, (2 ∗ a2 + a1)/3, (2 ∗ b2 + b1)/3, a2, b2, n− 1);

6. paint(g2d, (2 ∗ a2 + a1)/3, (2 ∗ b2 + b1)/3, (2 ∗ a2 + a1)/3 + (b2 − b1)/3, (2 ∗ b2 +
b1)/3 + (a2 − a1)/3, n− 1);

7. paint(g2d, (2 ∗ a2 + a1)/3, (2 ∗ b2 + b1)/3, (2 ∗ a2 + a1)/3− (b2 − b1)/3, (2 ∗ b2 +
b1)/3− (a2 − a1)/3, n− 1);

8. paint(g2d, (a2 + 2 ∗ a1)/3 + (b2 − b1)/3, (b2 + 2 ∗ b1)/3 + (a2 − a1)/3, (2 ∗ a2 +

a1)/3 + (b2 − b1)/3, (2 ∗ b2 + b1)/3 + (a2 − a1)/3, n− 1);

9. paint(g2d, (a2 + 2 ∗ a1)/3 − (b2 − b1)/3, (b2 + 2 ∗ b1)/3 − (a2 − a1)/3, (2 ∗ a2 +

a1)/3− (b2 − b1)/3, (2 ∗ b2 + b1)/3− (a2 − a1)/3, n− 1);

Com esses passo, podemos 
onstruir a 
urva de Peano. Fazendo algumas

modi�
ações, podemos 
onstruir para qualquer fra
tal tradi
ional.

11.1.3 Conjunto de Julia

Para o 
onjunto de Jula, deve analisar 
ada ponto se perten
e ou não a órbita de c.

Dado o valor de c = vr + vi, onde vr, vi é o valor real e imaginário de c, n é o número

de iterações, e pot é a potên
ia da função f(z) = zpot + c. Para 
ada i, j > 0 e i <

fazemos

double x1 =(double)(i−largura/2), y1 = (double)(j−altura/2), x2, x3, y2;

while(n > 1&& (Math.sqrt(x1 ∗ x1 + y1 ∗ y1) 6 2)){
x2 = x1;

y2 = y1;

j = pot;

while(j > 1){
x3 = x1;

x1 = x1 ∗ x2 − y1 ∗ y2;
y1 = x3 ∗ y2 + y1 ∗ x2;

j −−;

}
x1+ = vr;
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y1+ = vi;

n−−;

}
se i = 0, então o ponto (i, j) perten
e ao Conjunto de Julia, e basta sele
ionar uma 
or

segundo os padrões RGB e 
olorir no grá�
o g2d. Assim teremos o 
onjunto de Julia

para um determinado c ∈ Z. A 
onstrução do 
onjunto de Mandelbrot é semelhante, e

é deixado 
omo exer
í
io para o leitor.
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