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RESUMO

Seja (F,,)n>0 a sequéncia de Fibonacci e z(n) a ordem de aparigdo nessa sequéncia
definida como o menor k£ € N tal que n divide F},. Nesse trabalho, discutiremos algumas
propriedades dessa funcao. O principal objetivo é provar que existem infinitas solugoes
para a equagao z(n) = z(n + 2) e exibir formulas fechadas para z(F,, £ 1). Mas, antes

disso, detalharemos propriedades dos ntimeros de Fibonacci e nlimeros de Lucas.

Palavras-chave

Niumeros de Fibonacci, nimeros de Lucas e ordem de aparicao.
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ABSTRACT

Let (F,)n>0 be the Fibonacci sequence and let z(n) be the order of appearance in
this sequence which is defined as the smallest £ € N such that n divides Fj. In this
work, we shall discuss some properties of this function. The main goal is to prove
the existence of infinitely many solutions to the equation z(n) = z(n + 2) as well as
to exhibit closed formulas for z(F,, + 1). At first, we shall describe the properties of

Fibonacci and Lucas numbers.

Keywords

Numbers of Fibonacci, numbers of Lucas and order of appearance.
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INTRODUCAO

Este trabalho apresentara um estudo sobre a ordem de aparicao na sequéncia de
Fibonacci. Para atingir esse objetivo, serd necessario conhecer os nimeros de Fibonacci
e algumas de suas propriedades.

Dada a sequéncia de Fibonacci (F),),>o definida por F, o = F,, 1+ F,, paran > 0,
onde Fy = 0 e F; = 1, demonstraremos alguns resultados classicos da literatura e
outros que servirao de suporte para a parte central do texto, que é a ordem de aparicao
na sequéncia de Fibonacci.

Seja F, o n-ésimo numero de Fibonacci. A ordem de apari¢do z(n) de um namero
natural n na sequéncia de Fibonacci é definida como o menor namero natural k£ tal que
n divide Fj.

Com isso algumas perguntas surgem naturalmente. Por exemplo, z(n) esta sempre
definida? Existem formulas fechadas para z(n)? Quais as condi¢oes para que z(n) seja
igual a z(n + 1) e para z(n) = z(n + 2)? Quando z(n) = 2n? Serd que z(F},) coincide
com a posicao de F,? Desses questionamentos, o altimo é consequéncia imediata da
definicao de ordem de aparicao na sequéncia de Fibonacci.

Demonstraremos alguns resultados sobre ordem de aparicao, como por exemplo: se
m | F,, entdo z(m) | n, e z(F,, £1) > m = z(F,,), para todo m > 5. Mostraremos que
existem infinitas solugdes para z(n) = z(n + 2).

Forneceremos formulas explicitas para z(F,, 1) dependendo da classe de restos de
m modulo 4. Em particular, 2(F,, 1) > (m?/2) — 2, para m = 0 (mod 4).

Em geral, o primeiro capitulo tratard da introducao a sequéncia de Fibonacci.



Introducao 2

Além de relembrarmos o famoso problemas dos coelhos, vamos dar exemplos
abstratos onde a resposta é dada por ntimeros de Fibonacci. Também no primeiro
capitulo, vamos demonstrar, usando o principio de inducao, alguns resultados sobre
somas de nimeros de Fibonacci.

Encerrando essa primeira parte do trabalho, vamos relacionar a sequéncia de Fibo-
nacci a alguns topicos interessantes ligados a ela, como por exemplo, triplas pitagoricas,
triangulo de Pascal e razao aurea.

O segundo capitulo apresentard resultados e propriedades classicas envolvendo
conceitos de divisibilidade relacionados aos nimeros de Fibonacci e de Lucas. Esses
resultados darao suporte para as demonstragoes que serao feitas no capitulo seguinte.
No final do segundo capitulo, comentaremos sobre as somas de poténcias de ntimeros
de Fibonacci consecutivos.

No terceiro capitulo, trataremos da ordem de aparicao na sequéncia de Fibonacci.
Apresentaremos uma tabela com a ordem de aparicdo dos 100 primeiros ntmeros
naturais. Essa tabela pode ser usada para atividades onde o objetivo ¢é fazer
inferéncias e conjecturas sobre determinados padroes numéricos. Vamos mostrar
alguns resultados envolvendo os ntimeros de Fibonacci, os niimeros de Lucas e a ordem
de aparicao de um niimero natural. No &pice do texto, demonstraremos que hé infinitas
solugoes para z(n) = z(n + 2) e caracterizaremos z(F,, = 1), dependendo do resto da
divisao de m por 4.

No quarto e dltimo capitulo, de maneira geral, faremos uma breve explanagao sobre
a aplicabilidade de alguns dos conceitos sobre divisibilidade contidos no trabalho as
séries finais do Ensino Médio. FEnfatizando, dessa forma, a importancia da teoria

elementar dos niumeros para a formacao bésica do estudante.



CAPITULO 1

NUMEROS DE FIBONACCI E
NUMEROS DE LUCAS

1.1 Sequéncia de Fibonacci

Leonardo de Pisa nasceu na Italia por volta de 1175 e ficou conhecido como Leo-
nardo Fibonacci, ou simplesmente Fibonacci (filho de Bonacci), uma vez que o nome
do seu pai era Guilielmo Bonacci. Na sua obra Liber abacci, ou livro do abaco, ha o
registro do problema dos coelhos, o qual geraria uma das sequéncias numéricas mais
famosas da humanidade. De acordo com [5], Fibonacci foi um dos melhores mate-
maticos do periodo medieval, publicando, além do Liber abacci, os trabalhos Practica
Geometriae, em 1220, sobre geometria e trigonometria e Liber quadratorum, em 1225,
sobre andlise indeterminada.

O problema dos coelhos era praticamente o seguinte: “Um homem pds um casal
de coelhos em um lugar cercado por todos os lados por um muro. Quantos pares de
coelhos podem ser gerados a partir desse par em um ano se, supostamente, todo més
cada casal de coelhos gera um novo casal, que é fértil a partir do segundo més?”

Uma suposicao adicional é que nao ha mortes de coelhos no periodo considerado.

Vale ressaltar que Fibonacci nao fez um experimento real sobre reproducao de
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coelhos. Pelo contréario, ele propds uma questao matemaéatica supostamente sem a
pretensao de liga-la a outros campos do conhecimento.

Ao analisar o problema, percebe-se que no momento inicial h4 um par de
coelhos jovens e inférteis. Apods o primeiro més, quando o casal se torna fértil, ele
pode reproduzir, mas ainda s6 existe um casal.

No segundo més havera dois casais, um adulto e o outro jovem. No terceiro més, o
casal inicial terd gerado mais um casal totalizando trés casais.

No quarto més, o casal matriz gerara outro casal. O primeiro casal de coelhos gerado
também contribuird com outro casal de coelhos, de modo que ja sao cinco casais.

Continuando esse processo, onde a partir do inicio do terceiro més a quantidade de
casais de coelhos é igual a soma da quantidade de casais dos dois meses imediatamente
anteriores, surge a sequéncia numérica conhecida como sequéncia de Fibonacci'.

Assim os primeiros ntimeros da sequéncia de Fibonacci sao:
1,1, 2,3, 5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, ...

Dessa forma, apés um ano, sao gerados 232 pares de coelhos a partir do casal de
coelhos inicial.
Sem o aspecto historico ou a contextualizacao, podemos definir a sequéncia de

Fibonacci da seguinte forma.

Definicao 1.1. A sequéncia de Fibonacci (F,),>0 € definida por F 1o = Fyq + F,
paran >0, onde Fy =0 e F; = 1.

Essa sequéncia numérica tem muitas propriedades interessantes e algumas delas
serao abordadas nesse texto. Para informacoes mais avancadas, o leitor pode consultar
[1] ou [23]. Sequéncias como a de Fibonacci sdo chamadas de recorrentes ou recursivas.

Analisando a recorréncia linear de segunda ordem homogénea com coeficientes
constantes (F, o = F,11+F,, paran > 0, onde Fy = 0 e F} = 1), é possivel determinar
uma expressao para o termo geral dessa recorréncia. Essa expressao é conhecida como
formula de Binet.

Observe que a equagao caracteristica da recorréncia acima é p? — o —1 = 0 (ver
[11]), cujas raizes sdo o = (1++/5)/2 ou B = (1 —/5)/2.

Sabemos que se r; e 75 sdo raizes distintas de 72 + pr + ¢ = 0, p,q € R, entdo
X, = 1] + cory é solucao da recorréncia X, 9 + pX,41 + ¢X, = 0, quaisquer que

sejam os valores das constantes ¢y e cs.

10 nome sequéncia de Fibonacci foi dado pelo mateméatico Edouard Lucas, 1842-1891.
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De fato, sejam Y, =17, Z, =r} e X, = 1Y, + c2Z,,. Assim

Xoto +pXn1 +¢X,, = (a1Ynio+ cZpi2) +p(a1Ynir + 2Zn11) + q(ar1Yn + 2 Z,,)
= c(Yope + Yo + @) + c2o(Znso2 + pZisr + q2,)
c1(0) + c2(0) = 0.

Dessa forma, o termo geral da sequéncia de Fibonacci é dado por F), = cia” + ¢ 5",
com Fy =0,F, =1, c;,c; €R e a e  raizes da equacao ¢* —p — 1 = 0.
Logo,

F020201a0+02/80261+02 Cl+CQZO
=

Fi=1=ca'+p' =ca+cp ca+cfB=1
O que implica
c=—=—catef=1=c(-a+B)=1=c=—-1/V/5ec =1/V5.

Portanto,
F, = o= (1.1)
a—p

E, no minimo, bastante curioso o fato de que para qualquer inteiro n ndo ne-
gativo F, = (a" — 8")/v/5 também seja inteiro. Por exemplo Fr = 13, Fy =
44.945.570.212.853 e Fio7 = 155.576.970.220.531.065.681.649.693.

Esses trés ntumeros exemplificam a periodicidade dos digitos das unidades dos
nimeros de Fibonacci, ou seja, Fipi60 = F) (mod 10) para k& > 0. Essa demons-
tragao pode ser feita por inducao. Vamos mostrar esse fato no segundo capitulo, na
Proposicao 2.11.

Outro fato interessante é que, para p primo (p < 300), F,, é primo ou um produto
de primos distintos?, ou seja, F}, é livre de quadrados. Os 10 primeiros ntimeros primos
F, sao os seguintes: Fs, I, I, Fiy, g, Fig, Fag, Fog, Fug, Fyr.

Observe que Fig = 4181 = 37 x 113, F3; = 1346269 = 557 x 2417, e F59 =
956722026041 = 353 x 2710260697 sao nimeros compostos. Também sao compostos
os nimeros F37, Fy1, Fi3, apesar de 19,31, 37,41, 53 e 59 serem primos.

Nesse sentido é possivel provar que se k = mxn, (k > 4),1 < m,n < k, é composto,

entao Fj), também é composto. A Proposicao 2.6 mostrara esse fato. Dessa forma,

2Esses fatos podem ser vistos em http://www.maths.surrey.ac.uk /hosted-

sites/R.Knott/Fibonacci/fibtable.html
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p primo é uma condicao necessaria, porém nao suficiente, para Fj, ser primo. Até o
momento da realizacgao desse trabalho, ainda estava em aberto a questao da existéncia
de infinitos primos na sequéncia de Fibonacci.

Entre os primeiros 300 nimeros de Fibonacci o maior primo encontrado é o Fiz7 =
19.134.702.400.093.278.081.449.423.917. Também sao primos os seguintes nimeros de
Fibonacci: F3s9, Fy31, Fi33 € Fiag.

Em muitos livros, por exemplo em [1] e [5], o termo geral da sequéncia de Fibonacci,
E, = (o — ") /\/5, ¢ apresentado como a formula de Binet?. Nesses livros, no lugar da
construgao da expressao (1.1), usando o conhecimento sobre recorréncias, ¢ apresentada

uma demonstra¢ao por indu¢ao como a seguinte.

Proposicio 1.2. O n—ésimo nimero de Fibonacci é dado por F, = (o — ") /V/5 =

(a® — ™)/ (o = B), onde o = (1 +5)/2 e = (1 —/5)/2 sio as raizes da equagio
2

p*—p—1=0.

Demonstragio. Observe que a igualdade F, = (a" — ")/v/5 é vélida para n = 0 e
n=1,pois Fy = (a® - B°)/V5=0e F, = (a' — 1) /V/5 = 1.

Agora, vamos supor que, para todo inteiro 1 < k < n + 1, a expressao Fj, =
(o — %) /+/5 seja valida. Queremos mostrar que (1.1) se verifica para k = n + 2, ou
seja, Foyo = (@2 — 5"2) /5.

Pela hipétese de inducdo, temos: F, = (o — ") /v/5 e Foyq = (o' — g71) //5.
Substituindo F, e Fj, ;1 na expressao para F, o, dada na definicio da sequéncia de

Fibonacci, temos:

Fn+2 — Fn—i—l Fn
1
( n+1 /Bn+1> ( n Bn)

V5

1 n
- E(ﬁ )(B+1)

B w (345 1 . (3=+5
- e (555) - o (355)

1 n 2 1 n 2
= ﬁ@‘ ) —E(ﬁ )B

an—l—? _ ﬂn+2

a—p
Observe que usamos as seguintes igualdades: (3 ++/5)/2 =a?e (3 —/5)/2 = 2.

(@) (e +1)

- 5l-5)-

3Férmula de Binet — férmula ndo recursiva para os nimeros de Fibonacci.
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Portanto, a expressao (1.1) se verifica para todo inteiro nao negativo n.
]

E bastante comum, nos livros que abordam a sequéncia de Fibonacci, exemplos
da vida real onde se encontram termos da referida sequéncia ligados a observacgoes
da natureza. Por exemplo, em [5] e [2]| existem excelentes informagoes. Também
é bastante comum explorar a sequéncia de Fibonacci simultaneamente a razao aurea.
Todavia, nesse texto, vamos em um sentido diferente. A seguir, citaremos dois exemplos

abstratos onde surgem os numeros de Fibonacci.

Exemplo 1.3. Considere um retingulo 1 xn, o qual pode ser preenchido por dois tipos

de retdngulos menores, 1 x 1 e 1 x 2. De quantas maneiras podemos fazer isso?

Solucao. Se n = 1, s6 ha uma maneira de cobrir o retangulo. Se n = 2, h4 duas
maneiras. Se n = 3, entao existem trés maneiras distintas de preencher o retangulo.

Se n =4, h4 5 modos distintos, a saber:

Figura 1.1: Retangulos 1 x 4

De maneira geral, seja X,, o niimero de maneiras distintas de preencher o retangulo
1 xn. Assim, X = ]_,XQ = 2,X3 = 3,X4 = 5,X5 = 87

Observe que para cobrir o retangulo 1 X n, ou comecamos com um retangulo 1 x 1,
faltando (n — 1) casas para serem preenchidas, o que pode ser feito de X,,_; maneiras,
ou comecgamos com um retangulo 1 x 2, restando (n — 2) casas para serem preenchidas,
o que pode ser feito de X,,_o modos.

Portanto, o nimero de maneiras distintas de cobrir o retangulo 1 x n é X,, =
X1+ X, 9, com Xy =1e Xy =2.

A sequéncia numérica, que é solucdo para o problema com n = 1,2,3,... pode ser
vista como a de Fibonacci, porém com um deslocamento. Desse modo, a quantidade
de maneiras do retangulo 1 x n ser preenchido, de acordo com as condigoes dadas, ¢é

igual a

n+1
5 > ot gt

V5 T a-48
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Exemplo 1.4. Hd n lampadas enfileiradas em uma sala. Quantas configuragoes exis-

tem se nao puder haver duas lampadas adjacentes ligadas simultaneamente?

Solugao. Seja A, o nimero de configuracoes para n lampadas.

Vamos contar separadamente os casos onde a primeira lampada estd desligada e
posteriormente somar a quantidade de casos onde a primeira lampada esta ligada e
assim obter o total A,,.

Dessa forma, temos:

An = An—l + An—2
S~~~ o
Primeira lampada desligada Primeira lampada ligada

Observe que se a primeira lampada esta ligada, entao necessariamente a lampada
adjacente deve estar desligada e com isso ha A, s configuragoes distintas para o caso
em que a primeira lampada esta ligada.

Dessa forma, A; = 2, Ay = 3, A3 = 5 e, a cada lampada acrescentada na sala, a
partir da terceira, o total de configuracoes é dado pela soma das duas quantidades
imediatamente anteriores.

Analogamente ao exemplo anterior, surge nas respostas para as configuracoes com
n = 1,2,3,... lampadas a sequéncia de Fibonacci com um deslocamento de duas
posicoes, ou seja, A, = F,,.o. Por exemplo, Ay = Fi5 = 144. Desse modo, o niimero

de configuracoes para n lampadas é igual a

. 1 1+\/g n+2 1_\/3 n+2 _a”+2_ﬂ”+2
=7 T2 |2 = Tasg

1.2 Somas de nimeros da sequéncia de Fibonacci

Ao observar a sequéncia de Fibonacci, alguns padroes parecem se repetir. Obser-
vando esses padroes, vamos destacar algumas relacoes entre a soma de determinados
numeros e posteriormente demonstra-las.

Por exemplo, a soma dos n primeiros ntimeros de Fibonacci é F, 1o — 1, isto &,
Fi+F+Fs+ -+ Fy=Fp— 1

A soma dos n primeiros nimeros de Fibonacci de indice par é igual ao nimero de

Fibonacci seguinte menos uma unidade, ou seja,

o+ Fy+Fo+-+ Fyy = Fopg — 1
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A soma dos n primeiros nimeros de Fibonacci de indice impar é a seguinte:
Fy+ Fs+ F5+ -+ Fy 1 = Iy,

A soma dos quadrados dos n primeiros nimeros de Fibonacci é
F? +F3 4+ F; + - 4+ F2 = F,Fo.

Além disso, o padrao dos primeiros nimeros da sequéncia de Fibonacci sugere que
dois ntimeros de Fibonacci consecutivos sao primos entre si, ou seja, mdc(F,, F,,41) = 1,
para todo n € N.

Quando nao houver prejuizo para o entendimento vamos denotar o maximo divisor
comum de dois niimeros a e b por (a,b).

Vamos mostrar esses resultados usando o principio de indugao.

Proposicao 1.5. Quaisquer dois numeros de Fibonacci consecutivos sao primos entre
si, ou seja, (Fy, Fy1) =1,Vn € N.

Demonstra¢ao. Observe que (Fy, Fy) =1 e (Fy, F3) = 1. Suponha que (F),, Fl,+1) = 1.
Queremos mostrar que (F,.1, F,,10) = 1. Sabemos que F,,o = F,1 + F, e que se
(a,b — na) esta definido, a,b,n € Z, entao (a,b) = (a,b — na), ver [7]. Assim,

(Fn+1aFn+2) = (Fn+17Fn+1 + Fn) = (FnJrlaFnJrl + F, — Fn+1) = (FnJrlaFn)'

Como, por hipotese de inducao, (F,11, F,) = 1, segue que (F, 41, Frio) = 1.
Portanto, pelo principio de indugao finita, (F,, F,,41) =1,V n € N.

Proposicao 1.6. Fy + Fo + F5+---+ F, = F, 1o — 1 para todo n € N.

Demonstracao. Observe que F; = Fi,o —1,isto é, 1 = Fy —1=1eque F} + F, =
Fy9—1=F;—1=2. Agora, supondo que Fy + Fo + F5+---+ F, = F,,.5 — 1 seja
verdadeira, queremos provar que Fy + Fo + F3+---+ F, + F,, .1 = F,,,.3 — 1 também &
verdadeira.

Por hipotese de inducao, temos Fy + Fy+ F3+-- -+ F,, = F,,;o— 1. Assim, somando

F,, .1 a ambos os lados da igualdade anterior, temos:
F+EB+-+F+Fa=Fa+ - L
Porém, F,, 1 + F,.o — 1 = F,,.3 — 1. Dessa forma,

Fi+F+F+F A+ +Fop=Fys— 1
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Portanto, pelo principio de inducao, Fy + Fo + F3 + Fy + ---+ F, = F,.0 — 1 ¢é
valida para todo n € N.
O

Proposicao 1.7. Fo + F, + Fg+ --- + F3, = Fy,.1 — 1, para todo n € N.

Demonstracao. Para a base de indugao, temos Fp, = Fo 1 —1=1e Fo+F, = F5—1 =4.
Suponha que Fy + Fy + Fg + - - - + Fy, = Fy, 1 — 1 para um certo n natural.

Queremos provar que
Fo+ Fy+ Fo+ -+ Fon + Foguin) = Faguyryrr — 1 = Fopqg — 1.
Somando Fy(,41) a hipotese de indugao, temos:
Fy + Fy+ Fo+ -+ Fon + Foyn) = Fang1 + Fogagn) — 1
Observe que Iy, 1 + Fy(q1) = Foyq3. Logo,
Fo+ Fy+ Fs+ -+ Fop + Fopngn) = Fognyy41 — 1 = Foppz — 1

O que prova o resultado para todo n natural.

Proposicao 1.8. F| + F5+ F5+ - -+ Fy,_1 = F5,, para todo n natural.

Demonstracao. Observe que F} = Foq = 1 e que Fy + F3 = Foo = Fy = 3. Agora
suponha que para um certo n natural
Fy+ F3+ Fs+ -+ - 4+ Fy,_1 = Fy, seja verdadeira.
(Queremos provar que
Fi+Fs+Fs+ -+ Fopo1 + Fopyr = Fopyo.
Somando Fy, 1 a hipotese de indugao, temos:
Fi+Fs+Fs+- -+ Fop1 + Fop1 = Fop + Fany1 = Fango.

Portanto, pelo principio de inducao finita, F} + F5 + F5+ -+ + F5,_1 = F5,, para
todo n natural.

O
Proposicao 1.9. (F})? + (Fy)?* + (F3)? + - - + (F,)? = F,F,.1, para todo n natural.

Demonstragao. De fato, (F1)? = F1Fy = 1 e (F})? + (Fy)? = FoF3 = 2, mostrando a

base de inducao. Suponha que
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(FL)2+ (F2)* + (F3)? + -+ + (Fu)? = FuFos,
para um certo valor n natural. Queremos provar que
(F1)? + (F2)* + (F3)* 4 - - - + (Fu)? + (Fup1)® = Fag1 Fupo.
Adicionando (F,;1)? a hipotese de indugao, temos:
(F1)2 4 (F2)? + (F3)? + - + (Fo)? + (Foy1)? = FuFppg + (F)?

Colocando F),;; em evidéncia, do lado direito da ultima igualdade, e utilizando a

definicao recursiva da sequéncia de Fibonacci, obtemos:
(1:11)2 + (F2)2 + (F5)2 +-+ (Fn)2 + (Fn+1)2 = n+1(Fn + Fn—i—l) = Fn+1Fn+2-

Assim, pelo principio de inducao, o resultado é verdadeiro para todo n natural.
m

A Proposicao 1.9 mostra um resultado de relevante interpretacao geométrica, a
saber: a soma das areas dos primeiros n quadrados cujos lados sao os primeiros n
numeros de Fibonacci respectivamente é equivalente a area de um retangulo cujos
lados sao F), e Fj,11.

Os quadrados podem ser encaixados para formar o retangulo abaixo. Em cada qua-
drado foi tracado um quarto de circulo formando a surpreendente espiral de Fibonacci,*

ilustrada na figura seguinte, a qual traduz visualmente a ideia da Proposicao 1.9.

K
55

144 \\ :

89

Figura 1.2: Espiral de Fibonacci

Excelentes trabalhos geométricos ja foram feitos com esse tema e existem boas
fontes de pesquisa conhecidas, as quais podem ser exploradas por aqueles que tenham

interesse. Por exemplo, em [5] e [2], varias informagdes sdo encontradas.

4A espiral de Fibonacci aproxima-se de uma espiral logaritmica.
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Muitos autores abordam a relacao entre o retangulo construido na Figura 1.2 e
a razao aurea. Mas apesar da vasta literatura sobre razao &urea, nao entraremos
profundamente nessa seara. Em relacao a ela, vamos nos limitar a comentar sobre o
limite abaixo.
Fn+l 1+ \/5

li =
oo F. 2

1.3 Fibonacci e algumas relagoes interessantes

Na terceira secao deste capitulo introdutoério, vamos abordar outros topicos ma-
tematicos nos quais é encontrada a sequéncia de Fibonacci e também demonstrar a
ligacdo dos ntimeros de Fibonacci ao niimero de ouro (1 ++/5)/2 ~ 1, 618.

O primeiro exemplo é sobre o triangulo de Pascal , o qual tem muitas propriedades
interessantes conhecidas.

Os numeros de Fibonacci também sao encontrados no triangulo de Pascal quando

sao somados os nimeros nas diagonais paralelas conforme a Figura 1.3.

Exemplo 1.10 (Fibonacci e tridngulo de Pascal). A soma dos nimeros nas diagonais

paralelas, conforme a figura abaizo, produz nimeros de Fibonacci.

34

[
[

Figura 1.3: Soma das diagonais do triangulo de Pascal

A justificativa desse fato é devida ao matematico francés Edouard Lucas, que, em

1876, escreveu o termo geral da sequéncia de Fibonacci usando coeficientes binomiais.
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0 1 2
menor do que ou igual a n/2.

Teorema 1.11. F, 1 = (7) + ("_1) + (n_Q) +- 4+ (";j), onde j € o maior inteiro

Demonstra¢ao. Vamos demonstrar utilizando indugao sobre n. Observe que para n =
0,1 e 2 o resultado é valido. Suponha que para todo inteiro k,0 < k < n, a afirmacao
seja verdadeira. Queremos mostrar que ela vale para k + 1 = n.

Sabemos que Fj.1 = Fj + Fj_1. Pela hipotese de inducao, temos:

Fryw = Fpo+Fr

1o G () e ()
(007 () () (57)7)
: ( A GO0 (L)
G0
: ( D) () ()

Isto é, Fpiq = (kal) + (kil) + (k;2) +- (k;J) Onde usamos a conhecida relagao
de Stifel .
k—1 k k k—1 k—2 k—j
Observando que ( o ) = (0), temos Fj 1 = (0) + ( 1 ) + ( 9 ) + ( j]).
Portanto, pelo principio de inducao, a afirmacao é verdadeira para todo n inteiro
nao negativo.

]

O triangulo de Pascal ¢ uma ferramenta riquissima para explorar conceitos inter-
disciplinares na Matematica. Além das suas intimeras propriedades e da relacao com o
binémio de Newton, o professor pode introduzir os conceitos de sequéncias numéricas
e progressoes, trabalhar progressoes aritméticas de ordem n, achando determinados
termos com o auxilio dos sistemas de equacoes lineares e, além disso, deixar que os
alunos explorem esse tridngulo no intuito de perceber padroes. Para mais informagoes
sobre o triangulo de Pascal consulte |11].

No Capitulo 3 desse trabalho, encontra-se a Tabela 3.2. Da mesma maneira que

é possivel explorar padroes numeéricos no triangulo de Pascal, ¢ possivel utilizar a

() + () = G-
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referida tabela para trabalhar em sala a habilidade dos alunos em explorar padroes e
fazer inferéncias. No decorrer do texto, serao abordados os conceitos necessarios para
o professor poder conduzir esse tipo de atividade.

Outro fato interessante sobre os niimeros de Fibonacci é que todo ntimero natural
pode ser representado como a soma de niimeros de Fibonacci distintos e nao consecu-
tivos. Esse fato é conhecido como Teorema de Zeckendorft.

Para exemplificar, observe que 1,2,3,5 e 8 sao nimeros de Fibonacci e 4 = Fy +
1,6 =Fs+4+ F,7=F5+ F5,9 = Fs+ F1,10 = Fg + I3 e 11 = Fy + F, sao somas de
numeros de Fibonacci diferentes e nao consecutivos.

A prova serd feita por inducao.

Teorema 1.12 (Teorema de Zeckendorff). Todo inteiro positivo pode ser escrito como

soma de numeros de Fibonacci distintos e nao consecutivos.

Demonstracao. Observe que a base de inducao estd bem definida, pois n = 1 = F7.

Suponha que o resultado seja verdadeiro para um certo natural n, ou seja,
n=>FEn, +Fn,+ -+F,,, comm;—m;>2 paraic{1,2,...,k—1}.

Queremos mostrar que n + 1 pode ser escrito como soma de nimeros de Fibonacci

distintos e nao consecutivos, ou seja,
n+l=1+F, +F,,+ -+ F,.
Note que se my > 3, o resultado esta provado pois 1 = F} e portanto
n+1=1+F, +F,,+ +F, em; —1>2.
Sem perda de generalidade, vamos supor que m; = 2, pois F; = F5 = 1. Assim
n+l=F+K+F,,+ -+ F, =F+F,+ - +F,,.
~——
F3
Agora observe que se my > 5 o resultado estd provado. Supondo msy = 4, temos:
n+1l=rF+F+F,, + -+F, elogon+1=F+F,, +---+F,,.
—_——
Fs
Continuando esse processo, teremos somente um nimero de Fibonacci ou a soma
de nimeros de Fibonacci diferentes e nao consecutivos. O que mostra, por inducao, o

teorema de Zeckendorff.
O]
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Para exemplificar o Teorema 1.12, observe que 2015 = Fy; + Fi4 + Fy + F5 + F3 =
1597 + 377 4+ 34 + 5 + 2. Essa representacao é tnica, a menos da ordem das parcelas
da soma, quando consideramos nimeros de Fibonacci distintos e nao consecutivos.

A seguir vamos relacionar a sequéncia de Fibonacci & razao aurea e posteriormente,
encerrando essa secao, associd-la as triplas pitagoricas.

Para o que segue, a definicao algébrica de razao durea é a seguinte.

Defini¢ao 1.13 (Razao Aurea). A razdo durea € uma relacdo matemdtica definida
algebricamente pela expressao (a+0b)/a = a/b = a, em que a e b representam nimeros

reais, e o representa uma constante de valor aproximadamente igual a 1,618.

A partir da defini¢ao algébrica (a + b)/a = a/b = «, verifica-se que 1+ b/a = «,
isto ¢, 1 +a~! = a. Multiplicando a tltima igualdade por «, obtemos: a? —a —1 = 0,
com raizes o = (1++/5)/2 e 8= (1 —V/5)/2.

E possivel mostrar que

lim = )
n—oo [, 2

Para mostrarmos esse fato, vamos inicialmente demonstrar, utilizando a féormula de

Binet, as duas identidades seguintes.
PI'OpOSigéO 1.14. F2n+2F2n+1 — anF2n+3 =1.

Demonstracao. Utilizando a formula de Binet, temos que:

1
F2n+2F2n+1 o F2nF2n+3 — CY2n—i—2 o 52n+2)(a2n+1 o 52n+1)]

ot

(% = ) (e — gon)]

4n+3 4 64n+3 o

I
1
5

(Oé a2n+252n+1 _ ﬁ2n+2&2n+1)

o] =
—

__(a4n+3 4 B4n+3 _ a2n62n+3 _ 52na2n+3)

ot

(_a2n+2ﬁ2n+1 _ 52n+2a2n+1 4 a2nﬁ2n+3 4 62na2n+3)

[—(aB)*la — (Ba) 18 + (af)*" 5% + (Ba)* o]
(a+ B+ B> +a?)

(1+4)=1,

QRO RO RO =

onde usamos que aff = —1.
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Proposigao 1.15. F?2 =F, F, ., — (—=1)".

Demonstracao. Utilizando a formula de Binet, temos que:

(0" = pr) (0 — )

Fn_an+1—(—1)n = (@_5)2 —(_]_)n
_ o —(af) el (@) S lak B
o P )
_ o’ (a )E /3)+5 DRI
_ o —(af)" (BB —ax)+ B
(@ p) — (af)
_ T H (@) (B2 at) £ 5
(o 9P )
_ o+ @) (BAltat D
= @37 (aB)
_ a3
- (o= B)° @)
_ a® + 3(aB)™ + 52" — 5(aB)"
(o — B)?
o —2(af)" + B
(o = B)?
_ (am=pn)?
(o= B)?
(o=
- (%=5)

Observe que, nas manipulacoes algébricas acima, usamos os seguintes fatos
conhecidos: o+ =1,a8 = -1,at=-3,1=—a,a’=a+1lep?=5+1.

n
Voltando a analise de
lim P _ 14 V5
n—oo [, 2 ’
sejam 1, = F,;1/F, a razao entre dois numeros de Fibonacci consecutivos e
I, = [ron_1,7on],mn = 1,2,3,... uma sequéncia de intervalos fechados, tais que

I DI, O -+ DI, O teorema dos intervalos encaixantes, ou teorema de Cantor,



1.3 Fibonacci e algumas relagoes interessantes 17

ver [10], afirma que se Iy, I5, I3, ... € uma sequéncia de intervalos fechados e limitados,
e se o comprimento de I, tende a zero quando n tende ao infinito, entao existe um, e

somente um, nimero real que pertence a todos os intervalos da sequéncia.

———

1,0 1,2 14 1,6 1,8 2,0

Figura 1.4: Intervalos encaixantes

Para ver que [I,, é encaixante, observe que a sequéncia r, possui duas subsequéncias

monotonas, a saber:
T >Ty > 2>y >Topyo > €1 <y <0 < Topg < Topygg < -

Mostrar o fato 79, > 19,10 € equivalente a demonstrar a desigualdade
F2n+1/F2n > F2n+3/F2n+27 ou seja, vamos mostrar que b, oF5, 1 — FopFonq3 > 0.

Para isso, basta dividir a Proposicao 1.14 por F,,2F5,. Observe.

F2n+2F2n+1 N F2nF2n+3 _ 1 = F2n+1 _ F2n+3 _ 1
F2n+2F2n F2n+2F2n F2n+2F2n FZn F2n+2 F2n+2F2n

> 0= ry, > Ton42-

Analogamente, é possivel mostrar que ry, 1 < 79,41 para todo n € N.
Além disso, é possivel mostrar que 79, 1 < 79, para todo n natural. De fato, com
auxilio da Proposi¢ao 1.15, temos F2, = Fy, 1 Fb, 11 — (—1)?".

Dividindo a igualdade anterior por Fb, Fy, 1, temos:

F2n+1 . F2n _ 1
F2n F2n—1 FQn—lFQn—I—l .

Portanto, a partir da igualdade imediatamente acima, obtemos que:

Top — T'2p—1 > 0 para todon € N e

FanlFZnJrl
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1
Top — Ton—1 = ———— — 0 quando n — oo.
Fon1Foni1
Uma vez que a sequéncia dos intervalos fechados [ry, 3], [r3, r4], [r5, 7], - . . € encai-

xante e o tamanho de [,, = [ry,_1,72,] tende a zero quando n tende ao infinito, entao
existe L. € R tal que

T Fn+1_ . Fn+Fn—1_ . Fn—l o 1
b=t Tt = R (1 ) <1 g

Resolvendo a equagao L = 1 4 1/L e observando, pelo contexto do problema, a

raiz positiva L = (1 + 1/5)/2, temos que a razdo entre dois nimeros de Fibonacci
consecutivos tende a (1 ++/5)/2, isto &,

lim = )
n—oo [, 2

Exemplo 1.16 (Fibonacci e triplas pitagoricas). Quatro nimeros de Fibonacci con-
secutivos Fy, Fi11, Fiio € Fii3 estao relacionados a uma tripla pitagorica primitiva se
Fyi1 e Fyyo tém paridades distintas, e relacionados a uma tripla pitagorica se Fyi1 e

Fiyo tém paridades iguais, isto é, se Fy.1 = Firio (mod 2).

Solugao. Sabemos que as triplas pitagoricas primitivas (ver [18]) sdo da forma
a=m?+n?b=2mnec=m?—n? com (m,n) =1e m+n impar.

O fato de m e n terem paridades distintas ¢ para garantir que a tripla pitagorica
seja primitiva. De fato, como (m,n) = 1 temos que (m? m? + n?) = 1 e portanto
(a,c) = (m?+n?, m?*—n?) = (2m? m?+n?) = (2,m?+n?), serd igual a 1 se, e somente
se, m? +n? é impar, ou seja, se, e somente se, m + n é fmpar.

Fazendo Fpiy = n e Fpyo = m, temos a = (Fji0)? + (Fry1)?, b = 2Fy 0F 1 e
¢ = (Fry2)? — (Fpp1)? = FpFhy3, exemplificando a relagao citada acima.

Observe que os quatro nimeros de Fibonacci 1,1,2 e 3 formam a tripla pitagorica
primitiva (3,4,5) e os quatro nimeros seguintes 1,2,3 e 5 formam a tripla primitiva
(5,12,13). Ja os nameros de Fibonacci 2,3,5 e 8, com 5 = 3 (mod 2), formam a tripla
pitagorica (16,30, 34).

1.4 Numeros de Lucas

Vamos considerar outra importante sequéncia numérica recursiva, a qual tem im-

portantes ligacoes com a sequéncia de Fibonacci. A seguir, serd introduzida a sequéncia



1.4 Ndameros de Lucas 19

dos numeros de Lucas. Algumas propriedades importantes dela serao abordadas e isso

auxiliard no entendimento dos principais teoremas desse trabalho.

Definicao 1.17. A sequéncia dos nimeros de Lucas (Ly)n>0 € definida por L, o =
Ly + Ly, paran >0, onde Lo =2 e Ly = 1.

Formalmente, existe distin¢ao entre sequéncia dos nimeros de Lucas e sequéncia de
Lucas.bA sequéncia dos nimeros de Lucas é um caso particular da sequéncia de Lucas.

Os 25 primeiros termos da sequéncia dos niimeros de Lucas sao: 2,1,3,4,7,11, 18,
29, 47, 76, 123, 199, 322, 521, 843, 1364, 2207, 3571, 5778, 9349, 15127, 24476, 39603,
64079 e 103682.

Observe que o perfodo dos algarismos das unidades da sequéncia dos nimeros de
Lucas é 12, isto é, o algarismo das unidades de L, é igual ao algarismo das unidades de
Ly 12, para k inteiro ndo negativo. Note também que 5t L,, para todo n inteiro nao
negativo. Vérios outros primos nao dividem nenhum ntmero de Lucas. Por exemplo,
a sequéncia A053028 em OEIS? - The On Line Encyclopedia of Integer Sequences - é
formada por primos que nao dividem nameros de Lucas. Os primeiros primos com essa
propriedade sao: 5, 13, 17, 37, 53, 61, 73, 89, 97, 109, 113, 137, 149, 157, 173, 193, 197,
233, ...

Vamos determinar uma expressao geral para os nimeros de Lucas similarmente ao
que fizemos com a sequéncia de Fibonacci.

Sabemos que o termo geral da sequéncia dos ntimeros de Lucas é dado por L, =
10" 4+ 8", com Ly =2,L1 =1ecy,co €R,onde o = (1++5)/2e f=(1-+5)/2
sao raizes da equagdo caracteristica r* —r — 1 = 0 (ver [11]) da recorréncia linear de
segunda ordem homogénea L, o = L, 1 + L.

Dessa maneira,

Lo=2=cad® + B =c +c cL+co=2
=
Li=1=ca' 4+ cpt =cra+ e o+ =1

Assim,

C1:2—C2:>(2—62)@+02ﬁ:1:>C2:1661:1.

6 A defini¢do da sequéncia de Lucas ¢ encontrada em https://en.wikipedia.org/wiki/Lucas_sequence
Thttps://oeis.org
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Portanto,
L,=a"+[". (1.2)

Dada a expressao geral dos nimeros de Lucas é facil mostrar a proposicao seguinte.

Proposicao 1.18. Seja L, o n—ésimo numero de Lucas, com L,yo = L,.1 + Ly,
Ly=2ce Ly =1. Mostre que L,L,+1 = Loyi1 + (—1)".

Demonstracio. Uma vez que L, = o + " com a = (1 ++/5)/2 e 8 = (1 —/5)/2,
temos aff = —1e a+ [ =1. Assim,

LnLn+1 — (Oén+ﬁn) (an+1 +ﬁn+1)
— a2n+1 +anﬂn+1 _'_Bnan—i-l +62n+1

_ a2n+1 + 5271—1—1 + (Qﬁ)n(ﬁ + O./) — L2n+1 + (—1)n
]

Vamos mostrar a seguir mais um resultado envolvendo as sequéncias de Fibonacci

e dos nimeros de Lucas e suas respectivas expressoes gerais (1.1) e (1.2).

Exemplo 1.19. Mostre que ¢ vdlida a identidade [(L,+v/5F,)/2)* = (Lur+vV5Fu)/2,
onde L, e F, denotam, respectivamente, o n—ésimo numero de Lucas e o n—ésimo

numero de Fibonacci e k € um inteiro nao negativo.

Solugdo. De (1.2) temos que L, = a™ + " e de (1.1) temos F,, = (" — 8")/\/5,
coma=(1++v5)/2e = (1—-+/5)/2. Assim,

Ln+ 5Fn 1 n n n n n
zf‘:§<0¢ + 6" +a" = ") =a

Logo,

2 2 N 2

k
(Ln + \/an> B (an>k B 2ank B ank +Bnk +ank _Bnk B Lnk 4 \/ank
—2 = .

Portanto,

k
2 B 2 '
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Observe que a Proposicao 1.18 e o Exemplo 1.19 exploram conceitos que sao
perfeitamente possiveis de serem trabalhados no ensino basico. Dessa forma, o professor
pode, além de relacionar a sequéncia de Fibonacci a razao aurea, explorar proprieda-
des algébricas desses nimeros. Em demais oportunidades desse texto, serao abordados
outros exemplos acessiveis aos alunos do Ensino Fundamental e do Ensino Médio.

Além dos assuntos basicos, vamos explorar outros resultados sobre as sequéncias de
Fibonacci e de Lucas, no Capitulo 2 deste trabalho, os quais nos darao suporte para
o principal objetivo deste texto, que é o estudo da ordem de aparicao na sequéncia de
Fibonacci.

Para encerrar esse primeiro capitulo, vamos caracterizar a soma dos n primeiros
numeros de Lucas e generalizar a ideia para qualquer sequéncia recorrente do tipo

Gpio = Gpi1 + Gy, com Gy = a e Gy = b, a e breais quaisquer.
Proposicao 1.20. Ly + Lo+ L3+ ---+ L, = L2 — 3.

Demonstracao. Observe que Ly = Ly —3 e L1 + Ly = Ly — 3. Suponha, por hipotese

de inducao, que
Ly+ Lo+ Ls+---+ Ly=Lpa—3

para algum valor n natural. Queremos mostrar que a relacao é valida para n + 1, isto

é, queremos mostrar que
Ly+Ly+ L3+ + Ly+ Lyy1 = Lpgz — 3.

Somando L,.; a ambos os lados da igualdade, na hipotese de inducao, temos a

seguinte identidade
Ly+ Lo+ L+ -+ L+ Lyy1 = Ly + L2 — 3.
Com a definicao recorrente da sequéncia dos nimeros de Lucas, temos:
Ly+Lo+Ls+---+L,+L,y1=1L,3—3.

Portanto, pelo principio de inducao, a Proposicao 1.20 é verdadeira para todo n

natural. O
Proposicao 1.21. Se G0 = Guy1 + Gu,n > 1, com Gy =a e Gy = b, a e b reais
quaisquer, entio G1 + Gy +Gs+ -+ + G, = Gpio — Gs.

Demonstragao. Observe que Gy =a = (a+b) —b=G3—Gye G1 + Gy =a+b=
(a+2b) —b = G4 — Gy. Suponha que Gh 4+ Go+G3+ -+ G, = G2 — Gy seja valida

para um certo n natural. Queremos provar que a afirmacao é valida para n + 1, isto é,
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G +Gy+ G+ -+ G+ Gy = Ggs — Ga.
Por hipotese de indugao, temos:
Gi+Ge+Gs+ -+ G =Grya — G
Somando G, 1 a ambos os lados da igualdade anterior, temos:
Gi+Go+Gs+- +Gp+Gry1 = Grao+ Gy — Go = Grys — G

Assim, verifica-se, pelo principio de inducdo, que a proposicao é verdadeira para
todo n natural.
m



CAPITULO 2

DIVISIBILIDADE E NUMEROS DE
FIBONACCI E DE LUCAS

2.1 Resultados classicos sobre divisibilidade

Nesse capitulo, vamos demonstrar alguns teoremas sobre as sequéncias de Fibonacci
e dos nameros de Lucas, os quais abordam ideias e conceitos sobre divisibilidade.
Alguns deles nos darao base para as demonstragoes sobre os resultados que envolvam
a ordem de aparicao na sequéncia de Fibonacci.

Muitos fatos sobre os numeros de Fibonacci e de Lucas podem ser demonstrados
por indugao ou usando as conhecidas formulas® (1.1) e (1.2). A seguir, demonstraremos
alguns deles.

Vamos comecar com um exemplo simples, porém importante, utilizando as formulas
de Binet.

Exemplo 2.1. Fy, = Fi Ly para todo k inteiro nao negativo.

Solugao. Utilizando (1.1) e (1.2) temos que

B o2k —ﬁ% B (ak)Q _ (ﬁk)Q B (ak _Bk) (ak—l—ﬂk) B
F2k— a—ﬁ - a—ﬁ - Oé—ﬁ —FkLk

1Formulas de Binet.
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A seguir, serao apresentados mais dois exemplos sobre divisibilidade na sequéncia
de Fibonacci. No primeiro exemplo, o objetivo é mostrar que todo niimero de Fibonacci
cujo indice é multiplo de 3 é par. No segundo exemplo, vamos mostrar uma relagao

com os nuameros de Fibonacci cujos indices sao multiplos de cinco.
Exemplo 2.2. Prove que 2 | Fs,,.

Solucao. Vamos provar por inducao. Observe que para m = 1 o resultado é valido,
pois 2 | F3 = 2. Suponha que 2 | F3,, para um certo m natural. Queremos mostrar que

2 | F3(m+1)- Observe que
F3tms1) = F3my3 = Famyo + F3my1 = 2F3m 41 + F3m.
Como, por hipotese de indugao, 2 | Fs, e além disso 2 | 2F3,,.1, temos que
2| Fyimt1) = 2F3m41 + Fip,.
Isso prova a validez do resultado.
Exemplo 2.3. Mostre que 5 | F,,.

Solucao. Analogamente ao exemplo anterior, vamos mostrar o resultado por indu-
¢ao. Observe que para m = 1 o resultado é vélido, pois 5 | F5 = 5. Suponha que

5 | F5,, para um certo m natural. Queremos mostrar que 5 | Fim41). Observe que

Fsmy1) = Fsmes = Fsmpa+ Fsmys
= 2F5pm13 + Fomto
= 2(Fsmi2 + Fsmi1) + Fomio
= 3Fsmi2 + 2F5m1
— 5Fyir + 3Fsm.

Agora, basta observar que 5 | 5F5,,41 € 5 | 3F5,, uma vez que, por hipotese de
indugao, 5 | F5p,. Assim, 5 | 5F5m41 + 3F5,, 0 que equivale a dizer 5 | Fy(41). Por-

tanto, pelo principio de indu¢ao Matemética, 5 | Fj,, para todo m inteiro ndao negativo.

Esses dois ultimos exemplos nos conduzem a teoremas mais gerais sobre
divisibilidade. Vamos agora demonstrar um dos resultados mais classicos sobre a
sequéncia de Fibonacci, o qual afirma que (F,,F,) = Finn), ou seja, o maximo

divisor comum entre dois nimeros de Fibonacci dados (diferentes de Fj) é um nimero
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de Fibonacci cujo indice é igual ao méximo divisor comum dos indices dos nimeros de
Fibonacci fornecidos.

Para isso, precisamos de alguns resultados auxiliares.
Proposicao 2.4. F,,,, = F,,F,.1 + F,,_1F, para m e n naturais.

Demonstracao. Vamos usar indugao sobre n. Observe que, para n = 1, temos F, 1 =
Fo.Fio+ F, 1 F = F, + F,_1. Ou seja, a igualdade vale para n = 1. Para n = 2,
temos Fyi0 = F Fs+Fp 1 F =2F,+F,,_1 = F,,,.1+F,,. Logo, aigualdade também
é valida para n = 2. Queremos mostrar que Fi,1,11 = FipnFhio+ Fno1Fhia.

Supondo o resultado valido para todos os indices menores ou iguais a um certo valor

n, temos que:

Fm+(n—1) = Fan+Fm—1Fn—1- (21)
Fm+n - Fan+1 + Fm—an~ (22)

Somando membro a membro as igualdades (2.1) e (2.2), temos:
Fm+(n71) + Fm+n = F,F, + Fan—H + Fpa b+ FpaF,.

Utilizando a definicao recursiva dos niimeros de Fibonacci no lado esquerdo da

ultima igualdade e colocando F}, e F},_; em evidéncia no lado direito, obtemos:
Fm+n+1 = Fm(Fn + Fn+1) + Fm—l(Fn—l + Fn) = Fan+2 + Fm—an+1-

Portanto, pelo principio de inducao Matematica, F,, ., = F,,Fni1 + F,_1F, para
quaisquer m e n naturais.
]

Ampliando a definicao recursiva da sequéncia de Fibonacci para o conjunto dos intei-
ros, ou seja, considerando (F,)nez = {...,—21,13,-8,5,-3,2,-1,1,0,1,1,2,3,5,...},
temos que F_,, = (—1)""'F,. Com isso e com a Proposi¢ao 2.4, podemos mostrar a
identidade de d’Ocagne.

Corolario 2.5 (Identidade de d’Ocagne). (—1)"F,,_, = FFri1 — FrF -

Demonstracao. Vimos que Fy,.,, = F,1F, + F,,F,,_1. Usando —n no lugar de n na

identidade anterior, temos F,, , = F, 1F_, + F,,F_, 1. Agora, usando a relacao
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F_, = (=1)""'F,, temos que F_(,11) = F_,_1 = (—1)"F,4;. Substituindo em F,,_, =
FonaF o+ FF 1 os valores de F_,, e F_,, 1, obtemos:

Fonn = Fm+1F—n +Fnb_
= Fou(=1)""E, + F,(—=1)"F, 4.
Multiplicando a tltima igualdade por (—1)", temos (—1)"F,,,_, = Fp, Fri1—FoFra-

O que mostra o resultado.
]

A préxima proposicao também nos auxiliard na demonstracao do Teorema 2.7.
Proposicao 2.6. F, | Fy,,, para todos m,n € N.

Demonstracao. Vamos demonstrar a Proposi¢ao 2.6 utilizando indugao em m. Para
m = 1 o resultado é trivialmente verificado. Supondo que F,, | F,, para m =
1,2,3,...,k, vamos mostrar que F, | Fij11),. Com efeito, pela Proposicao 2.4,
F(k+1)n - F(kn)—i—n - FknFn+1 + Fkn—an-
Pela hipotese de indugao, F,, | Fi, e F, | Fy,. Assim F,, divide qualquer combinagao
linear entre eles, ou seja,

F, | FknFn+1 + Frn1Fp = F(k+1)n-

Portanto, pelo principio de indugao, F), | Fy,, para todos m e n naturais.

Teorema 2.7. Sem en sao naturais, entdo (Fn, F,) = Fimn).-

Demonstracao. Seja ¢ = (m,n). Assim, ¢ | m e ¢ | n e, pela Proposicao 2.6, F, | F),
e também F, | F,,. Portanto, Fi. ¢ um divisor comum de F,, e F,,, de onde segue que
F.|d=(Fy, F,).

Uma vez que ¢ = (m,n), existem inteiros a e b tais que ¢ = am + bn, ver [7].

Suponha a < 0 e seja k = —a. Dessa forma, bn = ¢ + km e, pela Proposicao 2.4,
an = Letkm — Fchm+1 + Fc—lem-

Por outro lado, d | F,,, e d | F,,, e pela Proposicao 2.6, F, | Fy,, bem como F), | Fy,.
Logo, d | Fipm € d | Fy,, e assim divide qualquer combinagdo linear entre eles, em

especial, d | Fyy, — Fo_1 Fim, ou seja, d | Fo.Fpmi1.
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Sabemos, pela Proposicao 1.5, que (Fypm, Frmi1) = 1 e vimos que d | Fj,,, entao
(d, Fym+1) = 1. Sendo assim, d | F.. Por outro lado, vimos acima que, F,. | d. Como
sao ambos positivos, F, e d, temos que (F,,, F,) =d = F, = Finn € a demonstracao

estd completa.

O
Corolario 2.8. m | n <= F,, | F,, para m > 3.
Demonstracao. Segue do Teorema 2.7 que
m|n < (m,n)=m < Fun=F, < (F,,.F,) =F, < F,|F..
O

Como aplicacao do teorema e do corolario anterior, segue mais um exemplo sobre

divisibilidade.
Exemplo 2.9. Mostre que 2 | F,,, <= 3|m e 3| F,,, <= 4|m.

Solugdo. Observe que 2 | F,, <= Fgm) = (F3,F,) = (2,F,) = 2 = F;.
Portanto, 2 | F,, <= (3,m) = 3, isto ¢, se e somente se 3 | m.
Analogamente, 3 | F,, <= Fumn) = (Fu, F,) = (3,F,) = 3 = F,. Portanto,

3| Fn < (4,m) =4, ou seja, se e somente se 4|m.
Exemplo 2.10. 2 | L,, se, e somente se, 3 | m.

Solucao. Sabendo que a soma de dois niimeros é par se, e somente se, 0s nimeros
tém paridades iguais, basta observar os primeiros termos da sequéncia dos niimeros de
Lucas. Lo =2,L, =1,Ly =3,L3 =4,Ly =7,L5 = 11,Lg = 18,... onde observa-se
o seguinte padrao de repeticao: par, impar, impar. O qual se repete infinitamente, ou
seja, a cada trés ntimeros consecutivos de Lucas um é par. Portanto, se o indice m
do nimero de Lucas é miltiplo de 3 entao L,, é par. Equivalentemente 2 | L,, se, e
somente se, 3|m.

No primeiro capitulo, afirmamos que a periodicidade dos algarismos das unidades

dos ntimeros de Fibonacci tem tamanho 60. Agora vamos mostrar esse fato.
Proposicao 2.11. Fy 40 = F}, (mod 10) para todo k inteiro nao negativo.

Demonstra¢ao. Observe que Fgg = Fy (mod 10), pois 10 | Fyo = 1.548.008.755.920. E
também Fg = Fy (mod 10), pois 10 | Fg — Fy = 2.504.730.781.961 — 1. Suponha que

Fii60 = Fi, (mod 10) para um certo k natural. Queremos provar que Fyi1160 = Fri1
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(mod 10). Por hipotese de indugao, temos que Fi g0 = Fj (mod 10). Somando Fj 59 &
congruéncia anterior, temos Fj 50+ Fr160 = Fr+Fri50 (mod 10). Usando a Proposicao

2.4 em Fj. 59, Obtemos
Fiv61 = Fi + FiFoo + F—1F59 = Fi + Fi—1 = Fj41 (mod 10),

uma vez que Fgp = 0 (mod 10) e F59 = 1 (mod 10). Portanto, pelo principio de
inducao, Fji60 = Fr (mod 10) para todo k inteiro nao negativo.

Para que a prova fique completa, precisamos mostrar que 60 ¢ o menor periodo para
o qual os digitos das unidades, nos niimeros da sequéncia de Fibonacci, se repetem. De
fato, se houvesse um periodo menor do que 60 ele seria um divisor do proprio 60, ou seja,
teria o tamanho de algum dos nimeros do conjunto {1,2,3,4,5,6,10, 12,15, 20, 30}.

Por inspecao, ¢ facil perceber que a periodicidade dos digitos das unidades na
sequéncia de Fibonacci é diferente de qualquer um dos elementos do conjunto dos
divisores de 60 menores do que 20, isto &, diferente de {1,2,3,4,5,6,10,12,15} e,
tendo em vista que 6765 = Fyy # 0 (mod 10) e 1346269 = F3; # F; (mod 10), o
resultado fica completamente provado.

m

A seguir, vamos demonstrar, utilizando as formulas (1.1) e (1.2), uma proposi¢ao
que relaciona nimeros de Fibonacci com nimeros de Lucas. Ela serd importante na

construcao de formulas fechadas para F,, £ 1.
Proposigao 2.12. Para quaisquer inteiros a e b, temos FyLy = Fyyy + (—1)°F,_y,.

Demonstragio. Sabemos que v = (14+v/5)/2 = (=)™ = 2/(v/5—1) e que f = (—a) .

Dessa forma, utilizando (1.1) e (1.2), temos:

a/a_ﬁa ) X
Fuly = ——5 (a"+ 1)
B Oéa-l—b_ﬁa—l—b_’_aaﬁb_ﬂaab
= @_5
anb _ pa.b
_ g+ Y0
a—p
al _~\—b _ pa/_ 2\-b
B O e )
a—p
Cka_b— a—b
= Fa-‘rb + (_1)b ’ —5 = Fa+b + (_1)bFa—b-

a—f
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A Proposicao 2.12 tera grande importancia no Capitulo 3. A usaremos para fatorar
F,, £ 1, dependendo da classe de restos de m modulo 4. Com ela em maos, podemos
mostrar, de maneira simples, mais um resultado sobre divisibilidade.

O teorema a seguir afirma que, para n par, F), divide a soma de 2n ntimeros con-

secutivos da sequéncia de Fibonacci.

Teorema 2.13. A soma de 2n numeros consecutivos da sequéncia de Fibonacci é

divisivel por F,,¥ n par.

Demonstracao. SejaT = F, 1+ Fyio+---+ F, 19, a soma de 2n nimeros de Fibonacci
consecutivos e seja S, a soma dos primeiros n niumeros da sequéncia de Fibonacci.

Assim, T' = S, 19, — S,. Sabemos, pela Proposicao 1.6, que
Sn:F1+F2+F3++Fn:Fn+2_1

Logo, T'= Fyiont+2 — Fute. Fazendo ¢ = a+n+ 2, p = n e utilizando a Proposi¢ao
2.12, com p—q = ¢ (mod 2), isto &, p par, temos T' = F,— F,_, = L,F}, = Loini2F),
ou seja, F,, divide T. O que mostra o resultado.

O

2.2 Simbolo de Legendre e resultados usando con-

gruéncias modulo p primo.

Vamos agora mostrar trés resultados importantes usando congruéncias para F),, L,
e F,11 modulo p primo. Esses resultados serao essenciais para o proximo capitulo.
Para isso, precisamos relembrar a lei da reciprocidade quadratica de Gauss e o simbolo
de Legendre. Maiores informagoes sobre esses dois tltimos topicos podem ser vistas
em [18] e [21].

a
p

Definicao 2.14. O simbolo de Legendre de a sobre p, denotado por ( ), sendo p primo

e a um nteiro nao miltiplo de p, € tal que:

(a) 1, sexz?=a (mod p) tem solugdo;
p

—1, se x? =a (mod p) nao tem solugao.
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A lei da reciprocidade quadratica é uma poderosa ferramenta para calcular o valor
do simbolo de Legendre e para calcular se um inteiro n é quadrado moédulo p primo.

Abaixo, vamos enunciar a referida lei sem demonstra-la. Em [19], encontram-se trés
demonstragoes, as quais usam respectivamente os conceitos de combinatoria, trigono-

metria e corpos finitos.

Teorema 2.15 (Lei da reciprocidade quadratica). Sejam p e q primos impares distin-

(B))-c

A seguir, vamos apresentar um lema que utiliza a lei da reciprocidade quadratica e

tos. Entao

utilizaremos esse mesmo lema na demonstracao dos Teoremas 2.17 e 2.19.

Lema 2.16. Sejam (g) o simbolo de Legendre e p um primo impar, p # 2 e 5, entao

0)-@p-{ - o

—1, sep=+42 (mod 5).

p—1

- 5=1 p—1 . -1
Demonstragao. Pelo Teorema 2.15, (%) =(=1) 2 "7 (), ouseja, <§) =(=1)""(2).

Uma vez que p é primo impar,(%) = (2).
Agora, observe que

(p=1Gmods) > ()= () -1
p=2(mod5)= (&)= (%) =-1
p=3(mod5)= (&) =()=-1
| p=4(mod5)= (&) =(3)=1

Portanto,

(§>_<I_?>_ I, sep=+1(mod5);
-1, sep==+2(mod?5).

]

Com isso, podemos demonstrar o seguinte teorema que caracteriza F}, moédulo p

primo.
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Teorema 2.17. Seja p um primo impar. Entao F, = (g) (mod p).

Demonstragao. Observe que (P)k! = p(p—1)(p—2)(p—3)---(p—(k—1)) =0 (mod p)
e que p | (2) para 0 < k < p. Disto e de (1.1), temos:

Fo= (@ = ) = (14 VP - (1= VEP)
- A (2 (i)<«3>’“—§(i)<—¢5>'f)
- 2 (s - v
.y Z>5

5% = (g) = () (mod p)

Portanto, F), = (’3’) (mod p). O que conclui a demonstracao.

Teorema 2.18. Se p é um primo impar, entdo L, =1 (mod p).

Demonstragao. Similarmente & prova do teorema anterior, considere (1.2), e lembre-se
que Nk =p(p—1)(p—2)(p—3)---(p— (k= 1)) = 0(mod p) e que p | (}) para
0<k<p.

Dessa forma,
p

Lo s = 3 (DB + (V81 = 5 3 (1)5% = gy = Lwod ),

k=0
Portanto, L, = 1 (mod p).

Teorema 2.19. Temos que F,_; =

primo impar.
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Demonstracao. Sabemos que L, = F, ., + F,,_; para todo n natural.?

Logo,
Ly,=Fyn+ Fp

para todo p primo. Dessa forma, podemos escrever L, das duas maneiras seguintes:

Ly=F,+2F, e L,=2F, —F, Assim, F, | = (LP;FP> e Flpy = (LP;FP).

Sabemos, pelos Teoremas 2.17 e 2.18, respectivamente, que F, = () (mod p) e
L, = 1(mod p). Portanto, substituindo ¥, = () (mod p) e L, = 1(mod p) nas

p 5
1-(8)
2

igualdades anteriores, a demonstracao estd completa, ou seja, F,_; = (mod p) e

1 p
Fo1 = +g5> (mod p).

0
Corolario 2.20. Seja p um nidmero primo. Entao p | Fp_(g).
5

Demonstragao. Basta observar que: Se p = 5, entao p | F,, pois 5|F5. Se (g) = —1,
entdo F,.; = 0(mod p), ou seja p | F,1. E, por ultimo, se (%) = 1, entdo F, | =
0 (mod p), ou seja p | F—1. Dessa forma, sendo p um nimero primo, p | Fp_<p).

2.3 Teoremas auxiliares

Para encerrar esse capitulo, vamos apresentar alguns teoremas envolvendo os ni-
meros de Fibonacci, os nimeros de Lucas e alguns conceitos vistos até agora. Além
disso, vamos fazer um breve comentario sobre somas de s-ésimas poténcias de niimeros

de Fibonacci consecutivos.
Teorema 2.21. L, = F, 1 + F,_1 para todo n natural.

Demonstracao. Vamos demonstrar por inducao. Observe que paran = 1 en = 2
temos: L1 = Fy + Fy e Ly = F5+ FY.

Suponha que Ly = Fj1 + Fj_1 para todo 1 < k < n. Queremos mostrar que

Ln+1 = Fn+2 + F,.

2Essa afirmacdo é facilmente provada por inducdo ou utilizando as férmulas de Binet. Na Secdo

2.3, apresentaremos a demonstragao por indugao.
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Observe que, por hipotese de indugao, sao validas as igualdades seguintes.

Ln,1 - Fn + Fn72- (23)
Ln = Fn+1 -+ anl- (24)

Somando (2.3) e (2.4), obtemos L, 11 = F,2 + F,. O que mostra a validez do

resultado para todo n natural.
m

Analogamente a Proposicao 2.4, vamos demonstrar um resultado que envolve

nimeros de Lucas cujos indices sao dados por uma soma.
Teorema 2.22. L,,., = F,,.1L, + F,,L,,_1 para m e n naturais.

Demonstracao. Vamos usar indugao sobre n. Observe que para n = 1, temos
Lm+1 = FerlLl + FpLo = Fm+1 + 2F,,.

Ou seja, Ly 11 = Fupo + Fy,. Dessa forma a igualdade vale para n = 1, pois vimos no
Teorema 2.21 que L, = F, 1 + F,,_1 para todo n.

Para n = 2, temos Ly,10 = 3F,11 + F, = Flv3 + Fiq1. Logo, pelo Teorema 2.21,
a igualdade também é valida para n = 2.

Queremos mostrar que Ly, (ni1) = Fipny1Lng1 + F Ly,

Supondo o resultado valido para todos os indices menores ou iguais a um certo valor

n, temos que:

Lm—l—(n—l) = Fm+1Ln—1 + Fan—Q- (25)
Lm+n - Fm+1L7’L + Fan_l. (26)

Somando membro a membro as igualdades (2.5) e (2.6), temos:
Lm+(n71) + Lm+n = Fm+1Ln—1 + Fm+1Ln + Fan—2 + Fan—l-

Utilizando a definicao recursiva dos nimeros de Lucas na tltima igualdade e colo-

cando F,,.1 e F,,, em evidéncia, obtemos:
Lm+n+1 = Fm+1Ln+1 + Fo L.

Portanto, pelo principio de inducao Matematica, L,,, = Fyo1Ly, + FonL,_1 para
quaisquer m e n naturais.
]
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Em [3], existe uma generalizagdo do teorema anterior. A ideia é que, dada uma
sequéncia recorrente definida por G; = p, G = ¢, com G, 12 = G, 11+ G, a identidade

seguinte se verifica.
Gern = m+1Gn + Fmanl-

O proximo teorema contém alguns resultados que serao tteis na caracterizacao de
2(F, £1).

Teorema 2.23. Temos que:
a) L, | F,, se, e somente se, n divide m e m/n € par;
b) L, | L, se, e somente se, n divide m e m/n é impar;

n

Ly, se 7 € par e’} € fmpar;
¢) Sed =mdc(m,n) = (m,n), entio (Fy,, L,) =

lou2, caso contrdrio.
d) Fs, =5F>+3(—1)"F,;
6) 3F4n | F12n-

Demonstracao. De fato, para demonstrar a), basta mostrar que L, | F—onk € que
L,tFy,_jparaj=123,...,2n—1.

Pelo Exemplo 2.1, sabemos que Fy, = F,L, de onde segue que L, | Fy,. A
Proposigao 2.6 garante que Fy, | Fy,, Portanto, L, | Fou.

Agora, vamos usar a Proposicao 2.12 para escrever Fy,_; = L,F,_; + (—1)"F_;.
Queremos mostrar que L, { F5,_;. Se L, dividisse F5,_;, entdo dividiria F_;. Mas isto
é claramente um absurdo, pois L, > F, > |F_;|. Portanto L,, { F5,_;. Do exposto,

segue que L, | F,,, se, e somente se, n | m e m/n é par.

Demonstragao de b):

Queremos mostrar que L, | L,, se, e somente se, m = (2k + 1)n.

Pelo Teorema 2.22, fazendo m = 2kn, temos:

L2kn+n = L(2k+1)n = Fan—‘ran + FoppLin—1.
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Assim, para mostrar que L, divide L(ox41), basta mostrar que L,, divide Foy,.

Sabemos, pelo Exemplo 2.1, que Fy, = F,L,. Isso implica L, | Fs,. Por outro
lado, pela Proposigao 2.6, Fy, | Fou,. Portanto L, | Fo,k. De onde segue que L, | Ly,
com m = (2k + 1)n.

Tendo em vista que mostramos em a) que L, | F), se, e somente se, m = 2kn, o

resultado fica completamente provado.

Demonstragao de c):

Para demonstrar c¢), vamos usar a Proposi¢ao 3.7. Observe que, por hipotese, m/d
é par e n/d é impar. Assim, por a) e por b), respectivamente, Ly | Fy, € Lq | L.
Agora, vamos mostrar que Ly = (F),,, Ly).

De fato, seja ¢ um divisor comum de F}, e L,. Assim, basta provar que ¢ | L.

Observe que ¢ | F,, = z(c) | m (pela Proposi¢do 3.7) e, também, ¢ | L, = z(c) | n.

Como, por hipotese, (m,n) = d, temos que z(c) | d = ¢ | Lq.

As demonstracoes dos casos (F,, L,) =2 e (Fy,, L,) = 1 podem ser vistas em |[8].

Demonstracao de d):

BE? +3(-1)"F, = [(a™ = ") +3(—=1)" (" — )]
[a3n - SO[QHﬁn + 30/16271 . 5371 + 3(—1)”0&” o 3(_1)71/371]
[a3n o ﬁ?m o 3(0526)” + 3(0&ﬁ2)n + 3(—1)”0&” o 3(_1)11671]

[a%" — B —3(—a)" +3(~1)"a" +3(=H)" = 3(~1)"8")

Vv
Sao cancelados para qualquer n Também sao cancelados

g

— —[043” _ B?m]

= F3,.

S

Demonstracao de e):

Pelo item anterior, Fia, = 5F;, + 3(=1)"F},, = 5F} + 3Fy,. Queremos mostrar
que 3Fy, | Fian.

Pelo Exemplo 2.9, 3 | Fy,. Assim 3F}, | 5F;,. Dessa forma 3Fy, | 5F; + 3Fy,.
Portanto 3Fy, | Fiay,.

]
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Abaixo, apresentaremos um resultado sobre soma de quadrados de numeros de

Fibonacci consecutivos.
Teorema 2.24. F,f,l + FEL = F5,_1 para todo n natural.

Demonstragio. Sabemos por (1.1) que F,, = (o — ") /v/5, onde @ = (1 ++/5)/2 e
B=(1-V5)/2

Observe que o+ B =1, af = —1 e o — f = /5. Dessa forma:

1

Fﬁ,l + Fi = % (o™ — 5")2 + = (anq _ 5%1)2
= % [aQ" + 52n —2(aB)" + a2 4 ﬁQn—Q _ 2(045)”_1]
= % |:a2n—1 (a+ é) +52n—1 (ﬁ+ %)]
= % [a2n71<oé - 5) _’_621171(6 N Ck)]
= a8y 1 ()] = V2 [t g
1

— ﬁ (a2n—1 - ﬁ2n—1) — F2n—1-
Portanto, F2 | + F? = Fy, 1,Vn € N.
[

Em 2010, Marques e Togbé demonstraram um teorema (ver [14]) envolvendo
somas de s-ésimas poténcias de dois nimeros de Fibonacci consecutivos. A motivacao
do estudo deles foi investigar se as somas de cubos, de quartas poténcias, de quintas
poténcias, ..., de s-ésimas poténcias de dois niimeros de Fibonacci consecutivos tam-
bém eram nimeros de Fibonacci. Eles mostraram que se F,;, + F)7,; ¢ um ntimero de
Fibonacci para infinitos valores de n, entao s =1 ou s = 2.

Em 2011, Luca e Oyono resolveram completamente essa questao (ver [12]) mos-
trando que se s > 2 en > 2entao I + F, | # F,.

No Teorema 2.24, mostramos o caso em que s = 2 usando a férmula de Binet.

O teorema anterior afirma que a soma de dois quadrados de niimeros de Fibonacci
consecutivos ¢ um nimero de Fibonacci. O leitor deve perceber que a Matematica
envolvida na demonstracao do teorema é completamente acessivel ao Ensino Médio e,
dessa forma, esse é mais um exemplo de questao que pode ser trabalhada em sala de

aula para poder explorar, por exemplo, algumas propriedades algébricas.



CAPITULO 3

ORDEM DE APARICAO NA
SEQUENCIA DE FIBONACCI

3.1 Ordem de aparicao na sequéncia de Fibonacci

Nesse capitulo, definiremos a ordem de aparicio de um ntmero natural n na
sequéncia de Fibonacci, denotada por z(n), e demonstraremos formulas fechadas para
2(F, £1).

Vamos mostrar que z(n) estd bem definida e, além disso, vamos caracterizar z(L,).
Também demonstraremos que z(p) < p+ 1 para p primo. Um resultado conhecido que
nao serd abordado no trabalho, mas que tem a demonstracdo detalhada em [20], é que
z(n) < 2n para qualquer n natural. Essa cota superior para z(n) é devida a Sallé.

Outros assuntos também serao abordados, entretanto os citados acima sao os mais
relevantes.

Vimos até aqui varias propriedades das sequéncias de Fibonacci (£),),>0 ¢ dos ni-
meros de Lucas (L,),>0. Elas nos dardo suporte para as demonstragoes a seguir. Para

prosseguir com o conteiido, vamos introduzir o conceito principal deste capitulo.

Definigao 3.1 (Ordem de aparicao). Seja n um ndmero natural e F,, o m—ésimo

'Em 1975, J. Sallé provou que z(n) < 2n para todo inteiro positivo n.
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nimero de Fibonacci. A ordem de aparicdo z(n) de um nimero natural n na sequéncia

de Fibonacci € o menor inteiro positivo k tal que n | Fy.

Em outras palavras, se for conveniente para o entendimento, dado um niimero
natural n estamos interessados em descobrir o menor niimero de Fibonacci Fj que é
multiplo de n e apos essa descoberta afirmar que o indice k de tal nimero de Fibonacci
¢ a ordem de aparigao z(n).

Para avancarmos no trabalho, detalhando a Definicao 3.1, é essencial ter a sequéncia
de Fibonacci em mente. Os 300 primeiros niimeros de Fibonacci podem ser encontrados
em [24].

O primeiro objetivo, em relacao a ordem de aparicao, é percorrer os 100 primeiros
nlimeros naturais e obter as respectivas ordens de aparicao na sequéncia de Fibonacci.

Lembrando quais sao os 22 primeiros nimeros de Fibonacci e com a defini¢cao de

ordem de aparicao, vamos listar alguns valores para exemplificar o que faremos.

n | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

F, 10 1 1 2 3 5 8 13 21 34 95

n (11|12 | 13 | 14 | 15 | 16 17 18 19 20 21

F, | 89 | 144 | 233 | 377 | 610 | 987 | 1597 | 2584 | 4181 | 6765 | 10946

Tabela 3.1: 22 primeiros nimeros de Fibonacci

Temos, por exemplo, que z(1) = 1,2(2) = 3,2(3) = 4,2(4) = 6,2(5) = 5,
2(6) =12, 2(7) = 8,2(8) = 6,2(9) = 12, 2(10) = 15, 2(11) = 10, 2(12) = 12 e 2(13) = 7.

Os valores z(n) listados acima foram todos calculados observando a Tabela 3.1
juntamente com os critérios de divisibilidade. Ao trabalhar em sala a sequéncia de
Fibonacci, o professor pode definir ordem de aparicao e com isso tratar de assuntos
que nao sao do Ensino Médio, mas que precisam de conceitos basicos da Matematica
para serem explorados.

Na Tabela 3.2 estao listadas a ordem de aparicao na sequéncia de Fibonacci dos
100 primeiros nimeros naturais. A partir dela, observaremos alguns padrées e faremos
alguns questionamentos, que posteriormente serao explorados. A tabela seguinte pode
ser encontrada em [6]. L& também sdo encontradas outras conjecturas e demonstragoes

sobre o assunto.
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nlzn)|| n{zn)| n|{zn)| n|zn) | n |=zn)

1 1 21| 8 411 20 || 61| 15 81 | 108
2 3 221 30 || 42| 24 | 62| 30 82 | 60
3 4 23| 24 || 43| 44 | 63| 24 83 | 84
4 6 24 1 12 || 44| 30 | 64| 48 84 | 24
5 5 25| 25 | 45| 60 | 65| 35 85 | 45
6 12 126 | 21 || 46| 24 || 66| 60 86 | 132
7 8 20| 36 | 47| 16 | 67| 68 87 | 28
8 6 28 1 24 || 48 | 12 | 68| 18 88 | 30
9 12 29| 14 || 49| 56 || 69| 24 89 | 11
10| 15 || 30| 60 || 50 | 75 || 70| 120 || 90 | 60
11| 10 || 31| 30 |51 | 36 | 71| 70 91 | 56
12| 12 || 32| 24 || 52| 42 || 72| 12 92 | 24
13| 7 331 20 (83| 27 | 73] 37 93 | 60
141 24 | 34| 9 54 | 36 || 74| 57 94 | 48
15| 20 || 35| 40 |55 | 10 || 75| 100 || 95 | 90
16 12 || 36| 12 || 56 | 24 | 76| 18 96 | 24
171 9 371 19 || 57| 36 | 77| 40 97 | 49
18| 12 || 38| 18 || 58 | 42 || 78| &4 98 | 168
19| 18 || 39| 28 || 59| 38 |79 | 78 99 | 60

20| 30 || 40| 30 || 60| 60 | 8 | 60 | 100 | 150

Tabela 3.2: Ordem de aparicao dos 100 primeiros niimeros naturais
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Observando a Tabela 3.2, alguns questionamentos podem ser feitos. Por exemplo:

Quando z(n) =n?
e Para quais valores de n, z(n) = 2n?

e 2(n) <2n?

Quando Fy, <n < Fii1,2(n) > k+ 27

Se z(m) = z(n) = k, entao z(mmc(m,n)) = k?
e 2(p) < p—+1, para todo p primo?

E importante notar que, pela Definicdo 3.1, se n = F},, entdo z(n) = z(F,,) = m,
m > 3. De fato, dado um niimero de Fibonacci F;,,,m > 3, ele é o seu menor miltiplo
natural.

Na Tabela 3.2, observamos que z(1) = 1,2(2) = 3,2(3) = 4,2(5) = 5,2(8) = 6,
2(13) = 7 e assim sucessivamente. Desse modo z(F},,) estd bem definida.

Outra pergunta essencial é a seguinte: z(n) estd sempre definida? Ou seja, dado
um namero natural n qualquer, sempre existirda um ntimero de Fibonacci F} tal que
n | Fr? Ou ainda, sendo n natural existe um namero de Fibonacci que é multiplo de

n? A seguir demonstraremos esse fato.

Teorema 3.2. Dado um nimero natural n sempre existe um numero de Fibonacci que

¢ mailtiplo de n e, além disso, z(n) < n?+1,¥Vn > 1.

Demonstragdo. Seja n € N e considere S = {(F}, Fiy+1) (mod n)}, .
Como existem apenas n residuos modulo n, S tem no maximo n? elementos distin-
tos. Tomando n? + 1 elementos em S, teremos (F,,, F,,11) = (Fs, Fyy1) (mod n) para

alguns m > s > 0 . Em particular,
Fri1 = Fop1 (mod n) e F,, = F; (mod n).

Subtraindo essas congruéncias e usando a definicao recursiva da sequéncia de

Fibonacci, temos F,,_1 = F;_; (mod n). Repetindo esse processo s vezes, obtemos

Fn_ s=F, s =Fy=0(mod n).
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Observe que m—s > 0 e, portanto, n | F,,_s. Utilizando a Proposi¢ao 2.6, temos que

n | Fps | Fi.(m-s), para todo t € N, ou seja, n divide infinitos nimeros de Fibonacci.

Portanto, pelo principio da boa ordenagao, existe o menor nimero de Fibonacci F; que
¢ divisivel por n. Note que z(n) < n? + 1.

m

Observe na Tabela 3.2 que alguns niimeros naturais distintos tém a mesma ordem de
apari¢do na sequéncia de Fibonacci. Por exemplo, z(6) = 2(9) = 12 = z(mmc(6,9)) =
2(18) = 12. Observe também que z(45) = z(82) = 2(99) = 60.

Seré que podemos afirmar que z(40590) = z(mmc(45,82,99)) = 607

Com o teorema seguinte, vamos mostrar que quando duas ordens de aparicao na
sequéncia de Fibonacci, de dois nimeros naturais distintos m e n, sao iguais a um
numero k, entao a ordem de aparicao na sequéncia de Fibonacci do menor miltiplo

comuin entre esses nimeros m e n também é k.
Teorema 3.3. Se z(m) = z(n) =k, entdo z(mmc(m,n)) = k.

Demonstra¢ao. Suponha que z(m) = z(n) = k, entdo, por defini¢do, m | Fj e n | F}.
Logo mmc(m,n) | Fy. Suponha também que mmc(m,n) | F; com j < k, entdo
m | Fj para j < k. Contudo, uma vez que z(m) = k, por hipotese, a relacdo se-
guinte mmc(m,n) | Fj com j < k é impossivel. Portanto, k ¢ o menor inteiro tal que
mmc(m,n) | Fy, ou seja, z(mmce(m,n)) = k.

]

O resultado anterior pode ser estendido para mais de dois fatores. Com isso
concluimos que z(40590) = 60, ou seja, Fgy é miltiplo de 40.590 e, além disso,
Fio = 1.548.008.755.920 é o menor nimero de Fibonacci que é multiplo de 40.590.

Conhecendo o Teorema 3.3 é possivel calcular, com base na Tabela 3.2, outras
ordens de apari¢do na sequéncia de Fibonacci. Por exemplo, 2(96) = 2(92) = 24,
portanto z(mmc(92,96)) = z(2208) = 24.

Dessa forma, uma atividade que pode ser sugerida em projetos extra classe é justa-
mente explorar outros resultados sobre a ordem de aparicao na sequéncia de Fibonacci.
Esse exercicio trabalhara, entre outros fatos, os conceitos basicos de divisibilidade e me-
nor miultiplo comum.

O corolario a seguir leva em consideracao o fato de dois niimeros consecutivos serem

primos entre si.
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Corolario 3.4. Se z(n) = z(n+ 1) =k, entao z(n(n+ 1)) = k.

Demonstracao. Segue diretamente do Teorema 3.3 e do seguinte fato:
mmc(n,n+ 1) = n(n+ 1).
O

Observe que o coroldrio anterior tem como hipotese um fato nada trivial. Ele
considera que existe solu¢do para a equagdo Diofantina z(n) = z(n + 1). Porém,
quais as condigbes para que z(n) = z(n + 1)? Alguns matematicos conjecturaram
z(n) # z(n + 1) para qualquer ntmero natural n (ver [6]), porém isso é falso. A
demonstracao de infinitas solugdes para z(n) = z(n + 1) ja foi realizada por Luca e
Pomerance (ver [13]).

O objetivo principal desse capitulo é mostrar que existem infinitas solugoes para
z(n) = z(n + 2), mas, antes disso, precisamos de outros resultados auxiliares.

A seguir vamos tratar de quatro proposicoes envolvendo ntmeros de Fibonacci,
numeros de Lucas e ordem de aparicao na sequéncia de Fibonacci. Esses resultados

dardo suporte a demonstragao do teorema que define formulas fechadas para z(F,, £1).
Proposigao 3.5. Se F,, | m, entao n | z(m).

Demonstragao. Por hipotese, F,, | m e, por definicdo, m | F.u,). Logo, Fy, | F.m).
Assim, pelo Corolario 2.8, n | z(m).
]

Proposigao 3.6. Se L,, | m, entdo 2n | z(m).

Demonstragdo. Observe que L, | m e m | F.qy), portanto Ly, | F.gy. Pelo Teorema
2.23 a), L, | Fyomy & n | 2(m) e z(m)/n é par. Portanto, 2n | z(m).
]

Proposicao 3.7. Se n | F,,,, entio z(n) | m.

Demonstra¢ao. No intuito de provar a afirmacao, seja m = z(n) - ¢+ r, onde ¢ e r sdo
inteiros, com 0 < r < z(n). Portanto, pelo Corolario 2.5, obtemos:

(_1)Z(n).qFr = Fsz(n)Jrl - Fz(n)Fm+1-

Observe que, por hipotese, n divide F,, e, por defini¢ao, n | F.,). Assim, n divide

qualquer combinagao linear inteira entre £}, e F.(,), em especial,
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n ’ Fsz(n)+1 - Fz(n)Fm—l—l;

ou seja, n | F,.. Implicando r = 0, pois r < z(n). Logo, m = z(n) - q, ou seja, z(n) | m.
[

Proposicao 3.8. Se az(m) = bz(n), entdo max {z(m), z(n)} | z(mmc(m,n)) | az(m),

para a,b € N.

Demonstra¢ao. Sabemos que n | F.(m). Pela Proposicao 2.6, F.(, | Fy.(n). Logo,
n | Fozim) = Fozmn)-

Por outro lado, m | F.im) | Fasm)- Uma vez que n | Fopny € m | Fo.m) temos
que mmc(m,n) | Fy.on). Dessa forma, pela proposicao anterior, z(mmc(m,n)) divide
az(m). Além disso, observe que max {m,n} | mmc(m,n) | F.immem,n))- Portanto, pela
Proposicao 3.7, max {z(m), z(n)} | z(mmc(m,n)) | az(m).

]

Ainda com base na Tabela 3.2, observamos que entre os 25 nimeros primos p
listados a ordem de apari¢ao z(p) < p + 1. Por exemplo, 2(5) = 5,2(7) = 8,2(11) =
10, 2(13) = 7,2(23) = 24, 2(31) = 30, 2(43) = 44, 2(83) = 84 e 2(97) = 49. Esse fato
é estendido para todos os nimeros primos facilmente. Isso é o que mostraremos na

proposicao seguinte.
Proposigao 3.9. Para todo primo p, vale que z(p) < p+ 1.

Demonstra¢ao. Sabemos pelo Corolario 2.20 que p | pr(g). Logo pela Proposicao 3.7,

z(p) | p— (8). Assim z(p) <p— (&) <p+ 1. ’
O

Ao analisar a Tabela 3.2 é possivel perceber que z(F,, — 1) > 2(F,,) < z(F,, + 1)
para os valores de F,,, (m > 5) listados. Logo abaixo vamos mostrar que esse é um
resultado geral. Para isso o leitor deve lembrar que, pela Definicao 3.1, se n = F,,, é

um nimero de Fibonacci, entao z(n) = z(F,,) = m,m > 3.
Proposigao 3.10. z(F,, — 1) > z(F,,) < 2(F,, + 1) para m > 5.

Demonstracao. Seja z(F,, — 1) = k. Entao, pela Defini¢do 3.1, F,, — 1 divide F}, ou
seja, existe um inteiro a > 2 (pois nao existem nimeros consecutivos de Fibonacci
maiores que 3 ) tal que Fy, = a(F,, — 1). Assim, F, > F,,, pois a > 2, o que implica
k > m = z(F,,). Portanto, z(F,,, — 1) > z(F,).
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Analogamente, suponha que z(F,, + 1) = [, entdo F,, + 1 divide F] e, portanto,
F,,+1 < F. Isso implica F},, < F}, ou seja, m = z(F,,) < l. Assim, z(F,;,) < z(F,,,+1).
Dessa maneira, z(F,, — 1) > z(F,,) < z(F,, + 1).

]

Em um artigo recente (ver [15]), Marques provou que existem infinitos nimeros
naturais n que nao sado nimeros de Fibonacci, porém z(n + 1) > z(n), ou seja, esses
nimeros naturais se comportam como niameros de Fibonacci.

A seguir vamos mostrar que dado um nimero natural n entre dois niumeros de
Fibonacci F}, e Fi.1, entdo z(n) > k + 2.

Proposicao 3.11. z(n) > k + 2 para todo n pertencente ao intervalo (Fg, Fji1).

Demonstracao. Por hipdtese, n > 3 é um nimero natural tal que Fy, < n < Fjiq.
Suponha que z(n) = j. Pela Defini¢do 3.1, n | Fj, ou seja, F; = a-n para algum inteiro
a. Por outro lado Fy, 1 = Fi+F;_1 < 2F;. Uma vez que a # 1, pois n nao é um nimero
de Fibonacci, segue que a > 2. Portanto F; > n > Fj,. Assim F; = a-n > 2F, > Fj4;.
Logo F; > Fii1, ou seja, j = z(n) > k + 1. Portanto, z(n) > k + 2.

m

3.2 Infinitas solugoes para z(n) = z(n + 2) e férmulas

fechadas para z(F,, £ 1)

Sabendo que a ordem de aparicao na sequéncia de Fibonacci estd bem definida,
podemos pensar em encontrar formulas fechadas para z(n).

O objetivo desta secdo é demonstrar que existem infinitas solucbes para z(n) =
z(n + 2) e caracterizar z(F,, £ 1). Para isso precisaremos olhar para m moédulo 4.
Desse modo, detalharemos cada um dos casos: z(Fyy, £ 1), 2(Fyni1 £ 1), 2(Fipnio £ 1)
e 2(Fymis £ 1).

O caso z(Fyni2 = 1) sera subdividido em outros dois, a saber: z(Fg,.0 £ 1) e
2(Fgmie £ 1), devido a equivaléncia das classes de restos na divisdo de m por 4 e por
8, respectivamente.

Em uma parte da demonstracao do Teorema 3.14 precisaremos da definicao da
ordem p—adica de um ntmero natural, assim como precisaremos de um resultado que

descreve a ordem p-adica de niimeros de Fibonacci. Vamos nos limitar a citar o teorema
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sem realizar a demonstracao. A prova completa do Teorema 3.13, sobre a ordem p—

adica, pode ser encontrada em [9].

Definicao 3.12. A ordem p-ddica de um ndmero natural v, denotada por vy(r), € o

expoente da maior poténcia de um primo p que divide r.

A ordem p-adica de um niamero de Fibonacci foi completamente caracterizada, mas

para os nossos objetivos é suficiente o teorema seguinte.

Teorema 3.13. Para n > 1, temos:

0, sen=1,2 (mod 3);
() 1, sen =3 (mod 6);
Vo\l'n) =
3, sen =6 (mod 12);
| 2(n) +2, sen =0 (mod 12).
v3(n) +1, sen =0 (mod 4);
Vg(Fn) =

0, caso contrdrio.

Com as breves consideragoes iniciais acima, e tendo como base alguns resultados
abordados nesse texto, estamos prontos para demonstrar o principal teorema desse
trabalho. Observe que além de caracterizar z(F,, = 1) o teorema seguinte demonstra

que existem infinitas solugoes para z(n) = z(n + 2).
Teorema 3.14. Temos:
a) 2(Fyn £1)=2(4m?* — 1), se m > 1;
b) 2+ z2(Fyms1 — 1) = 2(Fymyr + 1) =4m(2m + 1), se m > 1;
c.1) z(Fgmio+1) =8m(2m+ 1), se m > 1;
c.2) z(Fgmio — 1) =12m(2m+1), se m > 1;
c.3) z(Fgmie +1) =12(m +1)(2m + 1), se m > 0;
c.4) 2(Fgmie — 1) =8(m+1)(2m + 1), se m > 0;

d) 2 2(Fymys — 1) = 2(Fypes +1) =4(m +1)(2m + 1), se m > 1.
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Demonstracao. Em primeiro lugar, observe que a Proposicao 2.12 fornece imediata-
mente fatoracoes para F,, £ 1, dependendo da classe de m modulo 4: F,, £1 = F, - Ly,
onde 2a,2b € {m +1,m + 2}.

Para demonstrar a), considere, na Proposi¢ao 2.12, a = 2m + &1 e b = 2m + &9,

onde £1,e9 € {£1} sao distintos. Assim, obtemos:
F2m+s1 : L2m+sg = Fyp = 1.
Note, pelo Exemplo 2.1, que

F2(2m+51)(2m+52) = F(2m+51)(2m+52) ) L(2m+s1)(2m+52)

e note também, pela Proposigao 2.6 e pelo Teorema 2.23 b), respectivamente, que

F2m+s1 ’ F(2m+61)(2m+€2) € L2m+82 ‘ L(2m+61)(2m+€2)-

ASSiITl7 F4m t1= F2m+61 : L2m+62 | F(2m+£1)(2m+52) : L(2m+51)(2m+52)- Sabemos que

Flomyey)@m+es) * Lemter)@mtes) = Fo@meer)@mtes) = Foam2—1),

logo Fim £ 1 | Fyum2_1y. Portanto, pela Proposicao 3.7, z(Fu, + 1) | 2(4m? — 1).

Dessa maneira,
2(Fym £ 1) < 2(4m? —1).

Por outro lado, ambos Fb,+c, € Loy, dividem Fj,, £ 1. Logo, pela Proposicao
3.5, obtemos que 2m + &1 | z(Fy, = 1) e, pela Proposi¢ao 3.6, temos que 2(2m + &)
divide z(Fy,, = 1).

Uma vez que mdc(2m + €1, 2(2m + &3)) = 1, entao 2(4m?* — 1) | 2(Fy, = 1). Dessa
forma, z(Fy,, 1) > 2(4m? —1).

Observando que 2(4m? —1) < 2(Fy,, £1) < 2(4m? —1) temos a igualdade desejada,
isto &, 2(Fyy, £1) =2(4m? — 1), se m > 1.

Na demonstracgao de b) e d) facamos, na Proposicao 2.12, a = 2m+¢c; e b = 2m+¢o,
onde £1,e9 € {£1} sdo distintos, e 6 € {0,2}. Dessa forma,

Fomi1 - Lomts = Famy14s +1 € Fopis - Lopi1 = Famyi4s — 1.

Vamos considerar separadamente os casos Funi1456 +1 € Fnpiis — 1
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O caso: Fypni116 + 1.

Observe, pelo Exemplo 2.1, que

Fami1yemts) = Flomi)@em+s) * Lemt1)@mts)-

Além disso, note, pela Proposicao 2.6, que Fopy1 | Flomi1)(2mts) € Dote também

que, pelo Teorema 2.23 b), Lom+s | L2mt1)(2m-+s)- Assim,
Fomi1 - Lomts = Famyi1s + 1| Floms1)@m+o) - Lemt1)@m+s) = Fa@m+1)@m+9),

ou seja, Fimii4s + 1| Fomi1)@mts)-
Portanto, pela Proposicao 3.7,

Z(F4m+1+5 + 1) ’ 2(2m + 1)(2m + (S)
e, dessa forma,
2(Fams146 +1) < 2(2m +1)(2m + 6).

Por outro lado, ambos F5,, 11 € Lop,ys dividem Fjy,, 1145 + 1. Logo, pela Proposi¢ao
3.5, temos que 2m + 1 | 2(Fyni14s + 1) e, pela Proposigao 3.6, obtemos que 2(2m + §)
divide z(Fyni146 +1).

Uma vez que o mde(2m + 1,2(2m + §)) = 1, temos que

22m+1)2m +0) | 2(Fams146 + 1),
de onde segue que
22m +1)(2m +0) < z(Fyni146 + 1).
Levando em conta a desigualdade
22m +1)2m +0) < z(Fyny146 + 1) <2(2m + 1)(2m + 0),

temos que z(Fypi146 + 1) = 2(2m + 1)(2m +9).
Agora basta considerar os valores de §.
— Se 0 =0, entao

2(Fams1 +1) =202m + 1)(2m) = 4m(2m + 1),

finalizando o caso positivo de b).
— Se § = 2, entao

2(Fymys+1) =22m+1)2m+2) =4(m+ 1)(2m + 1),

o que demonstra a parte positiva de d).
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O caso: Fypi105 — 1.

O caso Fyni145 — 1 tem uma andlise diferente, porque Lopi1 1 Lam+1)(2m+s) Uma
vez que (2m 4+ 1)(2m + 9)/(2m + 1) é par, conforme o Teorema 2.23 b).
Note, pelo Teorema 2.23 a), que
L2m+1 | F(2m+1)(2m+§)-

Além disso, note, pela Proposicao 2.6 , que

Fomts | Flams1)(2m+6)

e, observe também, pelo Teorema 2.23 ¢), que mdc(Fop,is, Lomi1) = 1. Assim,

Lom+1 - Fomes | Flom+1)@m+s)-

Mas Fops - Loms1 = Fams145 — 1, de modo que

(Famt1+6 — 1) | Flom+1)2m+6),
de onde segue, pela Proposicao 3.7, que z(Fyni146 — 1) | (2m+1)(2m +§), fornecendo
Z(F4m+1+5 — 1) S (2m + 1)(2m + 5)
Por outro lado, vimos que Fb,1s - Lomi1 = Fini116 — 1, ou seja, ambos Fy,,i5 €

Loty dividem Fjyp, 1456 — 1. Observe, pela Proposicao 3.5, que
2m + ) | Z(F4m+1+5 — ].)

Observe também, pela Proposigao 3.6, que 2(2m + 1) | 2(Fynt145 — 1).

Visto que o mdc(2m+1,2m+46) = 1, temos que (2m+1)(2m+90) | 2(Fynt146 — 1),
ou seja (2m+1)(2m+9) < z(Fyni14+5 — 1). Das duas desigualdades encontradas segue
o resultado z(Fyni116 — 1) = (2m + 1)(2m + 9).

—Se d =0, entdo z(Fyme1 — 1) = (2m)(2m + 1), o que equivale a

2 2(Fyme1 — 1) =4m(2m + 1),

mostrando o caso negativo de b).

— Se § = 2, entao
2(Fymys — 1) = (2m+1)(2m+2) =2(m+ 1)(2m + 1),
0 que é equivalente a parte negativa de d).
Agora vamos mostrar a letra ¢). Vamos dividir a demonstragdo em duas partes.

Primeiramente vamos mostrar os itens c.1) e c¢.4) e, em seguida, vamos demonstrar os

casos ¢.2) e ¢.3).
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Os casos: Fgpio+1e Fgpig— 1.

Seja 6 € {0,4}. Pela Proposi¢ao 2.12, com a = 4m + 2 e b = 4m + 4, temos:

Fumio Lamis = Fymyors + (=1 . Fy 5 o que pode ser reescrito como

Fymt2  Lamys = Fymyors + (—=1)4,

4m+9 & positivo.

uma vez que F o = —1e (—1)

Note, pela Proposicao 2.6, que Fyyyo divide Flumio)yam+s) € que Lyyys também
divide Flam+2)(am+s) = Fo@m+1)(am+s), Pelo Teorema 2.23 a).

Por outro lado, observe que d = mdc(4dm + 2,4m +0) =2, (dm +2)/d =2m + 1
(impar) e (dm +9)/d = (4m +6)/2 =2 (m + §/4) (par). Portanto, o Teorema 2.23 c)
implica mdc(Fyn12, Lamts) = 1 ou 2. Vamos mostrar que mdce(Fypni2, Lamis) = 1.

Suponha que ambos Fjy,, 12 € Lyy,is sejam pares. Assim, os Exemplos 2.9 e 2.10
garantem respectivamente que 3 divide 4m + 2 e 3 divide 4m + 9. Desse modo, 3 divide
qualquer combinagdo linear entre 4m+2 e 4m+4, como por exemplo, 3 | (—2) € {£2}.
Mas isto é um absurdo! Logo, mdc(Fyni2, Lam+s) # 2, ou seja, mde(Fyn 12, Lamts) = 1.

Sabendo que Fj,10 € Lyyis sa0 primos entre si, podemos afirmar que

Fymaors + (—1)* = Fuynio - Lamss | Fo@ms1)@meto)-
Portanto, pelo Teorema 3.7, z(Fymiois+(—1)%4) | 2(2m+1)(4m+9), o que implica
2 (Fymyots + (—1)%%) < 2(2m + 1)(4m + 9).

Para a desigualdade oposta, observe que

Fomir | Foms1) = Famso | Famyo+s + (—1)5/4-

Assim, pelo Teorema 3.5 , 2m + 1 | 2(Fgmyiois + (—1)%%). Observe também que
Lymys divide Fgpio.5 + (—1)%* e assim, pelo Teorema 3.6, obtemos que 2(4m + J)
divide 2(Fgnya4s + (—1)%4).

Novamente usamos o fato que mdc(2m + 1,2(4m + §)) = 1 fornecendo que
2(2m + 1)(dm + 0) | 2(Fgmizts + (—1)%/*). Logo,

2(2m + 1)(4m + 6) < z (Fymyors + (—1)%/4).

Assim, obtemos a igualdade z(Fg o045 + (—1)%%) = 2(2m + 1)(4m + 6).

—Se 6 = 0, temos z(Fgmiz + 1) = 2(2m + 1)(4m) = 8m(2m + 1),m > 1, como
queriamos.

—Se § =4, temos z(Fypi6 — 1) =22m +1)(4m+4) =8(m+ 1)(2m + 1), m > 0,

e a relacao esta provada.
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Os casos Fgnio—1e Fgpnig+ 1.

Seja 0 € {0,4}. Pela Proposi¢ao 2.12, com a = 4m + § e b = 4m + 2, temos:
Fimys - Lamy2 = Fymyogs + (_1>4m+2 “Fs_ 9 = Fgmyoys + (_1)(6_4)/4- Note que ambos
Fimis € Limyo dividem Flums)2m+1), pela Proposicao 2.6 e pelo Teorema 2.23 a),
respectivamente.

Observe que mdc(4dm + 6,4m + 2) = 2, (4dm + 9)/2 = 2(m+46/4) é par e
(4m +2)/2 = 2m + 1 é impar. Entdo, pelo Teorema 2.23 c),

de(F4m+67 L4m+2) = Lmdc(4m+6,4m+2) = Ly = 3.

Dessa forma, Fimys -+ Lamy2 | 3Famts)@m+1). Observe que (4m + 6)(2m + 1) é
multiplo de 4, assim, pelo Teorema 2.23 e), 3F um+s)2m+1) | F3am+6)(2m+1)-

Isso implica (Fypiars + (—1)0H/4) | F3(4m+s)(2m+1)- Portanto, pelo Teorema 3.7,
2 (Fympots + (=1)O79/) | 3(4m + 6)(2m + 1).
Por outro lado, a fatoracio de Fyio4s + (—1)0~4/4 fornece que (4m +0)(2m + 1)
divide z(Fygmyo4s + (—1)0=4/%) | Assim, podemos concluir que:

2 (Fsmaoss + (—1)094) € {(4m + 6)(2m + 1),3(4m + 6)(2m + 1)} com m > 1.

Agora ¢ suficiente provar que z(Fgpio4s 4+ (—1)09/1) ¢ Flum+6)(2m+1)- Provaremos
utilizando reducao ao absurdo.
Suponha que exista um inteiro ¢ tal que Flami)@mr1) = t(Fsmyars + (—1)0~D/4).

Fatorando o lado direito da igualdade anterior obtemos:

Flam+s)@m+1) =t Famys - Lamyo.

Tendo em vista o Exemplo 2.1 e multiplicando a ultima igualdade por Fj,, 2, temos:

Flumisyems1) - Famy2 =t Famys - Lamyo - Famy2 = Famys - Famya,
o que fornece vs (F(4m+5)(2m+1)) > v3 (Fymas - Fymea). Entretanto, o Teorema 3.13
afirma que v (Flumts)@mt1)) = v3 ((4m 4 6)(2m + 1))+1, enquanto v (Fipts - Fymaa) =
Us(Famis) + V3(Fgmya) = v3(dm+6) + 1+ v3(8m+4) +1 = v5((dm+6)(2m+ 1)) + 2,
ou seja, V3 (F(4m+5)(2m+1)) < v3(Fymss - Famya). O que & um absurdo!

Assim, (Fymaoss + (= 1))t Flumss)@eme).-
Portanto, obtemos que

2 (Fympots + (—1)079/) = 3(4m + 6)(2m + 1).
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Para terminar a demonstragao, observe que

—Se 0 =0 entdo z(Fgmio — 1) =3(dm)2m + 1) = 12m(2m + 1),m > 1.

—Se 0 =4, temos 2(Fgpie + 1) =34m+4)2m +1) =12(m+1)(2m+1),m > 0.
[

De posse do resultado anterior, podemos verificar para alguns valores de m, dire-
tamente pelas formulas deduzidas, a ordem de aparicao na sequéncia de Fibonacci de
alguns nlimeros naturais encontrados na Tabela 3.2.

Por exemplo, para m = 0,1 ou 2, encontramos os seguintes valores: z(4) = 6,
2(6) = 12,2(7) = 8,2(9) = 12,2(12) = 12,2(14) = 24,2(20) = z(22) = 30,
2(33) = 20, 2(35) = 40, z(54) = 36, 2(56) = 24, 2(88) = 30 e z(90) = 60.

Se observarmos atentamente a afirmacao em a), do Teorema 3.14, perceberemos
que existem infinitos valores de n que sao solugdes da equacao z(n) = z(n+2), a saber
n = Fy, —1,¥m > 1. Vimos, por exemplo, que z(20) = z(22) = 30.

Luca e Pomerance mostraram recentemente (ver|13]) que existem infinitas solugoes
para a equagao Diofantina z(n) = z(n + 1). Nesse sentido, uma pergunta em aberto,

até a publicacao desse trabalho, é se existe solucdo para z(n) = z(n+ 1) = z(n + 2).
Coroléario 3.15. Para m > 1, temos que z2(F%,, — 1) = 2(36m? — 1).

Demonstragdo. Pelo Teorema 3.14, 2(n) = z(n+2) = 2(36m?* — 1), onde n = Fia,, — 1.
Observe que mmc(n,n + 2) = n(n + 2), uma vez que n é impar.
Pelo Teorema 3.3, temos que z(n) = z(n + 2) = z(mmc(n,n +2)) = z(n(n +2)) =
2((Fiam — 1)(Fiam + 1)) = 2(F5,, — 1) = 2(36m?* — 1).
[

Para encerrar esse capitulo, temos o seguinte resultado que caracteriza z(L,). Em

geral, o teorema seguinte nos dara z(F,, - L,,), dadas algumas condic¢oes para m e n.

Teorema 3.16. Se m e n sao inteiros positivos, com m impar, n > 1 e mde(m,n) = 1,

entdo z(Fy, - L,) = 2mn. Em particular, z(L,) = 2n, para todo n > 1.

Demonstracao. Por hipotese, m é impar. Assim, o Teorema 2.23 b) garante que L,
divide L,,,. Igualmente, a Proposi¢ao 2.6 nos informa que F), | F.,. Desse modo,
Fo - Ly | Fon - Linn = Foppn. Portanto, pela Proposicao 3.7, z(F,, - Ly,) | 2mn.

Por outro lado, uma vez que F,, | Fy, - L, e Ly, | F,,, - L,,, as Proposi¢oes 3.5 e 3.6

nos informam, respectivamente, que m | z(F,, - L,) e 2n | z(F,, - L,,). Agora, observe
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que mdc(m,n) = 1, por hipotese, e m é impar, logo mdc(m, 2n) = 1, o que nos permite
afirmar que 2mn | 2(F,, - Ly).

Dado que 2mn | z(F,, - L,) | 2mn, obtemos z(F,, - L,) = 2mn. Tomando m = 1,
encontramos z(L,,) = 2n.

]

Recentemente, Marques publicou uma série de artigos sobre a ordem de apari¢ao na
sequéncia de Fibonacci. Entre tantos resultados descobertos ele caracterizou z(n) = n
e z(n) = 2n.

Ele mostrou que z(n) = n se, e somente se, n = 5* ou n = 12 - 5. E também
mostrou que z(n) = 2n se, e somente se, n = 6 - 5~.

Dessa forma, os inicos niimeros naturais n que tém a ordem de apari¢ao na sequén-
cia de Fibonacci igual a 2n sao 6,30, 150,750, ...,6- 5%, ...



CAPITULO 4

APLICACOES AO ENSINO MEDIO

Nesse capitulo, vamos fazer algumas consideragoes sobre a aplicacao da teoria ele-
mentar dos niimeros as séries finais do Ensino Médio e propor algumas questoes que
também podem ser trabalhadas, explorando propriedades algébricas, com alunos do
Ensino Fundamental.

O professor interessado pode apresentar aos seus alunos atividades onde eles exer-
citem a capacidade de conjecturar (isso foi feito, no desenvolvimento do texto, ao
observar a Tabela 3.2 e alguns padroes que la estavam). A partir dessas conjecturas e
tendo como ajuda o conhecimento do docente, varios caminhos podem ser trilhados.

Encerrando o trabalho, colocaremos no apéndice uma lista de problemas que, jun-
tamente com os demais topicos trabalhados, nos capitulos anteriores, podem ser tteis

em sala de aula.

4.1 Pequeno teorema de Fermat

A primeira consideracao importante a ser feita é sobre o pequeno teorema de Fermat
(PTF), o qual afirma que a”? = a (mod p), com a inteiro e p primo. A demonstragao
dele é acessivel ao Ensino Médio e o estudo das congruéncias e suas aplicagoes é bastante
interessante.

Esse topico da teoria dos ntimeros gera bastante interesse pela simplicidade do seu
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enunciado e pelo poder teodrico que ele tem. Defendemos que ensina-lo é interessante e
as possibilidades de trabalho a partir dai sao diversas.

Se o professor tiver tempo para trabalhar a definicao de congruéncia e as propri-
edades que a relacao de congruéncia tem, o PTFE “fechard com chave de ouro” essa
abordagem sobre a teoria dos ntimeros.

Nesse sentido, vamos citar um exemplo de questao cobrada em vestibulares, que
aborda conceitos sobre divisibilidade. No primeiro instante, a resolveremos com con-

ceitos trabalhados no Ensino Fundamental e posteriormente a resolveremos usando o

PTF.

Exemplo 4.1 (UFMT). Sobre o mimero natural n = 29 — 1, considere as sequintes

afirmativas:

I — n é um multiplo de 31.
Il — n é um maltiplo de 5.
IIT — n € um numero primo.

IV — n é um numero par.
Estao corretas as afirmativas:

Primeira solugao: (Utilizando conceitos trabalhados no Ensino Fundamental).

Vamos simplesmente fatorar n. Lembrando que a®* — 0> = (a — b)(a + b), com
a,b € R, temos:

n=2%_-1
_ (220)2 =20 1P 4 1) = <(210)2 B 1) (220 1 1)
=1+ +1)=2°-1)(2°+ )R +1)(2*° +1)
= (31)(33)(1025)(2%° + 1) = 5(31)(33)(205)(2* + 1).

Portanto, as afirmativas corretas sao [ e II.

Segunda solugdo: (Utilizando o Pequeno Teorema de Fermat).

Observe, pelo PTF, que 23 = 1 (mod 31). Multiplicando a congruéncia por 2%,
temos 2% = 2! = 1 (mod 31). Portanto, 31 | 20 — 1, ou seja, a afirmagao I esté

correta.
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Analogamente, observe que 2* = 1(mod 5). Elevando a congruéncia a 10, temos
210 =1 (mod 5), ou seja, 5 | 2° — 1. Portanto, a afirmagao IT também esta correta.

Claramente nas duas soluc¢oes n nao é primo e também nao é par.

O objetivo do exemplo anterior é que o professor, que esteja lendo esse trabalho,
se sinta motivado a ir além na sala de aula. Tanto no método da fatoragdo, como
utilizando o PTF, existe o fato interessante de o aluno conseguir descobrir propriedades
do nimero n = 2% — 1 sem o auxilio de uma calculadora. Sem contar o fato de que,
em uma calculadora comum, o ntiimero 2° — 1 nao caberia no visor. Mas, apesar disso,
com o suporte que a teoria matematica oferece, o aluno consegue tirar suas proprias
conclusoes.

Ainda com a 6tica sobre o estudo das congruéncias, observe o segundo exemplo

dessa sec¢ao.

Exemplo 4.2. Qual o dltimo digito de 32°1 ¢

Primeira solugao: (Observando padroes).

Formato do expoente 4qg | 4q+1 | 4q+2 |49+ 3

Ultimo digito da poténcia de 3 | 1 3 9 7

Tabela 4.1: Padrao das poténcias de 3

Tendo em vista que 2015 tem a forma 4q + 3 segue que 3?°!° termina em 7.

Segunda solugao: (Utilizando o binémio de Newton)

Observe que 32 = 10 — 1. Elevando a igualdade a 1007, temos:

32014 — (10 _ 1)1007

1007
_ Z <1O]<;07> 10k(_1)1007—k

k=0
= 10-A+ (10007> 100(—1)10"

= 10-A—-1.

Multiplicando por 3 a igualdade 32°'* = 104 — 1, obtemos 3?°'® = 10B — 3.

32015

Portanto, é¢ um multiplo de 10 menos 3 unidades. Ou seja, termina em 7.
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Terceira solugdo: (Utilizando congruéncias)

Observe que 3* = 1(mod 10). Elevando a congruéncia a 503, temos (34)°" =
1 (mod 10), ou seja, 3*12 = 1 (mod 10). Multiplicando por 32, obtemos 3*1% = 27 =
7 (mod 10). Portanto, o altimo digito de 32°1° é 7.

Em [7], ha excelentes questoes e exemplos sobre congruéncias. O leitor interessado
deve se esforcar para conhecé-los. Para encerrar essa secao, demonstraremos o Pequeno

Teorema de Fermat.
Teorema 4.3 (PTF). Se a € Z e p um nimero primo, entdo a”? = a (mod p).

Demonstragdo. Se p = 2, temos a®> = a (mod 2), pois a® e a tém a mesma paridade.
Suponha p um primo impar e, sem perda de generalidade, a > 0. Vamos usar
inducgao sobre a.
O resultado é verdadeiro para a = 0, pois p | 0.
Suponha que a? = a (mod p), queremos mostrar que (a + 1)? = a + 1 (mod p).

Sabemos, pela formula do Binémio de Newton, que

(a+1)1’:ap+<719>ap‘1+---+ (pfl>a+(i).

Subtraindo (a — 1) em ambos os lados da igualdade acima, temos:
(a+1)P—(a+1)=0a"—a+ (p)a”‘1+---+ ( b )a.
1 p—1
Pela hipotese de inducao, a? — a é divisivel por p, e sabemos que os ntimeros (f),

onde 0 < i < p, sdo todos miltiplos de p. Portanto, (a + 1)’ = a + 1 (mod p).
]

4.2 Sugestao de atividades e problemas

Para introduzir uma aula sobre sequéncias numeéricas, o professor pode seguir o
roteiro abaixo. Essa atividade gera muita curiosidade em sala de aula.

Em primeiro lugar o professor deve pedir para cada aluno da turma individualmente
escolher dois nimeros ny,ny quaisquer (podem até ser ntimeros reais). Os alunos
escolhem esses dois ntimeros e nao falam pra ninguém, anotando-os no caderno.

A partir dai, trabalhando a ideia de sequéncias recursivas, o professor pede que eles

escrevam os outros numeros, a partir do terceiro nimero — n3 — como soma dos dois
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numeros anteriores, parando no décimo. Ou seja, n3 = ns+ny,ngy = ng+nso, ..., N1y =
Ng + Ng.

Nesse instante o professor lanca o desafio, dizendo que é capaz de saber o valor da
soma (S1g = ny + ng + -+ + nyg) dos 10 nameros de algum aluno, sem conhecé-los,
antes que o proprio aluno o faga.

Note que, dessa forma, o professor nunca conseguiria descobrir o valor da soma.
Mas essa afirmacao do professor deixa a turma curiosa.

Para conseguir descobrir o valor Sy, ele (o professor) precisa saber apenas o valor
do sétimo nimero n;. E para dar prosseguimento ao desafio, pede que algum aluno
informe somente o valor de n; e com isso descobrird o valor da soma Sjg antes mesmo
que o proprio aluno consiga efetuar o célculo.

Uma vez que o aluno deve provavelmente somar os 10 valores e o professor so ira
efetuar uma multiplicagdo por 11, ou seja 11n; (o que é muito simples), inevitavelmente
a turma ficard impressionada com a rapidez do professor.

Posteriormente a essa breve explanacao o professor deveréd instigar os alunos a
descobrirem o porqué do truque funcionar.

O que foi dito acima pode ser resumido no problema seguinte.

Exemplo 4.4. A soma de 10 ndmeros consecutivos de uma sequéncia recursiva como
a de Fibonacci, respectivamente sequéncia dos numeros de Lucas, € igual a 11 vezes o

sétimo numero entre os 10 listados.

Solucao. Sejam ny; = a e ny = b dois nimeros consecutivos de uma das referidas

sequéncias. Dessa forma,

ng, = a
ny = b

ng = a-+>b
ng = a+2b
ns = 2a-+3b
ng = 3a-+ 5b
ny = ba+ 8b

ng = 8a+13b
ng = 13a+ 21b
Nip = 21a + 34b.
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Assim a soma S1g = ny + - - - +njo dos 10 ntmeros consecutivos & S1g = 5ba + 88b =
11(5a + 8b) = 11n7;. O que mostra o porqué do truque funcionar.

Para motivar a interdisciplinaridade entre conceitos matemaéticos o professor pode
usar o exemplo a seguir.

Observando os nimeros ¢ = (1—1-\/3)/2, ®—1 = ¢ e construindo um paralelepipedo
com medidas 1,¢ e ®, conhecido como tijolo de Fibonacci, encontramos uma relagao
interessante entre os ntimeros irracionais m e ® ao inscrever esse sélido em uma esfera

de raio 1.

Exemplo 4.5. Mostre que a razao entre a drea da esfera que circunscreve o tijolo de

Fibonacci e a drea do tijolo € igual a w/®.

Figura 4.1: Tijolo de Fibonacci

Solucao. De fato, o raio R da esfera é igual & metade da diagonal do paralelepipedo.

Calculando esse valor, temos:

o2 2+1
p_ VPP

2

PP (P-1)241

B 2

V29220 +2

B 2

/2P -9 +1) 1
2

Como o raio R da esfera é igual a 1, a adrea da esfera ¢ igual a 4m. Observe que a
area do tijolo de Fibonacci é dada por 2(®¢ + ® + ¢) = 2(1 + +/5). Assim,

SEsfera 47 2 T T

STijolo B 2(1 + \/5) 1 + \/5 B 1+V5 5

2
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Por dltimo, para poder trabalhar a ideia da demonstracao por absurdo e para
mostrar, de maneira simples, a beleza da teoria dos ntmeros, vamos “mostrar’ que
todos os niimeros naturais sao notaveis. A nossa motivagao serd um trecho de um livro

(ver [22]) que transcreveremos a seguir.

“Certa vez, o grande matematico inglés Hardy foi visitar, em Londres,
o célebre matematico indiano Ramanujan. Ao chegar Hardy comentou
que o tadxi em que viera ostentava um niumero completamente desinte-
ressante, a saber, 1729. Ramanujan imediatamente replicou: ‘Mas como
assim, desinteressante? O nimero 1729 é o menor natural que pode ser
escrito de duas maneiras diferentes como soma de dois cubos.” De fato,
1729 = 13 + 123 = 93 + 1037

Exemplo 4.6. Todo nimero natural é notdvel.

“Demonstracao.”

Suponha que exista um conjunto de nimeros naturais nao notaveis. Esse conjunto,
necessariamente possui um elemento minimo, nao notavel n, pelo principio da boa or-
denagao (PBO). Logo esse elemento possui uma caracteristica especial entre todos os
outros, passando a ser interessantissimo. Mas isto é uma contradi¢ao, pois o conjunto

formado, por hipotese, era de ntimeros nao notaveis. Portanto n é notavel!

As consideracgoes feitas no trabalho nao esgotam as discussoes sobre a aplicagao
de novos conceitos aos estudantes. E também, de nenhuma forma, elas sao a melhor
maneira para se trabalhar algum contetido. Elas servem como exemplo para quem tiver
interesse no assunto.

Em geral, a maior esperanca com o que foi apresentado é que o leitor tenha a
mesma dedicacao pela melhoria da educacao no Brasil como o estudante que escreveu
esse texto.

No apéndice A estao algumas questoes que podem ser trabalhadas no Ensino Médio

ou Ensino Fundamental.



CONSIDERACOES FINAIS

O grande diferencial desse texto pode ser percebido no Capitulo 3. Nele é abor-
dado um assunto completamente fora da matriz curricular do Ensino Médio, porém as
demonstragoes sao feitas tendo como base conceitos de divisibilidade que podem ser
aprofundados perfeitamente por alunos que estejam dispostos a estudar Matematica.

E importante destacar que o conhecimento abstrato, utilizado nas demonstracoes
matematicas, desperta no aluno uma capacidade de anélise critica e de argumentacao
consistente. Isso ajuda em todos os campos da formacao do saber.

Em um contexto da educacao em que se pergunta qual o papel da Matemética na
vida social, enxerga-la como reflexo do desenvolvimento humano nos permite entender
que a busca pelo novo é incessante. De tal forma que a cada dia o professor deve se
motivar para o trabalho e com isso ser luz para a vida dos jovens em formacao.

Essa pesquisa me propiciou isso. Tanto pude vivenciar a Matematica como um
celeiro de descobertas, como pude ver crescer novos conhecimentos, naqueles alunos
que tive, durante a realizacao desse mestrado profissionalizante. Termino o curso com
a sensacao de um dever cumprido e com a esperanca de poder contribuir socialmente,
focado na melhoria da educacao.

Posso afirmar que, sem sombras de duavidas, fui orientado por um gigante da
Matematical Um professor que faz despertar no aluno a vontade de estudar. Que
mesmo estando envolvido com pesquisas de ponta, publicando artigos nas revistas
mais conceituadas do mundo, reconhece a real necessidade da participacao na forma-

cao de professores! Apods esse mestrado percebi verdadeiramente o significado da frase
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de William Arthur Ward: “O professor mediocre conta. O bom professor explica. O
professor superior demonstra. O grande professor inspira.”

Que todos nos envolvidos de qualquer maneira com a educac¢ao consigamos, em um
esforco conjunto, colocar a Matematica brasileira em um lugar de destaque.

Espero com esse trabalho contribuir para a melhoria da formacao de professores
e alunos. Espero que qualquer pessoa que o tenha lido se sinta tao motivado a ir
além, como me senti durante a sua construcao. Deparando-me com tantas informagoes
inéditas consegui perceber que a Matematica ainda esta se desenvolvendo e me senti
motivado a fazer parte desse processo.

E muito desafiador, por exemplo, o fato de saber se ha infinitos primos na sequéncia
de Fibonacci. E bastante curioso e instigante pensar em um problema que ainda nao
foi solucionado. E apoés a solugao desse referido problema acompanhar outros novos
que surgem.

Em relagdo a ordem de apari¢do, aonde uma formula fechada para z(n) dado qual-
quer numero natural n nos levaria? Sera que é possivel demonstrar que nao existe tal
formula para z(n)?

Enfim, o sentimento apos esse mestrado é de uma cachoeira de conhecimentos der-
ramada sobre a minha cabeca, mesmo sabendo que essa cachoeira nao era nada mais

do que uma pequena gota de informacao.



APENDICE A

PROBLEMAS APLICAVEIS AO ENSINO
MEDIO

Problema 1 (EUA). A Sequéncia de Fibonacci 1,1,2,3,5,8,13,21,... comeca com
dois 1s e cada termo sequinte € a soma de seus dois antecessores. Qual dos dez digitos
(do sistema de numeracdo decimal) é o ltimo a aparecer na posicio das unidades na

sequéncia de Fibonacci?
Problema 2. Seja a a maior raiz de v* — x — 1 = 0. Determine o valor de o — 5o

Problema 3. Hd 10 ldmpadas enfileiradas em uma sala. Quantas confiquragoes exis-

tem se nao puder haver duas ldmpadas adjacentes ligadas simultaneamente?

Problema 4. Escreva o nimero natural m = 2015 como uma soma finita de nimeros

de Fibonacci distintos e nao conseculivos.

Problema 5 (UnB — 1/2009, adaptado). A razao durea é uma relagao matemdtica
atb _ a _
a b

reais, e p, uma constante de valor aprorimado igual a 1,618.

definida algebricamente pela expressao ©, em que a e b representam numeros

A partir da definicao algébrica da razao durea, mostre que ¢ é uma das solugoes da

equacao de sequndo grau ©? = o + 1.

Problema 6. Mostre que (100) + (?) + (g) + (;) + (i) + (g) € um numero de Fibonacci.
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Problema 7. Seja L, = o + 3" 0 n—ésimo nimero de Lucas, com o = (1 + +/5)/2
e B =(1—-+/05)/2, tal que Lyyy = Lypi1 + Ly, com Ly = 2 e Ly = 1. Mostre que
LnLn—H = L2n+1 + (_1)n

k
Problema 8. Mostre que € vdlida a identidade (L"JrfF") = L"H;/gF"’“, onde L, =
a4 B e F, = (& — ") /\/5 denotam, respectivamente, o n—ésimo nimero de Lucas
e 0 n—ésimo nimero de Fibonacci, com o = (1++/5)/2, 8 = (1 —+/5)/2 e k é um

nteiro nao neqgativo.

Problema 9. Mostre que Fy, = F,, - L,, para todo n inteiro nao negativo, onde L, =
a"+p" e F, = (o™ — ") /\/3 denotam, respectivamente, o n—ésimo niumero de Lucas

e 0 n—ésimo numero de Fibonacci.

Problema 10. Mostre que para quaisquer inteiros nao negativos a e b, temos F,L, =
EFopy+(=1)°F,_y, onde L, = o+ 3" ¢ F,, = (& — B") /\/5 denotam, respectivamente,

0 n—ésimo numero de Lucas e o n—ésimo niumero de Fibonacci.

Problema 11. Sabendo que a soma dos n primeiros nuimeros de Fibonacct € igual a
Foio — 1, mostre que a soma de 2n nidmeros consecutivos da sequéncia de Fibonacci é

divisivel por F,,, para todo n par.

Problema 12. Mostre que a soma de dois quadrados de nimeros de Fibonacci conse-

cutivos é um nimero de Fibonacci, ou seja, F? | + F2 = Fy,_1 para todo n natural.

Problema 13 (UnB - 1/2012, adaptado). Julgue a afirmagao sequinte.
Seja F,, 0o n—ésimo niumero de Fibonacci. O sistema linear homogéneo cuja matriz dos

coeficientes € a matriz A, apresentada a sequir, tem solucdo unica.
Pk Fy Fy
Fs  Fs F7  Fy

F9 FlO Fll F12

F13 F14 F15 F16

Problema 14. Seja n um numero natural e F,, o m-ésimo nimero de Fibonacci.
A ordem de aparigao de n na sequéncia de Fibonacci, denotada por z(n), é o menor

inteiro positivo k tal que n | Fy. Calcule z(n) para n € {1,2,3,...,11,12}.

Problema 15 (UnB - 1/2012, adaptado). Seja F,, o n—ésimo nimero de Fibonacci.
> 2, entao x> 2 oux < —0,3.

Mostre que se x € um numero real tal que ‘x — ?—Z
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Problema 16 (UnB - 1/2012, adaptado). Mostre que se o e 3 sao as raizes positiva

e negativa, respectivamente, do polindmio f(x) = x> —x — 1, enldo o® — B° = \/5F5.

Problema 17 (IME 2007/2008, adaptado). Uma série de Fibonacci é uma sequéncia
de valores definida da sequinte maneira: Os dois primeiros termos sao iguais a unidade,
ou seja, F1 = Fy = 1 e cada termo, a partir do terceiro, € igual a soma dos dois termos
anteriores, isto é: F, = F,_1 + F,,_5. Se Fig = 2584 e Fy; = 10946 entao Fyy € igual
a:

(A) 12225
(B) 13530
(C) 17711
(D) 20412
(E) 22121

Problema 18. Mostre que a razdo entre a drea da esfera que circunscreve o tijolo de
Fibonacci, na figura abaizo, (paralelepipedo de lados1,® = (14+/5)/2 e p = (v/5—1)/2)

e a drea do tijolo € igual a w/®P.

Figura A.1: Esfera circunscrita ao tijolo de Fibonacci

Problema 19 (IME 1997/1998). Considere a sequéncia cujos primeiros termos sao:
1,2,3,5,8,13,21,34,55, ... Seja a, seun—ésimo termo. Mostre que a,, < ((1 + \/5)/2)n
para todo n > 2.

Problema 20. Mostre que a soma de 10 nimeros consecutivos da sequéncia de Fibo-
nacci, respectivamente sequéncia dos niumeros de Lucas, € tqual a 11 vezes o sétimo

numero entre os 10 listados.
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Problema 21. Mostre que L, = F,,.1 + F,,_1 para todo n natural. Onde F,, e L, de-

notam respectivamente o n—€simo numero de Fibonacci e o n—ésimo numero de Lucas.

Problema 22. Mostre que

n

11 Fon F,

10 E, F,

Posteriormente, calculando o determinante de ambos os lados da igualdade, deduza a

relagao de Cassini: (—1)" = F,_1F,41 — F2.
Problema 23. Considere F,, a sequéncia de Fibonacci. Mostre que F), < (g)n

Problema 24. Mostre que a razao entre uma diagonal qualquer de um pentdgono

reqular e um de seus lados ¢ igual a o = (1 ++/5)/2.

Problema 25. Prove que o = aF, + F,_1, onde o = (1 ++/5)/2 e F, denota o

n-ésimo numero de Fibonaccu.
Problema 26. Para quais n € N, o numero " — na € inteiro?

Problema 27. Prove que o = o' +a" 2, onde a = (1 ++/5)/2.

Fsnin Fsnis Fange

Problema 28. Seja M = Fsp, Fspio Finys |- Mostre que nao existe n € N tal

F3n+3 F3n+9 F3n+4
que det M = 0.

Problema 29. Mostre que:
i) 2Fin = FouLy + Fy Lpy;
i) 2Lp1n = Ly Ly + 5, F;
444) Limin = LyLy — (—=1)" Ly
w) L2 = Ly 1Lpy1 +5(=1)";
v) L2 =5F? +4(-1)";

UZ) 5Fn = Ln—l + Ln—',-l-
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