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RESUMO

O estudo realizado nesta dissertacdo, busca apresentar as sec¢des conicas, dando énfase
a uma abordagem por meio de uma geometria sintética e elementar, onde o trabalho é
desenvolvido da seguinte forma: inicia-se com uma abordagem histérica, assim como a
sua relagdo com o cone circular; em seguida, é feito um estudo sintético sobre as conicas,
exclusivamente, no plano; apresenta-se algumas superficies quadricas; a equacao geral
do segundo grau é apresentada como uma representacado algébrica de uma conica e sdo
mostradas diversas situagdes, onde as conicas surgem de forma, curiosamente, natural,

além das intimeras aplicacdes préticas em diversas dreas do conhecimento.

Palavras-chave: Sec¢des conicas. Cone circular. Plano. Superficies quddricas. Equagdo
geral do segundo grau. Aplicacdes.



ABSTRACT

The study in this dissertation, seeks to present the conic sections, emphasizing an
approach by means of a synthetic and elementary geometry, where the work is carried
out as follows: begins with a historical approach, as well as their relationship with the
circular cone; then it’s done a synthetic study on the conical exclusively on the plan; It
presents some quadric surfaces; the general equation of the second degree is presented
as an algebraic representation of a conic and are shown several situations where the
conical arise so, curiously, natural, in addition to numerous practical applications in

various fields of knowledge.

Keywords: Conic sections. Circular cone. Plan. Quadric surfaces. General
equation of the second degree. Applications.
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1 INTRODUCAO

Geralmente, o primeiro contato de um aluno com uma coénica ocorre no seu
altimo ano do Ensino Fundamental, quando a pardbola lhe é apresentada como o grafico
de uma funcdo quadratica. Posteriormente, a ideia de uma parabola como forma de
representacdo grafica de uma funcdo quadrética é reforcada, logo nas primeiras aulas,
no primeiro ano do Ensino Médio. A partir dai, em geral, o aluno s6 reencontra uma
secc¢do conica, no terceiro ano do Ensino Médio, quando estuda Geometria Analitica.
Neste caso, além da parabola, a hipérbole e a elipse também chegam ao conhecimento
do aluno.

Como o estudo das trés curvas é feito dentro do contetido de Geometria
Analitica, em alguns casos, o livro diddtico comenta, brevemente, sobre a geracdo das
cOnicas por meio de uma intersecgdo de um plano com um cone circular e apresenta
pouquissimas ou nenhuma aplicagdo, e isto, quando hd comentérios deste tipo.

Por causa desta forma de se tratar o estudo das sec¢des cOnicas durante o
Ensino Médio, é provavel que muitos alunos acreditem que estas curvas sdo um pouco
mais do que meras representagdes geométricas de algumas equagdes do segundo grau.

Mostraremos, por meio deste trabalho, que estas curvas sdo muito mais do
que simples subprodutos de equagdes algébricas onde: o segundo capitulo apresentara
o motivo que levou a descoberta das conicas, além de se fazer um estudo, destas curvas,
referente ao cone e citar alguns matematicos que se dedicaram ao estudo das mesmas,
com destaque para Menaecmus, Apolonio e Dandelin; ja no terceiro capitulo, parabola,
hipérbole e elipse serdo analisadas no plano, sem referéncia a Geometria Analitica,
onde serdo apresentados interessantes resultados; enquanto que, no quarto capitulo,
serdo apresentadas algumas superficies geradas pelas conicas, além das propriedades
refletoras das proprias mesmas; no quinto capitulo, serd feita uma breve apresentacdo
das secgdes conicas por uma abordagem analitica e o sexto capitulo mostrara diversas

situagdes em que as conicas sdo aplicadas ou surgem naturalmente.



2 DA DESCOBERTA A DANDELIN

2.1 Os Trés Problemas Cléassicos

Entre 477 a.C.e375a.C., surgem, na Grécia, trés problemas sobre construgdo
geométrica que fascinaram e levaram os gregos a insistentes tentativas de resolucado
dos mesmos. Esses problemas ficaram conhecidos como, os trés problemas famosos
(ou classicos) da antiguidade, e sdo eles:

a) Quadratura do circulo ou problema de construir, apenas com régua e

compasso, um quadrado cuja drea é igual a drea de um circulo dado;

b) Duplicacdo do cubo ou problema de construir, apenas com régua e
compasso, a aresta de um cubo cujo volume seja o dobro do volume de
um cubo dado;

c) Trisseccdo de um angulo ou problema de construir, apenas com régua e
compasso, um angulo igual a um ter¢o de um adngulo dado.

O fato de resolver esses trés problemas, usando somente régua e compasso,
ser impossivel, como foi provado cerca de 2200 anos apds seu surgimento, ndo tira
dos mesmos a grande importancia que tiveram para a Geometria, j& que as
incansaveis investidas, dos geb6metras gregos, para resolvé-los, renderam

importantissimos resultados, como a descoberta das sec¢des conicas.

2.2 Menaecmus (380-320 a.C.)

De acordo com uma carta de Eratésteles ao rei Ptolomeu Euergeta, a
descoberta das secgdes conicas se fez por Menaecmus (discipulo de Eudoxo, este, por
sua vez, teve influéncia platonica). No século IV a.C., quando tentava resolver o
problema de duplicagdo do cubo, Menaecmus percebeu a existéncia de duas curvas,
que, posteriormente, viriam a se chamar: pardbola e hipérbole.

Partindo da proporcao continuada (Figura

= %, a,b,x,y € R,

a
X

=R

apresentada por Hipodcrates, ele propde a resolugdo da duplicacdo do cubo, usando
as duas curvas recém descobertas. Em sua solu¢do, Menaecmus mostra que a
resolugdo do problema de Delos (Lugar onde teria surgido o problema de duplicacdo

do cubo) € a interseccdo de duas parabolas ou de uma pardbola com uma hipérbole.
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Figura 1 — Representagdo dos meios proporcionais dea e b

Fonte: Elaborada pelo autor

Por uma abordagem moderna, de

X

y

a Y
X b

7

tazendo b = 2a e resolvendo um sistema com qualquer par das trés equagdes:

X x Yy a 'y

a
x vy oy x 24
Por exemplo, a solugdo do sistema definido por

x*=ay e y*=2ax

é a interseccdo de duas pardbolas e a solugdo do sistema definido por
2 _

x*=ay e xy=2a

é a interse¢do de uma pardbola com uma hipérbole (Figura[2), onde a medida x serd a

solugdo do problema de duplicagdo do volume de um cubo cuja aresta mede a.

Figura 2 — Intersec¢des Propostas por Menaecmus

x? = 2ay

- - — — —

Ty = 2a

- — — — — =

x

(a) Interseccao de duas parabola (b) Interseccao  entre  uma
parabola e uma hipérbole

Fonte: Elaborada pelo autor
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2.2.1 Os cones de Menaecmus

Das trés curvas, a elipse deveria ser a mais visivel, pois esta presente sempre
que um circulo é olhado obliquamente ou quando um cilindro é serrado diagonalmente.
No entanto, a descoberta da elipse teria sido uma consequéncia da pesquisa em que
parabola e hipérbole ofereciam as propriedades para a resolug¢do do problema deliano.

Comecando com um cone circular reto, cujo angulo no vértice é 90°, Mena-
ecmus descobriu a curva formada pela intersecgdo de um plano perpendicular a uma
geratriz desse cone onde, em linguagem de Geometria Analitica atual, sua equagdo
pode ser escrita na forma y* = Ix, onde | (mais tarde chamada de lactus eretum da
curva) é uma constante que depende da distancia do plano ao vértice do cone.

Nado se sabe como Menaecmus deduziu essa propriedade, mas ela depende
somente de teoremas de geometria elementar.

Sendo ABC um cone circular reto, com o angulo no vértice A medindo 90°,

seccionado por um plano perpendicular a geratriz ADC, temos, entdo a curva EDG

(Figura[3)).

Figura 3 — Cone circular reto retangulo

A

Fonte: Elaborada pelo autor.

Passando um plano horizontal por um ponto P qualquer da curva (parébola),
temos o circulo PVQR, que também intersecta EDG no ponto Q. Das simetrias
envolvidas, resulta que o segmento PQ é perpendicular ao segmento RV, logo os
tridngulos ROQ e POV sdo semelhantes e d(O, P) é igual a d(O, Q), logo

d(0,P) _d(O,V)
d(O,R)  d(O,Q)

2.1)
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Além disto, também temos que os tridngulos OVD, SDA e BCA sao
semelhantes, o que resulta em

d(O,V) d(B,C)
d(O,D)  d(A,B)

(2.2)

d(S,D) _ d(B,C)
d(A,S) ~ d(A,B)

Percebe-se também que RSDO é um paralelogramo, ASD é tridngulo is6sceles

(2.3)

de base SD e d(A, D) é a distancia do vértice A ao plano que passa pela curva EQDPG.
Tomando os segmentos OD e OP como as respectivas coordenadas x e y do ponto P,

temos de e

y* = d(O,R).d(O,V)

= d(S,D).d(O,V)
d(B,C d(B,C

_d(A,9).d(B,C)?

- T dABE

d(A, D).4(B,C* _

d(A, B)?
E fazendo
d(A,D).d(B, C)? 1
d(A, B)? s
temos
y* = Ix.

Como a distancia do vértice A ao plano de seccdo é a distancia d(A, D), que
varia de acordo com a posi¢do do ponto D, que pode ser qualquer ponto do segmento
AC, e as distancias d(A, B) e d(B, C) sdo constantes, temos, de fato, que a constante /
depende da distancia do vértice A ao plano que secciona o cone.

Neste caso, podemos escrever a equagdo da curva: uma “sec¢do do cone
circular reto cujo angulo no vértice é 90°”(Parabola) como

2

y =Ix

De modo andlogo, pode-se encontrar uma equagdo da forma,
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para uma “seccdo, perpendicular, de um plano com um cone circular reto cujo angulo

no vértice é agudo ”(elipse) e uma equacdo da forma,

b*x?
yZ =Ix+ a—z

para uma “secc¢do, também perpendicular, de um plano com um cone circular reto cujo

angulo no vértice é obtuso ”(hipérbole), onde a e b sdo constantes reais.

Figura 4 — Cones de Menaecmus

Cone com angulo reto no vértice Cone com angulo obtuso no vértice Cone com angulo agudo no vértice

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.3 Aristeu (370-300 a.C.) e Euclides (330-270 a.C, aproximadamente)

Segundo Papus, Aristeu foi o primeiro a publicar um tratado sobre as sec¢des
conicas. No livro VII de seu tratado, Papus atribui a Euclides, quatro lemas que
caracterizam as trés conicas através de um ponto (foco) e de uma reta (diretriz).

As obras de Aristeu e Euclides foram perdidas.

2.4 Diocles (240-190 a.C.)

Foi o primeiro a mostrar a propriedade refletora da pardbola. Foi, inclusive,
por causa da propriedade refletora da pardbola que Diocles deu o nome “Sobre Espelhos
que Queimam”ao seu tratado. Diocles mostrou que se um paraboldide de revolugdo
espelhado for orientado para o sol, os raios refletidos por ele se encontram em um

ponto, causando, assim, combustdo nas proximidades do ponto.

2.5 Arquimedes (287-212 a.C.)

Arquimedes mostrou, pelo método da exaustao, que a 4rea de um segmento
parabdlico é igual a quatro tercos da drea de um tridangulo que possua a mesma base

e altura do referido segmento (Figura[5). Ele ndo conseguiu determinar a drea de um
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segmento de hipérbole e nem de um segmento de elipse, mas ele encontrou a forma
para determinar a 4rea de uma elipse inteira, em notagdo moderna mab, onde a e b sdo

as respectivas maior e menor distdncia de um ponto da elipse ao seu centro.

Figura 5 — Segmento de parédbola

)4

.

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.6 Apolédnio (262-190 a.C)

As Conicas, de Apolonio, superou todas as obras sobre sec¢des conicas que
existiam. Trata-se de um tratado extraordindrio composto com 8 livros, onde somente
o altimo se perdeu. Gragas a esta obra os seus contemporaneos lhe deram o cognome
de “O grande gedmetra ”.

Em sua obra, além de dar as suas contribui¢ées para o estudo das secgdes
conicas, Apoldnio fez compilagdes (nos quatro primeiros livros) de vdrios tratados
sobre as sec¢Oes cOnicas, feitos, anteriormente, por outros gedmetras, como ele mesmo

menciona, na referida obra.

2.6.1 A obrade Apolénio

Em sua obra, Apolonio apresentou uma caracteriza¢do unificada das sec¢oes
conicas. Ele mostrou que estas curvas podem ser obtidas a partir de um mesmo cone
circular, ndo necessariamente reto, mudando apenas o angulo de inclina¢do do plano

que secciona o cone. A defini¢do de cone proposta por Apolénio foi:

Definic¢do 2.1. Se fizermos uma reta, de comprimento indefinido e passando sempre
por um ponto fixo, mover-se ao logo de uma circunferéncia que ndo estd contida no
mesmo plano ao qual pertence o ponto de modo que a reta passe sucessivamente por

cada ponto dessa circunferéncia, a reta mével descreverd a superficie de um cone duplo.

O cone passou a ser composto por duas folhas, surgindo, assim, o segundo

ramo da hipérbole.
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Figura 6 — Cone de Apolonio

Ramo da hipérbole

Pardbola

Ramo da hipérbole

Fonte: Elaborada pelo autor.

Apolonio chamou de pardbola, ao corte, feito num cone circular, por um
plano paralelo a uma das geratrizes; nomeou como elipse, a sec¢do de um plano que
passe por todas as geratrizes do cone e denominou como sendo uma hipérbole a curva
formada quando o plano intersecta as duas folhas de um cone (Figura6).

Teria sido de Apoldnio a autoria do seguinte:

Teorema 2.1 (Apolonio). A secdo feita em um cone por um plano qualquer é uma
parabola, hipérbole ou uma elipse, segundo o plano secante faz com o eixo do cone um

angulo igual, inferior ou superior ao semidngulo no vértice do cone.

Apolénio apresentou uma interessante propriedade vélida para as trés
conicas que relaciona a area do quadrado cujo lado é o segmento DE com a &rea do
retdngulo onde dois dos lados tém as mesmas medidas do segmento VE e os outros
lados tém as mesmas medidas do segmento que se relaciona com o que ele chamou de
lactus eretum (na pardbola, lactus eretum é equivalente a duas vezes a distancia entre o
ponto e a reta conhecidos hoje como foco e diretriz, respectivamente), onde o ponto D
pertence a conica, o ponto V é o vértice da conica e DE é perpendicular a VE (Figura[/).

Na parébola, tal relagdo é uma igualdade, na elipse, temos que a drea do
quadrado é menor do que a drea do retangulo e, na hipérbole, o quadrado tem &rea
maior do que o retangulo.
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Figura 7 — Representacdo da pardbola no cone de Apolodnio.

Fonte: Elaborada pelo autor.

No livro II de sua obra, Apolonio estuda as propriedades das assintotas,
hipérboles conjugadas e retas tangentes as conicas.

O livro III contém teoremas variados, incluindo alguns sobre drea. As bem
conhecidas propriedades focais das conicas surgem no final do livro III. Nao hé ne-
nhuma mengéo a propriedade foco-diretriz das conicas. Algo curioso pois, segundo
Papus, Euclides tinha consciéncia de tais propriedades. Apoldnio também apresenta a
propriedade bifocal da hipérbole.

O livro 1V prova as reciprocas de algumas propriedades do livro III. Ha
também alguns teorema sobre pares de conicas que se intersectam. O livro V é mais
notédvel e original. O assunto se estende até o ponto onde se poderiam escrever as
equagOes cartesianas dos trés tipos de conicas. O livro V contem teoremas e problemas
de construgdes e relativos a cOnicas iguais e semelhantes; mostra-se até como, para
um cone reto dado, podem-se encontrar sec¢des iguais a uma conica dada. O livro VII
contém muitos teoremas. Apolonio também mostrou que toda parabola é semelhante.
O livro VIII foi perdido, mas foi reconstituido por Halley e pelo drabe Ibn Al-Haytham.

2.6.2 A relacdo caracteristica das sec¢des conicas segundo Apoldnio

Considerando um cone circular reto de vértice A e base contida num plano
f e seccionando-o por um plano a (que nado passe por A), Apolonio obteve uma curva
C.

Se o plano a for paralelo ao plano S (Figura [§), entdo a curva C é uma
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circunferéncia.

Figura 8 — Secgdo de um cone por um plano paralelo ao plano de sua base

A

Plano 3

Fonte: Elaborada pelo autor.

Se a néo for paralelo a $, entdo a e § intersectam-se em uma reta t (Figura[9).

Figura 9 — Cone seccionado por um plano ndo paralelo ao plano de sua base

Fonte: Elaborada pelo autor.

Analisando a Figura[J} temos as seguintes situagdes:

a) Um plano 7t corta o cone ao longo de seu eixo determinando o tridngulo
isésceles ABC, chamado tridngulo axial, o plano © é denominado como
plano axial;
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b) A intersec¢do do plano © com o plano f é a reta r, perpendicular a reta ¢;

¢) Os planos a e 7t se intersectam na reta d, reta esta que intersecta a reta r
no ponto G. A reta d pode assumir diversas posi¢des, mas consideremos,
sem perda de generalidade, que intersecte a geratriz AC no ponto D;

d) Por um ponto genérico L da curva C, interseccdo do plano a com o
cone, traga-se um plano 6 paralelo ao plano . Esse plano intersecta as
geratrizes AB e AC nos pontos P e R respectivamente. PR é um didmetro

da circunferéncia resultante na interseccao do cone com 06;

e) Traga-se pelo ponto L a reta s paralela a reta ¢, que intersecta o plano
axial no ponto M. A reta s é a intersec¢do dos planos a e 6. O ponto M,
entdo, pertence ao planos a, 6 e 7. Os pontos D, E e M sdo colineares,pois
pertencem a reta d;

f) Como as retas s e t sdo paralelas, entdo s e d sdo perpendiculares. Temos
também f perpendicular a reta r.

Considerando a circunferéncia de centro O que passa pelos pontos P,Q,R e
L (Figura[10), temos que o segmento PR é um didmetro e o segmento LQ, contido em s,
é perpendicular a PR, no ponto M.

Figura 10 — Circunferéncia que passa por P,Q,Re L

L

Q

Fonte: Elaborada pelo autor

Entdo o dangulo PLR é um angulo inscrito, na circunferéncia, correspondente ao angulo
POR que é raso, logo o dangulo PLR é reto.

Dessa forma, temos que o tridngulo PML é semelhante ao tridngulo PLR,
este por sua vez é semelhante ao tridngulo LMR, o que resulta na semelhanca entre os
tridngulos PML e LMR, logo,

de,M) _ d(L,M)
d(L,M) d(M,R)’
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Portanto,
d(L, M)?* = d(P, M).d(M, R). (2.4)

2.6.2.1 Na parabola

Figura 11 — Parébola segundo Apolénio

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na Figura |11} a reta d é paralela ao lado AC do tridngulo axial. Determinar
a relacdo caracteristica da parabola é encontrar uma relacdo entre d(E, M) e d(L, M).
Mostremos que essa relacdo é definida por:

d(L, M)* = d(E,H).d(E, M), (2.5)

onde H pertence a semirreta EA e d(E, H) depende das distancias d(A, B), d(A, C),d(B, C)
e d(A,E).

Para isso, considere a Figura como o segmento PR estd contido na
interseccdo entre os planos 7 e 6, o segmento BC estd contido na interseccdo entre
os planos 7 e f e 0 segmento EM estéd contido na reta d, entdo os angulos EMP, MPE
e PEM sdo congruentes, respectivamente, aos angulos ARP, RPA e PAR, que
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sdo congruentes aos respectivos angulos ACB, CBA e BAC, logo o tridngulo EMP é
semelhante ao tridngulo ARP que é semelhante ao tridngulo ACB. Portanto,

d(P,M) _ d(B,C)

d(E,M) d(A,C) 26)

d(P,R) d(P,M) d(B,C)
d(A,P)  d(P,E)  d(A,B)’
segue de[2.7|e das propriedades de proporcado, que

2.7)

d(M,R) _ d(P,R) - d(P,M)
d(A,E)  d(A,P)—d(P,E)’

logo,

d(M,R) _d(B,C)
d(A,E)  d(A,B)

2.8)
Multiplicando 2.6 por[2.8] temos:

d(P,M) d(M,R) _ d(B,C) d(B,C)
d(E,M) d(A,E) _ d(A,C) d(A,B)’

mas, de[2.4} segue que

d@L,M?  d(B,CP
d(E,M)d(A,E) _ d(A,C)d(A,B)

logo

d(A, E).d(B,C)?
d(A, C)d(A, B)

Tomando o ponto H de forma que

d(L, M)* =

A(E, M).

d(A, E).d(B, C)?
(A, C).d(A, B)

=d(E,H),
temos, entao,

d(L, M)* = d(E, H).d(E, M).
Fazendo, d(L,M) = y, d(E,M) = x e d(E,H) = |, temos a equagdo padrdo da

parabola:

Y =Ix

C.Q.D.
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2.6.2.2 Naelipse

Na Figura[12] considere que a reta d intersecta os lados AB e AC do tridngulo
axial, nos pontos D e E, sendo D,E,M e G, colineares em d. Considerando uma reta
paralela a d, passando por A e intersectando o plano f em K.

Figura 12 — Elipse segundo Apolonio

Fonte: Elaborada pelo autor.

Mostraremos a seguinte relagao:

d(E, H)
d(E, D)
onde H pertence a semirreta EA e d(E, H) depende das distancias d(E, D), d(B, K), d(C, K)
e d(A, K).

d(L, M)* = d(E,H).d(E,M) — A(E, M)?,

Como, de modo andlogo ao caso da pardbola, os segmentos BK e PR sdo
paralelos, segue que os tridngulos EPM e ABK sdo semelhantes, logo

d(P,M) _ d(B,K)

= 2.
AE M)~ d(A,K) @)
e os tridngulos MRD, GCD e KCA sdo semelhantes, entdo
d(R,M)  d(CK) (2.10)

dM,D)  d(A,K)
Dividindo por d(E, M).d(M, D), temos



30

diL,M)? _ d(P,M).dRR,M)
d(E,M).d(M,D)  d(E, M).d(M,D)’

segue, de[2.9)e que

dL,M)*  d(B,K).d(CK)
d(E,M).d(M,D)  d(A,K).d(A,K)

Tomando o ponto H, de forma que

d(B,K).d(C,K) _ d(E,H)
d(A, K2  d(E,D)’

obtemos
d(L,M)*  _ d(E,H)
d(E,M).d(M,D)  d(E,D)’ (2.11)
Como
d(M, D) = d(E, D) — d(E, M), (2.12)

segue entdo, de e

_ d(E,H)
ar,Mp? = - D Ad(E, M).d(M, D)

_ d(E,H) _
= JED) .d(E,M).[d(E,D) — d(E,M)],

logo

d(E, H)
d(E, D)

d(L, M)* = d(E,H).d(E, M) — A(E, M)*.

Fazendo

aiL,M) =y,
d(E,M) = x,
d(E,H) =1

d(E,D) = 2a,

obtemos a equagdo padrdo da elipse:

C.QD.
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2.6.2.3 Na hipérbole

Observemos a Figura[I3]

Figura 13 — Hipérbole segundo Apolonio

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como a reta d ndo intersecta o lado AC e sim seu prolongamento na outra
folha do cone. Podemos entdo obter, para a hipérbole, a relagdo entre d(L, M) e d(E, M),
de modo andlogo ao usado para a obtencado da elipse diferindo somente pelo fato de
que o ponto E pertence ao segmento MD (Na elipse, M pertence a ao segmento DE).
Neste caso, temos

d(M, D) = d(E, D) + d(E, M),
logo
d(E,H)
d(E, D)
Fazendo, d(L,M) = y, d(E,M) = x, d(E,H) = | e d(D,E) = 2a, chegamos na seguinte
equagao

d(L, M)* = d(E,H).d(E, M) + A(E, M)>.

C.Q.D.
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2.7 Papus (290-350)

Depois de Apolonio, passaram-se cerca de 500 anos para que surgisse outro
geOmetra notavel, este foi Papus. Sua principal obra, foi um tratado sobre a geome-
tria da época, acompanhado de comentarios, com numerosas proposi¢des originais,
aprimoramentos, extensdes e notas histéricas. Papus também fez estudos com conicas,
atribuindo resultados e muitas vezes aperfeicoando obras anteriores.

Em sua Colegio Papus faz uma distingdo entre os problemas geométricos,
classificando-os em problemas: planos; solidos e lineares. Onde era sugerido que a
resolucdo de problemas sélidos deveria ser feita por meio de sec¢bes conicas.

Afirmando que o problema de trissec¢do do dngulo é um problema sélido,
ele usa a hipérbole para fazer a sua resolucao.

Papus propde um problema generalizado que dava origem a uma infinidade
de curvas, mesmo em sua forma mais simples esse problema ficou conhecido como
Problema de Papus, apesar do enunciado original, envolvendo trés ou quatro retas,
supostamente, ter surgido na época de Euclides. Em sua primeira forma o problema é
chamado de “o lugar a trés ou quatro retas ”. Euclides tinha determinado o lugar para
alguns casos. Supostamente, em uma obra perdida, Apolonio tinha dado uma solucao
geral. Mas Papus deixa a entender que eles fracassaram em suas tentativas e que foi o
primeiro a provar que o lugar de modo geral é uma seccdo conica.

Deve-se a Papus o primeiro enunciado que abre caminho para a definicdo
via foco-diretriz de uma conica.

Considerando, “em abordagem moderna ”, num mesmo plano, uma reta DE
(diretriz) e um ponto F (foco) ndo pertencente a DE, com DF perpendicular a DE (Figura

[14). Conduzamos por um ponto P os segmentos PF e PE, tal que PE é perpendicular a
d(P,F)
d(P, E)
Nestas condigdes, Papus afirma que o ponto P estd ligado a uma seccado

DE e consideremos a razédo (excentricidade).

cOnica e que esta é:

uma parabola se

d(BF) L
dP.E)
uma elipse se
d(P, F) -
d(P, E)
e uma hipérbole se
d(P, F)

AD.E)
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Figura 14 — Secgdo conica segundo Papus

Diretriz -
Conica

E

FEizo

o
<
S
s

Fonte: Elaborada pelo autor.

Consideremos a Figura[l14]e vejamos uma demonstragdo para o caso em que,
de

d(PF) _ .
dP,.E)

(2.13)

obtemos a equacao da parébola.
Tomando o ponto H tal que o segmento PH é perpendicular a reta DF, temos

o retangulo EPHD, logo

d(P,E) = d(H, V) + d(V, D), (2.14)

e o tridngulo PHF é retangulo em H, entdo pelo Teorema de Pitdgoras

d(P,F)* = d(P,H)* + d(H, F)*. (2.15)
Segue de que
d(P,F)* = d(P,E)?,
e de[2.14e2.15]
d(P,H)* + d(H,F)*> = (d(H, V) + d(V, D))>.
Como

d(H,F) = d(V,H) —d(V,F)
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d(D, V) = d(V,F),

temos

dP,HY? = (d(D,V)+d(V,H))? - d(H,Ey?
= d(D,V)? +2.d(D, V).d(V,H) + d(V,H)? — (d(V, H) — d(V, F))?
= d(D,V)? +2.d(D, V).d(V,H) + d(V,H? — d(V, H)? + 2.d(V, H).d(V,F) — d(V, F)?
= 2.d(D,V).d(V,H) + 2.4(V, H).d(V, F)
= 4.4(D,V).d(V,H).

Fazendo d(P,H) = x, d(D,V) =ped(V,H) = y obtemos

x* = 4py.
C.QD.

Esta dltima relagdo é a forma caracteristica da equagdo de uma parébola.

2.8 Sereneus

Apresenta a elipse como uma sec¢do obtida, também, pela sec¢do de um

plano com um cilindro.

2.9 Os Arabes

Por volta do século IX d.C., surgem importantes tradugdes de obras
gregas, alem de novas definigdes e aplicagdes das sec¢des conicas em Otica, estética e

astronomia, feitas pelos arabes:

a) Banu Musa, assim eram conhecidos os irmdos, Muhammad, Ahmad e
Hasan, que traduziram a obra de Apolonio e, em seguida, escreveram
obras préprias onde aparece a defini¢do bifocal da elipse sem referéncia
ao cone. Em seu texto, a elipse se caracteriza pela soma das distancias
de um ponto da mesma a dois pontos fixos(focos) igual ao comprimento
do maior eixo da elipse. Banu Musa, mostrou que esta propriedade

é a mesma obtida por Sereneus quando seccionou o cilindro por um

plano ndo paralelo a base circular, em seguida, determinaram os eixos da

elipse e estudaram as propriedades das cordas. Vale lembrar que apds

caracterizarem as conicas, no plano, eles passaram para o espago.

b) Ibrahim Sinam, apresentou, na primeira metade do século seguinte, uma
nova construgdo, no plano, para uma parabola, que usava a equidistancia

de seus pontos até uma reta e um ponto.



35

¢) Al-Quhi, mostrou, no final do século X, que os lugares geométricos de

centros de circulos poderiam ser usados para a obtengdo das conicas.

d) Ibu Sahl, apresentou propriedades 6ticas também através da refracdo em
lentes e ndo por meio de reflexdo de espelhos. Criou equipamentos para
a construgdo das conicas. Para a pardbola, usou a propriedade do foco e

da diretriz, e para a elipse e hipérbole explorou as propriedades 6ticas.

e) Ibn Al-Haytham, reformou a o6tica geométrica usando construgdes
oriundas das conicas. Prop0s novos problemas que puderam ser

resolvidos usando as sec¢des conicas, na primeira metade do século XI.

f) Al-Khayyam, usou as conicas para encontrar a solugdo de equagdes de

terceiro grau, na segunda metade do século XI

2.10 Johannes Werner e Maurolico

Deram os primeiros passos na dire¢cdo do entendimento das conicas sob um

ponto de vista projetivo.

211 Copérnico (1473 - 1543)

Deve-se a Copérnico o Teorema seguinte: “Se um circulo menor rola, sem
deslizar, ao longo do interior de um circulo maior com didmetro duas vezes maior,
entdo o lugar geométrico de um ponto que ndo estd sobre a circunferéncia do circulo

menor, mas que € fixo, com relacdo a esse circulo menor, é uma elipse.”

2.12 Kepler (1571-1630)

Kepler se envolveu com as sec¢des conicas em seus trabalhos sobre 6ptica
e as propriedades da pardbola. Enquanto Apoldnio via as cOnicas como trés
tipos diferentes de curvas (elipse, pardbola e hipérbole), Kepler fez uma
apresentacdo unificadora das conicas, onde de uma conica ele obtinha todas as outras,
por deformacdo, sem se servir do cone. Por uma constru¢do mecanica e intuitiva, ele
apresentou uma parabola como limite de um elipse ou hipérbole. A sua construcao de
parabola usa a equidistancia entre um ponto e o foco e entre 0 mesmo ponto a diretriz.

Ele preferia pensar em cinco espécies de conicas, todas pertencentes a uma
mesma familia. Kepler desenvolveu em sua “Introducédo a 6ptica de Vitello ”, o que
ficou conhecido por principio de continuidade. Da seccdo conica que consiste de duas
retas que se cortam, em que os dois focos coincidem no ponto de intersec¢do, passamos
gradualmente por uma infinidade de hipérboles a medida que um foco se afasta cada

vez mais um do outro. Quando o foco estd infinitamente longe, ja ndo temos a hipérbole
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de dois ramos e sim uma pardbola. Se o foco passa além do infinito e regressa pelo
outro lado, passamos por uma infinidade de elipses até que, quando os focos coincidem
novamente, chegamos ao circulo.

Deve-se a Kepler, tanto a palavra foco, como a ideia de que a parabola
tem dois focos, sendo um deles no infinito (introduzindo o conceito de “infinito “na
geometria).

Em sua Astronomia nova, Kepler anunciou suas duas primeiras leis, onde
ha uma aplicagdo, no minimo curiosa, da elipse. Ele também conhecia o valor da 4rea
da elipse de semieixos a e b por mab, mas sé conseguiu determinar a aproximacdo

ni(a + b) para o perimetro da mesma.

2.13 Galileu

Galileu mostrou que a trajetéria de um projétil, desprezando a resisténcia,

do ar é uma parabola.

2.14 Claude Mydorge (1585-1647)

Foi o primeiro francés a escrever tratados sobre as conicas, alguns autores
acham suas demostra¢des mais simples do que as de Apolonio. Ele foi o primeiro a

usar o termo “parametro ”.

2.15 Descartes (1596-1650)

Tendo acesso aos texto de Papus, Descartes debrugou-se sobre o
entdo chamado “Problema de Papus”, apresentado no sétimo livro de sua obra
“Colecdo Matematica”. E sendo incapaz de resolvé-lo, de forma puramente geométrica,
Descartes cria a sua Geometria Analitica e resolve facilmente o problema.

Isso mostrou a Descartes o poder e a generalidade de seu ponto de vista, e
em consequéncia ele escreveu a obra La Geometre, que levou a Geometria Analitica ao
conhecimento de seus contemporaneos.

Descartes afirmou que para determinar as vdrias propriedades geométricas
de uma curva é preciso conhecer pelo menos uma das propriedades, que deve ser
usada como definicdo e exprimir as coordenadas de um ponto qualquer desta curva
por meio de uma equagdo. Passa a existir uma nova forma de classificar as curvas por
meio de equagdes. Ele também apresentou constru¢des mecanicas simples, conhecidas

como “construgdes de jardineiro”, para a elipse e para a hipérbole.
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2.16 Fermat (1601-1660)

Fermat também criou uma geometria de coordenadas que era bem mais
semelhante com a Geometria Analitica atual do que a de Descartes.

Também classificou as conicas pelas suas equagdes. Seu método consiste em
manipular as coordenadas de um ponto da curva até surgirem as propriedades das
cOnicas.

Segundo [21], Fermat mostrou que as equagdes obtidas a partir da equacao

geral do segundo grau caracteriza curvas cOnicas.

2.17 Desargues (1593-1662)

A sua obra sobre seccoes conicas “Esbog¢o Tosco de uma Tentativa de Tratar
o Resultado Entre um Cone e um Plano ” foi repudiada pelos matematicos da época,
com excegdo de Descartes e Pascal. Apesar do titulo ndo ser agradével, a ideia em que
se baseia a obra € a esséncia da simplicidade, derivada da perspectiva renascentista e
do principio de continuidade de Kepler.

Desargues lancou as bases da Geometria Projetiva e usou no seu tratado
sobre conicas. Viu as cOnicas como perspectivas de um circulo como base, visto a partir
do vértice do cone, dentro de um plano secante a projecdo, que pode ser uma mesa.
Isto permitiu transportar para as conicas propriedades vélidas para o circulo. Este
tratado possibilitou uma unificagdo de diversas conicas, incluindo retas e circulos. Sua

abordagem permitiu uma generalizacdo maior do que qualquer outra.

2.18 DPascal (1623-1662)

Discipulo de Desargues, Pascal enunciou, em sua obra de 1640 (com apenas
17 anos), o Teorema do Hexagrama Mistico ou Hexagrama de Pascal que ocupa lugar
central em sua teoria da conicas. Este teorema produz uma aplicagdo importante:

“qualquer conica é completamente definida por cinco pontos”.

2.19 Cavalieri (1598-1647), Witt (1629-1672) e Newton (1643-1727)

Apresentaram construcdes de conicas a partir de retas sem usar o cone.
Sendo que Newton resolveu o problema de Papus, sem usar Geometria Analitica, teve
um especial interesse pelo movimento dos planetas e geracdo das conicas a partir das

retas tangentes.
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2.20 Dandelin (1794-1847)

Dandelin forneceu uma abordagem sintética moderna de se obter
rapidamente os focos de uma secgao conica dados o cone e um plano secante. Ele usou
a propriedade bifocal para justificar que a curva que surge da secgdo de um cone com

um plano é uma conica.

2.20.1 As seccdes conicas segundo Dandelin

Consideremos as retas r e g, se intersectando em um ponto V, formando
assim, um angulo «, tal que 0°< a < 90°. Rotacionando g em torno de r, obtemos um
cone circular de duas folhas, onde r é o eixo do cone, g é uma geratriz, V é o vértice e
é o semidngulo ou angulo gerador do cone. Seccionando esse cone com um plano T,

que ndo passe por V e que faz com r um angulo f, teremos uma curva X, onde X é:
a) Uma parabola, se a = (Figura ;
b) Uma hipérbole, se 0°< g < a (Figura [16);

c) Uma elipse, se a < g < 180°(Figura[I7).

Notemos que a elipse é uma circunféncia quando = 90°.

Figura 15 — Pardbola segundo Dandelin

Fonte: Elaborada pelo autor.



Figura 16 — Hipérbole segundo Dandelin

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 17 — Elipse segundo Dandelin

Fonte: Elaborada pelo autor.

39
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Se 1 passar pelo ponto V, teremos: se a = 5, 0°< f < aea < p < 180°,
respectivamente, os casos degenerados da pardbola(uma reta), hipérbole(duas retas
concorrentes) e elipse (Um ponto) (Figura[I8).

Figura 18 — Casos degenerados

Pardbola

Hipérbole

Elipse

Fonte: Elaborada pelo autor.

2.20.2 As esferas de Dandelin

Em sua construgdo, Dandelin considera a existéncia de esferas inscritas no
cone de modo que sejam tangenciadas por todas as geratrizes do cone e pelo plano
secante a0 mesmo.

As intersecgOes das esferas com o cone formam circunferéncias, por onde
podemos passar planos perpendiculares ao eixo do cone (planos: y, y1 e y, nas figuras
19, 20je 21)

Se a seccdo conica for hipérbole ou elipse, existem duas esferas S; e S
e, consequentemente, as respectivas circunferéncias c; e ¢, e os pontos F; e F, de
intersec¢do do plano secante 7 com as esferas. Como no caso da parédbola existe apenas
uma esfera S, consequentemente, uma tinica circunferéncia ¢ e um tnico ponto F de

interseccdo do plano secante a referida esfera.

2.20.2.1 Definicao focal das conicas segundo Dandelin

Definigdes com referéncia aos focos ja eram conhecidas antes de Dandelin,
o diferencial de sua obra foi localizar, os focos e diretrizes em referéncia a um cone.

Em sua abordagem sintética, Dandelin resgatou e adaptou o Teorema
(Apolonio), chegando, assim, ao seguinte resultado:



41

Proposicdo 2.1. A seccdo de um cone circular, por um plano tangente a uma esfera,
inscrita neste cone, ¢ uma conica que tem foco no ponto de tangéncia da esfera com o
plano secante.

Antes de demonstrarmos esta proposic¢do, lembremos que o foco e a diretriz
de uma pardbola sdo o ponto e a reta que equidistam de um ponto P pertencente a
parabola, os focos de uma hipérbole sdo os dois pontos cujo médulo da diferenca de
suas distdncias a um ponto P pertencente a hipérbole é constante e os focos de uma
elipse sdo os dois pontos cuja soma das distdncia a um ponto P pertencente a elipse é
constante.
Demonstracao:
1° caso: parabola

Tomemos um cone seccionado por um plano secante , cujo angulo com o
eixo e seja igual ao semidngulo do vértice V, isto é, a seccdo formada é uma pardbola,
cujo eixo F'O’ é paralelo a geratriz VA do cone. Considerando a esfera S, inscrita no
cone, segundo a circunferéncia c, e tangente ao plano secante, no ponto F, tracemos um
plano y pela circunferéncia c que intersecta o plano secante na reta d.

Mostremos que o ponto F é o foco da parébola.

Tomemos, entdo, um ponto P pertencente a pardbola e pensemos em uma

geratriz do cone passando por P, temos que esta geratriz tangencia S no ponto Q.

(Figura[19).

Figura 19 — Pardbola no cone de Dandelin

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tracemos por P, um plano 0, paralelo a y, obtemos assim, um tronco de
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cone de geratrizes E'D, PQ e CE (contida na geratriz VA), como o segmento F'O esta
contido no segmento F’, O’, temos que F'O é paralelo CE, onde F’ e C pertencemay e E
e O pertencem a 0, logo, podemos observar a formagdo do paralelogramo CEOF’. De
modo andlogo, chegamos ao paralelogramo F’OPQ’, onde Q’ é a projecdo de P sobre a

reta d, entdo os segmentos PQ’, OF’ e CE sdo paralelos, logo

d(P, Q') = d(O, F') = d(C, E). (2.16)

Por outro lado, temos que PQ e PF tangenciam a esfera S, logo

d(F,P) = d(P,Q), (2.17)

e os segmentos CE e PQ sdo geratrizes do tronco de cone limitado pelos planos y e 0,

entao

d(C, E) =d(P,Q), (2.18)

portando, de[2.16,[2.17e de[2.18] temos

d(F,P) =d(P, Q).
C.QD.

2° caso: hipérbole

Figura 20 — Hipérbole no cone de Dandelin

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Consideremos um cone seccionado por um plano secante 7 que faz um
angulo com o eixo do cone menor do que o semidngulo do vértice V, entdo a seccdo do
cone com o plano secante é uma hipérbole (Figura[20), fagamos agora duas esfera S; e
S», sendo cada uma, em uma folha do cone, seccionando-o segundo as circunferéncias
c1 e ¢ e tangenciando o plano nos pontos F; e F;, respectivamente, e partindo do ponto
F 1.

Mostremos que os pontos F; e F, sdo os focos da hipérbole.

Tomemos o segmento Q1 P, contido em uma geratriz, onde Q; e P pertencem,
respectivamente, a ¢; e a hipérbole. Como QP estd contido em uma geratriz, entdo

existe um ponto Q, pertencente a intersec¢do de Q;P com c,, logo

d(P, Q1) = d(P, Qz) + d(Q2, Q1) (2.19)

Mas como os pontos QieF pertencem, respectivamente, a c; e a intersecgao do plano
secante com a esfera, temos que Q; e F; pertencem a esfera S; e, de modo anélogo,

concluimos que Q; e F, pertencem a esfera S,. Dessa forma, temos

d(P, F1) = d(P, Q1) (2.20)

d(P/ FZ) = d(P/ QZ) (221)
Entado, de2.19}2.20|e[2.21] temos

d(P,Fy) = d(P, Q1)
d(P, F1) = d(P, Qz) +d(Q2, Q1)
d(P,Fy) — d(P, Fy) = d(Q2, Q1),

Onde Q,Q; é 0 segmento contido na geratriz ¢ que passa por V. Logo, podemos pensar
em (>, como sendo o segmento que gera um cone circular reto limitado pelos planos
Y1€e)2 Cujas respectivas base sdo ¢, e ¢;. Portanto Q,(Q; é uma constante real k.

Se partirmos de F,, obtemos, de modo anélogo

d(P, Fy) —d(P, F1) = d(Q1,Q2) = d(Q2, Q1) = k.

Portanto

d(P, Fl) - d(P, Fz) = k = d(P, Pz) - d(P, Fl) — |d(P, Fl) - d(P, Pz)l = k

C.QD.
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O plano secante é o plano 7, os pontos F; e F, sdo os focos da hipérbole e as
retas d; e d, (Figura sdo as diretrizes da hipérbole.
3° caso: elipse

Suponhamos agora que um cone seja seccionado por um plano cujo dngulo
com o eixo do cone seja maior do que o semidngulo do vértice V, entdo a secgdo é uma
elipse. De mesma maneira que na hipérbole podemos ter também duas esferas S; e S,

inscritas no cone, segundo as circunferéncias c; e ¢, e tangentes ao plano secante em
F; e F, (Figura21).

Figura 21 - Elipse no cone de Dandelin

Fonte: Elaborada pelo autor.

Mostremos que F; e F, sdo os focos da elipse.
Tomemos entdo uma diretriz g, intersectando os pontos Q;, P e Q», onde Q;,
Q e P pertencem, respectivamente, a c;, ¢, e a elipse, logo, a esfera S; é tangenciada

por PQ; e PF; e S, é tangenciada por PQ, e por PF,, entdo

d(P,Fy) =d(P, Q1) (2.22)

d(P/ FZ) = d(P/ QZ) (223)
Como Q4, P e Q, sdo colineares, com P entre Q; e Q,, segue de e
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d(Q1,Q2) = d(P, Q1) +d(P, Qo) = d(P, F1) + d(P, F»)

Como no caso da hipérbole, o segmento Q;Q, é uma constante real k, por-

tanto

d(P, Fl) + d(P, PZ) =k.
C.Q.D.

Os pontos F; e F, sdo os focos da elipse, o plano secante é o plano 7t e as
retas d; e d, sdo as diretrizes da elipse.

Dandelin também mostrou que, com excegdo da circunferéncia (caso par-
ticular da elipse), toda sec¢do conica ndo degenerada tem suas diretrizes coincidindo
com as retas formadas na intersec¢do do plano n, que define a conica, com os planos
Y1 € ¥2 que contém as circunferéncias c; e ¢, formadas pelas intersec¢cdes do cone com
as esferas S; e S,, casos da hipérbole e elipse.

Como s6 existe uma esfera no caso da pardbola, segue que haverd um sé
plano y e, consequentemente, uma tnica diretriz (Figura e[21).
Apresentemos entdo o seguinte resultado.

Proposicao 2.2. A sec¢do de um cone circular, por um plano tangente a uma esfera
inscrita nesse cone, é uma conica cujas diretrizes coincidem com a interseccdo do
plano secante ao cone com os planos que passam pelas circunferéncias formadas na

interseccdo do cone com as esferas inscritas.

O leitor interessado pode encontrar a demonstracdo deste resultado em [15].



3 AS CONICAS NO PLANO

No capitulo anterior, foi feita uma abordagem histérica e sintética, mos-
trando alguns resultados importantes bem como algumas defini¢des, com enfoque
mais acentuado ao tratamento das sec¢des cOnicas no cone.

Neste capitulo, serd feito um estudo sintética das conicas ndo degeneradas
no plano e, para aplicacdo em capitulo posterior, serdo apresentados alguns resultados.
Comecemos por uma definigdo geral de uma conica por meio de seu foco, sua diretriz

e de sua excentricidade.

Definicdo 3.1 (Definicdo geral de uma conica). Dado um ponto F, uma reta d e um

/4

(P, d)

nimero real positivo ¢, o lugar geométrico do ponto P, tal que = e € uma secgao

conica C, de foco F, diretriz d e excentricidade e.

3.1 Parabola

Definicdo 3.2 (via foco-diretriz). Dada uma reta d e um ponto F ¢ d, chamamos de

parabola de foco F e diretriz d ao conjunto de todos os pontos P cuja razdo entre as
dPF) _

a(Pd)

distancia de P a F e a distdncia de P ad é igual a 1, isto §,

Definindo a distancia entre um ponto P qualquer a uma reta d, como sendo

a distancia de P a P’, tal que P’ pertence a d e 0 segmento PP’ é perpendicular a d, onde
esse ponto P’ é chamado de projegdo do ponto P sobre a reta d, logo

d(P,d) = d(P, P')

Assim, se P é um ponto da parabola, temos que

d(E,P) = d(P,P’) = d(P, d).

Considere uma parébola P (Figura[22), de foco F e diretriz d e considerando
a reta r perpendicular a d no ponto F’ e que passa pelo foco F, temos os seguintes
elementos de P:

a) A retar é areta focal ou eixo focal da pardbola.

2

b) O ponto V, interseccdo da reta focal com a pardbola, é o vértice da
pardbola. Além disso, V é o ponto médio do segmento FF’ pois
d(F, V) = d(V,F’).

c) A distancia entre o foco F e diretriz d é o parametro da pardbola e vamos
denota-lo por 2p, isto é, d(F, d) = 2p.
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d) Um segmento FP qualquer da pardbola P, onde P € P e F é foco de P é

chamado de raio focal de P.

Figura 22 — Paradbola de foco F e diretriz 4

Fonte: Elaborada pelo autor

Proposicao 3.1. Toda pardbola é simétrica em relacdo ao seu eixo focal.

Demonstrac¢do: consideremos uma parabola P, um ponto P € P e o ponto P;, simétrico
de P em relagdo a reta focal r de P (Figura[23).

Figura 23 — Simetria em relacdo ao eixo da pardbola P

i P
EP//
P - Py
fa
7 v |
P s P’

Fonte: Elaborada pelo autor

Mostremos que P; é ponto da pardbola. Para isso, observe que a reta focal passa,
perpendicularmente, pelo ponto médio M do segmento PP;. Logo, os tridngulos PMF
e PyMF sao congruente (LAL). Em particular

d(P,F) = d(P, F).
Além disso,

d(P,d) = d(P”,d) = d(Py,d),
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pois F'P'PP"”" e F'P{P,P" sdo retangulos.
Como P € P, temos que

d(P,F) = d(P,d),
portanto,
d(Py, F) = d(Py,d),
ou seja, P; € P.
C.Q.D.

Uma parédbola divide o plano em duas regices (Figura 24): a regido interior e
a regido exterior a parédbola.

A regido interior a pardbola é aquela que contém o foco e todo ponto P, tal
que

d(F, P) < d(P,d).

A regido exterior a parabola é aquela que contém a diretriz e todo ponto P,
tal que

d(E,P) > d(P,d).

Figura 24 — Pontos P; e P,, respectivos pontos interior e exterior a parabola P

d

Fonte: Elaborada pelo autor

Uma reta s, contida no mesmo plano que contém uma parabola P e perpen-
dicular a diretriz d de P, intersecta P em um tinico ponto, além disso, s terd pontos na
regido interior e na regido exterior a parabola P. Veja Figura 25| (a).

Se s é uma reta paralela a d, temos: a interseccdo é vazia, quando s esta
contida na regido exterior a P; ou um tinico ponto, quando s passa pelo vértice de P ou
em dois pontos quando s passa pelo interior de P. Veja Figura [25|(b).
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Figura 25 — Retas contidas num plano que contém uma parabola

S1 r S2 r

S5

(a)As retas sy e so sao perpendiculares (b)As retas s3, s4 e s5 sao paralelas a
a diretriz d. diretriz d.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Com base no que definimos anteriormente, daremos a seguinte defini¢do de

reta tangente a uma parébola.

Definicao 3.3 (Reta tangente a uma pardbola). Dizemos que uma reta t é tangente a
uma pardbola quando t intersecta um tnico ponto P pertencente & pardbola e todos os
outros pontos de t sdo pontos exteriores a parabola.

Figura 26 — Tangente t a uma parédbola no ponto P.

t

Fonte: Elaborada pelo autor

Neste caso dizemos que areta f tangencia a pardbolano ponto P. Observando-
se a Figura 26 é bastante visivel que a reta tangente divide o plano em dois semiplanos,

deixando todos os pontos da pardbola em apenas um desses semiplanos.

Proposic¢ao 3.2. Sendo um ponto P pertencente a uma parabola P de foco F e diretriz
d, P’ a projecdo de P sobre d e t a reta mediatriz do segmento FP’, no ponto M (Figura
27), entao:
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1. t é bissetriz do angulo FPP’;

2. t é aunica reta tangente a P em P.

Figura 27 — Mediatriz t a FP’

Fonte: Elaborada pelo autor

Demontragdo: de fato, t é bissetriz do d&ngulo FPP’, pois os tridngulos PMF e PMP’ sdo
congruentes (caso LAL), e t é tnica, pois é definida pelos pontos M e P.

Para mostrarmos que t é tangente a P em P, basta tomarmos um ponto
genérico P; pertencente a reta t e diferente de P e mostrarmos que P; pertence a regido
exterior a pardbola P.

Tomemos a projecdo P; de Py sobre d, temos entdo o tridngulo P,P}P’,

retangulo em P’, logo
d(Pll P,) > d(Pl,Pi)

Como P; pertence a reta mediatriz de FP’, entdo os tridngulos P1MF e P{MP’ sdo
congruentes (caso LAL), logo

d(F, P1) = d(Py, P'),
entao
d(F, P1) > d(Py,d),
logo P; pertence a regido exterior a pardbola P, portanto ¢ é tangente a P em P.
C.Q.D.

Coroldrio 3.1. Toda reta tangente a uma parabola intersecta o eixo de simetria.
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Coroldrio 3.2. A reta paralela a diretriz que passa pelo vértice V da parabola P é

tangente a P em V e é a inica reta tangente a parabola que nao intersecta a reta diretriz.
Por vias de curiosidade, apresentemos o seguinte resultado:

Proposicdo 3.3. Dadas duas parédbolas P; e P, quaisquer, temos que P; e P, sdo seme-
lhantes.

A demonstracdo desta proposicdo vai além do estudo proposto neste
trabalho. Mas um leitor mais curioso pode encontra-la em [10].

3.2 Hipérbole

Definicao 3.4 (Via foco-diretriz). Dado um ndmero e > 1, um ponto F; e uma reta
di, com F; ¢ d;. Chamamos de hipérbole H de excentricidade e, foco F; e diretriz d,,
ao conjunto de todos os pontos P do plano cuja razdo entre a distdncia de P a F; e a
distancia de P a d; é e, isto é,

d(FllP) —e
dipdy)

Figura 28 — Hipérbole de foco F;, diretriz d,, excentricidade e = 2.

Fonte: Elaborada pelo autor

Passando pelo foco F; de uma hipérbole H uma reta e;, perpendicular a d;,
teremos os pontos V; e V, pertencentes a e; e que satisfazem a condic¢do

d(Fy, V1) _ d(Fy, V) — e
d(vlldl) d(VZI dl) ’

ou seja, Vi e V; sdo pontos de H (Figura [29).
A reta e; é denominada reta focal da hipérbole.
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Figura 29 — Reta e; que passa pelo foco F; da hipérbole H

dy H

Fonte: Elaborada pelo autor

Em toda hipérbole H, de foco F;, diretriz d; e excentricidade ¢, é possivel
encontrar um ponto F, € e; e uma reta d,, perpendicular a e;, distintos de F; e de d;,

respectivamente, onde

d(Fy, V1) = d(F, V)

d(Vy,dy) = d(V2, d2)
e que quando dado um ponto P € H, ter-se-4

d(F, P)

P dy
isto é, podemos encontrar um segundo foco F, e uma segunda diretriz d, para a
hipérbole H (Figura [30).

Figura 30 — Hipérbole de focos F; e F,, diretrizes d; e d, e excentricidade e = 2.

d1 d2

Fonte: Elaborada pelo autor
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Podemos, entdo, observar que existem dois ramos na hipérbole que deno-
taremos por R;, o ramo que se localiza entre o foco F; e a diretriz d; e que passa pelo
ponto V; e Ry, o ramo que, passando por V,, estd entre o foco F, e d, . E possivel,
também notar que a hipérbole divide o plano em trés regides, onde a regido delimitada
pelos ramos R; ou R, que contém um foco é chamada de regido interior a hipérbole e a
regido que contém as diretrizes é denominada de regido exterior & hipérbole (Figura [31).

Figura 31 — Hipérbole H como unido dos ramos R; com R,

Fonte: Elaborada pelo autor.

Vale salientar que quando uma reta r é perpendicular as diretrizes, ela passa
pelas trés regides delimitadas pela hipérbole e, consequentemente, intersecta a mesma
em dois pontos. J4 no caso em que r é paralela as diretrizes, podemos ter: r contida na
regido exterior, neste caso, r ndo intersecta a hipérbole; ou r intersecta a hipérbole em
Vi, ouem V,. Se r passa pela regido interior a hipérbole, entdo r tem pontos na regido

interior e na regido exterior a hipérbole e a intersecta em dois pontos (Figura [32).

Figura 32 — Retas secantes a uma hipérbole

B4
Py J
B I
(a) As retas ry,79 € rg sdo perpendi- (b) As retas ry,72,73 € 14 880 para-

culares as diretriz lelas &s diretrizes.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tracando-se pelo ponto médio O, do segmento V;V,, uma reta e, perpendi-
cular a e;, pode-se construir os tridngulos V1;OW;, V1OW,, V,OW; e V,0OW,, retangulos
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em O, onde as distancias d(Vy, W), d(V1, W»),d(V,, Wi) e d(V,, W») sdo todas iguais
a metade da distancia entre os focos da hipérbole, denotaremos por 24, a distancia
d(V1, V), por 2b a distancia d(W;, W,) e 2c a distancia d(F;, F,) (Figura .

Figura 33 — Triangulos formados com o centro e vértices de uma hipérbole.

e
Wli
LA T I |
0 a

Fonte: Elaborada pelo autor.

Chamamos o ponto O de centro da hipérbole, a reta e, de reta ndo focal da
hipérbole, os pontos V1 e V; sdo os vértices sobre a reta focal e W; e W, sdo os vértices
sobre a reta ndo focal, o segmento V;V,; é o eixo focal da hipérbole e W; W, é o eixo ndo
focal da hipérbole.

Tracando-se por W; e W, dois segmentos paralelos e com 0 mesmo compri-
mento do segmento V;V,, de modo que W; seja ponto médio de um destes segmentos
e W, seja ponto médio do outro e fazendo V; e V, serem o0s respectivos pontos médios
de dois segmentos paralelos a Wi W, e de mesmo comprimentos de W;W,, teremos o
retangulo de base (Figura [34).

Figura 34 —a, e a, sdo as assintotas da hipérbole.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Definicao 3.5 (Assintotas). Sdo as retas a4; e a, (Figura que passam pelo centro
O da hipérbole, contém as duas diagonais do retangulo de base e se aproximam da
hipérbole, a medida que se prolongam, as assintotas e a hipérbole.

Denotemos, d(O, V;) =a,d(O,W;) =bed(O,F;) =d(V;, W;) =c,comi=1,2e
j =1,2. Veja Figura 33|

Se um ponto Q é equidistante de F; e F,, assim como de V; e V;, o ponto P
pertence a reta ndo focal. Além disso, a reta ndo focal estd contida na regido exterior a
hipérbole.

Como d(O, V4) = a,d(O, W;) =bed(V;, W;) = ¢, temos, pela Figurae pelo

Teorema de Pitagoras, a seguinte relagao:
=a*+0?
com 4, b e c nimeros reais positivos.
Proposicdo 3.4. A excentricidade e pode ser dada pela razado entre c e g, isto é,

c
e=-.
a

Figura 35 — Distancias vértice, diretriz e foco da hipérbole

/ ¢

Fonte: Elaborada pelo autor

Demonstra¢iao: Temos pela Definicdo que dado um ponto P € H, entdo
d(Fi/ P) = e.d(P, di)/

com i = 1,2. Considerando entdo os vértices V; e V, de H, o foco F;, a diretriz d; e

fazendo de x a distancia entre a diretriz d; e a reta e, (Figura 35), temos:

d(F,, V1) =ed(Vy,d)) = c—a=e(a—x),a>x, (3.1)
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d(Fl, Vz) = €.d(V2, dl) — Cc+a= 6.(11 + X) (32)
Somando 3.1]com 3.2} tem-se,

c—a+c+a:e(a—x)+e(a+x)=>2(::2ae=>e:g.
C.Q.D.

Proposicdo 3.5. A razdo entre as distancias d(V;, V) e d(dy, d,) é igual a excentricidade.

Figura 36 — Distancias entre diretrizes e vértices da hipérbole

Fonte: Elaborada pelo autor

Demonstra¢ao: Considere a hipérbole da Figura
Pela Definic¢do

d(Fy, V1) = ed(Vy,dy).

Como

d(Fl, Vl) =Cc—a
e

d(vl,d1) =4ad-—X,
temos

d(Fl,Vl):e.d(Vl,dl):c—a:e(a—x)=>c—a:ea—ex2>c—a:E.a—ex=>

a
c—a=c—ex=ex =a—=— e2x =2a = ed(d,dy) =d(V,, V>).
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Portanto,

d(Vi, V») —e
d(dll dZ) .

C.Q.D.

Definicdo 3.6 (Reta tangente a uma hipérbole). Define-se como reta tangente a uma
hipérbole, a toda reta que intersecta a hipérbole em apenas um ponto P e todos os seus
demais pontos pertencem a regido exterior a hipérbole (Figura [37).

Pela Definigdo podemos observar que a reta t, paralela a uma diretriz e
que passe por um vértice sobre a reta focal de uma hipérbole, é tangente a hipérbole
no referido vértice.

Com excecdo das tangentes que passam pelos vértices sobre a reta focal, que
sdo paralelas a reta ndo focal, todas as tangentes a uma hipérbole intersectam a reta
focal e a reta ndo focal, além disso, todas as tangentes a uma hipérbole intersectam as
assintotas da mesma.

Figura 37 — Tangente a hipérbole

Fonte: Elaborada pelo autor.

Proposicao 3.6. Se um ponto P € H, entdo o valor absoluto da diferenca entre as
distancia de P a F; e a distancia de P a F, é igual a distancia de V; a V.

Demonstra¢do: Seja o ponto P pertencente a uma hipérbole H, com focos F; e F»,
diretrizes d; e d, e reta focal e, (Figura 38).



Figura 38 — Um ponto P pertencente a uma hipérbole

=
[ s

Wi }

a \VQ

(a) P pertence ao ramo R; da hipérbole

€1

d!1 ffz

Vi / \VQ

(b) P pertence ao ramo R da hipérbole

Fonte: Elaborada pelo autor.

Caso I: P pertence ao ramo R, de H.
Pela Definigao 3.4, temos:

d(Fy1,P) = e.d(P,dy)
e
d(FZI P) = e'd(PI dZ)/
logo
d(F1, P) — d(Fy, P) = e.[d(P,dy) — d(P, d)].

Como

d(P,dy) = d(P,d,) + d(d>, dy)
temos

d(F1, P) — d(F», P) = e.[(d(P, d>) + d(dy, d1)) — d(P, dy)].
Assim, temos

58
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d(Fl,P) — d(Fz, P) = e.d(dz, dl)

Como

d(dy, dy) = d(dy, dy),

e pela Proposigdo temos:

e.d(dl,dz) = d(vlz VZ)/

entao

d(F1,P) —d(Fy, P) = d(V1, V)
Caso II: P pertence ao ramo R; de H.
Neste caso, temos
d(P, dz) = d(P, dl) + d(dl,dz),

assim
d(F, P) — d(F1, P) = d(V1, V).
Portanto, podemos escrever
|d(F1,P) —d(F,,P)| =d(Vy, V,) = 2a
C.Q.D.

A reciproca desta proposicdo é verdadeira e é consequéncia imediata da
Proposicao

Pela Proposicao podemos dizer que a hipérbole pode ser vista como o
conjunto de todos os pontos P do plano para os quais o médulo da diferenca de suas
distancias a F; e F, é igual a constante 24 > 0 onde 22 é menor do que a distancia entre
os focos F; e F,.

Temos
|d(P,F1) —d(P,F,)|=2a, 0 <a<cg,

Comojad vimos, 24 é a distancia entre os vértices sobre a reta focal da hipérbole
e 2¢ é a distancia entre os focos da mesma (Figura|39).
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Figura 39 — Hipérbole de focos F; e F; e vértices Vi e V,

Fonte: Elaborada pelo autor.

Pela defini¢ao[3.4, para um ponto pertencer ao mesmo plano de uma hipérbole,
existem trés tinicas posi¢des, mutuamente exclusivas, para este ponto em relacdo a
hipérbole, ou o ponto pertence a regido interior a hipérbole, ou o ponto pertence a
hipérbole, ou o ponto pertence a regido exterior a hipérbole.

Proposic¢do 3.7. Dado um ponto P pertencente ao mesmo plano no qual esteja contida

uma hipérbole H de focos F; e F;.

(a) P pertence a regido exterior a H se, e somente se,
|d(F1, P) = d(F3, P)| < 2a;

(b) P pertence a regido interior a H se, e somente se,
|d(F1, P) — d(F,, P)| > 2a.

Demonstragdo: Para demonstrar esta proposi¢ao, tomemos a Figura 40} (a) Suponha
que P pertence a regido exterior da hipérbole H.

Se P é um ponto equidistante a F; e F,, entdo
|d(F1/P) - d(PZIP)| < 2ﬂ,
pois

d(Fl,P) - d(Fz,P) =0.
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Figura 40 — Posicdo de um ponto P em rela¢do a uma hipérbole

W 2
(b) P pertence a regifo interior a hipérbole.

€1
Vi Vs
(a) P pertence a regido exterior a hipérbole
H
\
Y
\
il
|

Fonte: Elaborada pelo autor.

Supondo que F, seja o foco mais préximo de P, entdo fagamos o segmento
F,P. Como F; e P pertencem, respectivamente, ao interior e exterior da hipérbole vai
existir um ponto P; pertence & intersec¢do de H com F,P.

Considerando-se o ponto Q pertencente ao segmento F; Py, tal que

d(Q, P1) = d(F2, Py),

Mas

d(F],Pl) = d(‘Fll Q) + d(Q/ Pl)/

assim,

d(F1,Q) = d(F1, P1) —d(Q, Py) = d(V4, V) = 2a.

Podemos observar a existéncia dos tridngulos F1QP, QPP e F,P;Q, (Figura
[0). Dessa forma, teremos pela Proposigéo

|d(F1, P) — d(F2, P)| = d(V1, V) = 2a.

Pela desigualdade triangular, temos

d(Fy, P) <d(Fy, Q) +d(Q,P) (3.3)

d(Q, P) <d(Q, P1) +d(Py, P). (3.4)
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Somando-se d(F;, Q) nos dois membros da desigualdade temos

d(F,, Q) +d(Q,P) < d(Fy,Q) +d(Q, P1) +d(P1, P),

como

d(F1,Q) =d(Vy, V2),

entao

d(Pl,Q) + d(Q,P) < d(Vl, Vz) + d(Pz,Pl) + d(Pl,P) £l

d(F1,Q) +d(Q, P) < d(V1, V) +d(F2, P). (3.5)
E por[3.3]e[3.5 temos

d(Fl,P) < d(Fl,Q) +d(Q,P) < d(Vl, Vz) +d(F2,P) -

d(F1,P) = d(Fy, P) <d(Vy, V)
Se considerarmos P mais proximo do foco F; iremos ter, de modo anélogo,
d(F,, P) — d(F1, P) < d(V4, V).
Portanto,
|d(F1, P) — d(F», P)| < 2a.

(b) Considere agora P um ponto pertence ao interior de uma hipérbole, de
forma que P estd mais préximo de F,. Tomemos o ponto P; pertence a intersec¢do do

segmento F1P e o ponto Q pertencente ao segmento F;P;, de modo que

d(Q, P1) = d(Fz, P1). (3.6)

Teremos entdo, os triangulos F1QF,, F,QP; e P;PF, (Figura [0).
De modo andlogo a (a), temos:

d(F1,Q) =d(V1, V») (3.7)

d(Fy, P1) + d(P1, P) > d(F, P). (3.8)
Por [3.6] temos
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d(Q, P1) + d(Py, P) > d(F5, P).

Somando-se d(F;, Q) nos dois membros da desigualdade temos

d(F1,Q) +d(Q, P1) + d(P1, P) > d(F1,Q) + d(F2, P).
Como, de[3.7] temos

d(Fy, Q) +d(Q, P1) +d(Py,P) > d(V1, V3) + d(Fy, P),

e
d(Fy, Q) +d(Q, P1) +d(Py,P) = d(F,, P),
logo
d(F1, P) — d(F, P) > d(Vy, V).
Se tomarmos P mais préximo do foco F; vamos obter, de modo analogo,
d(Fy, P) — d(F1,P) > d(Vy, V).
Portanto,

|d(F1, P) — d(F3, P)| > 2a.

Para completar a demostragdo, devemos mostrar que se P satisfaz as inequagoes

|d(P1/P) _d(PZIP)l <2a

|d(F1/p) - d(FZIP)l > 2["l/

entdo P sera um ponto que pertence, respectivamente, a regido exterior e regido interior
a uma hipérbole H de focos F; e F.
(a) De fato, pois sendo P um ponto pertencente ao mesmo plano no qual, H

esta contida, com
|d(F11P) - d(FZI P)l < 2[1/

temos que P pertence a regdo exterior a hipérbole, caso contrdrio, ou P pertence a
hipérbole, logo

|d(F1/P) - d(FZIP)l = 25l,
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ou P pertence a regido interior a hipérbole, logo
|d(F1, P) — d(F, P)| > 2a,
o que é um absurdo, pois
ld(F4, P) — d(F», P)| < 2a.

A demonstracdo da reciproca do item (b) é analoga a demonstracdo da

reciproca de (a).
C.Q.D.

Proposic¢ao 3.8. Uma hipérbole H é simétrica em relacdo a sua reta focal, a sua reta ndo

focal e ao seu centro.

Demonstracao:

Caso I: Simetria em relagao a reta focal (Figura[41).

Figura 41 — Simetrias da hipérbole em relagdo a reta focal

Fonte: Elaborada pelo autor.

Seja P € H, onde P ndo é vértice de H. Por P, passemos uma reta perpendicu-
lar a reta focal. Denotemos por P’ o simétrico de P em relagédo a reta focal e mostremos
que P’ € H.

Como os triangulos F1PQ e F,PQ sdo congruentes, respectivamente, aos
tridngulos F1P'Q e F,P'Q, temos

d(Fz,P) = d(Pz,P’)
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d(Fy,P) = d(F, P').
Logo
|d(Fy,P") = d(Fy, P")| = |d(F1, P) — d(F,, P)| = 2a.
Portanto

P’ € H.

A demonstragdo de simetria em relagdo a reta ndo focal (Figura42) é similar
ao caso anterior.

Figura 42 — Simetrias da hipérbole em relagdo a reta ndo focal

P/

Fonte: Elaborada pelo autor.

Caso III: Simetria em relacdo ao centro (Figura[43).
Se P € He P’ é o simétrico de P em relagdo ao centro, mostremos que P’ € H.
Como os tridngulos F1OP e POF, sdo congruentes aos tridngulos F,OP’ e
P’OF;, respectivamente, temos

d(Pz, P) = d(Fl,P/)

d(Fl,P) = d(Fz, PI)
Logo,
ld(F1, P") — d(F5, P")| = |d(F1, P) — d(F», P)| = 2a,

assim,

P’ e H.
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Figura 43 — Simetrias da hipérbole em relagdo ao seu centro

Pl

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.3 Elipse

Definicao 3.7 (via foco-diretriz). Dados um ntmero ¢, onde 0 < e < 1, um ponto F; e
uma reta d;, em um plano, com F; ¢ d;, o conjunto de todos os pontos P do plano cuja
razdo entre a distadncia de P a F; e a distadncia de P a d; é igual a e é chamado de elipse
de excentricidade e, foco F; e diretriz d;.

Denotemos essa elipse por E e tracando-se uma reta e;, perpendicular a d;
num ponto D, tal que F; € e;, pode-se encontrar os pontos V; e V,, de modo que V;
pertenca ao segmento F1D;, F; pertenga ao segmento V1V,

d(Fy, V1) _ d(Fy, V1) e e d(Fy, V) _ d(Fy, V) —e
d(V1, Dl) d(Vl/ dl) d(VZI Dl) d(VZI dl) ’

isto é, V1 e V; pertencem a elipse E (Figura [44).

Figura 44 — Elipse E de foco F;, diretriz d; e excentricidade e

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Como na hipérbole, uma elipse também tem um segundo foco F, e uma

segunda diretriz d,, onde

d(F,, V1) = d(F, V)

d(Vl, dl) = d(VQ, dz) (Figura .

Figura 45 — Elipse E de focos F; e F; e diretrizes d; e d,
d1 d2

Vi Vs

e _e-__g-Z] N

Fonte: Elaborada pelo autor.

Chamamos a reta e; de reta focal da elipse, os pontos V; e V, sdo os vértices
sobre a reta focal, o segmento V1V, é o eixo focal.

Tracando-se pelo ponto médio O do eixo focal da elipse uma reta
ey, perpendicular a e;, temos que e, intersecta a elipse nos pontos W; e W,. A reta e, é
chamada de reta ndo focal, W; e W, sdo os vértices da elipse sobre a reta ndo focal e o
segmento W1 W, é o eixo ndo focal da elipse. A exemplo da hipérbole vamos denotar
por 2a a distancia d(V3, V), 2b a distancia d(W, W) e 2¢ a distancia d(F;, F,) (Figura.

Figura 46 — Elipse de focos F; e vértices V; e W,.

W
b
onl O N Vo el
B Fy
W-
e
e c

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Se um ponto P equidista de F; e F;, entdo P também equidista de Vy e V; e
pertence a e,.

O ponto O é chamado de centro da elipse e, como na hipérbole, ele também
é o ponto médio dos segmentos W, W, e F1F,. Logo, podemos dizer que d(O, V;) = a,
d(O,W;) =bed(O,F;) = c,comi = 1,2 (Figura [46).

Observando a Figura [#6, podemos notar a existéncia dos triangulos F,OW;
e Vi.OWj, retangulosem O,comi=1,2ej=1,2.

Uma elipse também divide o plano em duas regides: a regido interior a elipse
é aquela que contem os focos e a regido exterior a elipse é aquela que ndo contem os
focos e contém as diretrizes.

Definicao 3.8 (Reta tangente a uma elipse). Uma reta t é dita tangente a uma elipse
E em um ponto P, se t intersecta E em um tnico ponto P e todos os outros pontos
pertencentes a t pertencem a regido exterior a E.

Figura 47 — Reta tangente a uma elipse.

€9

Fonte: Elaborada pelo autor.

Notemos que exceto as tangentes que passam pelos vértices sobre a reta
focal, que sdo paralelas a reta ndo focal, e as tangentes que passam pelos vértices sobre
a reta ndo focal, que sdo paralelas a reta focal, todas as retas tangentes a uma elipse se
intersectam e intersectam a reta focal e a reta ndo focal. (Figura[48).
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Figura 48 — Tangentes sobre os vértices de uma elipse.

€2

Fonte: Elaborada pelo autor.

Proposi¢do 3.9. A excentricidade e de uma elipse pode ser dada por
c
e=-.
a
Demonstragdo: Considere a elipse da Figura 49|

Figura 49 — x,a e c sdo as respectivas distancias entre o centro e as diretrizes, os focos e
os vértices Vi e V5.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como

d(Fy, V1) = d(F, V)

d(Vy,dr) = d(V2, do).
Pela Figura 49| temos
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d(Fl, Vl) =4a-—cC,
d(Vl,dl) =X—4da,

d(Fl, Vz) =a+c

d(Vz, d1) =a+Xx.

Logo, pela Defini¢ao temos:

a—c=e(x—a) (3.9)

a+c=ce(@@+x) (3.10)
Fazendo teremos

a+c—(a—c):e(a+x)—e(x—a)=>2c:e.2a:e:g
C.Q.D.

Proposicao 3.10. A excentricidade e de uma elipse é igual a razdo entre as distancias
d(V1, V) e d(dy, d2).

Demonstra¢ao: Considere ainda a Figura[9] Da Defini¢ao temos

d(Fll V]) = e'd(vll dl)/

como
d(F,Vi)=a-c e d(Vy,d)=x—a,
entdo
a-c=e(x—a)=>a—-c=ex—eaq.
E da Proposi¢ao[3.9,

c 2a
a—c=ex——a=>a—c=ex—c=a=ex=e=2—,
a X
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logo
— d(Vll VZ)
d(dy.d)

C.Q.D.

Vale destacar que quando a excentricidade tende para zero a elipse tende
para uma circunferéncia e quando a excentricidade tende para 1 a elipse tende para
um segmento de reta, isto €, quanto mais préximo de zero for o valor da excentricidade
mais arredondada é a elipse e quanto mais préximo de 1 for a excentricidade, mais
achatada serd a elipse.

Notemos que a Figura[50} apresenta as elipses: E; de focos F; e F,, diretrizes
d; e d, e excentricidade e = 0.85; E, com focos F; e F,, diretrizes ds e d, e excentricidade
e = 0,69 e E; de focos Fs e F, cujas diretrizes ndo aparecem e excentricidadee = 0. O que
nos faz pensar que os focos se aproximam e as diretrizes se distanciam a medida que
a excentricidade diminui. Sendo que quando os focos coincidem (Fs e Fy) as diretrizes

tendem para o infinito, chegando-se a uma circunferéncia (caso da elipse Es).

Figura 50 — Variacdo da forma da elipse em funcdo do valor da excentricidade.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Proposic¢ao 3.11. Sendo P um ponto pertencente a uma elipse E, temos que a soma das
distancias de P aos focos é igual a distancia entre os vértices sobre a reta focal.

Demonstra¢do: Seja uma elipse E com focos F; e F, e diretrizes d; e d,, (Figura ,
temos pela Defini¢do
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Figura 51 — Relacdo entre a distdncia dos focos a um ponto P e a distdncia de P as
diretrizes.

Fonte: Elaborada pelo autor.

d(Fy,P) = e.d(P,d;)

d(F,, P) = e.d(P,d,).
Assim
d(Fy,P)+ d(F,,P) = ed(P,d)+ed(P,d,)

e[d(P,dy) + d(P, dy)]
ed(d:, dy).

Pela Proposicao temos
ed(dll d2) = d(Vll VZ)/

logo
d(F1,P) + d(Fy, P) = d(Vy, V).
C.OD.

Assim, Uma elipse de focos F; e F, é o conjunto de pontos P cuja soma da

distancia de P a F; com a distancia de P a F, é a constante 22 > (0, maior do que 2c¢

(Figura[52).

d(F1, P) + d(Fa, P) = 2a

Como ja sabemos 24 é a distancia entre os vértices sobre a reta focal e 2c é a
distancia entre os focos da elipse.
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Figura 52 — Distancia de focos a um ponto da elipse.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Sendo uma elipse E de centro O, focos F; e F,, vértices sobre a reta focal V;
e V, e vértices sobre a reta ndo focal W; e W,, segue entdo, o seguinte resultado:

Proposic¢do 3.12. A distancia de um foco a um vértice sobre a reta ndo focal é igual a
distancia de um vértice sobre a reta focal ao centro da elipse, isto é, d(F;, W]-) =d(0O, Vy),
comi=1,2,j=12ek=1,2.

Figura 53 — Teorema de Pitdgoras na elipse.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Demonstragao: Como W; pertence a e, entdo W, é equidistante a F;. E, pelo fato de W;

pertencer a E, segue que
A(Fi, W)) +d(F,, W) = d(V1, V) = 2.4(F;, W;) = 2.d(O, Vi) = d(F;, W;) = d(O, V)
C.Q.D.
Em consequéncia a esta proposicdo, temos a seguinte relago (Figura [53):
@ =b+c

Proposigdo 3.13. Sendo um ponto P pertencente a um plano a que contem uma elipse

de focos F; e F,, entao:

(a) P pertence a regido interior a elipse se, e somente se,
d(Fy, P) + d(F», P) < 2a;

(b) P pertence a regido exterior a elipse se, e somente se,
d(Fi1,P) + d(F,, P) > 2a.

A demonstracdo desta proposi¢do é analoga a demonstracdo da Proposicao
B.5 Veja Figura 54,

Figura 54 — Posi¢do de um ponto em relacdo a uma elipse

P’ 1P
P."

(a) O ponto F pertence a regiao  (b) O ponto P pertence i regiao

interior & elipse. exterior 4 elipse.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Em consequéncia a esta proposi¢do temos que se tomarmos os ponto P, F; e

F,, coplanares, de forma que
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d(P, Pl) + d(P, Fz) = 26!,

onde a é um ntimero real positivo, entdo P pertence a elipse de focos F; e F; e eixo focal
medindo 2a.

Proposicao 3.14. Toda elipse é simétrica em relacdo ao seu centro, a sua reta focal e a
sua reta ndo focal.

A demonstracdo desta proposicdo é andloga ao caso de simetria na hipérbole.
Veja Figura 55|

Figura 55 — Simetria na Elipse

JI'J'

P.’

(a) Simetria em relagao ao  (b) Simetria em relacao & (c) Simetria em relagao a
centro (. reta focal e;. reta nao focal e,.

Fonte: Elaborada pelo autor.



4 AS QUADRICAS

Comoja vimos, foi por meio de cones circulares que se descobriu a existéncia
das seccdes conicas e fez-se varios estudos das mesmas com referéncia ao cone. O cone
é uma superficie quadrica.

Além do cone, existem outras superficies quddricas e também é possivel
obter curvas cOnicas, seccionando estas outras quédricas por planos.

Neste caso podemos pensar em uma quadrica como sendo uma superficie
que pode ser gerada pela unido de sec¢des conicas ou por um movimento continuo e
bem definido de uma ou mais dessas curvas. O préprio cone, como ja foi mencionado,

pode ser gerado, rotacionando uma reta r em torno de uma reta e;, concorrente com r

(Figura[56).

Figura 56 — Cone gerado pela rotacdo de uma reta em torno de seu eixo.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A reta e; é 0 eixo de simetria do cone. Todas as quadricas que estudaremos
nesta segdo tém um eixo de simetria que chamaremos somente de eixo.

Definicdo 4.1 (Superficie Regrada). Superficie que por qualquer um de seus pontos
passa uma reta contida na prépria superficie.

Podemos entdo dizer que uma superficie regrada é uma superficie gerada
pelo deslocamento de uma reta. O cone, como podemos ver na Figura[56] é um exemplo
de superficie regrada.

Se por qualquer ponto de uma superficie S passar duas retas contidas na

prépria superficie, entdo diz-se que S e uma superficie duplamente regrada.
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4.1 Cone eliptico

Cone cuja secgdo por um plano perpendicular ao seu eixo é uma elipse ou
um ponto, a secgdo por um plano paralelo ao seu eixo é uma hipérbole e a sec¢do por
um plano que contém o eixo sdo duas retas concorrentes.

4.2 O cilindro Parabdlico

Quaédrica cuja sec¢do por um plano paralelo ao seu eixo é uma parédbola e
a sec¢do por um plano perpendicular ao seu eixo pode ser uma reta, um par de retas
paralelas ou o conjunto vazio (casos degenerados da parébola).

Podemos pensar em um cilindro parabélico como sendo uma superficie
gerada pelo deslocamento de uma parabola ao longo de uma reta.

Figura 57 — Cilindro parabdlico
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Fonte: Elaborada pelo autor.

4.3 Cilindro Eliptico

Quaédrica cuja secgdo por uma plano perpendicular ao seu eixo é uma elipse
e a secgdo por um plano paralelo ao seu eixo pode ser duas retas paralelas, uma reta
ou o conjunto vazio.

Figura 58 — Cilindro eliptico
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Podemos pensar neste cilindro como uma superficie gerada pelo desloca-

mento de uma elipse ao longo de uma reta.

4.4 Cilindro hiperbélico

Quaédrica cuja seccdo por um plano perpendicular ao seu eixo é uma hipérbole
e a sec¢do por plano paralelo pode ser uma reta, um par de retas paralelas ou o conjunto
vazio.

Da mesma forma que o cilindro parabdlico e o cilindro eliptico, podemos
pensar no cilindro hiperbélico como sendo uma superficie gerada pelo deslocamento

de uma hipérbole ao longo de uma reta.

Figura 59 — Cilindro hiperbdlico
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Fonte: Elaborada pelo autor.

4.5 Paraboléide eliptico

Quadrica cuja seccdo por um plano paralelo ao eixo é uma pardbola e a
sec¢do por um plano perpendicular ao eixo é uma elipse ou um de seus casos degene-

rados (um ponto ou o conjunto vazio).

Figura 60 — Paraboléide eliptico

N
/ \d =/

(a) Seccdo por um plano perpendi- (b) Seecdo por um plano paralelo ao
cular ao eixo. eixo.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Um paraboléide eliptico pode ser gerado pela rotacdo de uma pardbola P em
torno de seu eixo, neste caso a secgdo por um plano horizontal serd uma circunferéncia
cujo centro é um ponto do eixo do paraboldide, que passa a ser chamado de paraboldide
circular ou de revolucgao.

Podemos pensar nessa superficie como sendo um conjunto com infinitas
parédbolas, no espago, idénticas a P, cujos vértices, focos e eixos coincidem com o
vértice, foco e eixo de P e as suas retas diretrizes intersectam a diretriz de P, na projecdo
do foco de P sobre a diretriz de P. Dessa forma, podemos entdo pensar em um tnico
foco para todas as pardbola que geram a superficie, logo chegamos a um foco F para o
paraboléide de revolugdo. Consideremos, também a unido de todas as retas diretrizes
como sendo um plano , que chamaremos de plano diretor.

Podemos entdo definir um paraboléide de revolugdo, em analogia a parabola,
como sendo uma superficie S de foco F e plano diretor 6, como sendo um conjunto de

pontos do espago que equidistam de F e .

Figura 61 — Paraboléide de revolugdo

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.6 Paraboldide hiperbélico

Quaédrica cuja a secgdo por um plano paralela ao eixo é uma parabola ou
uma reta e a sec¢do por um plano perpendicular ao eixo é uma hipérbole ou duas retas
concorrentes (Figura [62).

Podemos obter um paraboléide hiperbdlico deslocando-se uma reta que in-
tersecta duas retas reversas. Neste caso, por cada ponto de um paraboléide hiperbélico
é possivel passar uma reta contida na superficie, logo o paraboléide hiperbélico é uma
superficie regrada (Figura[63).



80

Figura 62 — Parabol6ides Hiperbdlicos
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(a) Seccdo por um plano perpen- (b) Seccgdo por um plano paralelo
dicular ao eixo. ao eixo.

Fonte Elaborada peli autor

Figura 63 — Paraoldide gerado pelo deslocamento de uma reta

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observando a Figura pode-se notar que por cada ponto de um para-
boléide hiperbdlico é possivel passar duas retas contidas no mesmo, logo essa superficie
é duplamente regrada.

4.7 Hiperboléide de uma folha

Quaédrica cuja sec¢do por um plano paralelo ao eixo é uma hipérbole e a
sec¢do por um plano perpendicular ao eixo é uma elipse.

Observacao 1. Pela caracterizacdo do hiperboléide de uma folha e do cone eliptico
pode parecer se tratar de uma mesma superficie, mas ndo é. Note que a sec¢gdo de um
cone eliptico por um plano que passa pelo eixo do mesmo sdo duas retas concorrentes,
ja o hiperbol6ide de uma folha, quando seccionado por um plano que passa pelo eixo

do mesmo, a curva obtida continua sendo uma hipérbdle.
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Figura 64 — Hiperboléide de uma folha

Fonte: Elaborada pelo autor.

No caso particular em que a elipse é uma circunferéncia, dizemos que se
trata de um hiperboléide de revolugdo de uma folha. Uma forma para gerar esta
superficie é rotacionarmos uma hipérbole em torno de sua reta ndo focal, que serd o
eixo do hipérboléide de revolugdo de uma folha.

Uma outra maneira de se obter tal superficie é rotacionando uma reta ¢ em
torno de uma reta e;, reversa a g. Neste caso, temos que o hiperboléide de revolugéo é
uma superficie regrada. Como por cada ponto pertencente a superficie de um hiperbo-
loide de uma folha é possivel passar duas retas, dizemos que se trata de uma superficie
duplamente regrada.

Figura 65 — Hiperl6ide gerado pelo descolamento de uma reta

Fonte: Elaborada pelo autor.
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4.8 Hiperboléide de duas folhas

Quaédrica cuja sec¢do por um plano paralelo ao eixo é uma hipérbole e a

seccdo por um plano perpendicular ao eixo é uma elipse, ponto ou conjunto vazio

(Figura[66).

Figura 66 — Hiperbol6ide de duas folhas: seccdo por um plano paralelo ao eixo e sec¢do
por um plano perpendicular ao eixo.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Notemos que a exemplo do hiperboléide de uma folha, também ¢é possivel
se obter um hiperboléide de revolucdo de duas folhas. Para tanto, basta rotacionar
uma hipérbole em torno de sua reta focal (Figura [67).

Figura 67 — Hiperbol6ide de revolugdo

€1

Fonte: Elaborada pelo autor.
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4.9 Elipséide

Quaédrica cuja sec¢do por um plano paralelo ou perpendicular ao eixo é uma
elipse, um ponto ou conjunto vazio (Figura[6§e Figura [69).

Figura 68 — Elipséide seccionada por um plano paralelo ao seu eixo.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 69 — Elips6ide seccionada por um plano perpendicular ao seu eixo.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Quando o elipséide é obtido pela rotacdo de uma elipse em torno de sua
reta focal, temos circunferéncias como sec¢des por planos perpendiculares ao eixo do
elipséide, neste caso, também dizemos se tratar de uma superficie de revolugdo (Figura

70).
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Figura 70 — Elipséide de revolucéo.

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.10 Propriedades de reflexdao das sec¢des conicas

As propriedades de reflexdo das trés conicas ndo degeneradas (parédbola,
elipse e hipérbole), sdo vastamente exploragdes em diversas aplicagdes, em vérias dreas.
Antes de fazermos um estudo sobre a reflexdo nas superficies conicas, de-

vemos fazer algumas consideragoes.

Defini¢ao 4.2 (Angulo entre uma curva e uma reta). Define-se como dngulo entre uma
curva C e uma reta 7, que intersecta C em um ponto P, como sendo o dngulo entre a
reta r e a reta f, tangente a curva C no ponto P (Figura|[71).

Figura 71 — Angulo entre a curva C e a reta r

curva C
i

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.10.1 O principio de Reflexao

O fendmeno de reflexdo de ondas consiste na mudanca de dire¢do da

propagacdo de energia, isto é, as ondas refletem quando incidem sobre uma superficie
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refletora.

O principio de reflexdo se aplica a raios de luz, ondas eletromagnéticas, sono-
ras, de calor, etc. Em sua formulagdo atual deriva do principio da menor agido. Mas Heron
j& o provara a partir do principio do menor esfor¢co, enunciado por Aristételes, segundo o
qual a natureza nada faz do modo mais dificil.

Notemos que toda superficie ¢ uma reunido de curvas, retas ou segmentos
de retas e que, por exemplo, um raio de luz vai incidir em um ponto P de uma superficie
seguindo a trajetéria de uma reta que intersecta a superficie em P.

Considere um ponto P pertencente a uma superficie refletora S, chamamos
de normal a S no ponto P, a reta PN perpendiculara S em P.

Se um raio de luz incide sobre a superficie refletora S no ponto P (Figura
[72), entao, pelo principio de reflexio, o dngulo de incidéncia QPN e o dngulo de reflexdo NPR
sdo iguais.

Figura 72 — Principio de reflexdo

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como o angulo QPQ’ (Figura [72), formado entre a trajetéria QP do raio
incidente e a superficie S é complementar ao dngulo de incidéncia e o angulo R’PR
formado entre a trajetéria PR do raio de reflexdo com a superficie S é complementar ao
dngulo de reflexdo, onde Q" e R’ sdo as respectivas projecdes de Q e R, sobre a superficie
S, entdo Q'PQ e R'PR sdo iguais.

4.10.1.1 Reflexdao na pardbola

Seja P uma parabola com foco F, diretriz d, vértice V e reta focal r.

Sabemos que, se P € P, com P # V, entdo uma reta que intersecta P somente
em P, ou é tangente a pardbola P, ou é paralela a reta focal da pardbola, e que a reta
que passa por V e é perpendicular ao eixo da pardbola é tangente a pardbola.
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Denotando por P’ a projegdo de P sobre a reta diretriz d, temos o seguinte
resultado:

Proposi¢ao 4.1. O dngulo entre a reta tangente a P em P e a reta PP’ tem medida igual
ao angulo entre a tangente e a reta PF.

Demonstrac¢do: Se o ponto P coincide com o vértice da pardbola P, entdo a tangente ¢
é a mediatriz, em P, do segmento FP’ (Figura[73). Logo o dngulo entre a tangente t e 0
segmento PF é igual a 90°e o dngulo entre a tangente t com a reta PP’, também, é igual
a 90°.

Figura 73 — Reta t tangenciando a parabola no vértice da mesma.

t LTP

d P’
Fonte: Elaborada pelo autor.

No caso em que P ndo coincide com V, temos, pela Proposigdo que a
reta t tangente a pardbola P no ponto P é também bissetriz do angulo FPP’ (Figura[74),
entdo o dngulo FPM tem a mesma medida do angulo P’'PM que é oposto pelo vértice

ao angulo QPR. Logo o angulo entre a tangente f e a reta PP’ é igual ao angulo forma
entre t e 0 segmento PF.

Figura 74 — Reta tangente ndo paralela a diretriz.

St P
Fonte: Elaborada pelo autor.

C.QD.
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Passando por P uma reta PN, normal a reta tangente em P, temos, em
consequéncia a Proposicao 4.1, que os angulos QPN e NPF sdo iguais (Figura[75).

Figura 75 — Incidéncia e reflexdo na parabola

i b
Ao P

Fonte: Elaborada pelo autor.

Segue entdo, pelo principio de reflexdo, o seguinte resultado:

Coroldrio 4.1 (Propriedade refletora da paradbola). Raios ou ondas, que se propagam
paralelos ao eixo de uma superficie parabdlica, ao incidirem sobre a superficie, sdo

refletidos para o foco.

Vale salientar que quando os raios ou ondas sdo emitidos do foco, ao incidi-

rem sobre a superficie parabélica, eles sdo refletidos paralelos ao eixo da superficie.

Figura 76 — Propriedade refletora da parébola.

r

N
N

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nao sdo apenas raios ou ondas, de natureza apropriada para a reflexao,
que podem ser refletidos por uma superficie parabdlica. Podemos tomar um objeto
qualquer com tanto que o mesmo possa deslizar por uma trajetdria reta e a superficie

seja revestida por um material que permita a reflexdo de tal objeto.
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4.10.1.2 Reflexdao na hipérbole
Seja H uma hipérbole com focos F; e F, e um ponto P € H, temos a seguinte:
Proposicdo 4.2. A reta bissetriz t do angulo F,PF; é a reta tangente a hipérbole em P.

Demonstra¢ao: No caso em que P coincide com V; ou V;, teremos que o angulo F;PF,

é raso, logo a sua bissetriz t é perpendicular a reta focal e;, portanto t é tangente a H
em P (Figura[77).
Figura 77 — Reta t bissetriz de F1 V1 F,

H t

Fonte: Elaborada pelo autor.

Se P ndo coincide com um vértice (Figura [78), como t passa por P, para
provar que t é tangente, devemos mostrar que qualquer outro ponto de t diferente de
P pertence a regido exterior a hipérbole. Para tanto, consideremos a distdncia de P a F;

maior do que a distancia de P a F, e tomemos o ponto E pertencente ao segmento PFj,

onde
d(E, P) = d(F,, P) 4.1)
e
d(F1,P) = d(F,,E) + d(E, P). 4.2)
Como

d(F1, P) — d(F, P) = 2a,
entdo, defd.1]e[4.2] temos:

d(F1,E) + d(E, P) — d(P,F,) = 2a = d(F,,E) = 2a. (4.3)

Como t é bissetriz do angulo F1PF, e o ponto E € F;P, entdo t é bissetriz do
angulo EPF,.
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Figura 78 — Reta Bissetriz ao angulo F;PF,.

=
A

(a) Bissetriz do dngulo EPF, = F|PF,

H Q

,Fl F e

A

(b) Igualdade entre os dngulos QPE e QPF,

Fonte: Elaborada pelo autor

Consideremos entdo, um ponto Q pertencente a f e ndo coincidente com P,
notemos que os tridngulo EPQ e F,PQ sdo congruentes (LAL), entdo

d(Q,E) =d(Q, F2). (4.4)

Logo, pela desigualdade triangular, temos:

d(Q,E) < d(Q, Fy) +d(E, Fy) (4.5)
e
d(Q,F,) <d(Q,E) + d(E, Fy). (4.6)
E assim, de[d.5]e 4.6 temos
d(Q,E) —d(E,F1) <d(Q,F1) <d(Q,E) +d(E, Fy). 4.7)

Subtraindo d(Q, E) de[4.7, obtemos:

—d(E,F,) < d(Q,F1) —d(Q,E) < d(E, Fy).

Entio,

1A(Q, F1) — d(Q, E)l < d(E, F1).
Logo, de[t.3|e[4.4] segue que
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|d(Q/P1) - d(Q/F2)| < 2a.

Entdo, pela Proposi¢ao[3.7} Q pertence a regido exterior a hipérbole e portanto
a bissetriz t é tangente em P a hipérbole.

C.QD.

Se tomarmos a distancia de P a F, maior do que a distancia de P a F; vamos
obter resultado anélogo.

Segue entdo o seguinte:

Coroldrio 4.2. As retas PF; e PF,, com P um ponto de uma hipérbole, cruzam-se

formando, com a reta tangente a hipérbole em P, angulos de mesma medida.

Figura 79 — Intersecgdo das retas F1 P e F,P com a tangente em P.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Coroldrio 4.3 (Propriedade refletora da hipérbole). Um raio de luz ou uma onda cuja
trajetoria é uma reta que passa por um dos focos de uma superficie hiperbélica, quando

incide sobre a superficie, reflete para o outro foco.

Figura 80 — Propriedade refletora da hipérbole

Fonte: Elaborada pelo autor.
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4.10.1.3 Reflexao na elipse
Sendo P um ponto pertencente a uma elipse E, de focos F; e F,, tomando-se

os pontos E; e E,, exteriores a E e pertencentes, respectivamente as retas F1 P e F,P, onde

d(E;, P) = d(P,F,) (4.8)

d(E,, P) = d(P, Fy). (4.9)
Segue entdo a seguinte:
Proposicao 4.3. A reta t, bissetriz ao angulo E{PF, e ao angulo E,PF;, é a reta tangente

a elipse E no ponto P (Figura [81).

Figura 81 — A reta bissetriz em P tangencia a elipse

Fonte: Elaborada pelo autor.

Demosntra¢do: De modo andlogo ao caso da hipérbole, considerando-se um ponto
Q € t, tal que Q # P, podemos forma os dois tridngulos QPF, e QPE; congruentes
(LAL), logo

Como

d(F1,P) + d(P,Fz) = 2a,
entdo, de[4.8] temos

d(F1,P) + d(P,E;) = 2a = d(F,,E;) = 2a. (4.11)
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Pela desigualdade triangular, temos

d(Fy, Q) +d(Q, E1) > d(Fy, Ev),
logo, de[d.10]e .11]

d(F1,Q) +d(Q, F>) > 2a.

Logo, pela Proposicdo temos que Q pertence a regido exterior a elipse,
portanto t é a reta tangente a E em P.

C.Q.D.

Segue entdo os seguintes resultados:

Coroldrio 4.4. As retas que passam por um ponto P de uma elipse no sentido dos focos
da mesma, cruzam-se, formando, com a tangente a elipse em P, quatro angulos de

mesma medida (Figura [82).

Figura 82 — Retas F1P e F,P cruzando-se em P e formando com a tangente em P angulos
iguais.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Coroldrio 4.5 (Propriedade refletora da elipse). Um raio ou onda que passe por um dos
focos de uma superficie eliptica, ao incidir sobre a superficie, é refletido para o outro
foco da mesma (Figura [83).
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Figura 83 — Ondas passando por F; e sendo refletidas para F; apds a incidéncia com a
elipse.

[

Fonte: Elaborada pelo autor.



5 A CARACTERIZACAO POR EQUACOES ALGEBRICAS

Para que possamos estudar as cOnicas por uma abordagem analitica e, assim

encontra equacdes algébricas que as caracterizem, consideremos os seguintes conceitos.

5.1 O plano cartesiano

Chamamos de plano cartesiano ao sistema de eixos OXY formado a partir
de duas retas OX e OY perpendiculares no ponto O, associado ao par ordenado (0,0) e
chamado de origem do sistema.

O eixo OX é chamado de eixo das abscissas e 0s ntimeros reais associados
a ele, geralmente sdo representadas por x, por isso é também muitas vezes chamado
de eixo do x. J4 o eixo OY, tem seus ntimeros frequentemente representados por y e é
chamado de eixo das ordenadas ou eixo do y.

Um ponto P qualquer do plano cartesiano pode ser associado a um par
ordenado (x, y) € R?, onde as coordenadas x e y sdo os valores, nos eixos, que coincidem
com as respectivas projecdes do ponto P sobre OX e sobre OY. Nesse caso é comum o

uso da notagdo P = (x, y).

Figura 84 — Representacdo do ponto P = (2, 3), no plano cartesiano

v| Y
4
O _ ,P
|
|
21 |
|
i
|
0 O | X
-2 X 0 1 2 3 4 T
14

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.1.1 Distancia entre dois pontos no plano cartesiano

Dados os pontos P; = (x1, 1) € P> = (x2, y2), em um plano cartesiano, pode-

mos determinar a distancia entre P; e P, em funcdo de suas coordenadas, por:
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d(Py,Py) = \/(xl —x2)? + (Y1 — Y2)?

Figura 85
Y

Yo

hn

— Distancia entre P, e Ps.

Fonte:

5.1.2 A equacdo da reta

O
1

X

Elaborada pelo autor.

Sendo uma reta r, no plano cartesiano, que passe por um ponto P = (x, y),

temos que a equagdo de r pode ser representada, na sua forma afim ou reduzida, por:

onde m e n sdo coeficient

riy=mx+mn,

es reais.

Figura 86 — Representacdo de duas retas no plano cartesiano.

Y

riy=x—1

/|

Fonte:

rory=—2x+3

Elaborada pelo autor.
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5.1.3 Translagao de eixos

Seja o sistema de eixos coordenados OXY do plano cartesiano, com origem
em O = (0,0), e seja um outro sistema de eixos O’X"Y’, com origem em O" = (xo, Vo),
diz-se que o sistema O’X"Y” é uma translagdo do sistema OXY quando os eixos OX e
O’X’, bem como os eixos, OY e O’Y’ sdo paralelos e tém a mesma orientagdo, com x; e
Yo diferentes de zero.

Sendo x’ e ¥’ as coordenadas de um ponto P no sistema O’X'Y" e x e y as
coordenadas de P em OXY, entdo estas coordenadas estdo relacionadas da seguinte

X' =x-x
YV =Y=Yo

Figura 87 — Representacdo dos eixos OXY e O’ X"Y’

forma:

Y| Y’
P
Yy Y u T
|
|
O .
yO_—' O o X/
|
|
|
:
|
: : : N : :
@) x x X

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.2 Parabola

Para determinar equagdes que caracterizem uma parabola, vamos conside-
rar uma pardbola P, com foco F e diretriz d e um ponto P € P, cuja proje¢do de P sobre
d é P’'. Para isso, consideraremos a pardbola P em diferentes posi¢des em relacdo a

origem e aos eixos do plano cartesiano.
Parabola com vértice na origem e reta focal coincidente com o eixo OX:

Caso I: O foco F esta a direita da diretriz d (Figura [88).
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Figura 88 — Pardbola no plano cartesiano com o eixo sobre OX

X

P'=(-p,y) ¢

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como o vértice da parabola P é a origem V = (0,0), temos que o foco é o
ponto F = (p,0) eadiretrizé aretad : x = —p, onde d(F,d) = 2p. Tomando P = (x,y) € P,
temos P’ = (—p, v).

Como P € P se, e somente se,

d(P,F) =d(P,d) =d(P,P),

substituindo as coordenadas dos pontos P, F e P’, obtemos a equagéo,

Ja=pr ey = o - p)r,

elevando ambos os membros ao quadrado, obtemos

(x—pP’+y* = @x+p),

logo
X =2px +p* + P = X% + 2px + PP,
entao
—2px + y* = 2px,
e portanto,

y* = dpx.
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Caso II: O foco esta a esquerda da diretriz d.
Neste caso, F = (—p,0) e d : x = p, onde d(F,d) = 2p. Considerando P =
(x,y) € P, temos P’ = (p, y), de modo anédlogo ao do caso I, obtemos:

P=(x,y) e P = 1* = —dpx

Parabola com vértice na origem e reta focal coincidindo com o eixo OY:

Caso I: O foco F estd acima da diretriz d.
Figura 89 — Parédbola no plano cartesiano sobre o eixo OY

Y
F=(0,p)

>P— (z,v)

.
P = (z,-p)

d

Fonte: Elaborada pelo autor.

Neste caso, F = (0,p) ed : y = —p, onde d(F, d) = 2p. Tomando P = (x,y) € P,
temos P’ = (x, —p). Logo,

PeP e 2+ (y—pP=/(x+p?= x*=4py

Caso II: O foco F esté abaixo da diretriz d.
Neste caso, F = (0,—p)ed : y = p,onde d(F,d) = 2p. Temos quese P = (x, y) €
P, entdo,

x? = —4py.

Proposi¢ao 5.1. Considere a pardbola P dada pela equagéo y = x*. Sejam P; e P, pontos
de P, com coordenadas P; = (a,4%) e P, = (b,1?), se Q = (0,p) é o ponto de intersecgéo
do segmento P1P, com o eixo OY, entdo p = |a.b|. (Figuras[90]e[91).

Demonstra¢ao: Notemos que o vértice dessa pardbola coincide com a origem do plano
cartesiano, logo no caso em que b = |a| (Figuras[90), teremos,

p=a*=0".=p=a> = p=abl
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Figura 90 — Quadrildtero AP,P,B desenhado sobre a pardbola

Y
P Q P,
A B
a 0 b X

Fonte: Elaborada pelo autor.

Jano caso em que b # |a| (Figuras[91), tomemos uma reta que passa por P; e
P,, esta reta vai intersectar o eixo OX em um ponto C. Temos os tridngulos ACP;, OCQ
e BCP,, semelhantes entre si, logo
v p

> == p?=ad’h? = p= Va’.h? = p = |a.b|

Figura 91 — Triangulo AP,C desenhado sobre a parédbola.

Y

P,

| C
a 0 b X

Fonte: Elaborada pelo autor.

C.Q.D.
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Pardbola com vértice V = (x, o) e reta focal paralela ao eixo OX:

Sob estas condig¢des, para se obter a forma canodnica da pardbola, vamos
considerar o sistema de eixos ortogonais O’X"Y’, com origem O" = V = (x, yo) e eixos
O’X" e O'Y’ com mesma dire¢do e sentido dos eixos OX e OY, respectivamente, e

translada-lo de forma que coincida com o eixo OXY do plano cartesiano.

Figura 92 — Parabola transladada com eixo sobre O’ X’

Y Y’

P=(z',y)

V ( (0, o) X’
O \ X

Fonte: Elaborada pelo autor.

Caso I: O foco esté a direita da diretriz d.

Sabemos que no sistema de coordenadas O’X’'Y’, a equagdo da pardbola P é
y/Z — 4px/’

ofocoéF’ = (p,0), o vérticeé V' = (0,0), adiretrizéd’ : x = —p e areta fecal é e;:y =0.

Como

x=x"+ xg

Y=y +yo

entdo a equacdo da parabola em OXY é dada por

(Y = yo)* = 4p(x — x0),
onde podemos definir os elementos: foco F = (xg + p, yo); vértice V = (x, yo); diretriz
d:x—xp=—-peretafocale; : y—yo =0.
Caso II: O foco estd a esquerda da diretriz d. Neste caso, a equacdo da parabola no
sistema O’'X"Y" é
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yIZ — _4px/

e seus elementos sdo: foco F' = (—p, 0); vértice V' = (0, 0); diretriz d’ : x’ = p e reta focal
e; =y =0.
Passando as coordenadas x e y do sistema OXY, a equagdo da parabola fica

com a forma

(Y — yo)* = —4p(x — xo)

e seus elementos sdo: foco F = (xo — p, yo); vértice V' = (xo, yo); diretrizd : x —xp =0 e
reta focal e; : y — 1o = 0.

Parabola com vértice V = (x, yo) e reta focal paralela ao eixo OY

Como no caso anterior, vamos considerar o sistema de eixos ortogonais
O’X"Y’, com origem O’ = V = (xy, yo) e eixos O’'X" e O'Y’, respectivamente, podemos
obter as equagdes e elementos das parédbola.

Caso I: O foco estéd a acima da diretriz d.

Figura 93 — Parabola transladada com eixo sobre O"Y’

Y Y"

Fonte: Elaborada pelo autor.

Neste caso, o foco é F = (xy, yo +p); adiretrizd : y = y, — p; a reta focal; a reta
focal é e; = x = x e a equagdo da parabola é

(x = x0)* = 4p(y — vo)-

Caso II: O foco F estéd abaixo da diretriz d. Entédo, o foco é F = (xo, yo — p); a diretriz é

d:y=yy+p;aretafocal ée; : x = xy e a equagdo da pardbola é

(x — x0)* = —4p(y — yo)-
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5.3 Hipérbole

Ja sabemos que se uma curva é uma hipérbole H de focos F; e F,, reta focal
e; e reta ndo focal e, eixo focal V1V, e eixo nao focal W;W,, entdo vale a relacdo:

P=(xy) eH < |dPF,)-dPF) =21, 0<a<c.

Antes de encontrarmos uma equagdo candnica para H, observemos que
d(F1,Fy) = 2¢,d(V4, V,) = 2a e d(W;, W2) = 2b, e que

@ =a’+ %
Hipérbole com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo OX:.

Figura 94 — Hipérbole com eixo focal sobre OX

Y

P=(z,y)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Neste caso, F1 = (—,0); F, = (c,0); V1 = (-4,0); V, = (4,0); W; = (0,-b) e
W, = (0,b). Logo,

Vo + o2+ 12— J(x—c2+y2=2a  (ramo direito de H)
ou
Ve +02+ 12— J(x—c)2 + y2 = =2a (ramo esquerdo de H)

Considerando uma das duas equagdes e elevando ambos os membros ao

quadrado, obtemos

(x+ 02+ =2+ + 12 (x—)2+ P2+ (x —0)* + y* = 40> =

A2ex+ A+ —24(x+ )2+ 2 (x— 02+ R+ =2+ P+ Y =4 =

202 4262 + 217 = 24J(x + )2 + Y2 J(x — )2 + 12 = 4a?,
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dividindo por 2 nos dois membros da equagao e isolando os radicais, obtemos

—JE P+ (=2 + 2 =207 —xF = ? - ),
elevando ao quadrado nos dois membros da equacéo,
[(x+0)* + LI — o) + ] = [(20° = ) = (P + )P =
(x40 (x =+ (x+0)? + A (x—c)? + yt = (20 = 2 —22a> - A) (2 + ) + (P + ) =

(2= + P[4+ 2cx + A+ x> = 2ex+ Pl + Yt =
da* — 4a* + ¢t — 220 + 20%y? — x* = FyP) +xt + 2+ =

=202 + 2% + 2P + Yt =
4a* — 4a%? + ¢* — 402x — 4aPy? + 2027 + 2P + ¥ + 2% + iyt =

—4c%x? = da* — 4a®c? — 4a®x? — 4a*y?,

dividindo por 4, obtemos

2,2

¥,

—c2x? =a* —a*c? —a*x* —a
como ¢? = a? + b?, temos
—(@® + b*)x* = at — a*(@® + b?) — a®x* - a*y =

B2 — % = gt — gt — PV — 2% — a2y2 —

b2 — a2 = 212,
dividindo nos dois membros da equagao por a4°b?, obtemos

x2 P
2 pEo

Esta dltima é a forma canoénica da equagdo de H.
Equacgdes das assintotas

Sejam as assintotas a; e a, de uma hipérbole de centro O = (0,0) e vértices
W1 =(0,b), W, =(0,-b), V1 = (—a,0) e V, = (a,0).

Como Pela Definigao temos que cada assintota contém uma tnica di-
agonal do retangulo de base ABCD e, consequentemente, os dois vértices A = (—a, b)
e C = (a,-b), deste retangulo, pertencem a a;, e os vértices B = (a,b) e B = (—a,-b)
pertencem a a,. Além de ambas passarem pelo centro da hipérbole (Figura[95).
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Figura 95 — hipérbole com retangulo de base

\\\\ A — (—CL, b) Y B — ((Z, bz///’
b W, =(0,b) .~

.
.
.

Vi=(-a,0) 0~ V2=(a0} x

N
N

, Wy = (0, —b) ™
a3,°D = (~a, —b) C = (a,—b) "M

Fonte: Elaborada pelo autor.

Ja que a equacdo de uma reta r é dada, no plano cartesiano, por
riy=mx+n.
Consideremos, entdao

a; Yy =mx+m

ay Yy =myXx +np

e tomemos dois pontos distintos de a;.
Aplicando os valores das coordenadas de cada ponto de 4; em sua equagéo,
obtemos um sistema com duas equagdes e duas varidveis reais m; e 1, resolvido o

sistema, obteremos

7’11:0.

Consequentemente, a equacdo da assintota a; é

b

y = —Ex.

De modo andlogo, pode-se determinar que a equagado da assintota a, é
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Hipérbole com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo OY

Figura 96 — Hipérbole com eixo focal em OY.

YA

Fonte: Elaborada pelo autor.

Neste caso, temos que F; = (0,—c); F, = (0,c); Vi = (0,-a); Vo = (0,a);
Wi = (=b,0); W, = (b,0) (Figura 96).

Procedendo de modo andlogo ao caso em que a reta focal da hipérbole
coincide com o eixo OX do plano cartesino, obtemos que a equagao da hipérbole H é:

cujas assintotas sdo
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Hipérbole com centro no ponto O = (xo, yo)
Caso I: reta focal paralela ao eixo OX.

Figura 97 — Hipérbole translada com eixo focal em O’X"

0" = (0, y0) ‘ I

/ N

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como o centro O’ = (xo, o) pertence a reta focal, temos quee; : y = yp é a
equacgdo cartesiana da reta focal.

Além disso, como

d(Pl, O/) = d(Pz, O/) =cC,

onde F; e F, sdo os focos da hipérbole.
Seja P = (x" + xo, ¥" + yp) um ponto pertencente a H, onde

x=x"+x0 e y=y +y

sdo suas coordenadas no sistema OXY, e x’" e ¥’ sdo suas coordenadas no sistema O’ X"Y”,
obtido transladando o sistema OXY para origem O’ = (xo, o). Entdo,
x?y? (x—x0* (=)
PEH:>a_2_ﬁ:1(:} PR =1,

onde os focos sdo F; = (xo—c, yo) e F2 = (xo+c, yo);aretafocal ée; : y = y; os vértices sdo

Vi =(xo—a,yo) e Vo = (x0 + 4, 1o); a reta ndo focal é e, : x = xy; os vértices imagindrios

sdo Wy = (xo, yo — b) e Wa = (x0, Yo + b) e as assintotas sdo

b b
”13y—y0:—E(X—xo) e ﬂziy—yo=E(X—x0).
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Caso II: reta focal paralela ao eixo OY.

Figura 98 — Hipérbole translada com eixo focal sobre O"Y”

y Y’
]

O/ — (1‘0, yO) X/

o

d

Fonte: Elaborada pelo autor.

Procedendo da mesma forma que no caso anterior, verifica-se que a forma

candnica da equacdo de H é:

V=)l  (x=x0)* _
a2 [

onde os elementos sdo: focos F1 = (xo, yo — ¢) e F» = (xo, Yo + c);a reta focal é e; : x = x;

1,

os vértices sdo V1 = (xo, yo—a) e Vo = (xo, Yo +4a); aretando focal é e, : y = yo; 0s vértices

imaginarios sdo Wy = (xo — b, o) e W2 = (xo + b, o) e as assintotas sdo
b b
a1:x—x0=—a(y—yo) € a2:x_x0:E(y_y0)'

5.4 Elipse

Ja vimos que se uma curva é uma elipse E com focos F; e F,, retas focal e
ndo focal e; e ey, respectivamente, eixo focal V1V, e eixo ndo focal Wi W,, entdo vale a
relacgdo:
P=(x,y) € E d(P,F)+d{PF;)=2a,0<c<aq,
Antes de encontrarmos uma equacgdo candnica para E, lembremos que
d(Fl,Fz) = 2c, d(Vl, Vz) =2ae d(Wl, Wz) = 2b, e que a’ = b* + 2.

Elipse com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo OX:

Consideremos a elipse E (Figura , de focos e vértices: F; = (—¢,0); F, =
(c,0); Vi =(-a,0); V2 = (a,0); Wy = (0,-b) e W, = (0, b).



Figura 99 — Elipse com reta focal sobre OX

Y

Fonte: Elaborada pelo autor.

Logo,

Ve +o2+ 12+ -+ =2 =

(x+c)P+y>?=2a— (x—c)?+1?

elevando ao quadrado, ambos os membros da equagdo, obtemos

(x+co+1yP=4a®> —da+J(x—c) 2+ 2+ (x -+ =
y y y

X2 +2xc+ 2+ Yy =40 —darJ(x — )2+ 2+ x% = 2xc+ A2+ 1P,

somando os termos semelhantes, obtemos

4xc = 4a® — 4a \[(x — )2 + 2,

dividindo nos dois membro da equagao por 4 e isolando o radical, obtemos
a>—cx=a \/m
elevando os membros da equagdo ao quadrado, temos
@ —cx)? =a?[(x — o) + Y] =
at = 2acx + *xF = a?(¥* - 2xc+ ¢+ YH) =
a* — 2a%cx + ¢*x* = a®x? — 20°xc + a* + Py =

a* + 2x? = a*x? + a’c* + a?y?,
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Como de a® = b? + ¢, temos ¢* = a®> — b? entdo
a* + (% = b*)x? = a*x® + a?(a® - V) + o’y =
a* + a*x? — b’ = a’x* + at — a?b? + o’y =
—b*x* = —a*b? + a*y* =
P + a2y? = a’h?,

dividindo ambos os membros da equagado por a*b?, obtemos

X2y

[1_2+§:1

Elipse com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo OY:

Figura 100 — Elipse com reta focal sobre OY.

Y

P=(z,y)

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Neste caso, temos que F; = (0,—c); F» = (0,c); V1 = (0,-a); Vo = (0,a);

Wi = (=b,0) e W, = (b,0) sdo os respectivos focos e vértices da elipse.

Fazendo um desenvolvimento como o feito no caso anterior, verificamos

que a equacgdo da elipse é:

Elipse com centro no ponto O = (x, y):



110

Por uma translacdo dos eixos coordenados vamos obter a equagédo da elipse
E, onde a reta focal é horizontal ou vertical.
Sendo O’X"Y’, o sistema de eixos ortogonais obtido transladando o sistema

OXY para a nova origem O’.

Caso [: reta focal paralela ao eixo OX:

Figura 101 — Elipse com o eixo focal sobre o eixo O’ X’

Y V!

/

P=(z,)

X/

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como O = (xo, o) é o0 centro, e; : y = yp € a reta focal e F; = (xo — ¢, o) e
F, = (xo + ¢, o) sdo os focos de E, de modo andlogo ao usado para o caso da hipérbole,

teremos:

X2y (x—x0)* (¥~ Yo)
a—z + ﬁ =1 2 + 12 =1

Portanto, sendo um ponto P = (x, y) temos que:
)2 2
PeEz(x ZXO)+(y Yo =1
a b?

onde os elemento de E sdo: reta ndo focal e, : x = xp; vértices sobre a reta focal

Vi = (x0o—a,y) e Vo = (xo +a,o); vértices sobre a reta ndo focal W; = (xo,y0 — b) e
Wy = (xo, yo + b). Além dos focos e da reta focal, j4 mencionados.

Caso II: reta focal paralela ao eixo OY: (Figura [102)

Procedendo de modo semelhante ao caso anterior pode-se verificar que a
forma canodnica da equacdo da elipse E, quando com centro em (xo, 1) e eixo focal

paralelo ao eixo OY, é:
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=y  (x—x)? _
a? * b? B

onde os elementos sdo: reta focal e; : x = xp; reta ndo focal e; : y = yo; focos F; =

1

(x0, Yo — ¢) e Fp = (xo, Yo + ¢); vértices sobre a reta focal Vi = (xo, yo —a) e Vo = (xo, yo +4a)
e os vértices sobre a reta ndo focal Wy = (xo — b, yo) e W2 = (x0 + b, yo).

Figura 102 — Elipse com reta focal sobre o eixo O"Y".

v Y\
P=(z,y

X/

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.5 Equacao geral do segundo grau

Define-se como equacdo geral do segundo grau nas varidveis reais x e y a
uma equacdo do tipo:
Ax* +Bxy+Cy* +Dx+Ey+F =0

De acordo com [21], esta equagdo sempre representa uma conica C, onde

colocaremos sem demonstracdo:

a) Se B> —4AC = 0, entdo temos: uma parébola, um par de retas paralelas, uma reta

ou o conjunto vazio;
b) Se B> — 4AC > 0, entdo temos: uma hipérbole ou par de retas concorrentes;

c) Se B> — 4AC < 0, entdo temos: uma elipse, um ponto ou o conjunto vazio.
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Notemos que no item (a), temos a parabola e todos os seus casos degene-
rados; no item (b), temos a hipérbole e todos os seus casos degenerados e no item (c),
temos a elipse e todos os seus casos degenerados.

Com relagdo ao item (a), merece destaque o caso particularem que B = C =0

e E = 1. Neste caso, a equagdo pode ser escrita com a seguinte forma:

y=ax’+bx+c

Esta forma é chamada de forma reduzida da equacdo de segundo grau.
Em [19], mostra-se que toda funcdo definida por este caso particular de

equacao de segundo grau gera um grafico que coincide com uma parabola.



6 APLICACOES E CURIOSIDADES

As conicas ndo degeneradas, oferecem uma vasta quantidade de aplicacdes,
além de surgirem, naturalmente, em surpreendentes ocasides.

E possivel encontrar aplicacdes das seccdes conicas na radio-astronomia, na
telecomunicagdo, na acustica, na fisica, na matematica, na arquitetura, na engenharia,
na navegacao, na aviagdo e na medicina.

Inclusive, a descoberta da parabola e da hipérbole é uma consequéncia
da aplicagdo dessas duas conicas na resolucdo do problema de Delos como ja foi
mencionado.

Neste capitulo, serdo mostradas algumas destas aplicagdes e curiosida-
des, com breves comentdrios. J4 que na maioria dos casos, as demonstragdes destas
aplicacOes e curiosidades sdo feitas por meio do Calculo.

6.1 Parabola

Em diversos textos comenta-se sobre uma lenda que afirma que, por volta
de 250 a.C., Arquimedes teria destruido navios que sitiavam a cidade de Siracusa,
incendiando-os com os raios de sol refletidos por superficies parabdlicas. Embora isso
seja teoricamente possivel, ndo existem provas, de fato, que isso tenha ocorrido. Mas a
lenda prevalece e, com ela, a ideia de que ondas (de luz, de calor, de rddio ou de outra
qualquer natureza), quando refletidas numa superficie parabdlica concentram-se sobre
o foco.

Pode-se citar para a pardbola, inimeras aplicagdes, sem falar das diversas

ocasides em que ela surge naturalmente.

6.1.1 Antenas parabdlicas

Sao antenas com forma de paraboléide de revolucdo, cuja a funcgdo é emitir
ou receber ondas.

No caso das antenas usadas em residéncias, um satélite envia suas ondas ele-
tromagnéticas, na dire¢do da terra. Devido a grande distancia, estas ondas propagam-
se mais ou menos paralelos ao eixo de uma antena parabdlica que esteja direcionada
para o mesmo. Quando uma onda incide na superficie da antena, ela é refletida para
um captador cuja localizacdo coincide com o foco das pardbolas que geram a antena
parabdlica, intensificando amplamente o sinal emitido pelo satélite.

Esta tecnologia também ¢é usada para a recepgdo de sinais de rddio, TV por

assinatura, internet e celular, sejam estes sinais emitidos por satélites ou torres.
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Figura 103 — Antena parabdlica

(a) Uma antena parabdlica (b) Incidéncia de ondas em uma antena
parabdlica.

Fonte: (a) Retirada de http://goo.gl/rDtPcG (acessado em 15/04/2015)

Fonte: (b) Elaborada pelo autor.

Com a missdo de captar ondas de rddio que sejam emitidas de corpos muito
distante no espago, os radiotelescépios sdo construidos com um conjunto de antenas
parabélicas, caso do radiotelescépio Alma, no Chile, que possui 66 antenas parabdlicas,
ou com uma tnica antena parabdlica, neste caso, a antena pode chegar a ter dimensdes
gigantescas como a do raddiotelescépio de Arecibo, em Porto Rico, que é um dos maiores
radiotelescépios do mundo.

Figura 104 — Radiotelescopios

(a) Radiotelescopio de Arecibo (b) Rédiotelescépio Alma

Fonte: (a) http://goo.gl/CQwq85 (acessado 15/04/2015)
Fonte: (b) http://goo.gl/E400n2 (acessado em 15/04/2015)
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6.1.2 Coletores solar

Apontando-se, na direcdo do sol, uma superficie parabélica espelhada, os
raios solares chegam a tais superficies praticamente paralelos aos seus eixos. Isso ocorre
em virtude da grande distancia entre Sol e Terra.

Espelhando-se, internamente, um paraboléide de revolugado, por exemplo,
temos um tipo de coletor ou forno solar, onde os raios solares incidentes em sua
superficie serdo refletidos para o foco do mesmo, ocorrendo, dessa forma, uma grande
concentragdo de energia térmica, elevando rapidamente a temperatura nas imediagdes
do foco, sendo capaz de gerar combustdo rapidamente.

Colocando-se um suporte adequado, na regido onde fica o foco desse coletor
solar, é possivel usa-lo, de forma muito eficiente, com a finalidade de cozer alimentos.

No caso do cilindro parabdlico, os raios solares irdo convergir para uma
reta que contém os focos de todas as pardbolas que o gera. Logo, pode-se aplicar o
cilindro parabdlico de forma semelhante ao paraboléide de revolugdo, embora, com

uma eficiéncia bem menor.

Figura 105 — Fornos solar

(a) Com forma de paraboldide de (b) Forma de cilindro parabdlico
revolucao

Fonte: (a) http://goo.gl/30S64g (acessado 15/04/2015)
Fonte: (b) http://goo.gl/A42n3q (acessado em 15/04/2015)

O foco de um coletor solar parabélico pode atingir uma temperatura sufici-
entemente alta para derreter aco ou gerar energia elétrica. Um dos maiores coletores

solares do mundo estd em Odeillo, na Franca e foi inaugurado em 1970
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Figura 106 — Coletor solar de Odeillo

Fonte: http://goo.gl/gpAGsu (acessado em 15/04/2015)

Figura 107 — Conjunto de coletores solar em forma de cilindro parabdlicos
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Fonte: http://goo.gl/6zPFjY (acessado em 15/04/2015)

6.1.3 Projetores parabélicos

Geralmente, os projetores de luz, tém a forma de paraboldide de revolugéo.
Como exemplos de objetos deste tipo, podemos citar: faréis automotivos, lanternas,
holofotes e refletores de curta distancia, como os usados em palcos de teatros e shows.

Alguns tipos de projetores tém uma importancia impar em aplicagdes diarias,
como exemplo, temos os holofotes, que sdo usados para guiar as aeronaves em dias
de nevoeiros na diregdo da base aérea, fardis automotivos, essenciais para o transporte
terrestre durante a noite e em dias chuvosos.

Esta aplicacdo é bem simples, a lampada fica no foco do paraboldide de

revolucdo e emite a luz que é projetada paralelamente ao eixo do mesmo.



117

Figura 108 — Projetores

(a) Farol automo- (b) Lanterna (¢) Projetor
tivo

Fonte: (a) http://goo.gl/IFXZII (acessado em 07/04/2015)

Fonte: (b) http://g00.gl/3m880T (acessado em 07/04/2015)
Fonte: (c) http://goo.gl/sO1alP (acessado em 07/04/2015)

Existem também, projetores com a forma de cilindro parabélico, como al-
guns faréis de carro e projetores usados em teatros. Neste caso, a lampada é colocada
de forma que coincida com o segmento de reta formada pela unido de todos os focos

das pardbolas que formam a superficie.

6.1.4 A parabola do balde de Newton

Em seus estudos, Newton chegou a um resultado bem curioso sobre as

secgOes coOnicas que pode ser conjecturado por meio do experimento:

Suspendendo um balde por uma corda e girando-o vdrias vezes para que a corda seja
enrolada. Em sequida, colocando-se dgua no balde e Girando-o em sentido contririo ao que a
corda foi enrolada, iniciando assim, um movimento de rotagdo acelerado, sob a acio da corda
enrolada. Inicialmente, a superficie da dgua serd plana, como antes de o balde comegar a se
mover. Mas o movimento do balde serd gradualmente transferido para a dgua, e fard com que ela
comece a girar. A dgua ird entdo, pouco a pouco, afastar-se do eixo do balde, subindo pela regido
interna da superficie lateral do mesmo. A superficie da dgua, inicialmente plana, vai ficando
concava. Quanto mais rdpido for o movimento, mais a dgua vai subir, até que a velocidade da
dgua se iguala a velocidade do balde.

Ao analisar um experimento andlogo, Newton percebeu que a superficie
concava adquirida pela dgua é parabdlica.

Nado é necessario que o recipiente seja exclusivamente um balde e o liquido
seja obrigatoriamente dgua, para que se obtenha uma superficie parabdlica, um exem-
plo disso pode ser visto na Figura [109]
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Figura 109 — Balde de Newton

(1) (2)
(a) Experiéncia sem usar o balde e com (b) Experiéncia do balde
uma substancia diferente de agua de Newton.

Fonte: (a) http://goo.gl/VabRjC (acessado em 15/04/2015)
Fonte: (b) http://goo.gl/I97aTH (acessado em 15/04/2015)

No caso da ilustra¢do (a) da Figura é mostrado um experimento feito
com um bloco retangular cheio de um liquido mais denso (liquido incolor) junto com
um liquido menos denso (liquido vermelho). Onde, rotacionando o bloco, percebe-se
a formacgdo de uma parébola.

6.1.5 Construcdes civis com formas parabdlicas.

As formas parabdlicas sdo muito usadas em construgdes civis, pois, além
da estética que tais formas oferecem, as propriedades matemadticas presentes nas cur-
vas parabdlicas servem para reforcar as estruturas e também para otimizar espacos,

iluminacdo, ventilagdo e custos.

6.1.5.1 Arcos parabédlico:

As estruturas em forma de arcos parabolicos sdo, naturalmente, as mais
estdvel, pois sdo apropriadas para que haja um nivelamento das forcas exercidas sobre
elas, isto é, as tensdes sdo distribuidas igualmente por toda a estrutura até que cheguem
aosolo. E o mesmo principio usado pelos romanos para vencerem grandes vaos através
de empilhamento de pedras, principio este, que viabilizou a construcdo de alguns tipos
de pontes, aquedutos, viadutos e ttneis.

Num arco parabélico, feito, por exemplos, com pedras, como mostra a se-
guinte figura, tem-se que a pedra do topo, encaixa-se travando o arco e deixando-o
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inflexivel, onde toda tensdo sobre o arco é igualmente distribuida e direcionada para o
solo.

Figura 110 — Arcos parabélicos

{
‘% L
P =
. ;\ 9 ‘/’_ AN
pe hﬁ* L 0
Fonte: http://goo.gl/CyayFp (acessado em 07/04/2015)

As coberturas que usam arcos parabolicos sdo ideais em construcdes que
exijam grandes espacos verticais, horizontais e transversais como gindsios, catedrais,

galpdes, ttineis, viadutos, pontes, estddios de futebol, entre outras.

Figura 111 — Arcos parabdlicos em construgdes civis

(a) Um tinel (b) Ponte Juscelino Kubitschek, em
Brasilia

(c) Cobertura metélica (galpao)

Fonte: (a) http://goo.gl/Pjztg4 (acessado em 07/04/2015)

Fonte: (b) http://goo.gl/nw4Dyw (acessado em 07/04/2015)
Fonte: (c) http://goo.gl/vMYOVS (acessado em 07/04/2015)
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6.1.5.2 O problema do fio suspenso:

A curva obtida quando objetos flexiveis como corrente, corda, cabo ou fio
é suspenso livremente por dois pontos é chamada de catendria e chamou, por muito

tempo, a atencdo de muitos estudiosos.

Figura 112 — Catendria formada pela suspensdo de uma corrente por dois hastes

Fonte: http://goo.gl/9vziEk (acessado em 07/04/2015)

O problema de encontrar a equagdo que representa essa curva pode ser
considerado um dos mais famosos e dificeis da histéria do Cdlculo. Este problema foi
abordado, entre outros, por Leonardo da Vinci e por Galileu, que acreditavam que tal

curva fosse uma parébola.

Figura 113 — Pardbola e Catendria (Curva mais aberta)

Parabola

—= Catenaria

v
e
Fonte: Elaborada pelo autor

Foi Johann Bernoulli (1667-1748), quem solucionou esse problema e mostrou
que a curva ndo é uma parabola. Além de Johann Bernoulli, Leibniz e Huygens (este
altimo, apenas com 17 anos de idade e por um método geométrico) resolveram o

problema.
Uma catendria pode ser expressa, em notagdo moderna, por:

eh+e™
§=—7
2a
Onde a é uma constante cujo valor depende dos paradmetros fisicos do fio

(massa por unidade de comprimento e tensdo com a qual ele é segurado). Vale ressaltar
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que no caso particular em quea = 1, s = cosht, isto é, a catendria é, neste caso, o grafico
de uma fungao cosseno hiperbdlico, que é definida numa hipérbole H de equacao,

por uma analogia a definicdo dada as fungdes trigonométricas em uma circunferéncia

C de equagcdo,
4yt =1,

onde t é, em radianos, o angulo POP’, onde existe uma equivaléncia entre a drea do
setor POV, na hipérbole, e a drea do setor POV, na circunferéncia, em (a), O é o centro
deCePeC,em(b), Oéocentrode He P € He P’ é a projecdo de P sobre o eixo OX

(Figura|114).

Figura 114 — Definicdo de funcdes hiperbdlicas em analogia as fungdes trigonométricas.

Y y p
t 3
O v\ P X
(a) Circunferéncia C definida (b) Hiperbole H definida pela
pela equacgio a2 + y2 = 1. equacio z% —y? =1

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observemos que em (a), temos: sen t = d(P,P’) e cos t = d(O,P’) e, em (b),
temos: senh t = d(P,P’) e Cosh t = d(O, P’).

6.1.5.3 Pontes Pénseis:

Uma ponte pénsil é uma ponte suspensa por cabos ancorados que liga duas
margens, onde cabos sdo tracionados em forma de arcos, invertidos e ligados a torres
verticais. As pontes pénseis existem em varios paises inclusive aqui no Brasil. Foi na
china, onde se construiu, por volta de 285 a.C., a primeira ponte pénsil, onde foram
usados cabos feitos de fibras de bambu entrelagados.

Podemos destacar dois tipos de pontes pénseis:

a) Pontes com cabos parabdlicos, ilustragdo (a) da Figura aquelas em que as
cargas de tensdo sdo uniformemente distribuidas ao longo de uma superficie ou

linha horizontal formando uma suspensdo para os cabos em forma de pardbola;
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b) Pontes com cabos catendrios, ilustracdo (b) da Figura aquelas em que as
cargas de tensdo, distribuidas ao longo do cabo, correspondem ao seu préprio

peso, fazendo, dessa forma uma suspensdo com a forma de uma catendria.

Figura 115 - Pontes pénseis.

(a) Ponte Hercilio Luz, em Flo- (b) Ponte suspensa, no Canadé
rianépolis.

Fonte: (a) http://goo.gl/nVrbQS (acessado em 07/04/2015).

Fonte: (b) http://goo.gl/Y1Cqgjz (acessado em 07/04/2015).

6.1.5.4 Outras coberturas parabdlicas:

Além das coberturas com formas de arcos parabdlicos, um outro tipo de
cobertura que usa, principalmente, em grandes obras arquitetonicas, as formas conicas
é a cobertura em forma de paraboléide hiperbdlico, estas, sdo de uma beleza exuberante,
além de o fato dessas superficies serem duplamente regradas, o que possibilita que as
construgdes com este tipo de coberturas sejam feitas cruzando-se vigas de ferro retas,

o que diminui o custo da construcdo e oferece uma estrutura mais forte.

Figura 116 — Estrutura em forma de paraboléide hiperbélico

Fonte: http://goo.gl/4lghd2 (acessado em 07/04/2015)
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6.1.6 Lancamentos de projéteis

Galileu mostrou que quando um corpo P é lancado, obliquamente, desprezando-
se a resisténcia do ar, a trajetéria desse corpo descreve uma parédbola, onde a altura
maxima atingida pelo corpo é o vértice da mesma.

Tomando-se uma representacdo para o lancamento de um projétil em um
plano cartesiano, a coordenada y da trajetdria, que representa a altura do projétil em
relagdo ao solo, tem uma relagdo com a coordenada x, que representa o deslocamento

horizontal do projétil, dada por

4

=x.tan@—-r—S
y(x) = x. tan X 20y. cos2 0

com O # 90°. Esta relagdo é uma equacdo do segundo grau do tipo
y =ax? +bx +c.

Como ja vimos, a curva definida por esta equagdo é uma parabola, logo a
trajetoria do projétil, langado obliquamente, desprezando-se a resisténcia do ar, ¢ uma
parébola.

Figura 117 — Lancamento de um projétil P.

Y V

Fonte: Elaborada pelo autor

Considerando-se um objeto P sendo lancado, n vezes, por n angulos dife-
rentes de 90° e distintos entre si, com uma variacdo continua entre 0° e 180°, teremos
entdo, n trajetérias que descrevem uma familia de pardbolas P;, P;,...,P,. Neste caso,
vai existir uma tnica pardbola P, onde, se um ponto P pertencer a P, entdo P pertence a
alguma parabola P;, comi = 1,2, ..., n. Esta pardbola P é uma curva envoltéria a familia
formada com todas as parédbolas P; e é chamada de pardbola de seguranca, pois ela

delimita o alcance maximo de todos os lancamentos.
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Figura 118 — Regido de seguranca.

(a) Erupcao vulcinica (b) Envoltdria a uma familia de
paraholas

Fonte: Retiradas de [18].

Num plano, a regido exterior a pardbola de seguranca é uma regidao fora
do alcance de qualquer ponto P € P;, chamada de regido de seguranca. Ja no espago
tridimensional, para se obter a regido de seguranga, pensemos na pardbola de seguranca
sendo rotacionada.

Um fato tdo curioso quanto o fato de uma parabola ser a envoltéria de uma
tamilia de parabolas é que sendo V;, V5,...,V,, 0s respectivos vértices das parabolas

Py, P,, ..., P,, a curva que passa por todos esses vértices é uma elipse.

Figura 119 — Elipse inesperada.

Y
Ve V3V4

Fonte: Elaborada pelo autor.

6.1.7 Resolucao de problemas em fisica

Quando estudamos o0 movimento uniformemente variado (M.U.V), temos

que o espago é dado em funcdo do tempo pela equacdo de segundo grau

1
S(t) =S50+ Vot + E[ltz,
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a qual define uma funcdo quadrética, pois a # 0 (0 a é aceleracdo que no M.U.V é
sempre diferente de zero).

Como o gréafico dessa funcdo é uma parédbola, podemos usé-la para uma
visualizagdo geométrica de problemas, de fisica, relacionados ao M.U.V. Além disso,
é possivel obter informag¢des como alcance, altura maxima, tempo de percurso em

lancamentos obliquos, de forma mais diddtica com o auxilio de uma parabola.

6.1.8 Resolucdo de problemas de matematica

Como ja vimos, a pardbola, em sua forma ndo degenerada, surge como
gréfico de fungdes definidas pela equagdo y = ax? + bx + ¢, onde a adogdo desta curva
nos dé a visualizagdo geométrica de alguns elementos importantes da fungdo quadratica
como 0s zeros ou raizes, os valores maximos ou minimos e os intervalos de crescimento
e decrescimento desta funcdo. Desta forma, em determinados problemas matematicos
cuja natureza leve a tais fungdes, pode ser feita uma transicdo da visdo algébrica para

uma visdo geométrica, recorrendo-se a pardbola.

6.1.9 A pardbola em atividades ladicas

Alguns objetos com forma parabdlica podem ser apresentados aos alunos
com o intuito de lhes despertar um maior interesse pelo estudo das sec¢des conicas.
6.1.9.1 O bilhar parabélico

E um tipo de sinuca, que um de seus lados tem a forma de pardbola, e 0 seu

tinico buraco esté localizado no foco desta parabola.

Figura 120 — Bilhar Parabdlico

Fonte: http://goo.gl/ziBkVX (acessado em 07/04/2015)

Lancando-se uma bola por uma trajetéria paralela ao eixo da parabola,
quando esta bola incidir sobre o lado parabdlico do bilhar, ela ird convergir para o
buraco do bilhar.
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6.1.9.2 Mirascope

E um objeto que consiste de dois paraboléides de revolucio idénticos e es-
pelhados interiormente que quando colocamos algum objeto coincidindo com o vértice
de um desses paraboldides e, em seguida, cobrimos o mesmo, com o outro paraboléide,
de forma que as concavidades fiquem opostas, fazendo com que o vértice de uma das
superficies coincida com o foco da outra, e que, consequentemente, a imagem do objeto
seja refletida para o vértice da superficie que estd em cima.

Para explicar, vamos denotar o parabol6ide de revolugdo que fica em cima
por Py, seufoco por F; e seu vértice por V5. Jd a superticie que fica em baixo, chamaremos
de P,, seu foco de F; e seu vértice de V,. Como ja sabemos, F; coincide com V, e F,
coincide com V3. Logo, o objeto colocado em V; terd a sua imagem emitida na direcdo
de Py, ao incidir sobre P;, esta imagem é refletida, na direcdo de P,, paralelamente ao
eixo de P,, o que faz que haja a reflexdo para o foco F, que, como ja sabemos, coincide

com V7. Portanto a imagem do objeto vai aparecer no vértice V.

Figura 121 — Mirascope

(a) Imagen de um objeto no mi- (b) Hustracao de reflexdo no in-
rascope terior de um mirascope.

Fonte: (a) http://goo.gl/4ELzs8 (acessado em 17/04/2015)

Fonte: (b) Elaborada pelo autor.

6.1.9.3 Tabuada parabédlica de multiplicacao

E possivel construir uma tabuada de multiplicar, considerando-se um plano
cartesiano de origem O e eixos OX e OY, de forma que cada valor negativo de OX
sejam substituido por seu respectivo oposto aditivo, e construindo a pardbola definida
pela equagdo y = x?, neste plano cartesiano.

Para determinar o valor do produto entre dois valores 2 e b marcados sobre

OX, onde a é distancia da origem ao um ponto A € OX que estd a esquerda da origem e
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b é a distancia da origem a um ponto B € OX que estd a direita da origem, basta, colocar
uma régua passando pelos pontos P; e P, cujas proje¢des sobre o eixo OX coincidam,
respectivamente, com a e b e marcar o ponto P de intersec¢do da régua com o eixo OY
e, pela Proposicao teremos que a d(P, O) é o valor da multiplicacdo entre a e b.

6.1.9.4 Telefone parabélico

Tomando-se duas superficies parabdlicas de revolugéo e as posicionando de
forma que seus eixos coincidam e suas concavidades fiquem opostas a propriedade de
reflexdo da pardbola possibilita a comunicagdo entre duas pessoas, onde uma fala no

foco e a outro escuta no outro foco.

Figura 122 — Ondas emitidas de F;, foco de P, para P.

Fonte: Elaborada pelo autor.

6.2 Hipérbole

6.2.1 Telescopios

Os primeiros telescopios (refratores) apresentavam problemas como
a deformacdo das imagens ou aberragdo cromdtica (decomposi¢do da luz branca). J&
nos telescopios refletores, construidos com um espelho parabdlico no fundo de uma
espécie de tubo onde cada feixe de luz é refletido para o foco da superficie parabdlica,
formando-se assim a imagem neste foco. Como o foco fica no interior do telescépio,
na prética, é impossivel de se observa por um telescépio deste tipo. Newton resolveu
este problema colocando um espelho plano no interior deste tipo de telescépio, de
forma que o foco da superficie coincida com um ponto do espelho plano. Este espelho,
por suas vez, faz que a imagem possa ser vista fora do telescépio. Mas, no telescépio
newtoniano, ocorre uma perda razoavelmente grande de feixes de luz, em motivo do
espelho plano ser, razoavelmente grande, e ser posto na frente da superficie parabdlica.

No caso dos telescépios hiperbdlicos é colocado um espelho hiperbélico na
frente do parabdlico de forma que o foco da superficie hiperbélica coincida com o foco
da superficie parabdlica. Isso faz com os raios de luz que incidem sobre o parabéloide
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sejam refletidos para um foco do hiperboléide e, consequentemente, refletidos para o
outro foco do mesmo, fora do telescopio. A maior vantagem é que o espelho hiperbélico

pode ser muito pequeno, fazendo com a perda de feixes de luz seja minima.

Figura 123 — Esquema do funcionamento dos teléscépios
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Fonte: (a) http://goo.gl/6dRdnp (acessado 15/04/2015)
Fonte: (b) http://goo.gl/r6VEqi (acessado 15/04/2015)

Note que, no caso de (a), o espelho priméria é a superficie parabdlica e o
espelho secunddrio é a superficie plana. Ja no caso de (b), o espelho primadrio é a
superficie parabdlica e o espelho secundario é a superficie hiperbélica.

6.2.2 As Orbitas dos cometas

Os cometas podem descrever 6rbitas parabdlicas, hiperbélicas ou elipticas.
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Figura 124 — As 6rbitas dos cometas

Hipérbole

rarabola

—

Elipse

Fonte: Retirada de [3]

Os cometas cujas 6rbitas sdo elipticas se caracterizam por serem periddicos
e mover-se ao redor do Sol que ocupa um dos focos da trajetéria eliptica.

Os cometas sdo corpos pequenos, logo a sua influéncia gravitacional sobre
os planetas praticamente ndo existe. Mas podem ter sua 6rbita alterada por fortes
perturbagdes gravitacionais sofridas quando passam préximos de grandes corpos.

Com posse de estudos feitos por outros astronomos, em 1704, Edmund
Halley, estudou as 6rbitas de varios cometas, concluiu que os cometas que passaram
préximos a terra, em 1682, em 1607, em 1531 e em 1456, eram, na verdade, o0 mesmo
cometa que descrevia uma 6rbita eliptica em torno do sol com um periodo de 76 anos
e previu, corretamente, seu retorno em 1758. Hoje, esse cometa é chamado de cometa
Halley. Mas registros descobertos, posteriormente, indicam que os chineses j4 o tinham
descoberto por volta de 250 a.C..

6.2.3 Os sistemas de navegacao hiperbélico

Os sistemas eletronicos de posicionamento baseados em terra, onde usa-
se 0 método de medir a diferenca de distancias a determinados pontos (estagdes do
sistema, estrategicamente posicionadas), para a obten¢do da posi¢do do navio, é um
sistema que determina uma trajetéria hiperbdlica para o navio. A posi¢do do navio é
determinada por diferenca de fase, caso do sistema Decca, ou por diferenca de tempo,
caso do sistema LORAN.

Um modo prético de construgdo de uma hipérbole consiste em, tendo-se os
focos, tragar, em escala, circunferéncias com centros nos focos da hipérbole, cujos raios
aumentem gradualmente, em uma proporg¢ao constante. As circunferéncias, entao,
indicam as distancias aos focos. Para o tragado da hipérbole, escolhem-se os pontos
de interse¢do de duas circunferéncias cuja diferenga dos raios seja o valor da constante
desejada.
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Figura 125 — Hipérboles

Fonte: Retirada de [3]

Quando a diferenga constante das distancias é pequena, a hipérbole se loca-
liza préxima as diretrizes e é bastante aberta; ao contrdrio, quando a diferenca constante
das distancias cresce, os ramos da hipérbole se aproximam dos focos e a curvatura au-
menta.

A compreensdo da forma de obtencdo da hipérbole pode ajudar no entendi-
mento dos sistemas de navegacdo que vamos chamar de hiperbélico. Podemos entéo,
pensar no navio como um ponto se movendo sobre a hipérbole, as estagbes do sistema
sdo os focos, e os sinais enviados pelas torres sdo as circunferéncias de raios sobre os
focos.

Um sistema hiperbolico de navegacao pode usar a medida do intervalo de
tempo de recepgdo de sinais ou a comparagdo da fase de sinais de onda continua
transmitidos pelas estagdes de terra.

Para entender esse sistema de navegagao, é preciso pensar na hipérbole como
um o lugar geométrico das posi¢des do observador onde a diferenga dos intervalos de
tempo entre a recepg¢do dos sinais enviados simultaneamente pelas duas estagoes fixas
é constante. O principio bésico deste sistema é bastante simples como serd descrito a
seguir.

Considerando-se duas estacdes de rddio situadas nas posicdes F; e F», que

emitem sinais simultdneos, que sdo recebidos por um navio num ponto P, onde é
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calculado o intervalo de tempo constante
t =t —fal,

sendo que t; e t, sdo os tempos gastos para que os sinais, enviados pelas estagdes que
se localizam, respectivamente, nas posi¢des F; e F,, cheguem a posi¢do do navio no
ponto P.

Isso é suficiente para saber que o navio se mantem a uma diferenca de

distancias das duas estacOes constante, isto é,
|d(P, F1) — d(P, F;| = 2a,

onde 2a é uma constante.

Como é possivel encontrar mais de uma hipérbole que satisfaca a condi¢do
acima mencionada, gerando, assim, uma ambiguidade nas transmissdes, é comum
a utilizagdo de trés ou quatro estagdes de emissdo de sinal, onde uma estagdo faz a
primeira transmissao e as demais s6 enviam seus sinais depois que recebem o sinal da

primeira estagao.

Figura 126 — Sistema de navegacao

Fonte: Retirada de [3].
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6.2.4 Estruturas hiperbélicas

Como ja vimos, assim como o paraboléide hiperbdlico, um hiperbdéile de
uma folha é uma superficie duplamente regrada. Neste caso, é possivel, por exemplo,
fazer construgdes civis com a forma de uma suprficie hipérbdlica cruzando vigas de
aco, permitindo, assim, que haja grande reduc¢do na quantidade de materiais usados,
além de gerar estruturas muito resistentes.

Diversas torres como as torres de refrigeracdo das usinas nucleares e as
torres de edificios, sdo construidas com a forma superficie parabdlica em virtude do
baixo custo, da estabilidade e resisténcia destes tipos de estruturas, se comparadas
com torres com outros formatos. Em edificios, as estruturas hiperbélicas de uma folha,

geralmente, sdo mais usadas como um elemento de estética da arquitetura.

Figura 127 — Estruturas com forma de hiperboléide de uma folha.

(a) Planetario de (b) Igreja de Nossa (c) Torre de refri-
Saint Louis (Saint Senhora de Apare- geracao de usina nu-
Louis Science cida, em Brasilia. clear

Center)

(d) Torre de Kobe, no
Japao

Fonte: (a) retirada de [3]

Fonte: (b) http://goo.gl/Wgh9Jv (acessado em 15/04/2015)
Fonte: (c) http://goo.gl/jeSOax (acessado em 15/04/2015)
Fonte: (d) http://goo.gl/TD1DSI (acessados em 07/04/2015)
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6.2.5 O cone de Mach

Figura 128 — Cone de Mach

(a) Aviao supersonico (b) Aviao supersonico

(c) Limiar de audibilidade

Fonte: Retiradas de [3]

Curiosamente, a hipérbole aparece de maneira natural na propagacdo de
ondas de choque de avides supersonicos.

Considerando um avido supersénico em voo com uma velocidade v, em
um determinado instante t;, este avido pode chegar a uma velocidade maior do que a
velocidade de propagacdo do som. Pensemos entdo neste avido se deslocando seguindo
o trajeto de uma reta paralela ao solo. No instante ¢, o nariz do avido toca o ponto Py,
ainda sem que o avido tenha superado a velocidade do som; imediatamente, no instante
t;, o avido supera a velocidade do som e o seu nariz toca no ponto P;, onde é gerado
um pulso sonoro esférico que vai se propagando com uma velocidade supersonica; em

seguida, no instante t,, 0 nariz toca o ponto P,, a partir de onde é emitido outro pulso
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esférico, propagando-se com uma velocidade similar ao pulso emitido anteriormente.
E isso vai ocorrendo até um determinado instante ¢,, quando a velocidade do avido
diminui.

Em outras palavras, a passagem do avido por qualquer ponto, durante o
intervalo de tempo

t=t+tHL+..+t,_4,

vai gerando pulsos sonoros e esféricos, onde um pulso vai se propagando de forma
instantdnea em relacdo ao pulso imediatamente anterior. Considerando a superficie
definida pela unido desses pulsos e que envolve o avido, nesse instante ¢, ou seja, a
onda de choque, temos que esta onda de choque é um cone, chamado de textitCone de
Mach.

O eixo do cone de Mach é a trajetoria do avido e o vértice é o pondo P,,.

A superficie do Cone de Mach é denominada onda de choque e seu impacto
pode ser altamente destrutivo. A onda de choque quando atinge o solo, produz uma
curva limite entre a regido onde o som da aeronave ndo é ouvido(regido exterior a
curva) e a regido onde o som é percebido (regido interior a curva). Esta curva limite é
denominada limiar de audibilidade.

Como a trajetoria da aeronave é, geralmente, uma linha reta paralela ao solo,

entdo o limiar de audibilidade serd, em geral, uma hipérbole.

6.2.6 A hipérbole em atividades lddicas

6.2.6.1 Bilhar hiperbélico:

Figura 129 — Bilhar hiperbélico

e .

Fonte: http://goo.gl/sZ{fTx (acessado em 07/04/2015)

Trata-se de uma sinuca andloga ao bilhar parabdlico, mas que faz uso de
uma cilindro hiperbdlico de duas folhas em um dos lados da sinuca, onde um foco da

hipérbole é marcado e o outro é o buraco.
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6.3 Elipse

6.3.1 As 6rbitas planetarias
No inicio do Século XVI, Copérnico propos o sistema Heliocéntrico, isto é, o

sol como centro do sistema solar.

Mais tarde, Kepler adotou o sistema heliocéntrico e com base nas observagoes
que lhe permitiram determinar pontos da 6rbita de Marte. Ele langa o que hoje é co-
nhecida como a Segunda Lei de Kepler.

A partir da obtencédo desta lei e dos dados, em seu poder, Képler comegou a
procurar uma curva que passasse pelos pontos determinados pelas observagdes e que
satisfizesse a referida lei.

E a tnica curva que satisfez estes requisitos foi mencionada no que hoje é

conhecida como a Primeira Lei de Kepler. As leis de Kepler séo:
a) Primeira Lei de Kepler: Cada planeta se move em orbita eliptica onde o Sol se

localiza em um dos focos da elipse.

b) Segunda Lei de Kepler: Uma linha unindo um planeta ao Sol varre dreas
iguais em periodos de tempo iguais.

Figura 130 — A posigdo do Sol concinde com o foco F; da elipse E que define a 6rbita

do planeta P.

e

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para um estudo mais detalhado sobre as Leis de Képler, veja [2] ou [23].
Vale comentar que a excentricidade das elipses descritas pelas 6rbitas dos

planetas, geralmente, é muito pequena. Este fato, justifica, em parte, os varios anos de

insisténcia nas 6rbitas circulares.
De modo mais geral, as 6rbitas de corpos girando em torno de corpos maiores

sdo elipses, por exemplo, os satélites artificiais ou naturais circulam ao redor dos

planetas por 6rbitas elipticas.
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6.3.2 Elipses, odontologia e medicina

Os refletores elipticos sdo muito usados na medicina como por exemplo: na

odontologia, na litotripsia e na radioterapia.

6.3.2.1 Tratamentos odontolégicos

Os equipamentos usados por dentistas possuem refletores elipticos que tém
a missdo de concentrar o0 méximo de luz onde se estd trabalhando e também evitar
que os raios luminosos ofusquem a visdo do paciente, causando incomodo. Dessa
forma, a lampada do equipamento se localiza em um dos focos da superficie eliptica
do equipamento, de onde os raios incidentes sdo refletidos para o outro foco. Basta

entdo posicionar o paciente de forma que sua boca fique exatamente neste outro foco.

Figura 131 — Tratamento odontolégico

(b)

Fonte: (a) http://goo.gl/MGik2e (acessado em 17/04/2015)

Fonte: (b) Retiradas de [14]

6.3.2.2 Tratamento de calculo renal (litotripsia)

A litotripsia é um tratamento feito para se evitar a cirurgia para a remogao
de calculos renais. Neste procedimento, o paciente é colocado em um aparelho com
formato de elipséide, onde o calculo renal é posicionado em um de seus focos. Uma
fonte de ondas sonoras de alta frequéncia (ultrasson) é colocada no outro foco. Assim,
todas as ondas sonoras convergem para o calculo, causando vibra¢des até quebra-lo

em pequenos pedacos que possam ser expelidos junto com a urina do paciente.
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Figura 132 — Tratamento do calculo renal.

Cilculo renal
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Fonte: Retirada de [38]
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6.3.2.3 Tratamento de cincer (radioterapia)

A radioterapia usa radiacdes de alta energia para combater células malignas,
é usada para tratamento de tumores localizados, uma vez que s6 funciona na area
que estd recebendo a radiacdo. Na radioterapia, os raios devem eliminar os tecidos
cancerigenos sem afetar as células sadias que se encontrem préximas. O equipamento
usado é semelhante ao usado na litotripsia e emite raios oriundos de um dos focos de

uma superficie eliptica, para o outro foco, onde deve ser posicionado o tumor.

Figura 133 — Equipamento usado para fazer radioterapia

Fonte: http://goo.gl/MGik2e (acessado em 17/04/2015)
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6.3.3 Estruturas elipticas

Devido a propriedade refletora da elipse as superficies elipticas, tém pro-
priedades que se usam para criar condigdes actsticas especiais em auditorios, teatros

e igrejas. No caso do teatro, o artista fica em um dos focos.

6.3.3.1 Salas de susurros

Outra interessante aplicacdo da propriedade refletora da elipse pode ser
encontrada nas salas de sussurros, presentes em castelos e museus. Nestas salas, que
tém a forma de elipsdide de revolugdo, uma pessoa posicionada em um dos focos
do elipséide pode se comunicar com outra pessoa que esteja no outro foco, apenas
sussurrando.

No entanto, tal comunicagdo é impossivel em outros pontos da sala. Para
isso, a forma da sala é fundamental. Ao projeta-la, fixam-se os dois focos que ficam a
altura das cabegas que vdo se comunicar. Em seguida, admite-se uma elipse com estes
focos e a sala é construida de tal forma que qualquer plano que passe por estes focos
intersecte a sala segundo uma elipse idéntica a elipse inicial. Assim, pelas propriedades
da elipse, todas as ondas sonoras emitidas em um dos focos chegarado ao outro foco ao

mesmo tempo, o que proporciona uma ampliagdo natural do som.

Figura 134 — Galeria de sussurros

S -

Fonte: Retirada de [14]

6.3.4 Na engenharia mecanica

Além das aplicagdes j4 vistas, também estd sendo crescente o uso de engre-

nagens com formas elipticas.
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Figura 135 — Engrenagens elipticas

Motor de Combustido Interna com Céamaras Rotativas Controladas por Engrenagens Elipricas
-- Esquema de Funcionamento --

Fonte: Retirada de [5]

6.3.5 Aplicacao ladica
6.3.5.1 O bilhar eliptico

De modo inteiramente andlogo ao bilhar parabdlico e o bilhar hiperbdlico, é
possivel construir um bilhar eliptico cujas propriedades refletoras da elipse podem ser
exploradas (Figura [136).
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Figura 136 — Bilhar eliptico

Fonte: http://goo.gl/zAaBxU (acessado em 07/04/2015)



7 CONCLUSAO

A aceitagdo a sugestdo para escolher um tema sobre as sec¢des conicas veio
com certa desconfianga, em virtude de um conhecimento, que tinha sobre tais curvas,
muito limitado a relagdo das mesmas com as equagdes de segundo grau, onde pouco
se sabia de suas propriedades e aplica¢des. Porém, logo na leitura dos primeiros textos
sobre as secgdes conicas, foi visivel uma geometria de resultados extraordinariamente
belos e importantes. Além de um verdadeiro arsenal de aplica¢Oes praticas das propri-
edades das cOnicas em diversas areas do conhecimento, sem falar das diversas ocasides
em que estas curvas surgem naturalmente, o que pode chegar a fascinar quem tem
conhecimento mais completo sobre as conicas.

Nado foi atoa que os gedmetras gregos e muitos outros matematicos (gedmetras
ou ndo), depois dos gregos, deram tanta atencdo e empenho ao estudo das sec¢oes
conicas. Como vimos no segundo capitulo, muitos matemadticos deixaram suas
contribui¢des no estudo das conicas.

A propria descoberta destas curvas ja d4 uma dica do que seria o estudo
sintético das secgdes conicas. Estudo este, que muitas vezes pode ser feito por meio de
ideias bem elementar da geometria.

Isto pode ser constatado em vdarias demonstragdes, feitas no decorrer do
texto. O que mostra que, além de belos resultados, o estudo das sec¢des conicas, por
uma abordagem ndo somente analitica, pode ser feito de forma muito simples, o que
facilitaria o entendimento dos alunos.

Um questionamento frequente dos alunos do Ensino Médio é para que serve
um determinado contetido estudado em matematica. Isto ocorre com praticamente
todos os contetidos da matemadtica. A falta de aplicagdo no dia a dia. O pior é que,
muitas vezes, o proprio professor ndo faz ideia de para que serve um contetido x ou
um assunto y, de fato, ja que isso, em muitos casos, ndo foi uma das prioridades da
formacao académica.

Naéo é diferente com as sec¢des cdnicas, inclusive, percebe-se que é dada
uma importancia cada vez menor as estas curvas, em avaliagdes externas como, ENEM
e vestibulares, o que faz com que o estudo das mesmas, no Ensino Médio, muitas
vezes, seja colocado em um segundo plano. Isso foi verificado pela reagdo de surpresa
que varios colegas de profissdo esbogaram quando, em conversas informais, eram-lhes
apresentadas uma ou outro aplicacdo de uma conica ou alguma curiosidade na qual ha
envolvimento de uma curva deste tipo.

A aplicagdo das conicas pode ser usada para cativar o aluno e instigar-lhe o
interesse, ndo s6 pelo estudo das conicas, mas pelo estudo de matemaética de um modo

generalizado, j& que existem intimas liga¢Oes entre os contetidos de matematica. Mais
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de uma vez tive a oportunidade de verificar um subito interesse, por parte de alguns
alunos pelas curvas conicas, ap6s ter-lhes sido apresentada alguma aplicacdo pratica

ou curiosa.



REFERENCIAS

1 LIMA Elon Lages; CARVALHO, Paulo Cezar Pinto, WAGNER, Eduardo;
MORGADO, Augusto César. A Matematica do Ensino Médio vol. 1. 10.ed. Rio de
Janeiro: SBM, 2012.

2 MARTINS, Cesar Pereira. Tépicos de Geometria Analitica: Elipse. 2013.
Dissertacdo (Mestrado em Matematica em Rede Nacional). Instituto de Matematica e
Estatistica, Universidade Federal de Goias. Goidnia. 2013.

3 SILVA, Diego Maradona Felix da. A Hipérbole e suas Aplica¢des. 2013. Dissertacdo
(Mestrado em Matemaética em Rede Nacional). Instituto de Matematica e Estatistica,
Universidade Federal de Goids. Goiania. 2013.

4 PEIXOTO, Hugo César. Tépicos de Geometria Analitica: Parabola. 2013.
Dissertacdo (Mestrado em Matematica em Rede Nacional). Instituto de Matematica e
Estatistica, Universidade Federal de Goias. Goiania. 2013.

5 SILVA, Osiel Gomes da. DESENHO GEOMETRICO: UM RECURSO PARA O
ENSINO DAS CONICAS. 2014. Dissertacio (Mestrado em Matematica em Rede
Nacional). Departamento de Ciéncias Exatas e Naturais, Universidade Federal Rural
do Semiarido. Mossoré, RN. 2014.

6 BOYER, Carl Benjamin. HISTORIA DA MATEMATICA. Traducéo de Elza F.
Gomide. Sdo Paulo: Edgard Bliicher, 1974. Traducdo de: A History of Mathematics.

7 PEDROSO, Hermes Antonio. HISTORIA DA MATEMATICA. [Sdo José do Rio
Preto]: [s. n.]. 2009.

8 EVES, Harward. Introducao a histéria da matematica. Traducdo de Hygino H.
Domingues. 5. ed. Campinas, SP: Unicamp, 2011.

9 NEVES, Marcos Cesar Danhoni. “Conatus recedenti ab axe motus “ou a pardbola
do balde de Newton. Acta Scientiarum. Laboratério de Criagdo Visual, Universidade
Estadual de Maringd. Maringd. v.5. n.22. p. 1263-1267. nov. 2000.

10 ALVES, Sergio. A PARABOLA REVISITADA. Artigo. IME, USP. [Sdo Paulo].
[entre 2009 e 2014].

11 SATO, Juscelino. As Conicas e suas Aplica¢des. 2004. Artigo. Faculdade de
Matematica, Universidade Federal de Umberlandia. Umberlandia. 2004.

12 SIQUEIRA, Paulo Henrique; COSTA, Antonio Mochon. CONICAS. 2. ed. [S. L]:
Departamento de Expressao Grafica, Universidade Federal do Parand. 2012.



144

13 OLIVEIRA, Oswaldo Rio Branco de. CONICAS (PROPRIEDADES DE
REFLEXAO). Equacdes Diferenciais e Aplicagdes - MAT130 - IMEUSP - Cénicas:
Historia, Principios de reflexdo e Coordenadas polares, 2013. Disponivel em:
ihttp://www.ime.usp.b1/ oliveira/MAT130-2013.html;. Acesso em: 02 mai. 2015.

14 CORREIA, Mério César Ludgero Fernandes. Diferentes Abordagens ao Estudo
das Cénicas. 2013. Dissertagcdo (Mestrado em Matemadtica). Faculdade de Ciéncias,
Universidade do Porto. Porto. 2013.

15 GARCIA, Joao Calixto. Explorando as defini¢des de conicas. 2013. Dissertacdo
(Mestrado em Matematica em Rede Nacional). Instituto de Geociéncias e Ciéncias
Exatas, Universidade Estadual Paulista. Rio Claro. 2013.

16 IEZZI, Gelson et al. FUNDAMENTOS DE MATEMATIA ELEMENTAR:
GEOMETRIA ANALITICA. vol.7. Sao Paulo: Atual. 1979.

17 TALAVERA, Leda Maria Bastoni. Parabola e catenaria: histdria e aplica¢des. 2008.
Dissertacdo (Mestrado em Educacgdo). Ensino de Ciéncias e Matemaética, Universidade
de Sao Paulo. Sao Paulo. 2008.

18 PEREIRA, Lucia Resende; BONFIM, Valdair. Regides de seguranca em
lancamento de projéteis. Revista Brasileira de Ensino de Fisica. Universidade Federal
de Umberlandia. v. 30. n. 3. out.2008. Paginacao irregular.

19 LOUZADA, Silvia. Relag¢do entre Conicas e Fun¢ées no Ensino Médio. 2013.
Dissertacao (Mestrado em Matematica em Rede Nacional). Centro de Ciéncias Exatas,
Universidade Federal do Espirito Santo. Vitéria. 2013.

20 NETO, Francisco de Quaranta. Tradu¢ao Comentada da Obra “Novos Elementos
das Seccoes Conicas ”(Philippe de La Hire-1679) e sua Relevancia para o Ensino
de Matematica. 2008. Dissertacdao (Mestrado em Ensino de Matemaética). Instituto de
Matematica, Universidade Federal do Rio de Janeiro. Rio de Janeiro. 2008.

21 DELGADQO, Jorge; FRENSEL, Katia; CRISSAFF, Lhaylla. GEOMETRIA
ANALITCA, Coleciao PROFMAT. Rio de Janeiro: SBM, 2014.

22 SOARES, Domingos S.L.. O Balde de Newton e o Espaco Absoluto:Uma Resenha
de Mecéinica Relacional, de... Revista Brasileira de Ensino de Fisica. UFMG. Belo
Horizonte. v. 21. n. 4. p. 558-560. dez. 1999.

23 ROCHA, Elder Borges Vieira Laranjeira da. As Leis de Kepler. 2013. Dissertagao
(Mestrado em Matematica em Rede Nacional). Centro de Ciéncia da Natureza,
Universidade Federal do Piaui. Teresina. 2013.



145

24 PRADO, Enéias de Almeida. at al. APLICACAO DE CONCORDANCIA,
TANGENCIA E CURVAS CONICAS NA ARQUITETURA. Artigo. Departamento
de Matematica, Universidade Estadual de Londrina. [20- -?].

25 FILHO, Newton Rodrigues. CONICAS E SUAS APLICACOES EM FAROIS
AUTOMOTIVOS. Monografia (Especializacdo em Matematica). Deparamento de
Matematica, Universidade Federal de Minas Gerais. Belo Horizonte. 2007.

26 MACHADO, Ana Licia Lima. Determinacio das Propriedades Opticas do
Rédiotelesc6pio GEM em 5 GHz e em 10 GHz. 2010. Dissertagdo (Mestrado em Fisica
e Matematica Aplicada). Universidade Federal de Itajuba. Itajub4. 2010.

27 CONGRESSO NACIONAL DE ENGENHARIA MECANICA, 6., 2010, Campina
Grande. FOGAO SOLAR COM PARABOLA RECICLAVEL DE ANTENA. Natal:
Universidade Federal do Rio Grande do Norte, 2010. Ndo paginada.

28 SANTOS, Admilson Alves dos. TRIGONOMETRIA HIPERBOLICA: uma
abordagem elementar. 2014. Dissertacdo (Mestrado em Matemética em Rede Nacional).
Universidade Federal de Roraima. Boa Vista. 2014.

29 DOS Nossos Alunos: 1. A concavidade da pardbola. Revista do Professor de
Matematica. [Campinas]. n. 4. 2004. CD-ROM. Nao paginado.

30 SILVA, Geni Schulz da. As Coisas que Ensinamos: Por que elipse, parabola e
hipérbole?. Revista do Professor de Matematica. Rio de Janeiro. n. 7. 2004. CD-ROM.
Naéo paginado.

31 WAGNER, Eduardo. Por que as Antenas sdo Parabdlicas. Revista do Professor de
Matematica. [S. I.]. n. 33. 2004. CD-ROM. Nao paginado.

32 VALLADARES, Renato J. C.. Elipse, Sorrisos e Sussurros. Revista do Professor de
Matematica. Santa Ursula. n. 36. 2004. CD-ROM. Nao paginado.

33 IMENES, Luiz Maércio P.. Para que Serve?: Arredondada ou achatada. Revista do
Professor de Matematica. [S. I.] n. 11. 2004. CD-ROM. Néo paginado.

34 LIMA, Elon Lages. As Coisas que Ensinamos: ZOROASTRO e a Equagédo da
Circunferéncia. Revista do Professor de Matematica. Rio de Janeiro. n. 29. 2004.
CD-ROM. Néo paginado.

35 AVILA, Geraldo, A Hipérbole e o Telescépio. Revista do Professor de Matematica.
[Goiania]. n. 34. 2004. CD-ROM. Nao paginado.

36 BARUFI, Maria Cristina Bonomi. O Grafico de f(x)=1/x é uma Hipérbole?. Revista
do Professor de Matematica. [Sdo Paulo]. n. 45. 2004. CD-ROM. Néo paginado.



146

37 CARNEIRO, José Paulo. A Sombra do meu Abajur Revista do Professor de
Matematica. [S. I.]. n. 59. 2004. CD-ROM. Nao paginado.

38 BONGIOVANNI, Vincenzo. As Cdnicas como Ferramentas para Resolver
Problemas Geométricos. Revista do Professor de Matematica. [S. I.]. n. 60. 2004.
CD-ROM. Néo paginado.

39 FIRMO, Célio da Silveira. ESTRUTURAS TUBULARES ENRIJECIDAS POR
SUPERFICIES DE DUPLA CURVATURA (HIPERBOLICAS). 2003. Dissertacdo
(Mestrado em Engenharia Civil). Departamento de Engenharia Civil, Universidade
Federal de Ouro Preto. Ouro preto. 2003.

40 NUNES, Rosana Aparecida Ferreira. AVALIA(;AO DO DESEMPENHO
ESTRUTURAL DE COBERTURAS DE ACO NA FORMA DE ARCO CIRCULAR E
PARABOLICO. 2011. Dissertagio (Mestrado em Engenharia Civil). Departamento de
Engenharia Civil, Universidade Federal de Ouro Preto. Ouro preto. 2011.

41 SILVA, Silvio Tome da. CONICAS: UMA ABORDAGEM GEOMETRICA E
ALGEBRICA. 2013. Dissertacio (Mestrado em Matematica em Rede Nacional).
Departamento de Matematica, Universidade Estadual de Maringd. Maringd. 2013.

42 VENTURLI, Jacir J.. cdnicas e quadricas. 5. ed. Curitiba: Artes Graficas e Editora
Unificado, 1949.

43 ROCIO, Osvaldo Germano do; GERONIMO, Jodo Roberto. Um Tiro na Intersecgdo
da Hipérboles. [S.].: s. n ]. [20--?].

44 NETO, Antonio Caminha Muniz. Tépicos de Matematica Elementar: Geometria
Euclidiana Plana. vol.2. 1. ed. Rio de Janeiro: SBM, 2012.

45 LIMA, Elon Lages et al. Coordenadas no Plano. 6. ed. Rio de Janeiro: SBM, 2013.



	Folha de rosto
	Dedicatória
	AGRADECIMENTOS
	Epígrafe
	RESUMO
	ABSTRACT
	Lista de ilustrações
	INTRODUÇÃO
	DA DESCOBERTA A DANDELIN
	Os Três Problemas Clássicos
	Menaecmus (380-320 a.C.)
	Os cones de Menaecmus

	Aristeu (370-300 a.C.) e Euclides (330-270 a.C, aproximadamente)
	Diocles (240-190 a.C.)
	Arquimedes (287-212 a.C.) 
	Apolônio (262-190 a.C)
	A obra de Apolônio
	A relação característica das secções cônicas segundo Apolônio
	Na parábola
	Na elipse
	Na hipérbole


	Papus (290-350)
	Sereneus
	Os Árabes
	Johannes Werner e Maurolico
	Copérnico (1473 - 1543)
	Kepler (1571-1630)
	Galileu
	Claude Mydorge (1585-1647)
	Descartes (1596-1650)
	Fermat (1601-1660)
	Desargues (1593-1662)
	Pascal (1623-1662)
	Cavalieri (1598-1647), Witt (1629-1672) e Newton (1643-1727)
	Dandelin (1794-1847)
	As secções cônicas segundo Dandelin
	As esferas de Dandelin
	Definição focal das cônicas segundo Dandelin



	AS CÔNICAS NO PLANO
	Parábola
	Hipérbole
	Elipse

	AS QUÁDRICAS
	Cone elíptico
	O cilindro Parabólico
	Cilindro Elíptico
	Cilindro hiperbólico
	Parabolóide elíptico
	Parabolóide hiperbólico
	Hiperbolóide de uma folha
	Hiperbolóide de duas folhas
	Elipsóide
	Propriedades de reflexão das secções cônicas
	O princípio de Reflexão
	Reflexão na parábola
	Reflexão na hipérbole
	Reflexão na elipse



	A CARACTERIZAÇÃO POR EQUAÇÕES ALGÉBRICAS
	O plano cartesiano
	Distância entre dois pontos no plano cartesiano
	A equação da reta
	Translação de eixos

	Parábola
	Hipérbole
	Elipse
	Equação geral do segundo grau

	APLICAÇÕES E CURIOSIDADES
	Parábola
	Antenas parabólicas
	Coletores solar
	Projetores parabólicos
	A parábola do balde de Newton
	Construções civis com formas parabólicas.
	Arcos parabólico:
	O problema do fio suspenso:
	Pontes Pênseis:
	Outras coberturas parabólicas:

	Lançamentos de projéteis
	Resolução de problemas em física
	Resolução de problemas de matemática
	A parábola em atividades lúdicas
	O bilhar parabólico
	Mirascope
	Tabuada parabólica de multiplicação
	Telefone parabólico


	Hipérbole
	Telescópios
	As órbitas dos cometas
	Os sistemas de navegação hiperbólico
	Estruturas hiperbólicas
	O cone de Mach
	A hipérbole em atividades lúdicas
	Bilhar hiperbólico:


	Elipse
	As órbitas planetárias
	Elipses, odontologia e medicina
	Tratamentos odontológicos
	Tratamento de cálculo renal  (litotripsia)
	Tratamento de câncer (radioterapia)

	Estruturas elípticas
	Salas de susurros

	Na engenharia mecânica
	Aplicação lúdica
	O bilhar elíptico



	CONCLUSÃO
	REFERÊNCIAS

