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Abstract

This study aims to build a path, guided the Greek geometric thought, based on
the idea of equivalence between areas of plane figures to the estimate of the number
7, achievement of Archimedes, through the squaring polygons and the pursuit of
squaring the circle. An important achievement of the lunulae Hippocrates of Chios
and the calculating of the circle area, by Archimedes method, serve to encourage
the use of the History of Mathematics in Mathematics Teaching, which is the central
theme of this research. The activities proposed in the third chapter intend to retrace a
path for geometric constructions and algebric reasoning that quest, since the squaring
of polygons, to determine the value of the number 7, for the use in the classroom.

Keywords: Archimedes, Squarings, Geometric constructions, Number 7.

Resumo

Este estudo tem por objetivo construir um caminho, norteado pelo pensamento
geométrico grego, partindo da ideia de equivaléncia de figuras planas até chegar a
estimativas do nimero 7, conquista de Arquimedes, passando pelas quadraturas de
figuras planas e pela busca da quadratura do circulo. Uma conquista importante, a
quadratura das linulas de Hipocrates de Chios ao lado do calculo da area do circulo,
pelo método de Arquimedes servem de incentivo ao uso da Historia da Matematica no
Ensino de Matematica, que é o tema central dessa pesquisa. As atividades propostas
no terceiro capitulo pretendem refazer um caminho, por construgoes geométricas e
raciocinio algébrico dessa busca, desde as quadraturas de poligonos, até a estimativa
do valor do niimero 7, para a sala de aula.

Palavras-chave: Arquimedes, Quadraturas, Construcoes geométricas, Numero
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Capitulo 1
INTRODUCAO

Este estudo pretende fazer uma reflexao a respeito do uso da Histoéria da Ma-
tematica nas aulas de Matematica, mais especificamente, seu uso na resolucao de
problemas. A questao que se coloca como central nesse estudo é: quanto mede a
area de um circulo?

De acordo com Corréa (p.5 e 6) [4], ha que se diferenciar Historia na Educagao
Matematica e Historia da Matematica na Educacao Matemaética. O primeiro campo,
tratado com a sigla HEM, permite a possibilidade de questionar o papel do historia-
dor, enquanto que o segundo campo, HMEM, se restringe a utilizacao da Historia da
Matematica no ensino da Matemaética e a discussao de como fazer historia é deixada
a cargo do primeiro. Sera com énfase na HMEM que sera desenvolvida essa reflexao.

Desde tempos imemoriais, homens observam a abdbada celeste em busca de res-
postas para suas questoes religiosas, localizacao geografica ou determinacgao da pas-
sagem do tempo, seja para prever colheitas ou determinacao das estagoes do ano.
Coube aos gregos o uso dos mesmos “instrumentos de pesquisa” na busca pelo co-
nhecimento abstrato, determinacao de regularidades ou até do comportamento dos
nameros.

“Egipcios e babilonios desenvolveram uma Matematica voltada para solucoes de
problemas praticos. (Ja, na Grécia antiga,) Arquimedes e Hipocrates desenvolveram
outro tipo de Matemaética, que se concentra na etapa das magnitudes constantes.”
(p-54) [4]

John Fauvel, em seu artigo “A utilizacao da Historia em Educacao Matematica”
(Fauvel, p.17) |7], lista:

Algumas razoes que tém sido apresentadas para defender o uso da Histéria no
ensino da Matemaética.

e Ajuda a aumentar a motivacao para aprender;



e Humaniza a Matematica;

e O desenvolvimento historico ajuda a ordenar a apresentacao dos assuntos no
curriculo;

e Mostrar aos alunos como os conceitos se desenvolveram, ajuda-os na sua com-
preensao;

e Muda a percepcao que os alunos tém da matematica;

e Comparar o antigo e o moderno valoriza as técnicas modernas;
e Ajuda a desenvolver uma aproximacao multicultural;

e Proporciona oportunidades para realizar investigacgoes;

e Os obstaculos ao desenvolvimento passado ajudam a explicar aquilo que os
alunos de hoje acham dificil;

e Os alunos sentem-se melhor ao perceberem que nao sao os tnicos a terem

dificuldades;
e Encoraja os bons alunos a ir mais longe;
e Ajuda a explicar o papel da Matematica na sociedade;
e Torna a Matemaética menos assustadora;

e Explorar a historia ajuda a manter o nosso interesse e entusiasmo na Matema-
tica;

e Fornece a oportunidade de realizacao de trabalhos inter-curriculares com outros
professores ou disciplinas.

Com tantos bons argumentos, deve-se esclarecer que o presente trabalho nao é
uma pesquisa em Educacao Matematica, mas um exemplo de como a Histéria da
Matematica pode contribuir em atividades em sala de aula.

Ainda no mesmo artigo, é relevante citar orientacoes quanto ao uso da Historia
da Matematica, de acordo com o autor (Fauvel, p.18):

Algumas formas de usar a Histéria da Matematica na sala de aula.

e Mencionar episodicamente os matematicos antigos;

e Fazer introducoes historicas aos conceitos que sao novos para os alunos;



e Encorajar os alunos a compreender os problemas historicos dos quais os con-
ceitos que estao a aprender sao respostas;

e Dar aulas de “Historia da Matemética”;

e Apresentar exercicios na aula ou como trabalho para casa baseados em textos
matematicos antigos;

e Dirigir atividades teatrais que reflitam interagao matematica;

e Encorajar a criagao de cartazes ou outros projetos com temas historicos;
e Realizar projetos sobre a atividade matemaética local no passado;

e Usar exemplos criticos do passado para ilustrar técnicas e métodos;

e Explorar mal entendidos/erros/visoes alternativas do passado para ajudar na
compreensao e na resolucao de dificuldades dos alunos atuais;

e Optar por uma abordagem pedagogica de um toépico em sintonia com o seu
desenvolvimento historico e

e Ordenar e estruturar os temas do programa tendo em consideragao o seu en-
quadramento historico.

Nessa mesma linha de raciocinio, Frank J. Swetz em seu artigo “Quer dar signi-
ficado ao que ensina? Tente a Historia da Matematica” [19] reflete:

“O ensino da matematica pode, portanto, ser humanizado pela inclusao de pers-
pectivas histoéricas nas discussoes na sala de aula. Isto pode e deve ser feito discre-
tamente em intervencoes do professor através da utilizacao de anedotas historicas,
filmes, projetos, exposicoes e problemas, assim como na reproducao de experiéncias
historicas relevantes, tais como, a estimativa do nimero 7 pelo método da exaus-
tao...” (Swetz, p.22) [19].

O ponto central em que se apoiam essas notas situa-se nas construcoes geométri-
cas com o uso dos instrumentos euclidianos: régua nao graduada e compasso. Tais
construgoes, no entanto, devem seguir regras basicas, como (A): dados dois pontos
distintos, é possivel tracar uma reta, utilizando-se uma régua e (B): é possivel tracar
uma circunferéncia, dado um ponto como centro e passando por um segundo ponto,
ja determinado. Com essas regras, e por meio de uma sequéncia finita de operacoes,
tracamos interseccoes de retas, de circunferéncia e entre retas e circunferéncias, acoes
que determinam novos pontos e, com estes, a possibilidade de tragar novas retas e
circunferéncias, e assim, sucessivamente, conforme Silva Jr. (p.6) [18].
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Os problemas que ficaram conhecidos como os trés problemas cléssicos (insoluveis,
apenas com o uso dos instrumentos euclidianos) sao:

e A trisseccao do angulo.
Dado um angulo qualquer, dividi-lo em trés partes iguais.

e A duplicacao do cubo.
Atribui-se ao oraculo de Apolo, em Delos, o problema de construir um altar de
forma cubica que tivesse exatamente o dobro do volume de outro, dado, para
por fim a uma peste que acometeu Atenas. A busca, entao, concentrou-se em
encontrar a medida da aresta do cubo duplicado a partir de um valor conhecido,
utilizando os instrumentos permitidos.

e A quadratura do circulo.
Construir um quadrado com exatamente a mesma area de um circulo dado.

A quadratura do circulo constituiu um desafio constante na Antiguidade. “Qua-
drar” uma figura significa encontrar um quadrado que tenha a mesma éarea de uma
figura dada, assim, as quadraturas de retangulos e triangulos sao imediatas, de acordo
com o0s processos a serem descritos. De posse do processo de “quadrar” triangulos e
a partir da ideia de que todo poligono pode ser dividido em uma quantidade finita
de triangulos, conclui-se que é possivel “quadrar” qualquer figura poligonal.

O desafio ja exposto — “quadrar” um circulo — tornou-se uma meta perseguida
por muitos, gerou muitos estudos com a obtencao de resultados intermediarios, que,
supostamente, levariam a descoberta tao almejada. Para os gregos, “quadrar” o
circulo significava encontrar um segmento de reta de medida igual ao nimero 7, para
ser o lado do quadrado de area igual & do circulo dado. Mas o niimero 7w, como razao
entre o perimetro de um circulo e seu diametro ja era conhecido na Mesopotamia,

1
aproximadamente 3— e no antigo Egito, 36.

Voltando & Grécia antiga, daremos énfase aos estudos de Hipocrates de Chios (c.
440 a.C.) [3], que “quadrou” trés tipos de linulas, provavelmente com o objetivo de,
a partir dai, encontrar a quadratura do circulo

E importante ressaltar, no entanto, que, segundo Boyer (p.48) |[3], este Hipocra-
tes “nao deve ser confundido com seu contemporaneo ainda mais famoso, o médico
Hipocrates de Cos. Tanto Cos como Chios sao ilhas do grupo do Dodecaneso; mas
Hipocrates de Chios, em 430 a.C., aproximadamente, deixou sua terra natal por
Atenas, na qualidade de mercador.”

Sabemos hoje que somente no século XVIII, com estudos mais aprofundados e
com uso de outros instrumentos, foi verificado que existem cinco tipos de lanulas
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quadraveis. As duas que nao foram estudadas por Hipocrates e envolvem uso de
trigonometria, foram estudadas por Martin Johan Wallenius (1731-1773) e Leonhard
Euler (1707-1783), a partir dos avangos obtidos por Francois Viéte (1540-1603), con-
forme Galvao e Souza, p.27 [10].

O mesmo objetivo (o da quadratura do circulo) motivou Arquimedes de Siracusa,
porém com diversa metodologia: a prova por exaustao' (fruto da Escola de Mileto)
e reducdo ao absurdo (conforme Roque e Carvalho, p.147) [17].

Ainda na tentativa de “quadrar” o circulo, Hipias (c. 460-400 a.C) e Dinostratus
(c. 390-327 a.C.) conforme Ferreira (p.199) [8], construiram a curva “quadratriz”,
usada mais tarde por Nicomede na trissecc¢ao do angulo.

Até o Renascimento, usava-se o nimero m como obtido por Arquimedes. Diversos
outros matematicos, no periodo que se estende até o século XIX, tentaram, sem
sucesso, a quadratura do circulo, acreditando que o ntimero 7 fosse um nimero
racional. De Morgan (1806-1871) declara a “morte da quadratura do circulo” em
obra postuma (Budget of Paradoxes - 1872) e a transcendéncia do nimero 7 foi
provada em 1880 por Lindemann (1852-1939), o que prova, irrefutavelmente, que
a quadratura do circulo é impossivel (Ferreira, p.202) [8]. Cabe aqui citar que,
possivelmente, a irracionalidade do ntimero 7 foi demonstrada pela primeira vez por
J. H. Lambert em 1891, usando fragoes continuas (Figueiredo, p.16) [9].

A apresentagao e as propriedades das quadratizes, cicloides, espirais (entre elas a
de Arquimedes) e outras curvas nao fazem parte do objetivo deste trabalho, apesar
de serem uma fonte irresistivel de pesquisa.

Este trabalho, portanto, é dirigido ao professor de Matemaética dos Ensinos Fun-
damental e Médio como sugestao para incentivar seus alunos ao estudo com reflexoes
centradas no uso da Historia da Mateméatica. Para isso, é apresentada a funda-
mentacao tedrica, no capitulo 2, desde a definicao de quadraturas, como deve ser
compreendida no contexto dos matematicos da antiga Grécia e, principalmente, &
luz de Os Elementos, de Euclides.

A equivaléncia entre figuras planas, entendida como igualdade entre suas areas,
é o ponto de partida para as construcoes das quadraturas das regioes poligonais e,
posteriormente, para as quadraturas das lanulas de Hipocrates de Chios, que buscava
a quadratura do circulo.

E dada énfase nos estudos de Arquimedes de Siracusa, que apresentou uma equi-

'Euclides, Livro X, Proposicao 1 (Lema de Euclides): “Sejam a e b as medidas de duas grandezas,
respectivamente AB e C'D, de mesmo tipo. Se de AB tirarmos uma parte maior do que ou igual
a sua metade, do restante tirarmos uma parte maior ou igual & metade do restante, e assim,
sucessivamente, entao, apés um certo numero de repeticdes desse processo, obteremos uma grandeza,
menor do que C'D.”; conforme Roque e Carvalho, p.112 [17]



valéncia entre as areas de um circulo e de um triangulo e suas engenhosas e elegantes
estratégias para encontrar aproximacoes para 0 nimero .

Estas consideragoes teodricas visam atingir o objetivo principal destas notas: a
proposicao de atividades que, a luz da Historia da Matemaética, auxiliem o professor
mostrar a seus alunos os desafios enfrentados pelos gregos antigos e seus sucessos.

No capitulo 3 sao apresentadas as atividades e as orientagoes ao professor. As
atividades foram coletadas, executadas e elaboradas para acompanhar as dificulda-
des enfrentadas e os sucesos obtidos, conforme as técnicas dos antigos gregos para
construcoes geométricas, ao lado de sua utilidade nos aspectos praticos da vida de
entao.

Por razao de os calculos efetuados por Arquimedes para a quadratura do circulo
(ndo executado com compasso e régua nao graduada) e para a obtencdo de apro-
ximagoes para o niumero 7 (segundo Heath [11]) serem muito extensos e dificeis de
serem acompanhados pelos alunos nessa faixa etéria, foi feita a opgao de apresentéa-
los conforme o trabalho apresentado por Katz [12], que emprega o uso de calculadora
e do teorema de Pitagoras.



Capitulo 2

QUADRATURAS

De acordo com Galvao e Souza [10], o inicio da histoéria da geometria esta intima-
mente associado a determinacao de areas de figuras planas e o primeiro grande desafio
enfrentado foi a determinagao da &rea do circulo por quadratura, que hoje sabemos
ser impossivel com os instrumentos usados pelos gregos: a régua nao graduada e o
cOmpasso.

Na antiguidade cléssica, os gregos adotaram a quadratura para a determinacao
da area de uma figura plana. A primeira e mais imediata delas foi a do retangulo,
que, segundo Boyer:

“...mostram que os mateméaticos atenienses eram hébeis no tratar transforma-
coes de areas e proporcoes. Em particular, evidentemente nao havia dificuldade em
converter um retangulo de lados a e b num quadrado. Isso exige achar a média pro-
porcional, ou geométrica, entre a e b, isto é, se a : x = x : b, 0os gedmetras de entao
construiam facilmente z” (p.50) [3].

Figura 2.1: Média proporcional entre os segmentos a e b.

De fato, dados dois segmentos, a e b (ver figura 2.1, acima), uma das formas de se
construir a média geométrica (ou proporcional) entre eles consiste em transporta-los
sobre a reta suporte 7. Sendo a = AB e b = BC, construimos o triagulo DAC,



retangulo em D e com o vértice D na perpendicular a hipotenusa AC pelo ponto B.
Denotando por z o segmento de medida BD, obtemos z = vab, logo = ¢ a média
geomeétrica entre os segmentos a e b (segundo Rezende e Queiroz, p.154 e 155) [16].

As figuras a seguir mostram um conceito anterior a quadratura: a equivaléncia
de figuras planas, utilizada por Euclides, segundo Rezende e Queiroz [16]. Usaremos
neste trabalho a expressao “equivaléncia de (ou entre) figuras” sempre que as figuras
planas em questao tiverem a mesma area, ou como cita Euclides, “figuras iguais (em
area)”.

2.1 Equivaléncia de paralelogramos

Torna-se oportuno esclarecer que a partir desse ponto, sempre que formos grafar
um segmento de reta, por exemplo, o segmento AB, sera usada a forma AB, enquanto
que se a referéncia for a sua medida, serd usado AB.

Além disso, seguiremos, doravante, a recomendacao feita por Rezende e Queiroz
(p.106) [16] no que se refere a usar a expressao “area de um poligono” em lugar de
“area de uma regiao poligonal”.

Um simples conceito, o de que a medida da superficie de um paralelogramo qual-
quer pode ser calculada desde que se conhecam as medidas de sua base e de sua altura,
permite concluir que h&d uma infinidade de paralelogramos equivalentes, mesmo que
sua forma seja diversa, mas mantendo fixas as medidas da base e da altura. Con-
forme cita Euclides (livro I, Proposigao 35, conforme Roque e Carvalho, p.90) [17]
“Paralelogramos que estao postos sobre a mesma base e entre as mesmas (retas) pa-
ralelas, sao iguais (em &area)”.

r D c F E

A B

Figura 2.2: Equivaléncia entre paralelogramos.

Dadas as retas 7 e s, paralelas, conforme figura (2.2), os paralelogramos ABCD
e ABEF tém a mesma area, por terem a mesma base.

Mas a quadratura de um poligono exige um raciocinio mais aprofundado. Inicia-
remos pela quadratura do retangulo. Segundo Galvao e Souza (p.19) [10], “quadrar”



um retangulo e posteriormente um triangulo leva a quadratura das regioes poligonais.

2.2 Igualdade de areas: triangulo - retangulo

Equivaléncias entre poligonos sao encontradas nos livros I e II de Euclides.

S r t

| |
I © I
I I
I I I
| | |
IE 'm 'D -
- — = * —_ -
I
|
IH B
_ —— * _— — -
I

Figura 2.3: Equivaléncia entre triangulo e retangulo.

Dado o triangulo ABC, conforme figura 2.3, seguimos os passos abaixo para
construir um retangulo equivalente:

Tracamos a reta r, perpendicular a base AB, passando pelo vértice C. Denotamos
por H o ponto de concorréncia de r com AB.

Tracar a reta m, mediatriz da altura CH e as retas s perpendicular a AB em A
e t perpendicular a AB em B.

Obtemos assim, os pontos D e E, como na figura 2.3. O retangulo ABDFE é
equivalente ao triangulo ABC.

Demonstracao:

CH
A area do triangulo ABC' é igual a AB - —~

CH CH
Desde que M H = 5 temos que AB - 5 = AB-MH = AB-BD, que é igual

a area do retangulo ABDE.



2.3 Quadratura do retangulo

Um problema antigo e conhecido sobre igualdade de areas é aquele sobre a qua-
dratura de um poligono, conforme livros I e II de Euclides.

Iniciaremos com a quadratura do retangulo, ou seja, dado um retangulo, encontrar
um quadrado de mesma &area, construido com régua nao graduada e compasso.

Figura 2.4: Quadratura do retangulo.

Dado o retangulo ABCD, (ver a figura 2.4), seguimos os passos abaixo para
construir um quadrado equivalente.

Prolongamos o lado DC. Tracamos a circunferéncia com centro em C' e raio
CB, obtendo o ponto E sobre a reta suporte do lado DC. Sabe-se que DC +
CE = DE e que CE = CB. A mediatriz do segmento DE define o ponto F.
Tracamos a circunferéncia com centro em F e de raio FE. Prolongamos o lado BC,
e obtemos o ponto de concorréncia I com esta circunferéncia. O segmento IC é a
média geomeétrica entre os segmentos DC e C'E. De fato, como DE é o diametro
da circunferéncia de centro F' e [ situa-se nesta circunferéncia, pela semelhanca dos
triangulos CEI e CID, IC* = DC - EC.

IC &, portanto, o lado do quadrado CIJH, cuja area é igual a do retangulo
ABCD.

Demonstracao:

Seja Sapcp a area do retangulo ABCD e S¢pjg a area do quadrado CIJH.
Entao SABCD = DC - CB.
Por construcao, CB = C'E entao Sagcp = DC - CE.
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Como DC =DF + FC e CE =DF — FC, tem-se que

Sapcp = (DF + FC) - (DF — FC) — DF?* — FC?.

Usando o Teorema de Pitagoras no triangulo FIC', temos que

FI? = FC? +IC? mas FI = DF, logo IC? = DF? — FC?.

Como a area do quadrado CIJH é igual a IC?, fica demonstrado que
Sapcp = ScriH-

2.4 Quadratura do triangulo

I

"
E\
\

L

g

Figura 2.5: Quadratura do triangulo

Dado o triangulo ABC, pela secao 2.2, pagina 9, para “quadra-lo”, basta “quadrar”
o retangulo equivalente ao triangulo. Veja a figura 2.5.

2.5 Equivaléncia entre um quadrilidtero e um trian-
gulo

Para se “quadrar"’ um quadrilatero qualquer, devemos dividi-lo em dois triangu-
)
los.



Figura 2.6: Triangulo equivalente a um quadrilatero dado.

Dado um quadrilatero ABC D, conforme a figura 2.6, seguimos os passos abaixo
para construir um triangulo equivalente.

Prolongamos o lado AB. Tracamos a diagonal AC. Construimos a reta paralela
a diagonal AC, passando pelo vértice D. Marcamos o ponto E onde a reta paralela
ao segmento AC e a reta suporte do lado AB concorrem. Tracamos o lado EC.
Entao o tridangulo EBC' é equivalente ao quadrilatero ABCD.

Demonstracao:

Ao tracar a diagonal AC, o quadrilatero ABCD fica dividido em dois triangulos:
ABC e ACD.

O ponto de concorréncia F da reta suporte de AB com a reta paralela a AC que
passa por D define o triangulo FAC' que possui a mesma area do triangulo ACD,
pois tém um lado em comum e a mesma altura.

Logo Sapcp = Sapc + Sacp = Seac + Sapc = Sepc-

A solucgao do problema de “quadrar” um quadrilatero qualquer leva & compreensao
de que a quadratura de qualquer poligono é possivel, dado que um poligono de n lados
pode ser decomposto em n + 1 triangulos. Veja a figura 2.7 abaixo:

12



Figura 2.7: Poligono decomposto em n triangulos.

2.6 Quadratura das ltinulas de Hipo6crates de Chios

Com o dominio das quadraturas de poligonos, o desafio — “quadrar” o circulo
— & Obvio, passou a ser perseguido por inimeros mateméaticos. Destacam-se nessa
busca, os trabalhos de Hipocrates de Chios, que escreveu a obra “Elementos de
geometria”’, precursora em mais de um século, do mais conhecido, de Euclides, “Os
Elementos”(Boyer, p.49) [3].

Ainda segundo Boyer, o teorema de Hipocrates sobre as areas dos circulos: “Seg-
mentos de circulo semelhantes estao na mesma razao que os quadrados de suas bases”,
parece ser o mais antigo enunciado sobre mensuragao curvilinea no mundo grego e
desse teorema, deduziu a primeira quadratura rigorosa de uma linula(p.49) |3].

As obras de Hip6crates se perderam, mas foram citadas por Eudemo!, que relatou
que as areas dos circulos estao entre si, como os quadrados dos diametros [3].

As lunulas estudadas por Hipocrates de Chios ficam determinadas ao tragarmos
duas circunferéncias em um plano, com centros distintos (C; e Cy) cujos raios sao,
respectivamente r; e ro e concorrentes em, exatamente, dois pontos. Sao as duas

“Fudemo de Rodes, discipulo de Aristételes, viveu por volta de 320 a.C., escreveu uma Historia
da Matematica, obra que se perdeu, mas foi resumida (resumo este que também se perdeu), e
incorporada por Proclus (c. 410-485) nas paginas iniciais de seu Comentério sobre o primeiro livro
de Os Elementos de Euclides” (Boyer, p.35) [3].
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regides nao convexas, ou concavo-convexas, limitadas pelos arcos de circunferéncia,
como se pode ver na figura 2.8.

2

G

b C,

Figura 2.8: As linulas de Hipocrates sao as areas em tonalidade mais clara.

No entanto, as quadraturas das linulas dependem de um raciocinio que emprega
o conceito de proporcionalidade aplicado aos setores circulares e apoiado, também,
no teorema de Hipocrates sobre as areas dos circulos acima citado.

Sejam OAB e OCD setores circulares (ver figura 2.9), de forma que:

Figura 2.9: Segmentos e setores circulares.
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- OAB é limitado pelas semi-retas OA e OB e pelo arco AB, referente ao angulo
a, em graus. Corresponde a adicao do segmento circular que estd compreendido

entre a corda AB e o arco AB com o tr1angulo OAB

- OCD é limitado pelas semi-retas OC’ e OD e pelo arco C’D também refe-
rente ao angulo a, em graus. Corresponde a adi¢ao do segmento circular que esta

compreendido entre a corda C'D e o arco CD com o triangulo OCD.
Sejam A; a area do setor circular OAB, de raio r e Ay a area do setor OCD, de
raio R. Entao:

T« T R?- « A r?
Al:WeAQZW oquelevaaA2 ﬁ
OA AB AB
Mas pela semelhanca dos triangulos temos: 0C — D’ logo % oD’ conse-
‘ ‘ r? AB? d d i Ay AB? )
ntemente, — = —— m ncluir —_— = = :
quentemente, - cp2 4o que podemos concluir que 1 o2 Ou seja
AB?

se A; e A,y sdo as areas dos setores circulares OAB e OCD entao a razio D2 é
também a razao entre as areas dos triangulos OAB e OC'D (*) e também entre as
areas dos correspondentes segmentos circulares de cordas AB e CD (**).

Sejam, agora, T} a area do triangulo OAB e T, a area do triangulo OCD.

AE-OF
T =2- —5 > mas como AE = OA-sen(5) e OE = OA - cos(5), entao

2

) -7 -cos(5), o que leva a T = r? - sen(

)
Ty =r-sen(s 2

S ) - cos($) e

T, =2- %, mas como CG = OC - sen(§) e OG = OC - cos(%), entao

T, =R-sen($)-R-cos(%), o que levaa Tp = R* - sen(%) - cos($).
T1 7"2 ABZ
Logo — = — = ——, como afirmado em (*).
Sejam, agora, S; a area do segmento circular compreendido entre a corda AB e o
arco AB e Sy a area do segmento circular compreendido entre a corda C'D e o arco

C’b. Sabendo que S; = Ay — 11 e Sy = Ay — T3, entao

. 2 . .
s % —r?-sen(§) - cos($) _ 2 . 7?:60(; —sen(§) - cos(§)
Sy TR« R oy R2OTY e eos(2)
g~ R sen($) - cos(5) 3600~ Sen(3) - cos(3)
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. 1 7”2 ABQ
ou, simplesmente, S_g =% = op como afirmado em (
Essas consideracgoes sao fundamentais para compreender o raciocinio de Hipocra-
tes a respeito das areas das lunulas quadraveis.

2.6.1 1° exemplo: Lunulas cujas cordas sao os catetos de um
tridngulo retangulo is6sceles
O primeiro exemplo estudado por Hipocrates trata da quadratura das lanulas

cujas cordas sao os catetos de um triangulo retangulo isésceles, segundo Galvao e
Souza |10].

A
D B

Figura 2.10: Lunulas de Hip6crates construidas sobre os catetos de um triangulo
retangulo isosceles.

A estratégia de Hipocrates para calcular a area destas linulas é baseada na igual-
dade de areas (Galvao e Souza, p. 21) [10]. Consideremos os semicirculos menores
(veja a figura 2.10 onde as linulas aparecem em tom mais claro de cinza), cuja area
chamaremos A;. Os diametros desses semicirculos sao os catetos do triangulo retan-
gulo isosceles ABC. A area do triangulo ABC chamaremos Ap. A area total da
figura 2.10, assim formada, é 2A; + Ay. Consideremos agora o semicirculo maior, de
diametro AB, cuja area chamaremos A,.

A area das lunulas, cuja soma chamaremos 2A, serd a diferenca entre 2A4; + Ar
[§] AQ.

Porém, Ay = 2A,, entao, 2A = Ay + Ar — A, ou seja, 2A = Ap, portanto a area
de cada lunula é igual a metade da area do triangulo ABC.

O ponto de partida para as quadraturas a seguir é a constru¢ao de um trapé-
zio isOsceles cuja base menor seja congruente aos lados nao paralelos. Para esta
construcao, devemos:
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Dados um segmento de reta e um angulo

- tracar a reta r suporte da base maior;

- denotar um ponto da reta por A;

- tracar uma circunferéncia com centro em A cujo raio tenha a mesma medida do
segmento dado;

- transportar o angulo dado, fazendo coincidir seu vértice com o ponto A e um
dos lados sobre a reta 7;

- prolongar o outro lado do angulo até encontrar o ponto de concorréncia com a
circunferéncia tracada e denotar este ponto por B;

- tragar a reta s paralela a r por B;

- tragar outra circunferéncia de raio igual & medida AB, encontrando assim o
ponto C sobre s;

- tracar outra circunferéncia de mesmo raio e com centro em C' e denotar o ponto
de concorréncia com a reta r por D;

- temos, assim, o trapézio ABCD, cujos lados nao paralelos sao congruentes a
base menor, por construcao.

Um dado importante: o angulo de construgao dado define o tipo de lunula a ser
construida tendo o trapézio ABC'D como referéncia. Se o angulo da base medir 60°,
a base maior coincidird com o didmetro da circunferéncia em que o trapézio ABC'D
estd inscrito, remontando ao 1° caso, descrito na secao 2.6.1, pagina 16. Se o angulo
da base medir mais que 60°, teremos o segundo caso de quadratura, secao 2.6.2,
pagina 17, em que o arco exterior é maior que uma semicircunferéncia. Se o angulo
da base medir menos que 60°, teremos o terceiro caso de quadratura, secao 2.6.3,
pagina 19, em que o arco exterior é menor que uma semicircunferéncia.

2.6.2 2° exemplo: Ltnulas em que o arco exterior é maior
que uma semicircunferéncia.

Na sequéncia de seu trabalho, HipOcrates exibiu dois exemplos de lunulas, cuja

quadratura pode ser descrita com argumentos semelhantes aos acima expostos. No

primeiro deles, o arco exterior ¢ maior do que uma semicircunferéncia e, no segundo,
menor [10].
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Figura 2.11: Linula de Hipocrates cujo arco exterior é maior que uma semicircunfe-
réncia.

Se 0 arco exterior ¢ maior que uma semicircunferéncia (figura 2.11), dividamos
este arco em trés outros, congruentes que correspondem a angulos centrais congru-
entes ao angulo do arco inferior (AOB). A solugao parte de um trapézio isosceles
cuja base menor é congruente aos lados nao paralelos [10].

Considere o trapézio isosceles ABC'D?, tal que a base menor seja congruente aos
lados nao paralelos, ou seja, AD = DC = CB.

Hipocrates admitiu, por hipotese, que AB% = 3BC? e que os angulos EPC e
EOB sio congruentes (Galvao e Souza, p.22) [10]. Dai segue-se que, se A ¢ a area da
lunula, A7 é a area do trapézio, A; é a area do segmento circular correspondente a
corda AB e A, ¢ a area do segmento circular correspondente a corda BC (ou AD ou
COD), entdo, A; = 3A,. Temos: A = A+ 3A, — A; de onde se conclui que A = Ar,
o que significa que a area da linula é igual a area de um poligono, no caso o trapézio
ABCD, e portanto, é quadravel.

2Trapézio & um quadrilatero em que dois lados sdo paralelos - as bases - e os outros dois sdo
chamados laterais. Um trapézio ¢ isosceles quando suas laterais sdo congruentes (conforme Rezende
e Queiroz, p.71) [16].
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2.6.3 3° exemplo: Lunulas em que o arco exterior é menor
que uma semicircunferéncia.

O terceiro tipo de linula estudado por Hipdcrates explora o caso em que o arco
externo é menor do que uma semicircunferéncia.

Figura 2.12: Lunula de Hipocrates cujo arco exterior ¢ menor que uma semicircun-
feréncia.

Hipocrates partiu de um trapézio isosceles cuja base menor é congruente aos
lados nao paralelos, conforme figura 2.12. O arco interno fica dividido em dois arcos
congruentes pelo ponto de encontro das diagonais do trapézio, e o arco externo fica
dividido em trés arcos congruentes, cujas cordas sao os lados AB, BC e C'D. Por
construcao, todos os arcos em ambas as circunferéncias correspondem a um mesmo
angulo central (Galvao e Souza, p. 23) [10].

Da construcao temos que: AB = BC = CD, assim o arco AD, de centro P fica

dividido em 3 arcos congruentes: AD, BC e CD. -
As diagonais do trapézio ABCD se intersectam em FE, entao, AE = ED, logo o
arco AD de centro O fica dividido em 2 arcos congruentes: AE e ED. (2)

Como AOE = APB, consideremos A; a area do segmento circular cuja corda
& AB e A, a area do segmento circular cuja corda é AE. De (1) e (2) temos que
2A; = 3A,. (3)

Sejam Ap a area do pentagono ABC'DFE e A a area da linula, A = Ap+3A45—2A;.
De (3) obtemos A = Ap, do que se conclui que a area da linula é igual a area do
pentagono ABCDE, portanto, a lunula é quadréavel.

19



2.7 O calculo da area do circulo pelo método de Ar-
quimedes.

Proposicao I do livro de Arquimedes (segundo Heath, p.91) [11]:

"A 4area de qualquer circulo é igual & de um triangulo retangulo em que um dos
catetos tem a mesma medida do raio do circulo e o outro é igual a circunferéncia do
circulo".

T

Comprimento da circunferéncia.

Figura 2.13: Area do circulo equivalente & do triangulo, por Arquimedes.

Demonstraremos, por exaustao, (segundo Heath, p. 91-93) [11], que o circulo C'
de centro O (& esquerda, na figura 2.13) tem a mesma éarea do triangulo K (a direita,
na figura 2.13).

Se a area do circulo C nao é igual a area de K, deve ser maior ou menor.

I- Suponhamos que a area do circulo C' seja maior que a area do triangulo retan-
gulo K.
Inscrevamos o quadrado ABC'D (ver figura 2.13, na pagina 20), no circulo, bis-

sectemos os arcos AB, BC, CD e DA, entao, bissectemos suas metades e, assim,
sucessivamente, até que os lados do poligono inscrito, cujos vértices sao os pontos de
divisao, subtendam segmentos cuja soma seja menor que o excesso da area do circulo
sobre a area de K.

Entao a area desse poligono é maior que a area de K (*).

Sejam AE um lado do poligono e OM o segmento perpendicular sobre AFE,
passando pelo centro O.
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Entao OM é menor que o raio do circulo e portanto menor que qualquer lado sobre
o angulo reto de K. Também o perimetro do poligono é menor que a circunferéncia
do circulo, isto é, menor que qualquer outro lado sobre o angulo reto de K.

Portanto a area do poligono é menor que a area de K, o que contraria (*), logo,
a area do circulo nao é maior que a area de K.

IT- Suponhamos que a &area do circulo C' seja menor que a area do triangulo
retangulo K.

Circunscrevamos um quadrado ao circulo C, conforme figura 2.13, e facamos com
que dois lados adjacentes o tangenciem em F e H, encontrando-se em 7. Agora
bissectemos os arcos entre pontos consecutivos e tracemos as retas tangentes ao

circulo C pelos pontos de bissecccao. Sejam A, o ponto médio do arco EH e FG o
segmento tangente a C' em A.

Entao o angulo TAG é um angulo reto.

Portanto, TG > G A, e consequentemente TG > GH.

Segue que a area do triangulo FT'G é maior que metade da area do poligono
TEAH. .

Do mesmo modo, se o arco AH for bissectado e a reta tangente nesse ponto de
bisseccao for construida, seré retirado da area de GAH mais que a metade.

Assim, ao continuar o processo, que deve, em ultima analise chegar a um poligono
circunscrito, tal que os espacos interceptados entre ele e o circulo sejam menores do
que o excesso da area de K sobre a area do circulo.

Entao, a area deste poligono é menor que a area de K (**).

Agora, uma vez que a perpendicular a partir de O em qualquer dos lados do
poligono é igual ao raio do circulo, enquanto que o perimetro do poligono é maior do
que a circunferéncia do circulo, segue que a area do poligono é maior que a area do
triangulo K, o que é impossivel, por (**).

Portanto a area do circulo C' nao é menor que a area de K.

Se a area do circulo C' nao é maior nem menor que a area de K, tem que ser igual
a area de K.

2.8 Aproximacoes do nimero 7™ pelo método de Ar-
quimedes.

Proposi¢ao 3 do livro I de Arquimedes (segundo Heath, p. 93-98) [11]:
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“A razao entre a circunferéncia de qualquer circulo e seu didmetro é menor que
3% e maior que 3%”.
E necessario ressaltar que, de acordo com Heath (p. 93) [11], esclarecimentos
adicionais foram incorporados a demonstracao original de Arquimedes, como segue.
“Tendo em vista questoes interessantes decorrentes do contetdo aritmético desta
proposicao de Arquimedes, é necessario, em reproduzi-lo, para distinguir cuidadosa-
mente 0S passos reais previstos no texto como o temos, dos passos intermediarios (na
sua maioria fornecidos por Eutocius) que é conveniente para o proposito de tornar
a prova mais facil de seguir. Assim, todos os passos, que na verdade, nao aparecem
no texto foram colocados entre colchetes, a fim de que possa ser visto claramente o
quanto Arquimedes omite calculos reais e s6 da resultados. Observa-se que ele da
duas aproximacoes para a v/3 (sendo uma delas menor e a outra maior), sem qual-
quer explicacao de como chegou a elas; e em como chegou a aproximagoes das raizes
quadradas de varios niimeros que nao sao quadrados perfeitos”.

I) “A razao da circunferéncia de qualquer circulo pelo seu didmetro é menor que
1y
3=".

Fog
‘s
A — o

H e

Figura 2.14: Esquema da demonstracao por poligonos circunscritos.

Demonstracao, segundo Heath (p.93-96):

Seja AB o diametro de um circulo qualquer, O seu centro, AC o segmento tan-
gente ao circulo em A e seja o angulo ZAOC, um terco do angulo reto como na
figura 2.14.
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AO 265
Entao: A—O3[: V3:1] > 13 (Conforme observado na pagina 22) (1)

ocC 306
—(=2:1 = — 2
¢ oAl I= 15 - A 2)
_ Primeiro passo: tracemos OD, bisseccionando o angulo ZAOC' e encontrando
AC em D.

. CO CD :
Entao 10~ DA [Conforme Euclides, VI, 3]
[CO+AO  CA
af 0~ DA ou
CO+AO  AO
CA  AD
OA 571
P 1 2)| —= > —
ortanto, [por (1) e (2) 1D 153 (3)
Entio: OD? B OA% + AD? - 571% + 1532 - 349450
WY U [T AD? 1532 23409
oD _ 591}
E assim DA 153 (4)

Segundo passo: seja OF a bissetriz do angulo ZAOD, encontrando AD em E.

puiae. PO _DE | DO+0A OA
WA 04 T EA % Tpa T AE|
A 5911 4+ 571 11624
Portanto Ag’ { i;;) por (3) e (4)} > 1538 (5),
g " OFE? . (11621)2 + 153 . 13505343 + 23409 y 13739433
€gue, entao, qué - 1532 923409 923409
. OE _ 1172§
entao ﬂ > 153 (6)

Terceiro passo: seja OF a bissetriz do angulo /AOEF e encontrando AFE em F.
Obtemos assim o resultado [o que corresponde a (3) e (5) acima| que

OA { 11625 + 117287 23341
> >

AF 153 153 (7)

3Em todo seu raciocinio, Heath usa a notacdo “AO : AC” ao indicar divisdes. Optamos por
grafar em forma de fragio, para evitar davidas do tipo “CO + AO : AO”
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OF? (2334%)% +153% 5472132+
logo > >
F A2 1532 23409
OF 23391
tho 2t 1
entao —— > 153 (8)
Quarto passo: seja OG a bissetriz do angulo ZAOF, encontrando AF em G.
OA 23341 + 233941 467321
Temos, ye {> 4153 2 [10]por meio de (7) e (8)] > 1532.

Conclusao: o angulo AAOC, que é % do angulo reto, foi bisseccionado 4 vezes e
segue que o angulo ZAOG mede 4—18 do angulo reto.

Seja o ponto A, simétrico ao ponto G com relacao a reta suporte de AO. Entao os
angulos ZAOG e ZAOH sio congruentes e o angulo ZGOH é igual a i do angulo
reto.

Logo GH é um dos lados do poligono regular de 96 lados circunscrito ao circulo
dado.

B 04 46733
AG 153
ecomo AB=2-0A, GH=2-AG,
’ AB 46735 46733
daf segue que Perimetro do poligono de 96 lados {> 153 - 96} ~ 14688

14688 3+ 6673 -
mas = =.
46735 46733 46721 7

Portanto o comprimento da circunferéncia do circulo (sendo menor que o peri-

3—|—667%} _ !

. 1 —-—
metro do poligono circunscrito) é, a fortiori, menor que 3? vezes o diametro AB.

IT) “A razdao do comprimento da circunferéncia de qualquer circulo pelo seu dia-
metro é maior que 3%”.
Demonstracdo, segundo Heath (p.96-98):
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B o] A
Figura 2.15: Esquema da demonstracao por poligonos inscritos.

Agora, seja AB o diametro de um circuloA(Ver figura 2.15) e AC concorrendo com
a circunferéncia em C, tal que o angulo ZC'AB seja igual a um ter¢o do angulo reto.

Liguemos B a C.
V3| 1351

AC
Entao: —— |= T] <=0 (Conforme observado na pagina 22).

CB
Primeiro passo: seja AD a bissetriz do angulo /BAC concorrendo com BC em
d e com o circulo em D. Ligar B a D.
Entdo ZBAD = /dAC = £dBD, e os angulos dos vértices /BDA e /BCA séo
ambos retos.
Segue que os triangulos ADB, [ACd] e BDd sao semelhantes.

Portanto gg = il; {: ég] = ég [Euclides VI, 3]
AD  AB+ AC  AB+ AC
DB Bd+Cd  BC

BA+ AC AD
" Bc T DB

AC 1351 BA 2 1560
mas @:m enquanto B—C:I:% .
AD 2911

Portanto ﬁ = % (1)
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peao (AB)P2911°4780° 9082321
n = = .
(BD)? 7802 6084002
AB 30133
Enta - 4 9
neao B = g (2)

Segundo passo: Seja AE a bissetriz do angulo ABAD, concorrendo com a cir-
cunferéncia em FE. Liguemos B a E.

Entao, nés provamos, do mesmo modo que

AE {_ BA+AD 30132 +2911

5D 30 . por (1) e (2)].

EB
AE 59247 59247 -4 1823 3)
EB 780 78015 240

_ (AB)? 182324240 3380929
Entao = = .

(BE)? 2402 576000
AB 18383

Portanto BE = TOH (4)

Terceiro passo: seja AF' a bissetriz do angulo ZBAFE, concorrendo com a circun-
feréncia em F'.

AF [ BA+AE  3661%
Assim, 7 [: B+E < 24011 por (3) e (4)]
AF  3661% -3 1007 (5)
FB  240-% 66
Serue ewtio (AB)? 10072 + 662 1018405
u n = =

& "(BF)? 662 4356 ’

ot B _ 10091 ©
portanto BEF 66

Quarto passo: seja AG a bissetriz do angulo ZBAF', concorrendo com a circun-
feréncia em G.

1
Entao ég [: BAB+FAF} < 2061666 de (5) e (6).
(AB)?  (20163)*> + 66> 4069284
[e (BG)? 662 ~ 4356 }
Portanto @ = 2017‘1‘
BG 66 ’
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BG 66
1 - = 7
%8 AB T 20171 @)
[Agora, o angulo /BAG, que ¢ resultado da quarta bisseccao do angulo /BAC,
que é % do angulo reto, é igual a ﬁ do angulo reto.
Entdo o angulo subtendido por BG ao centro ¢ 5 (do angulo reto)].
Portanto BG é o lado do poligono regular de 96 lados.
De (7) segue que
Perimetro d li 66 6336
erfmetro do poligono _ . |- 5
AB 20175 20175

6336 N 39 o comprimento da circunferéncia do circulo

Como, — é maior
1 AB
2()1d7 1 | 71
erimetro do poligono ~ . . A . . ,
que b Ve pollg , entao o comprimento da circunferéncia do circulo é

maior do que 3% vezes seu diametro.
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Capitulo 3

Uma proposta de atividades para
sala de aula.

Nesse capitulo vamos propor atividades, para a sala de aula de Matematica, de
construcao com o uso de régua nao graduada e compasso de forma a aproximar o
mais possivel da técnica de construcoes geométricas usada pelos gregos, conforme
proposto no capitulo 1 dessas notas, evidenciando o uso da Histéria da Mastemaética
no Ensino de Matematica.

As atividades de construcao geométrica foram pensadas como uma evolucao a
partir da apresentacao dos materiais de desenho aos alunos, de forma que se famili-
arizem com sua manipula¢ao e com os termos associados ao assunto. Pensando em
desenvolvimento e aprimoragao da coordenacao motora, é necessario uma exposicao
da técnica de transposi¢ao de segmentos, sua multiplicagao e divisao por um niimero
inteiro e construcao e transposicao de angulos dados. As construcoes apresentadas
exigem, também, que o aluno esteja familiarizado com o tracado de retas paralelas
e perpendiculares, por um ponto na reta dada ou fora dela e de retas mediatrizes de
um segmento de reta dado. Todas essas construgoes sao apresentadas por Rezende
e Queiroz [16].

Na construcao de uma figura, é sempre conveniente fazer seu esboco, supondo o
problema resolvido, segundo Wagner (Prefacio, pagina 2) [20].

Todas as atividades podem ser desenvolvidas no oitavo ano do Ensino Funda-
mental II, de modo sequencial, de forma a paulatinamente construir um caminho a
partir da construcao de um triangulo até atingir o conceito de quadratura e poste-
riormente, com auxilio do Teorema de Pitagoras, adaptar o método de Arquimedes
para a obtencao de aproximacoes do niimero 7.

Uma outra sugestao é utilizar essa sequéncia de atividades para iniciar o ano
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letivo do nono ano, a titulo de revisao e aprofundamento dos conceitos vistos no ano
anterior.
Todas as atividades incluem orientagoes para o professor.
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3.1 Construcao de um triangulo dados trés segmen-
tos.

Objetivo: construir um triangulo dados trés segmentos de reta, usando régua nao
graduada e compasso.
(o]

Nome: no: série:

FOLHA DE ATIVIDADE

Para esta atividade vocé precisara de lapis, régua nao graduada e compasso.

Atente para os termos empregados e solicite auxilio sempre que necessitar de
esclarecimento.

Siga corretamente, e na ordem, os passos sugeridos.

Esta construcao que vocé vai executar é béasica para compreender e acompanhar o
método usado pelos antigos gregos. Construcoes com régua e compasso eram muito
comuns e constituiam desafios, como o que serad solicitado a vocé ao final da ativi-
dade. Euclides, em seu livro Os Elementos, apresenta essas construgoes no Livro I,
Proposigoes 20 e 22.

Procedimentos:
Sao dados os segmentos de reta, de medidas a, b e c.

a) Trace uma linha reta r em qualquer posicao dessa folha.
b) Transporte, com o compasso, o segmento de medida a, sobre a reta r. Denote
suas extremidades por pontos: B e C.
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¢) Transporte, com o compasso, o segmento de medida b, fazendo com que a
ponta seca incida sobre C' e trace uma circunferéncia, cujo raio mede b.

d) Transporte, com o compasso, o segmento de medida ¢, fazendo com que a
ponta seca incida sobre B e trace um circunferéncia, cujo raio mede c.

e) Repare que as duas circunferéncias sao concorrentes em dois pontos distintos:
um acima da reta r e outro abaixo. Escolha um dos pontos de concorréncia das
circunferéncias e denote-o por A.

f) Una os pontos A com B e A com C, formando assim o triangulo ABC.
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Responda:

1- E possivel, usando transporte das medidas dos segmentos, mostrar que a figura
forma um triangulo?

2- Use as medidas dos trés novos segmentos abaixo e siga 0os mesmos passos do
procedimento indicado para construir o triangulo DEF'.

3- O que ocorreu durante a construcao do triangulo DFEF?

4- Qual conclusao pode ser tomada com a comparacao das duas atividades?

33



ORIENTACOES PARA O PROFESSOR

A construgao do triangulo ABC', deve ser compreendida como uma experiéncia
de construcao de um triangulo com os segmentos dados na pagina 31. Esta atividade
¢ importante para preparar os alunos no caminho do uso da Historia da Matemaética
no Ensino de Matemética, como proposto no capitulo 1 e como preparacao para as
atividades inspiradas na teoria apresentada no capitulo 2 dessas notas.

Os alunos devem conhecer os procedimentos de transporte de segmentos e tracado
de circunferéncias para executar essa atividade.

A formacgao de grupos com até trés participantes favorece a discussao a respeito
dos motivos pelos quais nao se consegue fazer a segunda construcao. Torna-se inte-
ressante investigar essas causas e estabelecer, com as proprias palavras dos alunos,
um critério que permita a construcao de triangulos dados trés segmentos.

Esta atividade é para que o aluno possa verificar que nem sempre, dados trés
segmentos, existe um triangulo cujos lados sao os segmentos dados, constatagao
que permite discutir o teorema de desigualdade triangular. Ver Os Elementos, de
Euclides, Livro I, Proposicoes 20 e 22, (p.112 e 114) [5].

Na sequéncia dessa atividade, que foi aplicada também para os sétimos anos,
aconselha-se explorar outras construgoes de triangulos. Utilizando os mesmos seg-
mentos dados podem-se construir triangulos equilateros e isosceles, o que ajuda a
melhorar a destreza no uso dos instrumentos. A construcao do triangulo equilatero
¢ encontrada no Livro I, Proposicao 1, de Euclides, pagina 99 [5].
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3.2 Construcao de um quadrado usando régua nao
graduada e compasso.

Objetivo: construir um quadrado, com régua nao graduada e compasso, sendo
dado um segmento de reta.
(o]

Nome: no: série:

FOLHA DE ATIVIDADE

Para esta atividade vocé precisard de lapis, régua nao graduada e compasso.

Atente para os termos empregados e solicite auxilio sempre que necessitar de
esclarecimento.

Siga corretamente, e na ordem, os passos sugeridos.

A construcao de um quadrado, usando régua nao graduada e compasso é descrita
em Os Elementos de Euclides, Livro I, Proposicao 46. Serd necessario, nesta cons-
trucao, tracar uma reta perpendicuar a reta dada, por um ponto dado, pertencente
a esta reta. Tal construcao aparece no Livro I, Proposicao 11.

Procedimentos:

Dado o segmento de reta de medida a

a) Trace a reta r em qualquer posi¢ao da folha.
b) Transporte o segmento dado, usando o compasso, sobre a reta r. Denote suas
extremidades por A e B.
¢) Trace a reta s, perpendicular ao segmento AB, por A.
d) Trace a reta t, perpendicular ao segmento AB, por B.
e) Desenhe uma circunferéncia de raio AB com centro em A.
f) Denote por D o ponto de concorréncia da circunferéncia com a reta s.
g) Desenhe uma circunferéncia de raio BA com centro em B.
h) Denote por C' o ponto de concorréncia da circunferéncia com a reta t.
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i) Ligue, com a régua, os pontos C' e D, formando o quadrado ABCD.
j) Prove que ABC'D é um quadrado.
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ORIENTACOES PARA O PROFESSOR

A atividade exige que o aluno execute todos os passos descritos na ordem, sendo
necessario o acompahamento, por parte do professor.

E comum o aluno necessitar de orientacdo, como revisao, sobre o tracado de
uma reta perpendicular a um segmento dado, por um ponto do segmento, conforme
Euclides, Livro I, Proposi¢ao 11, pagina 106 [5] e do tracado da mediatriz de um
segmento dado.

De acordo com o capitulo 2, na Grécia Antiga, quadrar uma figura significava
encontrar um quadrado equivalente & figura dada, usando régua nao graduada e
compasso. Assim, a construcao de um quadrado, conforme Euclides, Livro I, Propo-
si¢ao 46, pagina 134 [5], é requisito primordial para as quadraturas que serao feitas
nas atividades 3.4, pagina 41 e 3.5, pagina 45.

Os passos a seguir sao uma sugestao de justificativa para o fato de ABCD ser
um quadrado:

a) O segmento AB tem medida a.

b) As retas s e t sdo perpendiculares a AB.

¢) O lado AD, por construcio, tem medida a e é perpendicular a AB.

d) O lado BC, por construcio, tem medida a e é perpendicular a AB.

e) Em consequéncia de (c) e (d), CD & paralelo a AB, logo AB = CD.
e) AB=BC =CD = DA. Assim ABCD é um quadrado.
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3.3 Construcao de um retangulo de area igual a de
um triangulo dado.

Objetivo: construir um retangulo, usando régua nao graduada e compasso, cuja
area seja igual a de um triangulo dado.
(o]

Nome: no: série:

FOLHA DE ATIVIDADE

Para esta atividade vocé precisara de lapis, régua nao graduada e compasso.

Atente para os termos empregados e solicite auxilio sempre que necessitar de
esclarecimento.

Siga corretamente, e na ordem, os passos sugeridos.

Os antigos gregos ja conheciam esta construcao, conforme vem descrita em Os
Elementos de Euclides, Livro VI, Proposicao I. A equivaléncia entre figuras planas
era muitissimo importante no calculo de areas e de volumes.

Procedimentos:

Dado o triangulo ABC abaixo:
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a) Trace a reta r suporte do lado AB.

b) Trace trés retas perpendiculares a AB, s, t e u, passando respectivamente por
A, BeC.

¢) Marque o ponto H, pé da altura do triangulo relativa ao lado AB.

d) Trace a mediatriz m da altura CH.

e) Denote os pontos de concorréncia da mediatriz m com as perpendiculares s e
t, respectivamente como E e D.

Depois de pronto o desenho, reflita e responda:

1- Escreva a expressao que permite calcular a area do triangulo ABC.

2- Escreva a expressao que permite calcular a area do retangulo ABDFE.

3- Elabore um raciocinio que associe as areas dos poligonos desenhados para
mostrar que sao iguais.
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ORIENTACOES PARA O PROFESSOR

E recomendavel aplicar esta atividade logo apos a anterior 3.2 - Construcdo de
um quadrado usando régua nao graduada e compasso, aproveitando os conceitos
empregados. De acordo com a segao 2.2, pagina 9, esta equivaléncia é encontrada no
livro VI, Proposicao 1, pagina 231 de Os Elementos de Euclides |5].

1- Para o triangulo ABC, o céalculo da area é expresso por AB - —

~ 2- A érea do retangulo ABDE ¢ dada pela expressao AB - AE. Note que
AFE = BD, logo a expressao também pode ser grafada como AB - BD.

3- Com base nas expressoes encontradas em (1) e (2), é comum o aluno chegar a
conclusao da igualdade entre as areas do retangulo e do triangulo por ja ter notado

CH
que MH = 5 logo AE = M H, ou, também, que BD = MH.

| |
| c |
| |
| | |
| | |
I i b
- — = & _ -
|
|
IH B,
S ¢ _
|

Figura 3.1: Retangulo equivalente a um triangulo dado.
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3.4 Quadratura do retangulo

Objetivo: Dado um retangulo, encontrar um quadrado equivalente a ele.

Nome: no: série:

FOLHA DE ATIVIDADE

Para esta atividade vocé precisara de lapis, régua nao graduada e compasso.

Atente para os termos empregados e solicite auxilio sempre que necessitar de
esclarecimento.

Os antigos gregos faziam quadraturas com o intuito de tornar mais eficiente o
calculo de areas de figuras poligonais planas das mais diversas formas. Um conceito
muito engenhoso e 1til é a média geométrica. Euclides, em seu livro Os Elementos,
apresenta esse conceito no Livro VI, Proposicao 13.

Siga corretamente, e na ordem, os passos sugeridos.

8] C
A B
Procedimentos:

Dado o retangulo ABCD:

a) Trace uma circunferéncia de centro em C' e raio C'B.

b) Prolongue o lado DC' e marque o ponto F na intersec¢do com a circunferéncia
tragada em (a).

¢) Marque o ponto médio do segmento DE e denote-o por F.

d) Trace uma circunferéncia com centro em F' e raio F'E.

e) Trace a reta perpendicular ao diametro DE passando por C.

f) Marque o ponto I na interseccao dessa reta perpendicular com a circunferéncia
de centro F'.
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g) Construa o quadrado C'IJH a partir do segmento C1.

Apoés ter o desenho pronto, reflita e responda:

1- Qual é a area do retangulo ABC'D?

2- Forme um grupo com mais dois colegas e tente demonstrar que o quadrado
CI1JH tem a mesma area do retangulo ABCD.

Dica: Vocé vai precisar do conceito de semelhanca de triangulos.
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ORIENTACOES PARA O PROFESSOR

A quadratura do retangulo é uma preparagao para a atividade seguinte (3.5 -
Quadratura do triangulo, pagina 45) e proporciona, aos alunos, a discussiao sobre a
aplicacao da média geométrica, conforme pode ser verificado no capitulo 2, figura
2.1, pagina 7. A construcao de um segmento cuja medida é a média geométrica das
medidas dos outros dois, dados, é apresentada em Os Elementos de Euclides, Livro
VI, Proposigao 13, pagina 244 [5].

A justificativa teorica desta quadratura é encontrada na segao 2.3, pagina 10 do
capitulo 2 destas notas.

Figura 3.2: Quadratura do retangulo.

As respostas dos alunos tendem a ser intuitivas, na maioria das vezes.
Uma resposta possivel, e muito comum: os alunos usam a semelhanca de trian-

gulos:
CE (CI

Entdo, CI? = CE - CD. Mas CE = CB, porque sao raios da giﬁcunfgrlé)ncia de
centro C, logo CI? = CB - CD.

Mas CI? ¢ a area do quadrado CIJH e CB - CD é a area do retangulo ABCD,
logo as duas areas sao iguais.

Outra justificativa possivel faz uso de uma das relagoes métricas no triangulo
retangulo, vista no nono ano do Ensino Fundamental II. Ver Rezende e Queiroz,
p.154-155 [16].

Sabendo que ACEI ~ ACID, podemos escrever a propor¢ao
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Imaginando o triangulo retangulo /D E, de hipotenusa DE e altura IC, pode-se
usar a relacao métrica h? = m - n, sabendo que h é a altura relativa a hipotenusa e

que esta altura divide a base em dois segmentos, m e n.
Seja h=1C, m=CE en=CD, entdo IC?> =CD - CB.

44



3.5 Quadratura do triangulo

Objetivo: dado um triangulo, encontrar um quadrado equivalente a ele.

Nome: no: série:

FOLHA DE ATIVIDADE

Para esta atividade vocé precisard de lapis, régua nao graduada e compasso.

Atente para os termos empregados e solicite auxilio sempre que necessitar de
esclarecimento.

Ao chegar a esta atividade, vocé ja executou (e acompanhou a sequéncia historica)
as atividades 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4. Elas constituem um conjunto de procedimentos que
irao auxilid-lo na execucao desta nova atividade e facilitarao suas reflexoes em grupo,
para justificar suas agoes solicitadas ao final. Tenha em maos as folhas ja corrigidas
dessas atividades.

Em seu livro Os Elementos, Euclides propoe passos para a quadratura de um tri-
angulo dado. De forma detalhada, devemos acompanhar no Livro I as Proposic¢oes
4, 8, 26, 34, 35, 36, 37, 38 e 47 e no Livro 11, as Proposicoes 5 e 14. De forma mais
simples, podemos ver os resultados no Livro VI, Proposicoes 1 e 13, como visto nas
atividades 3.3 e 3.4, que vocé ja executou.

Procedimentos:

Dado o triangulo ABC' abaixo:
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a) Forme um grupo com mais dois colegas e discutam, refletindo sobre as ativi-
dades anteriores, quais passos devem ser seguidos para que se possa construir um
quadrado que tenha a mesma &area do triangulo ABC' dado.

b) Cada um deve fazer seu proprio desenho seguindo os passos apontados pelo
grupo.

¢) Justifique, com suas palavras, que as areas do triangulo e do quadrado obtido
sao iguais.
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ORIENTACOES PARA O PROFESSOR.

Ao chegar a esta atividade, os alunos ja executaram as construgoes do triangulo
(atividade 3.1) e do quadrado (atividade 3.2) usando régua e compasso, bem como
as equivaléncias entre um retangulo e um triangulo. Na sequéncia, a quadratura
do retangulo, na atividade 3.4, pagina 41, serve de suporte para que se consiga a
quadratura do triangulo. No capitulo 2, temos as justificativas para esta atividade,
conforme secao 2.4, pagina 11.

Tal construcao se adequa a proposta da apresentacao da Historia da Matemética
na Educacio Matemaética, citada no capitulo 1. E imediata a associacio que os
alunos fazem a técnica grega de quadratura e suas dificuldades de execucao.

Todas as proposicoes citadas na atividade, de Os Elementos, podem ser comen-
tadas em classe, desde que se adeque a linguagem para melhor compreensao dos
alunos.

Uma sugestao para a construcao pedida é seguir os passos abaixo:
- Construir um retangulo equivalente ao tridangulo dado, segundo a atividade 3.3

- Fazer a quadratura do retangulo obtido no passo anterior, conforme j4a feito na
atividade 3.4.

A discussao entre os colegas do grupo envolve o manuseio das folhas das atividades
anteriores e a troca de experiéncias e dificuldades na sua execucao.

L AN

L]
"

-
Figura 3.3: Quadratura do triangulo

Nesta etapa da atividade, a entreajuda é fundamental, para que todos os inte-
grantes do grupo atinjam o objetivo.
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A tendéncia mais comum, para a justificativa, é argumentar que a construcao
do retangulo de area equivalente a area do triangulo dado, segundo a atividade 3.3
prepara para que, quadrando o retangulo, obtém-se a quadratura do triangulo.

A area do triangulo é dada por:

AB.CD
—— = AB.ED — &rea do retangulo ABFG.

De forma analoga ao que foi feito na justificativa da quadratura do retangulo,
provamos que a area do triangulo ABC' é igual & area do quadrado FJLK.
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3.6 Construcao de um triangulo de area igual a de
um quadrilatero qualquer dado.

Objetivo: construir, com régua nao graduada e compasso, um triangulo cuja area
seja igual & de um quadriatero dado.
(o]

Nome: no: série:

FOLHA DE ATIVIDADE

Para esta atividade vocé precisara de lapis, régua nao graduada e compasso.

Atente para os termos empregados e solicite auxilio sempre que necessitar de
esclarecimento.

A ideia de decomposicao de figuras, sugerida ao final da atividade, como dica, é
muito engenhosa e a parte que fundamenta esta atividade consta no Livro I, Propo-
sicao 37, de Os Elementos, de Euclides.

Siga corretamente, e na ordem, os passos sugeridos.

D

A ¢B

Procedimentos:

Dado o quadrilatero ABCD:

a) Trace a reta r, suporte do lado AB usando a régua.

b) Trace a diagonal AC.

c¢) Construa a reta paralela s ao segmento AC, passando pelo vértice D.

d) Marque o ponto E onde r e s concorrem.

e) Trace o segmento EC, obtendo o triangulo ACE.

Depois de pronto o desenho, reflita e responda:

O triangulo EBC, que vocé acaba de construir, tem a mesma area do quadrilatero
ABCD? () Sim () Nao
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De que forma vocé pode mostrar que suas areas sao iguais?
Dica: Use a ideia de decomposi¢ao de um poligono em triangulos.
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ORIENTACOES PARA O PROFESSOR

Segue abaixo uma sugestao de como provar que o quadrilatero ABCD possui
area igual a do triangulo EBC. Veja, também, no capitul? 2, secao 2.5, pagina 11.

D/“/),,

@

O quadrilatero ABC'D pode ser decomposto em dois triangulos: ABC e ACD.

Vamos denotar as areas de cada um desses poligonos por Sapcp, Sapc € Sacp,
entao, Sapcp = Sapc + Sacp o

Ao tracar a reta paralela a diagonal AC, passando por D e concorrendo com a
reta suporte do lado AB, em E, fica definido o triangulo FAC.

Os triangulos ACD e EAC possuem a mesma éarea, pois AC é lado comum e
suas alturas sao iguais. Logo:

Sapep = Sapc + Sacp = Sapc + Seac = Secs

Observagao: o aluno pode apresentar esses argumentos, ou outro equivalente, de
acordo com suas palavras.

E oportuno mostrar que essa técnica também se aplica para equivaléncia entre
um quadrilatero nao convexo e um triangulo.

No capitulo 2 apresentamos as justificativas tedricas incluindo a equivaléncia entre
um triangulo e um poligono dado de n lados, conforme figura 2.7, pagina 13. No
Livro I, Proposicao 37, paginas 125 e 126, de Euclides [5], consta a equiavaléncia de
areas entre triangulos de mesma base e limitados por duas paralelas, ou seja, tém
a mesma altura. Este é o conceito fundamental que permite fazer a equivaléncia
sugerida.
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E possivel, de acordo com a receptividade de cada classe, mostrar e incentivar o
aluno a fazer a quadratura de um pentagono dado.
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3.7 Construcao das lanulas de Hipd6crates associa-
das ao triangulo retangulo is6sceles e sua qua-
dratura.

Objetivos:

a) Dado um triangulo retangulo isosceles, construir as lunulas de Hipocrates,
associadas a ele, usando régua nao graduada e compasso.

b) Obter a quadratura das linulas construidas.

Nome: n®: série:

FOLHA DE ATIVIDADE

1-) Para esta atividade vocé precisara de lapis, lapis de cor, régua nao graduada
e compasso.

Atente para os termos empregados e solicite auxilio sempre que necessitar de
esclarecimento.

Hipocrates de Chios (16-se Quios) foi um importante matematico grego que vi-
veu no século V a.C. Por coincidéncia, é homoénimo do famoso médico Hipocrates, de
Cos, que viveu na mesma época. Nosso Hipocrates pretendia encontrar a quadratura
do circulo e teve sucesso em executar e justificar as primeiras quadraturas de figu-
ras nao poligonais (as linulas) da historia. Esta que vocé vai executar é a primeira
estudada por Hipdcrates e se apoia sobre os lados de um triangulo retangulo isosceles.

Siga corretamente, e na ordem, os passos sugeridos.

Procedimentos:
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Dado o triangulo ABC, retangulo em C, abaixo:

a) Marque o ponto médio do cateto Ee denote-o por D.
b) Marque o ponto médio do cateto BC' e denote-o por E.

¢) Trace os arcos BC, com centro em E e C'A, com centro em D, ambos no
sentido anti-horéario.
¢) Marque o ponto médio da hipotenusa AB e denote-o por F.

d) Trace o arco BA com centro em F, passando por C.

e) Pinte as regides entre os arcos BC e BA e entre os arcos CA e BA. Estas sio

as duas lunulas de Hipocrates associadas ao triangulo retangulo ABC.
2-) Utilize o teorema de Pitagoras para obter a quadratura das linulas que vocé
desenhou. Considere, no seu raciocinio, a area de cada arco construido sobre os
catetos e sobre a hipotenusa e compare-as com a area do triangulo retangulo ABC'.
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ORIENTACOES PARA O PROFESSOR.

Este é o primeiro exemplo das lanulas estudadas por Hipocrates de Chios, visto
no capitulo 2, secao 2.6.1, pagina 16 destas notas.

Oriente seus alunos, esclarecendo que, embora os arcos considerados sejam semi-
circulos, nao ha necessidade de usar a formula de &rea envolvendo o numero 7.

Como o numero 7 serd estudado na atividade investigativa 3.9, pagina 59, pode-
mos aproveitar para mostrar a elegancia da prova que utiliza o raciocinio por areas
dos semicirculos cujos diametros sao os catetos e a hipotenusa do triangulo retangulo
isosceles dado. Convém, também, ao chegar a atividade 3.9 - Descobrindo um niimero
especial, ja citada, refazer os calculos das areas de cada semicirculo. A comparacao
entre esses dois resultados torna a aula mais rica e instigante, conforme reflexoes
feitas por Fauvel, [7] citadas nas paginas 1 e 2 do capitulo 1 destas notas.
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3.8 Quadratura da lanula de Alhazen.

Objetivos: Encontrar a area das ltinulas de Alhazen! (Veja no rodapé dados sobre
Alhazen) construidas sobre os catetos de um triangulo retangulo escaleno.
Observacao: Atividade inspirada no Banco de Questoes para a X OBMEP-2014,
pagina 40 [1].
(o]

Nome: no: série:

FOLHA DE ATIVIDADE [1]

Materiais necessarios: caneta ou lapis.
Leia atentamente as instrugoes e pec¢a auxilio sempre que necessitar de algum
esclarecimento.

Laodicéia desenhou as linulas de Alhazen, conforme mostrado na figura abaixo:

Figura 3.4: Lunulas de Alhazen

bn-al-Haitham (c.965-1039), conhecido no ocidente como Alhazen, escreveu o tratado “O Te-
souro da Optica”, livro inspirado na obra de Ptolomeu. Entre as questdes que considerou esté a
estrutura do olho humano e o aumento aparente da Lua quando estd proxima do horizonte (Boyer,
p. 174) [3].
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Nessa figura, as linulas sao as regidoes em forma de lua crescente, em destaque,
na figura 3.4. Um triangulo retangulo ABC' e trés semicircunferéncias sao utilizados
para obter essas regioes.

Mostre que a soma das areas das duas linulas desenhadas por Laodicéia é igual
a area do triangulo ABC.
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ORIENTACOES PARA O PROFESSOR. [1]

Esta atividade foi inspirada no item (b) do Banco de Questdes para a X OBMEP-
2014, pagina 40 [1| e & adequada para incentivar o uso do raciocinio dedutivo dos
alunos dos oitavos e nonos anos do Ensino Fundamental II.

Sejam A; a éarea do semicirculo cujo diametro é o cateto AB, Ay a area do
semicirculo cujo diametro é o cateto AC', A3 a area do semicirculo cujo didmetro é a
hipotenusa BC', Ar, a area do triangulo retangulo ABC e A, a area total da figura
3.4.

Pelo teorema de Pitagoras, A3 = A; + As.

Sabemos, contudo, que A = Ar + A; + A,.

Entao, A = Ay + As.

A soma das areas das duas lunulas, que chamaremos Aj, é a diferenca entre A e
Ag, entéo, AL = AT.

Logo, a area do triangulo retangulo ABC é igual a soma das areas das linulas de
Alhazen.

Recomendamos, como desafio, as atividades 2.3, pagina 71 e 2.4, paginas 71 e 72
da obra de Roque e Carvalho [17].
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3.9 Descobrindo um ntimero especial.

Objetivo: Calcular a razao entre o comprimento da circunferéncia e seu diametro,
usando objetos redondos de dimensoes variadas e descobrir a regularidade dessa
razao.

Observagao: Esta atividade é inspirada em atividade proposta por Katz [12].

Nome: no: série:

FOLHA DE ATIVIDADE

Materiais: 1 tampa redonda de qualquer embalagem ou recipiente, 1 pedaco de
barbante, régua, lapis e caneta colorida.

Certifique-se de que vocé conhece e compreende os conceitos relativos a circulos:
circunferéncia, diametro e raio.

Procedimentos:

a) Enrole o barbante na tampa circular cobrindo todo seu contorno.

b) Apds marcar no barbante, o inicio e o final do contorno, com a caneta colorida,
estique o barbante sobre a régua, para medir o comprimento da circunferéncia. Anote
na tabela abaixo.

¢) Mega o diametro da tampa e anote-o na tabela abaixo.

_ Comprimento da circunferéncia
d) Use a calculadora para encontrar a razao — e
Diametro

complete a primeira linha da tabela abaixo. Utilize, sempre, todos os digitos encon-
trados no visor da calculadora.
e) Complete a tabela com os resultados de quatro colegas.

Comprimento da . N Comprimento da circunferéncia
. . Comprimento do diametro
circunferéncia

Comprimento do didmetro

Para refletir e responder: O que se pode concluir a respeito dos niimeros encon-
trados na terceira coluna? Eles sao proximos, uns dos outros?
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ORIENTACOES PARA O PROFESSOR

Esta é uma atividade manipulativa e de investigacao que envolve a reflexao e a
observacao de regularidades numéricas.

Na tltima coluna aparecerao diversos resultados. E comum haver erro na medicio
ou na colocacao do barbante, que pode ficar frouxo ao enrolar. A analise dos erros, no
entanto, deve ficar para a parte final. Pode-se incentivar a investigagao das diferencas
e suas causas, refazendo as medigoes, se necessario.

Certamente concluirao que os valores sao muito parecidos, regularidade que deve
ser explorada e discutida em grupo. Esta é uma experiéncia para observar a regula-
ridade da razao encontrada. Quanto mais variadas forem as dimensoes das tampas
empregadas, melhor sera o resultado da atividade.

Nesse momento convém esclarecer aos alunos que — é uma constante e que foi

chamada de ntimero 7 por William Jones em 1706, segundo Berggren, Borwein e
Borwein (p.108) [2]. Sendo assim, temos a seguinte expressao:

C=n-D=2-m-r

Onde C' é o comprimento da circunferéncia e D é seu diametro.
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3.10 Em busca do ntumero 7

A atividade a seguir é uma proposta de investigacdo que consta na publicacao
em DVD de Victor Katz [12|. Embora nao seja a forma como Arquimedes abordou
o assunto, é muito proxima em termos de raciocinio.

Apesar de ter sido idealizada para a realidade norteamericana, ela se adaptou
perfeitamente para os alunos brasileiros, motivo pelo qual estd considerada neste
trabalho.

Objetivo: Encontrar, usando calculadora e com auxilio do teorema de Pitagoras,

aproximacoes para o nimero 7, segundo o raciocinio de Arquimedes, adaptado por
Katz [12].

Nome: n série:

FOLHA DE ATIVIDADE

Materiais: folha de trabalho, lapis e calculadora.

Entre as mais originais realizagoes de Arquimedes, esta seu método para encontrar
uma aproximacao numeérica para o comprimento de uma circunferéncia, que é muito
elegante e facil de acompanhar.

Esta atividade é inspirada no Livro I, Proposicao 3, de Arquimedes de Siracusa,
segundo traducao de um matematico inglés, Sir Thomas L. Heath publicada em 1897.
Os calculos feitos por Arquimedes, apesar de seguirem um raciocinio engenhoso, sao
simples, mas muito trabalhosos devido ao sistema grego de numeragao. Heath apre-
sentou no inicio de seu livro um capitulo sobre o sistema de numeragao grego, para
que os leitores pudessem acompanhar a conquista de Arquimedes. Para esta ativi-
dade, vamos seguir a sugestao apresentada pelo americano Victor Katz, que, embora
nao seja a sequéncia original feita por Arquimedes, se aproxima muito do raciocinio
e é mais adequada para ser compreendida, pois se utiliza de calculos simpificados.

Arquimedes escolheu inscrever e circunscrever poligonos regulares de 6, 12, 24,
48 e 96 lados em uma circunferéncia de raio unitario.
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Como vocé pode notar na figura abaixo, os perimetros dos poligonos regulares
de 12 e de 24 lados estao muito proximos do comprimento da circunferéncia de um
circulo.

Ty

Hexéagono inscrito no circulo. Dodecagono inscrito no Poligono de 24 lados inscrito
circulo. no circulo.

Figura 3.5: Poligonos inscritos na circunferéncia.

Observe os diagramas abaixo e siga a técnica que Arquimedes aplicou. Vamos

comecar relembrando que na atividade 3.9 vocé aprendeu que a razao D é constante

onde C' é o comprimento da circunferéncia e D é seu diametro. Esta constante foi
denominada de 7.

Nesta atividade vocé vai encontrar aproximacoes para o nimero 7, através de
aproximagoes para C, seguindo o raciocinio de Arquimedes e usando o teorema de
Pitdgoras. Nos ja admitimos que o raio da circunferéncia é 1.

O hexagono regular inscrito na circunferéncia determina o angulo central de 60°.
Arquimedes bisseccionou este angulo central, obtendo 30° e, consequentemente, bis-
seccionando o lado do hexégono e o arco correspondentes, assim obtendo o lado do
dodecégono. Ver figura 3.6 abaixo (nesta figura “Novo lado” é um lado do dodecégono
regular obtido).
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Novo lado

Figura 3.6: Diagrama 1: hexagono inscrito na circunferéncia.

Veja a ampliagao do diagrama acima, para encontrar a medida do lado do dode-
cagono.

Novo lado

1-x X

Figura 3.7: Diagrama 2: triangulo ampliado.

Siga o roteiro abaixo para, com o uso do teorema de Pitdgoras, encontrar a me-
dida do lado do dodecidgono. Use uma calculadora para executar os calculos e utilize
todas as casas decimais encontradas.
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a) Sabemos que a medida do raio da circunferéncia é 1, entdo a medida do lado
do hexéagono inscrito também é 1.

b) Ao dividir o angulo central da circunferéncia, determinado pelo hexagono, por

lad
dois, o lado do hexégono também fica dividido por dois. Calcule % =

¢) Diferente do que Arquimedes fez, use o teorema de Pitagoras para encontrar
o valor do cateto cuja medida é x. Complete: x =

d) Calcule, agora, o valor de 1 — z. Complete: 1 —z =
lado

e) Com os valores ja calculados —— e 1 — x, use, novamente, o teorema de

Pitagoras e calcule o valor “Novo lado”. Complete: “Novo lado” =

Assim vocé obteve a medida do lado do dodecagono. Encontre, entao, a razao
Perimetro do dodecagono

2
Repita 0o mesmo processo trocando o item (a), convenientemente em cada etapa,

para os poligonos regulares de 12, 24 e 48 lados.

e coloque na tabela abaixo.

Numero De Comprimento
lados do lado

6 2

12

24

48

96

S|

Perimetro (P) Diametro (D)

NINININ

Observe, entao, na ultima coluna da tabela, aproximacoes crescentes para o nu-
mero 7 menores que ele.
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ORIENTACOES PARA O PROFESSOR. [12]

Arquimedes encontrou aproximagoes para o comprimento da circunferéncia, con-
forme visto no capitulo 2 destas notas, utilizando poligonos regulares de 6, 12, 24,
48 e 96 lados, sucessivamente, encontrando os perimetros desses poligonos inscritos
e circunscritos e dividindo pelo diametro da circunferéncia para localizar limitantes
inferiores e superiores, para o nimero 7. O que torna essa empreitada tao impressi-
onante é o fato de Arquimedes nao ter utilizado qualquer tipo de calculadora. Nesta
atividade foram utilizados somente poligonos inscritos.

A tabela abaixo apresenta os valores encontrados até a sétima casa decimal de
uma calculadora de oito digitos.

Nugs;z de Corg([:))rllan;znto Perimetro (AP Diametro (D) g
6 1 6 2 3
12 0,51764 6,2117 2 3,10585
24 0,26105 6,2653 2 3,13265
48 0,13081 6,2787 2 3,13935
96 0,06544 6,2821 2 3,14105

Assim os valores da tltima coluna dao aproximacgoes do nimero 7 que sao cres-
centes, a medida que se aumenta o ntimero de lados dos poligonos inscritos na cir-
cunferéncia e menores que o nimero 7.
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3.11 Em busca do ntiimero 7 - segunda atividade.

Objetivo: Encontrar, usando calculadora e com auxilio do teorema de Pitagoras,
aproximacoes do nimero 7, seguindo o raciocinio de Arquimedes, usando poligonos
circunscritos a uma circunferéncia de raio unitério.

A atividade a seguir é uma proposta de investigacao inspirada na publicacao em
dvd de Katz [12]| e ampliando para a anélise dos poligonos circunscritos. Embora
nao seja a forma como Arquimedes abordou o assunto, é muito proxima em termos
de raciocinio.

Nome: ne: série:

FOLHA DE ATIVIDADE

Materiais: folha de trabalho, lapis e calculadora.

A exemplo da atividade 3.10, que vocé executou, esta também é inspirada no
Livro I, Proposicao 3 do livro de Arquimedes, de acordo com a traducao de Sir
Thomas L. Heath, contida nas paginas 93 a 96 de seu livro.. Esta parte do raciocinio
complementa os calculos feitos por Arquimedes. Novamente faremos uso do teorema
de Pitagoras e da calculadora, de forma a tornar mais compreensivel a sequéncia de
operacoes.

Nesta atividade vamos calcular os perimetros dos poligonos regulares de 6, 12, 24,
48 e 96 lados, circunscritos a circunferéncia de raio unitario para obter aproximagoes
do nimero 7.

Como vocé pode notar na figura 3.8, os perimetros dos poligonos circunscritos

regulares de 12 e de 24 lados estao muito proximos do comprimento da circunferéncia
do circulo.

66



Hexagono circunscrito Dodecagono circunscrito Poligono de 24 lados

circunscrito

Figura 3.8: Poligonos circunscritos a circunferéncia.

Para os calculos, vocé vai utilizar os valores da segunda coluna da tabela que vocé
preencheu na atividade anterior (3.10).
Observe os diagramas abaixo. O primeiro mostra hexagonos, um inscrito e outro

circunscrito em uma circunferéncia de raio unitario. Repare que o raio da circunfe-
réncia divide o lado do hexagono circunscrito ao meio.

s

Lado do hexagono
inscrito

lc
2

N| =

Lado do hexagono

circunscrito

~—

A figura acima mostra um hexagono circunscrito e outro inscrito no circulo de raio unitario.

i lc
; é a metade da medida do lado do hexagono inscrito e ; é a metade da medida do lado do hexagono circunscrito.

Figura 3.9: Diagrama 1: hexagono circunscrito.
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Considerando um dos triangulos da figura 3.9, veija sua ampliacao abaixo.

NI

N =

1
Figura 3.10: Diagrama 2: triangulo ampliado

Os passos a seguir sao as orientagoes para que vocé preencha a primeira linha
da tabela abaixo. Faca os calculos usando uma calculadora e anote os resultados

obtidos nos campos correspondentes. Use o diagrama 3, abaixo, como auxilio nos
calculos intermediarios.

lc

Figura 3.11: Diagrama 3

a) Anote no campo li do diagrama 3 o valor do comprimento do lado do hexagono
inscrito que vocé encontra na tabela-resposta da atividade 3.10.

b) Calcule 5 € anote no campo correspondente.

c¢) Use o teorema de Pitagoras para calcular o valor de z.
Acompanhe o raciocinio abaixo para calcular a medida

do lado do hexagono
circunscrito.
Os triangulos retangulos, em destaque na ampliacao, sao semelhantes pelo caso
lc i
AA, entao, 2

2
raio da circunferéncia 1z~

. . N le
Sabendo que o raio da circunferéncia é unitario, temos —

SHNE

I
, logo lc = “
x
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d) Calcule Ilc e anote na tabela do diagrama 3.
Assim, vocé obteve a medida do lado do hexagono circunscrito a circunferéncia,

entao vocé deve anota-la na tabela abaixo para calcular o perimetro correspondente.
Perimetro do hexagono

Calcule, entao, a razao e coloque na tabela abaixo.

2
. Medida do lado
Numero de
do poligono Perimetro (P Diametro (D) P/D

lados circunscrito
6 2
12 2
24 2
48 2
96 2

Repita o mesmo processo trocando o item (a), convenientemente em cada etapa,
para os poligonos regulares de 12, 24, 48 e 96 lados.

Obeserve, entao, na tdltima coluna da tabela, aproximacgoes decrescentes para o
niimero 7, maiores que ele.
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ORIENTACOES PARA O PROFESSOR. [12]

Na atividade 3.10, obtivemos aproximacoes do niimero 7 a partir do perimetro de
poligonos regulares inscritos em uma circunferéncia de raio unitario. Nesta atividade,
com um raciocinio ligeiramente diferente, obtemos aproximacgoes para o valor do
numero 7 a partir do perimetro dos poligonos regulares circunscritos a circunferéncia
de raio unitario.

Uma diferenca, no raciocinio empregado, é a utilizacao da semelhanca entre tri-
angulos retangulos, caso AA. E uma boa ocasido para recordar aos alunos a utilidade
e praticidade desse conceito.

A tabela abaixo apresenta os valores encontrados até a sétima casa decimal de
uma calculadora de oito digitos.

. Medida do lado
Numero de
do poligono Perimetro (P) Diametro (D) P/D
lados circunscrito
6 1,1547005 6,9282032 2 3,4641016
12 0,5358984 6,4307806 2 3,2153903
24 0,2633050 6,3193199 2 3,1596599
48 0,1310869 6,291724 2 3,1460862
96 0,0654732 6,2854282 2 3,1427146

Assim os valores da ultima coluna dao aproximacoes do nimero 7, que sao de-
crescentes, a medida que se aumenta o ntmero de lados dos poligonos regulares
circunscritos a circunferéncia e maiores que o nimero 7.
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3.12 A area de um circulo.

Atividade baseada na experiéncia descrita por Luzetti (p.24-28) [14].

Objetivo: Compreender que a area de um circulo é igual a area de um triangulo
retangulo, cujos catetos, medem, respectivamente, o comprimento da circunferéncia
do circulo e o raio do circulo.

Nome: no: série:

FOLHA DE ATIVIDADE

Materiais: cartolina, régua, estiliete e um pedaco de, aproximadamente, 2,5 m de
barbante.
As atividades 3.10 e 3.11 que vocé executou ajudaram a situar o valor do nimero

. . 1 .
T, COMO aproximacao, entre 3ﬁ e 3?, de acordo com os calculos de Arquimedes. A
busca pela quadratura do circulo, sabemos que nao teve éxito, com o uso de régua

nao graduada e compasso, porém, Arquimedes, mais uma vez, com um raciocinio
engenhoso, conseguiu estabelecer uma equivaléncia entre um circulo e um triangulo,
registrada em seu livro I, Proposicao I. Aqui, também, vamos nos valer da traducao
feita por Sir Thomas L. Heath, que adaptamos para que sobressaia a engenhosidade
e praticidade da ideia de Arquimedes, sem que tenhamos de executar os trabalhosos
calculos com o sistema de numeracao grego antigo.

Forme um grupo com mais dois colegas e siga as instrugoes abaixo.

Certifique-se de que vocé e seus colegas conhecem e compreendem os conceitos
relativos a circulos: circunferéncia, didmetro e raio.
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Passo 1: pegue o barbante que vocé recebeu e enrole-o de modo a formar um
circulo, como mostra a figura abaixo.

Passo 2: posicione a régua sobre o circulo, segurando-a firmemente, de modo que
passe pelo seu centro e depois, com um estilete, faca um corte a partir do centro,
como mostrado na figura abaixo, até a ponta do barbante, na parte externa. Peca
ajuda aos seus colegas.
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Passo 3: Estique os pedacos de barbante, cuidadosamente, de modo a formar a
figura abaixo.

Responda:

a) Observe atentamente as figuras mostradas nos passos 1 e 3. O que vocé pode
concluir a seu respeito?

b) No passo 3, qual foi a figura geométrica formada? As medidas b e h representam
que elementos dessa figura?

¢) Qual é a area da figura em (b)?

d) Considere C o comprimento da circunferéncia do circulo mostrado no passo 1
e R o raio desse mesmo circulo, assinale as alternativas corretas com (X).

()e=h  ()C=b  ()R=h  ()R=b

e) Agora, observe todas as informagoes que vocé e seus colegas obtiveram com
essa atividade e escrevam uma féormula que permita calcular a area de um circulo,
sabendo quais sao C' e R.
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ORIENTACOES PARA O PROFESSOR.

Esta atividade aproxima-se muito do método empregado por Arquimedes, rela-
tado no capitulo 2, secao 2.7, pagina 20, destas notas. Convém realcar a engenho-
sidade de Arquimedes e mostrar que as atividades ja executadas, 3.10, pagina 61
e 3.11, pagina 66, sao uma simplificagao dos resultados que durante muito tempo
foram utilizados pelos matematicos, até que métodos modernos fossem descobertos.

Apobs executarem os trés passos da atividade proposta e discutirem entre si, os
alunos devem estar preparados para responder as questoes formuladas.

Espera-se:

- que os alunos concluam que as areas das figuras formadas sao iguais;

- que reconhecam o triangulo retangulo formado e associem seus catetos com as
medidas b, da base e h, da altura;

- que percebam que C' =be R=he

- que, de posse de essas informacgdes e da conclusao da atividade 3.9, cheguem a
expressao abaixo:

C-R 2-7w-R-R
circulo:Atrianguloz 9 = 5 =7-R?

A
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Capitulo 4

Conclusao

Ao longo deste trabalho foi feita uma exposi¢ao sobre o uso da Historia da Ma-
tematica em sala de aula como elemento incentivador para as aulas de Matemaética.
Mais do que contar historias, este recurso orienta e facilita a compreensao de conteu-
dos, aborda suas dificuldades de execucao e indica sequéncias de raciocinio possiveis
e baseadas na inventividade, com os recursos do pensamento humano.

A questao central do trabalho foi a busca da area de um circulo. Historicamente,
nos remetemos a Grécia antiga e ao conceito de quadratura de uma figura plana, que,
segundo os matematicos gregos de entao, significava construir um quadrado com area
igual & da figura dada, com régua nao graduada e compasso.

Inicialmente, no capitulo 2, fizemos as construcoes geométricas que resultaram
nas quadraturas de poligonos (segundo Euclides, I e IT). Em seguida, na tentativa de
encontrar a quadratura de um circulo, Hipocrates obteve a quadratura de trés tipos
de lanulas. Apresentamos essas construgoes no capitulo 2.

Contudo, é sabido que é impossivel obter a quadratura de um circulo (conforme
De Morgan, 1872 e Lindemann, 1880).

A &rea de um circulo de raio r foi encontrada por Arquimedes como sendo igual a
area de um triangulo retangulo de cateto C' (comprimento da circunferéncia do circulo
dado) e altura r. Arquimedes obteve estimativas para C e, consequentemente, para
0 numero 7.

Mostrou-se particularmente instigante o desenvolvimento dessas construgoes ge-
ométricas, muitas delas apresentadas durante as aulas de Mateméatica no oitavo ano
do Ensino Fundamental I, com as devidas ressalvas a faixa etéria e respeitando o es-
tagio de desenvolvimento motor e cognitivo dos alunos envolvidos. Cabe aqui expor
que elementos da Histéria da Matematica, na sua acepcao informativa, despertam
curiosidade sobre a vida dos personagens investigados e os usos e costumes dos povos
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em questao, bem como da geografia/geopolitica do mundo a época dos personagens
estudados.

As atividades propostas no capitulo 3 e aplicadas em sala de aula proporcionaram
um estudo de modo crescente, em nivel de dificuldade de manuseio e do uso do racio-
cinio dedutivo, seja geométrico ou algébrico e seus resultados sao, como nao poderia
ser diferente, variaveis, de acordo com o momento de desenvolvimento cognitivo de
cada estudante, porém, como ji expresso no paragrafo anterior, motivador, para a
grande maioria dos envolvidos.

Na rede publica estadual convivemos com situacoes de falta de recursos e com
alunos que costumam nao portar o material necessario para as atividades, sejam
quais forem. Esse obstaculo foi contornado com o auxilio da direcao da escola, que
ofereceu compassos em nimero suficiente para aqueles que por qualquer motivo nao
possuiam, como empréstimo durante as aulas.

Mostrou-se particularmente importante, durante a aplicacao das atividades, a
recomendacao “Siga corretamente e, na ordem, os passos sugeridos.”, uma vez que
nessa faixa etaria, e no estagio de dominio do contetido em que estavam os estudantes,
deixar que buscassem uma melhor forma de desenhar as figuras propostas afastaria
do objetivo primordial: o uso dos instrumentos usados pelos gregos - a régua nao
graduada e o compasso.

Durante a apresentacao dos instrumentos - régua nao graduada e compasso - aos
estudantes, foi mostrado como se usa o compasso grego. Desatarraxando o parafuso
do compasso de lousa, soltam-se suas hastes. Mostrar essa técnica ajuda a compre-
ender as dificuldades por que passavam os gregos de antigamente no transporte de
angulos e de segmentos e no tracado de circunferéncias. As atividades de treino no
uso da régua nao graduada incluiram a énfase em oferecer o segmento ou o angulo,
desenhados previamente em folha & parte, de modo que o aluno nao tivesse a ne-
cessidade de utilizar a graduagao de sua régua. Dificuldades iniciais de tracado sao
comunns e exigiram presenca constante do professor na orientacao quanto ao uso
dos instrumentos. Ressalte-se aqui o espirito de colaboragao em classe: alunos que
mais rapidamente dominaram as técnicas serviram como monitores aos demais, o
que reforcou seu aprendizado e agilizou os procedimentos.

A atividade 3.1, pagina 31, Construcao de um triangulo dados trés segmentos,
pode ser apresentada nos sétimos e oitavos anos, para alunos que nao tiveram con-
tato com essas técnicas em anos anteriores. Assim como nas atividades seguintes,
as dificuldades de execucao foram superadas com a pratica subsequente. Por ser
uma atividade que exige acuidade motora, sua repeticao é necessaria. Os alunos fize-
ram diversas outras construcoes de triangulos: usando os mesmos segmentos dados,
constroem-se triangulos equilateros e isdsceles em diversas posi¢oes na folha.
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A atividade 3.2, pagina 35, Construcao de um quadrado usando régua nao gra-
duada e compasso, apresentou nivel crescente de dificuldade ao exigir o tracado de
uma reta perpendicular ao segmento transportado. O tracado de retas perpendicu-
lares, sabemos que pode ser feito com régua e esquadro, porém mantendo o objetivo
de apresentar as construgoes geométricas como eram feitas pelos gregos antigos, foi
necessario praticar previamente. Tanto estudantes do sétimo ano, como do oitavo
mostraram-se mais confiantes e seus resultados melhoraram consideravelmente, a
medida que a pratica se intensificou.

Com a construcao do retangulo equivalente ao triangulo dado, atividade 3.3 pa-
gina 38, encerrou-se o ciclo de subsidios necessarios para as quadraturas. A utilizacao
das atividades ja executadas e corrigidas favoreceu o avango mais rapido na execucao
das tarefas propostas. A conexao com o uso da Historia da Matematica permitiu aos
alunos maior consciéncia das dificuldades enfrentadas e das elegantes solucoes apre-
sentadas na solucao dos problemas propostos. Notou-se, nesse estagio, um crescente
dominio dos instrumentos de desenho e da terminologia empregada nas atividades,
evidenciando, mais uma vez, que a pratica depende muito da execucao continuada
de atividades que oferecem oportunidades de crescimento constante em termos de
complexidade.

As quadraturas, atividades 3.4, 3.5 e 3.7, nesse estagio do estudo, foram execu-
tadas pela maioria dos alunos com poucas intervencoes por parte do professor e a
monitoracao dos alunos com maior facilidade nesse tipo de execucao foi intensifi-
cada. As justificativas teoricas, solicitadas em cada atividade geraram pesquisas na
internet, por parte dos alunos mais motivados nesse sentido, fazendo com que novas
constribuicoes com ligagao a Historia da Matematica viessem enriquecer as aulas.
Ao executar a atividade 3.6, pagina 49 - Construcao de um triangulo de area igual
a de um quadrilatero dado, alguns alunos pediram que se aprofundasse o conceito e
executaram a quadratura de um pentigono dado, porém nao foi reportado esse fato
nestas notas, como atividade, pelo motivo de nao haver uma folha formalizada com
as orientacoes e por terem sido poucos alunos a executarem o desafio.

As atividades 3.7, pagina 53 e 3.8, pagina 56 apresentaram uma nova abordagem
ao exigir o uso do teorema de Pitdgoras. Em razao de a atividade da descoberta
da razao entre a circunferéncia de um circulo e seu diametro ser a proxima, foi feita
a opcao de direcionar os alunos no uso da elegante comparagao entre as areas das
figuras em questao.

A atividade 3.10 - a determinacao de valores aproximados do nimero 7 inspirado
no método de Arquimedes, por Katz |12] - foi aplicada na oitava série (atualmente
denominado nono ano) do Ensino Fundamental II, com o uso da calculadora. Esta
atividade mostrou-se particularmente desafiadora, mas frutifera, pelo envolvimento
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dos estudantes na sua execucao, o que reforca a ideia de que as dificuldades encon-
tradas podem ser superadas com o intelecto e a engenhosidade. O uso da calculadora
justifica-se pelo fato de os calculos, como mostrados por Heath, da maneira como
interpretou Arquimedes (ver [11]) ndo serem apropriados para essa etapa do aprendi-

zado. Foi, contudo, mostrado um exemplo com o uso do sistema grego de numeragao

265
e o valor inicial assumido por Arquimedes para v/3 > 153 (23) como elemento de

instigacao a pesquisas posteriores. Esta atividade foi repetida no ano seguinte junto
as sétimas séries (oitavos anos) com a complementagao proposta na atividade 3.11,
pagina 66 - Em busca do ntimero 7 - segunda atividade, que enfoca o céalculo das
aproximacoes do nimero 7, mas maiores do que ele, com o uso dos poligonos cir-
cunscritos e da tabela construida na atividade 3.10.

A atividade 3.12 que resultou no calculo da area de um circulo, foi aplicada
na sétima série (atualmente denominada oitavo ano) do Ensino Fundamental II e
o recurso do barbante foi fundamental para que, de forma manipulativa, os alunos
pudessem construir o conceito de equivaléncia entre as areas de figuras tao diferentes
como um circulo e um triangulo.

O estudo chegou ao seu termo com a constatacao de que o uso da Histéria da Ma-
tematica no ensino da Matematica é uma opcao que apresenta desafios e dificuldades
a cada passo dado, mas seu lado instigador incentiva as investigacoes extra-classe e
a discussao em sala de aula a respeito das descobertas, tornando o ensino da Mate-
méatica mais contextualizado, no que se refere a sua apresentacao para estudantes do
Ensino Fundamental.
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