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"One of Euclid’s postulates - his postulate 5 - had the fortune to be an epoch-making
statement - perhaps the most famous single utterance in the history of science".
Cassius J. Keyser.



RESUMO

Neste trabalho apresentamos os resultados de uma pesquisa bibliografica sobre o
denominado Problema das Paralelas. O V Postulado de Euclides, desde sua apari¢ao
na sua obra monumental Os Elementos, suscitou duvidas e controvérsias e deu lugar a
inUmeras pesquisas que se alastraram, desde sua publicacdo até o século XIX, quando
surgiram as Geometrias Nao-Euclidianas e ficou perfeitamente esclarecida a esséncia
do problema. Essa historia, emotiva e altamente ilustrativa da natureza do método
axiomatico, teve importantes desdobramentos nos Fundamentos da Matematica, espe-
cialmente na consolidacao dos principios da Escola Formalista como paradigmas da
construgao da Matematica.

Palavras-chave: Problema das paralelas. Os Elementos de Euclides. O Quinto Postu-
lado. Método Axiomaético.



ABSTRACT

In this dissertation, we present the results of a bibliographic research about the so-called
Problem of Parallels. Euclid’s fifth postulate, since its appearance in his monumental
opus The Elements, raised suspicions and controversies and led to numerous re-
searches that spread abroad since its publication until the nineteenth century, when
appear the non-Euclidean Geometries and it was perfectly clarified the problem’s
essence. This story, emotional and highly illustrative of the nature of the axiomatic
method, had important consequences in Mathematical Foundations, especially, con-
solidating the principles of the Formalist School as paradigms of the construction of
Mathematics.

Key-words: Problem of parallels. The Elements of Euclid. The Fifth Postulate. Axiomatic
Method.
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INTRODUCAO

No estudo da Geometria Plana elementar se revela claramente a importancia
do Quinto Postulado de Euclides, como pedra angular na construgao da teoria das
paralelas, que pela sua vez, serve de alicerce de varios conteudos relacionados, como
por exemplo, 0 Teorema de Tales e a proporcionalidade; a comparagao dos angulos
determinados por duas retas paralelas cortadas por uma transversal; a congruéncia e
semelhanca de triangulos e de outras figuras e a prépria Trigopnometria, dentre outros.

No Ensino fundamental nenhum aluno mostra inconformidade, perplexidade
ou incompreensao quando se depara com a mais popular das formulagdées do Quinto
Postulado de Euclides: “Por um ponto fora de uma reta passa uma unica reta paralela
reta dada”. Por detras desse enunciado tdo simples e convincente existe uma rica
historia de desafios, pesquisas, decepgdes e finalmente, o encontro da “verdade”. Uma
verdadeira e cativante “novela” que ilustra a esséncia epistemol6gica da Matematica e
desmistifica opinides sobre esta ciéncia.

Este postulado chamou a atengdo dos matematicos desde muito cedo e gerou
duvidas e pesquisas durante varios séculos. O enunciado original dado por Euclides é
complexo se comparado aos outros postulados e carece da “evidéncia” que aqueles
possuem. Parecia mais uma teoria que um postulado. Muitas investigacdes foram reali-
zadas e os resultados obtidos influenciaram profundamente a Matematica. Finalmente,
no século XIX, foi provada a independéncia do V Postulado de Euclides em relagéo aos
demais postulados e apareceram as Geometrias Nao-Euclidianas pondo ponto final ao
debate.

Nosso objetivo é estudar a evolucao histérica da formulacao e interpretacao
do Quinto Postulado de Euclides, desde sua publicacdo na obra monumental Os
Elementos, até o aparecimento das Geometrias Nao-Euclidianas no século XIX, bem
como a evolugéo das concepgoes epistemoldgicas na Matematica no marco dessa
evolucao. Pretendemos oferecer um subsidio aos professores do ensino médio que
poderia ser utilizado na motivacado das aulas sobre esse assunto e ainda ajudar a
mostrar que a Matematica é uma ciéncia em desenvolvimento dindmico, contrariamente
aos mitos a respeito. Apresentamos um exemplo de sistema axiomatico dedutivo formal,
devido a Lukasiewicz', muito adequado didaticamente para explanar esse conceito. A
metodologia utilizada na elaboragéo da dissertagdo consistiu fundamentalmente de
uma ampla pesquisa bibliografica, a partir da qual houve a compreensao do assunto

1

Jan Lukasiewicz (1878-1956), foi um l6gico polonés. Reconhecido pelo seu desenvolvimento da
I6gica multivalente e seus estudos sobre a histéria da légica, particularmente sua interpretacao da
I6gica aristotélica.
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pesquisado e a elaboracdo da sintese aqui apresentada.

A dissertacao consta de trés capitulos. No capitulo | apresentamos uma sintese
da evolucéo do conceito de axioma na Matematica e o conceito de sistema formal, in-
cluido um exemplo com fins didaticos. No capitulo Il comentamos o método de Euclides
nos Elementos, e fazemos uma descricao dessa obra prima do pensamento matema-
tico e seu método (no sentido epistemoldgico), bem como das criticas ao método. No
capitulo Il fazemos um histérico das tentativas de demonstragdo do V Postulado, das
controvérsias suscitadas e das pesquisas realizadas até o esclarecimento definitivo da
questao, com o aparecimento das Geometrias Nao-Euclidianas.
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1 O METODO AXIOMATICO E OS SISTEMAS FORMAIS

Neste capitulo apresentamos uma sintese do conceito de Sistema Axiomatico
Formal Dedutivo e da evolugédo do conceito de axioma na Matematica, o que contribuira
para a melhor compreensao da dissertacao.

Segundo (BICUDO, 2009): "Atribui-se ao filosofo e matematico grego Tales de
Mileto (625-546 a.C.) as primicias do processo de transformacao da Matematica empi-
rica, tipica dos antigos povos egipcio e babilénio, numa ciéncia como a conhecemos
modernamente. Mas, a histéria da Matematica entregou a “coroa laurea” ao grande
matematico grego Euclides de Alexandria, nascido no século Il a.C., pela autoria da
monumental obra em treze livros intitulada Os Elementos, um tratado de Geometria
escrito em volta de trezentos anos antes de Cristo".

Em Os Elementos Euclides recopilou e sistematizou a maior parte do conheci-
mento matematico, particularmente o geométrico, conhecido até aquele momento. Mas
ele n&o foi um simples compilador, foi o primeiro a estruturar formalmente uma teoria
matematica, no caso, a Geometria. Os Elementos reinaram até o século XIX como livro
de texto de Geometria e, melhor ainda, como paradigma do pensamento e do rigor
matematico.

1.1 EVOLUCAO DO CONCEITO DE AXIOMA NA MATEMATICA

No epicentro do trabalho de Euclides esta o conceito de axioma, hoje tomado
como sindnimo de postulado, embora para ele ndo eram o0 mesmo, como veremos
no capitulo 2. Qualquer aluno com algum tempo de experiéncia em um curso de
Matematica esta mais ou menos familiarizado com os termos técnicos: definicao,
axioma, teorema e demonstracao, intimamente relacionados com o método cientifico da
Matematica. O raciocinio l6gico-dedutivo é o pilar epistemolbgico da ciéncia matematica,
isto €, a forma de construir e validar o conhecimento nesta area. Formalismo, abstracao
e rigor sdo componentes presentes e essenciais na forma de se fazer e transmitir a
Matematica.

Usualmente os axiomas sao apresentados nos cursos elementares como enunci-
ados de verdades inquestionaveis, universalmente validas, que pela sua evidéncia nao
precisam ser demonstradas e sao utilizadas como ponto de partida na construgao de
uma teoria matematica. Nesse contexto, um sistema axiomatico € a lista ou o conjunto
de todos os axiomas que serdo utilizados na formulagao da teoria. A partir deles e
utilizando um raciocinio l6gico nao explicitado se demonstram os resultados dessa
teoria, ou seja, os teoremas que exprimem as proposi¢des verdadeiras. O mais familiar
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desses sistemas axiomaticos é o da Geometria Euclidiana.

Quando se aprofunda no assunto, ainda num marco elementar, se exige que
um sistema axiomatico deve cumprir algumas propriedades, como:

1. Consisténcia: os axiomas ndo devem se contradizer entre si, ou seja, a partir
deles ndo podem ser provadas duas proposi¢des contraditérias.

2. Independéncia: nenhum axioma pode ser deduzido a partir dos outros. Isto €,
nao podem ser colocados axiomas que na realidade sejam teoremas. Por razdes
didaticas, as vezes este requisito € violado em alguns livros de texto.

3. Completitude: o conjunto escolhido de axiomas deve ser suficiente para desenvol-
ver completamente a teoria, ou seja, deve permitir a demonstragao de todos os
teoremas.

Para GERONIMO (2010) pag. 11 :

Os axiomas s&o o comego dessa cadeia dedutiva e sdo as afirma-
¢Oes ndao demonstradas que podiam ser aplicadas a varias areas de
conhecimento.

O entendimento sobre o conceito de axioma tem variado no transcurso do tempo.
Apresentaremos a seguir os trés periodos da histéria da Matematica que mostram
a evolugdo da compreensdo do conceito de axioma, segundo o professor Andrei
Kolmogorov'.

a) Primeiro Periodo: PERIODO DA AXIOMATIZAGAO MATERIAL OU CONSTRUTIVA.

Este periodo abarca desde o estabelecimento da Matematica como ciéncia na
Grécia antiga (séculos V-IV a.C.) até o século XIX. Em todo o periodo se considerou
como axioma toda proposicdo matematica absolutamente evidente, intuitivamente clara
e que, portanto, ndo precisava ser demonstrada. Os Elementos de Euclides é o melhor
exemplo dessa concepgao e durante os aproximadamente vinte e trés séculos que
correspondem a este periodo foi o paradigma do modelo de ciéncia dedutiva construida
utilizando o método axiomatico.

b) Segundo Periodo: PERIODO DA AXIOMATIZAGAO SEMIFORMAL.

1

Andrei Nikolaevich Kolmogorov (1903 - 1987). Foi um eminente matematico soviético, que participou
das principais descobertas cientificas do século XX nas areas de probabilidade, estatistica e teoria
da informag&o. Interessou-se também pela histéria da matematica e seus fundamentos.
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Este periodo se estende desde o aparecimento das Geometrias Nao-Euclidianas
no inicio do século XIX até finais do proprio século, quando David Hilbert? apresenta
seu famoso programa onde exige na Matematica, o rigor dos os sistemas formais.
Nesse periodo se compreendem 0s axiomas como um conjunto de proposi¢cdes da
teoria, assumidas como verdadeiras, que constituem seu ponto de partida. Nao se
cobra dos axiomas simplicidade, evidéncia ou clareza intuitiva. Assim, os axiomas
perdem o carater de verdades absolutas, sdo verdades restritas ao universo da teoria
construida.

c) Terceiro Periodo: PERIODO DA AXIOMATIZAGAO FORMAL.

Este periodo se corresponde com o programa formalista de fundamentacéo
da Matematica desenvolvido por David Hilbert e sua escola a partir da ultima década
do século XIX. O conceito de axioma possui um rigoroso carater formal. Os axiomas
sdo um conjunto de formulas ndo demonstraveis da teoria. Eles ndo sdo mais meras
proposi¢cdes primarias de uma teoria concreta. A diferenga marcante em relagao ao
periodo anterior reside em que todas as regras de inferéncia légica utilizadas na
deducédo tém que ser formalmente explicitadas. Nao é mais admissivel utilizar a légica
matematica comum e geral nas dedugdes.

As origens dessas novas concepgdes surgidas neste periodo resultam da con-
vergéncia dos estudos na Geometria e do desenvolvimento da Légica Matematica. O
exemplo mais brilhante do método axiomatico formal é a obra do grupo Bourbaki®.

A etapa formal do método axiomatico € um ganho de primeirissima importancia
na metodologia cientifica da Matematica. Na época atual (ja no século XX) se logrou
uma analise rigorosa dos sistemas axioméaticos, determinando-se perfeitamente as
regras de inferéncia e as regras de construgao de tais sistemas. O processo de formali-
zagao progressivo da Matematica levou a que o estudo tradicional sobre a axiomatica
(incluindo a selecao dos axiomas, a formulacao das regras de inferéncia e o processo
de deducéo a partir dos axiomas e de outras proposi¢cdes da teoria) convergisse com o
estudo dos sistemas formais, desenvolvidos na Logica Matematica e nos Fundamentos
da Matematica. Dessa convergéncia surgiu a chamada Metamatematica, um dos ramos
fundamentais da Légica Matemética.

2 David Hilbert (1862 - 1943). Um dos maiores matematicos do século XX, alemao. Foi o principal
pilar da escola formalista nos fundamentos da Matemética, contribuiu com numerosas &reas da
Matematica. Em 1900 apresentou sua famosa lista de 23 problemas que norteariam as pesquisas
matematica no século XX.

3 Nicolas Bourbaki é o pseudénimo de um grupo de matematicos na sua maioria franceses, que
escreveram uma série de livros com o objetivo de fundamentar toda a Matematica na teoria dos
conjuntos. Os cinco membros fundadores foram: Henri Cartan, Claude Chevalley, Jean Delsart e
André Well.
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A Metamatemaética, termo criado pelo I6gico e matematico francés Jacques Her-
brand em 1930, se ocupa das propriedades gerais e formais dos sistemas axiomaticos.
A Metamatematica € uma parte da metaciéncia, que trata a partir de fora, o que cada
ciéncia é. A Metamatematica nao é parte especifica da Matematica, mas se insere no
campo da filosofia da Matemética.

Associado a concepcgao de axioma adotada, podemos distinguir basicamente
trés niveis de apresentacéo das teorias matematicas: apresentacgéao intuitiva, apresen-
tacao axiomatico-informal e apresentagao axiomatico-formal. A seguir, daremos uma
descricdo de cada uma de elas, o que é importante também desde o ponto de vista da
didatica da Matemaética.

I) Apresentagéo intuitiva das teorias matematicas.

Uma primeira forma de apresentar as teorias matematicas, estreitamente vincu-
lada ao surgimento histérico, € a apresentacao intuitiva das teorias. A palavra intuicao
significa a faculdade de perceber, discernir ou pressentir coisas, independentemente
de raciocinio ou de analise. O conhecimento intuitivo € direto, claro e imediato.

Um exemplo tipico de apresentagdo intuitiva de teorias matematicas o encontra-
mos no tema dos conjuntos como usualmente é ministrado no ensino basico ou em
cursos elementares na universidade. No nivel intuitivo, uma teoria ndo é outra coisa
além de um conjunto de enunciados acerca de certos elementos, suas relagdes e as
operacoes factiveis entre eles descritas pelos algoritmos correspondentes.

Il) Apresentagédo axiomatico-informal das teorias matematicas.

Uma segunda forma de apresentagao das teorias matematicas é a apresentacao
axiomatico-informal. Como por exemplo, nos cursos de Geometria Euclidiana, numa
boa escola de ensino basico ou em cursos de graduacgéo. Esta forma de apresentacao
esta historicamente associada a um processo de reflexao com o objetivo de organizar
e sistematizar os conhecimentos acumulados em uma dada disciplina matemética.

No nivel axiomatico informal, como no nivel intuitivo, uma teoria é também
um conjunto de enunciados acerca de certos elementos, suas relagoes, e as opera-
cOes factiveis entre eles descritas pelos algoritmos correspondentes. A caracteristica
distintiva fundamental numa axiomatica informal é a dependéncia dedutiva entre os
enunciados e as proposi¢des da teoria. A dependéncia dedutiva entre os enunciados ou
proposicdes consiste em considerar um conjunto A de enunciados, chamados axiomas,
dos quais se extrai, por meio de um sistema logico ndo explicitado, um conjunto C'(A)
de consequéncias légicas de A; isto &, um conjunto de enunciados chamados teoremas,
que se estabelecem estruturando demonstragdes a partir dos axiomas e mediante o
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uso de certas regras de deducgéo nao esclarecidas explicitamente. A Légica Matematica
utilizada néo é explicitada.

Para construir uma dada teoria matematica, além do conjunto dos axiomas,
sd0 necessarios outros "ingredientes", que a seguir descreveremos brevemente. No
processo de formalizagdo encontramos certos objetos que sdo impossiveis de definir
em termos de outros mais simples ou anteriores a eles, por exemplo, ponto, reta e
plano na Geometria. Entao, se assume sua existéncia sem defini-los. Outro exemplo
de elemento primitivo é o conceito de conjunto. Tais elementos, que se encontram
no alicerce da teoria sdo chamados atualmente de elementos primitivos. Os axiomas
enunciam certas relagdes entre os elementos primitivos que também sdo assumidas
sem demonstracdo. Por exemplo, em BARBOSA (1995) pag.01, no Axioma I1:

Qualquer que seja a reta, existem pontos que pertencem a reta e pontos
que n&o pertencem a reta.

Também usualmente é necessario admitir sem uma definicao formal a existéncia
de certas relagdes entre os elementos primitivos. Por exemplo, a relacao de pertinéncia
de um elemento a um conjunto. Tais rela¢gées sdo chamadas de relagdes primitivas.
Os elementos primitivos e as relacdes primitivas sdo denominados conjuntamente de
nogodes primitivas. Assim, no alicerce da dada teoria se encontram os axiomas e as
nogdes primitivas, admitidos sem demonstragéo. Este fato motivou a Bertrand Russell*
a dizer certa vez que na Matematica ndo se sabe do que se esta falando, nem se o
que se fala é verdadeiro.

Outro elemento primordial na apresentacdo de uma teoria matematica sao as
definicdes. As definicdes permitem uma conceituagao, organizacao e estruturacao das
ideias e conceitos matematicos. Mediante as definicées caracterizamos novos objetos
matematicos a partir de outros anteriores, mostrando a relagdo entre diversos conceitos
que nao apareceriam tao evidentes. Sem as definicdes seria praticamente impossivel
entender a teoria e, muito menos, desenvolvé-la. Exemplos de definicdes séo as de
triangulo na Geometria, a de fungéo entre dois conjuntos, as das operac¢des de uniao e
intersecao entre conjuntos.

O processo de construcdo da teoria se encerra com a demonstragdo dos teore-
mas. Um teorema é uma proposicao que para ser aceita como verdadeira precisa ser
demonstrada. Os teoremas geram o conhecimento na Matematica. Na construcao de
uma teoria mateméatica estamos interessados em provar o0 maior nimero possivel de
teoremas. John B. Fraleigh, no seu livro A First Course in Abstract Algebra, diz: “The
main business of mathematics is proving theorems”, que podemos livremente traduzir
como: “A atividade principal da matematica € provar teoremas”. Para um matemaético,
descobrir (ou inventar, segundo seja sua posigao filosofica) teoremas proporciona o ma-

4 Bertrand Arthur William Russel (1871 - 1970). Um dos mais influentes matematicos, filésofos e
I6gicos do século XX.
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ximo do prazer e da realizacao profissional. Os teoremas sdo demonstrados utilizando
as regras de inferéncia da Légica Matematica.

Para concluir este item, transcrevemos de FILHO (2012) pag.168, o seguinte
paragrafo:

Um modelo axiomatico € um conjunto finito de nogdes primitivas, de
axiomas e de regras de inferéncia, usados para definir objetos e deduzir
teoremas. Nas definicoes se utilizam as nog¢des primitivas ou outras
defini¢cbes previamente feitas. Nas demonstra¢des dos teoremas podem
se utilizar as definigdes, as nogdes primitivas, os axiomas, as regras de
inferéncias e os teoremas previamente demonstrados.

lll) Apresentagcdo axiomatico-formal das teorias matematicas.

Esta forma de apresentacao das teorias matematicas é resultado de uma analise
critica da linguagem utilizada para expressar as teorias (capacidade expressiva) e da l6-
gica utilizada na argumentacgao e a apresentacdo das provas dos teoremas (capacidade
de inferéncia). Uma apresentagao axiomatica que inclua uma explicitacao exaustiva
das bases expressivas e logicas de uma teoria é uma apresentagcao axiomatico-formal.
Trata-se de um tratamento desenvolvido por I6gicos e matematicos fundamentalistas.
Modernamente a axiomatizagao formal tem-se desenvolvido num ramo especial da
Légica Matematica denominado teoria dos sistemas formais.

A forma axiomatico-formal das teorias matematicas se desenvolveu fundamen-
talmente no fim do século XIX e durante as primeiras décadas do século XX, quando a
revolugdo operada no desenvolvimento da l6gica, devida fundamentalmente a Bertrand
Russel, chamou a atencao para a logica utilizada na argumentagao e apresentacéo de
teoremas em Matematica. Esta situacao culminou com a monumental obra de Bertrand
Russel, Principia Mathematica, escrita em colaboragdo com A.N. Whitehead®, e com os
trabalhos de Hilbert, cujas teses fundamentais foram recolhidas em seus Grundlagem
des Mathematik (Fundamentos da Matematica), escrita em colaboracdo com Paul
Bernays®. Como resultado desta andlise surge esta terceira forma de apresentacgéo
das teorias matematicas, que conforme dito, distingue-se das anteriores ao incluir uma
explanacao das bases expressiva e ldgicas das teorias matematicas.

Nao deve ser esquecido que a forma de apresentacdo das teorias matematicas
esta estreitamente vinculada com as conceigdes filosdéficas a respeito do objeto e do
método da matematica e da relacao entre matematica e realidade.

5 Alfred North Whitehead (1861-1947), légico, matematico e metafisico britanico, reconhecido como
um dos grandes filésofos do século XX. Principal obra: Principia mathematica.

6 Paul Isaac Bernays (1888 - 1977). Foi um matematico suico que contribuiu significativamente com a
I6gica matematica, teoria axiomatica dos conjuntos e filosofia da matematica. Foi um assistente e
grande colaborador de David Hilbert.
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Pela sua importancia para o entendimento do assunto objeto da nossa disserta-
cao, abordaremos com maior detalhamento os sistemas axioméaticos formais, ou melhor
denominados, sistemas formais axiomatico-dedutivos. No século XIX convergiram dois
fatos que tiveram forte influéncia nas concepg¢des sobre os fundamentos da Matema-
tica. Por um lado, foram constatadas falhas de raciocinio I6gico em demonstracdes
contidas nos Elementos de Euclides (no préximo capitulo trataremos disso). Outro
fato de extrema importancia foi o aparecimento das Geometrias Nao-Euclidianas, que
colocou em xeque a ideia de que os axiomas deveriam ser “verdades evidentes” ou
"corresponder com a realidade". As tentativas de encontrar alguma contradi¢do logica
nestas geometrias foram infrutuosas.

Principalmente por estas duas razdes, o estudo dos sistemas dedutivos entrou a
formar parte da pauta das pesquisas na Matemética e na Logica nos séculos XIX e XX.

1.2 SISTEMAS AXIOMATICOS FORMAIS DEDUTIVOS

Sistema, segundo (BERTALANFFY, 1971):

...6 um conjunto de elementos inter-relacionados que formam uma
determinada integridade.

Numa primeira aproximagao podemos dizer que um sistema formal é uma espé-
cie de linguagem artificial S construido rigorosamente, passo a passo, € que se costuma
chamar de linguagem objeto. Para descrever ou falar sobre S estamos obrigados a
utilizar outra linguagem, que pode ser natural ou artificial. Tal linguagem é chamada de
metalinguagem. Se pensarmos numa linguagem natural, como o portugués, podemos
estabelecer certo paralelismo que nos permitira compreender melhor a estrutura de
uma linguagem artificial. Em portugués se parte do alfabeto, com as letras do alfa-
beto se formam as palavras e com as palavras sao construidas as frases. Existe uma
gramatica normativa que dita as regras para a grafia correta das palavras, nem toda
combinacgdo de letras constitui uma palavra que tenha sentido.

Seja S a linguagem dedutiva formal que sera construida como exemplo e que
chamaremos de linguagem objeto. No caso, utilizaremos o portugués como metalingua-
gem. A seguir, como exemplo didatico, apresentamos a construcao de uma linguagem
objeto S;, de FEDOSEEV P. N.; SOLVEIRA (1998), mostrando as etapas de construcao.
A metalinguagem utilizada, denotada por M .S;, serd o portugués.

1. O alfabeto de Sy, isto é, os simbolos ou signos primarios de S;.

Como signos iniciais de S; admitem-se:

a) p,q,r, 8, ..., P1,q1,71, 51, P2, G2, T2, 52, ...
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b) Os quatro signos seguintes: (,), D, .

c) Nao existem outros signos iniciais no sistema S, fora os descritos em (a) e
(b).
Observagbes: Todas as palavras em portugués, as virgulas e os pontos per-
tencem a metalinguagem M S;. Na metalinguagem M S; podemos introduzir
denominacdes genéricas para os diferentes grupos de signos. Os signos
».q,r,s,... 880 chamados de variaveis proposicionais e 0s signos (,), D, —
sdo denominados de signos ldgicos.

2. Construcao das férmulas bem formadas (também chamadas de férmulas bem
estruturadas, ou simplesmente, férmulas). As regras de formacao em S; sao:

a) Qualquer dos signos p,q,r,s,...,p1,q1,71, S1, P2, G2, T'2, S2, ..., POr separado, é
uma férmula.

b) Se A é uma férmula, entdo (—A) é uma férmula.
c) Se A e B sao formulas, entdo (A O B) € uma féormula.

d) Nao hé outras férmulas em S; além das determinadas em 2a, 2b e 2c.
Observagdes: Os signos A, B, ..., P sao nomes metalinguisticos para desig-
nar qualquer férmula do sistema e, evidentemente, ndo pertencem a 5. As
regras de formacéao introduzidas em S; sao suficientes para a construcao
de infinitas formulas em S;. Por exemplo, sdo formulas: p, q,r, s, p1, q1, 71, $1
(devido a regra 2a); (=p), (—q), (=), (—s),(=p1), (=q1), (1), (7s1), (P D ),
(g D) (r D s) (s D p1) (em virtude de 2a e 2b); =(p D q), = (p D q),
(—(=p)D ) (por 2a, 2b e 2c).

3. Selecao, dentre as férmulas de S;, do conjunto dos axiomas, ou seja, das férmulas
que serdo admitidas sem demonstragdo. Como axiomas de M S; tomamos:

A1, (PDQ)D((Q DR)DP DR)
A2. PO (D PDQ)
A3. (-PDP)DP

Observacgdes: Nao existe nenhum outro axioma fora de A;, A; e A3. P,QQ € R sé@o
denominagbes metalinguisticas que representam os signos de 5.

4. Nesta etapa da construcao de S; diremos quais as regras de inferéncia que sao
usadas para provar novas férmulas em S;. Cada uma das formulas deduzidas
forma parte do conjunto das formulas de S;. Como regras de inferéncia em S,
tomam-se:
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R1. Regra de Substituicdo: De qualquer formula de S; se infere uma nova formula
de S; mediante a substituicdo de alguma variavel da primeira formula por
outra férmula de 5.

R2. Regra do modus ponens: De (A D B) e A, se infere B.

Observagbes: A e B sdo nomes em M .S, para designar férmulas de S;. Em
(A D B), A é chamado de antecedente e B de consequente. Se utiliza a
notagdo A/B para indicar que a férmula A é substituida pela B.

A seguir ilustraremos mediante um exemplo a aplicagdo das regras de inferéncia
de S; para obter teoremas:

Teorema (Lei de Identidade): p D p.

Demonstracdo: Sejam p e ¢ dois signos quaisquer de S;. Por (2a) tem-se que
p € q séo férmulas. Por (2b) resulta que (—p) € uma féormula. Por (2¢), (—p D ¢q) € uma
formula.

No axioma Al substituiremos ¢ pela férmula (—p O ¢). Esta substituicdo pode
ser denotada por "Em Al: ¢/(—p D q)”, assim:

Em Al: q/(—p D q).
T1: (p > (-p>q)) D ((=p D> q) Dr) D (p Dr)) (Efetuando a substituicdo)

Observemos que em T'1 0 axioma 2 pode esta como antecedente e a expressao
((-p D q) D r) D (p D r) como consequente. Aplicando R2 a T'1, obtemos: T2:

(kpDq)Dr)D (D7)

Em 72 efetuamos as substituicdes ¢/p, r/p e resulta: T3: ((-p D p) Dp) D (p D
p)-

Observemos que em 7'3 aparece —p D p) D p como antecedente e (p D p) como

consequente. O antecedente é o axioma 3. Aplicando R2 a T'3, obtemos T'4: (p D p). O
teorema esta provado, isto €, p D p € uma férmula bem formada.

5. A ultima etapa na construcdo de S; consiste na inferéncia sistematica de férmulas
a partir de A1, A2 e A3 utilizando as regras de inferéncia R1 e R2. No exemplo
acima vimos como fazer isto para provar a formula (p O p). O registro de todas
as férmulas demonstradas em S; e dos modos inferenciais constitui a parte
fundamental do "corpo” do sistema que se foi construido. Com isto termina o
processo de construcado do sistema dedutivo S;. Na frente o sistema pode e deve
ser atualizado.

E importante entender que o sistema S; representa uma determinada linguagem
sintatica-formal, onde temos que lidar somente com signos de determinada forma
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e suas combinagdes. Estes signos carecem de significado extralinguistico. Exami-
nando S; somente podemos afirmar que, a partir de determinadas combinagdes
de signos obtemos certo conjunto de outras combinagdes dos signos do sistema.
O sistema S; ndo expressa outra coisa.

O sistema S;, conforme afirmado, ndo possui nenhuma interpretacdo que o
vincule com a realidade. Nele, nos interessamos somente no aspecto sintatico,
nao interessa dar um sentido ou interpretacdo aos signos que aparecem nem aos
axiomas e férmulas obtidas utilizando as regras de inferéncia. Portanto, podemos
o chamar de sistema dedutivo sintatico-formal. Se nos interessarmos em construir
um sistema dedutivo para expressar alguma situacao, correlacdo ou fenébmeno
seria necessario passar do sistema dedutivo sintatico a um sistema dedutivo
semantico. A construgdo de um sistema semantico S, pode ser feita de diferentes
formas, que neste contexto ndo abordaremos.
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2 OS ELEMENTOS DE EUCLIDES. ANTECEDENTES, METODO E CRITICAS

Neste capitulo apresentaremos Os Elementos, a obra monumental de Euclides
de Alexandria que iniciou a Axiomatizagao formal na Matematica. Comentaremos
algumas caracteristicas de seu método cientifico e certas criticas sofridas ao longo da
histéria da Matematica que estimularam a pesquisa em Geometria e nos Fundamentos
da Matematica.

2.1 ANTECEDENTES

Os egipcios possuiam um conhecimento empirico da Geometria que lhes permi-
tia resolver um problema pratico muito importante na sua sociedade, a recuperagao
dos limites das propriedades apds as enchentes anuais do rio Nilo. As inundagdes das
areas de cultivo destruiam as delimitagées fixadas, fazendo necessaério refazé-las cada
ano. Os egipcios foram habeis agrimensores e necessariamente devem ter realizado
descobertas sobre linhas, angulos, poligonos e outras figuras associadas. Por exemplo,
deviam saber que a soma dos angulos de um triangulo é igual a dois angulos retos;
que a area de um paralelogramo ¢é igual a do retangulo de igual base e altura.

Esses conhecimentos geométricos foram obtidos pela experiéncia, observacao
e experimentacao. Eles eram muito bons agrimensores e construtores, para atestar
isto € suficiente lembrar suas famosas piramides. Todo esse conhecimento geométrico,
acumulado durante muito tempo, era totalmente pratico e ndo existia nenhuma elabora-

cao tedrica ao respeito. Os egipcios ndo tinham nog¢ao do que é uma demonstragao
matematica. Como salienta (BOURBAKI, 1984):

Nao ha hoje, qualquer davida de que existiu uma Matematica pré-
helénica bem desenvolvida. Nao somente sdo as no¢des (mais abs-
tratas) de um numero inteiro e de medida de qualidade comumente
usadas nos documentos mais antigos que nos chegaram do Egito e da
Caldeia, mas a algebra babildnia, por causa da elegancia e seguranga
dos seus métodos, nao deve ser concebida como uma simples colegao
de problemas resolvidos por um tatear empirico.

Os gregos tomaram contato com esse conhecimento empirico e assimilaram
as habilidades e métodos dos egipcios na medicao de terras e deram a esse conjunto
de conhecimentos o nome de Geometria, que literalmente significa medida da terra. O
pensamento helénico nao se satisfez com a mera serventia pratica da geometria, alias,
nédo apreciaram a Geometria por essa dimensao e se focaram na dimensao teodrica e
intelectual. Durante séculos descobriram e demonstraram inimeras propriedades das
figuras geométricas.
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E nesse contexto que aparece na histéria da Matematica a deducéo légica, como
método de validagdo do conhecimento matematico. Como escrevemos no Capitulo |,
Thales de Mileto foi o primeiro que demonstrou proposi¢cdes geométricas e Euclides o
grande fundador do método axiomatico na Matematica. Mas, como escreve (BICUDO,
2009):

Um dos capitulos mais importantes da histéria cultural, embora pouco
conhecido, é a transformacao do primitivo conhecimento matematico
empirico de egipcios e babilénios na ciéncia matematico grega, dedutiva,
sistematica, baseada em definicdes e axiomas. Quem se achegue
descuidadamente a essa histéria tera a impressao de a Geometria ter
nascido inteiramente radiante da cabega de Euclides, como Atenas da
de Zeus.

Tal foi 0 éxito dos seus Elementos no resumir, corrigir, dar base solida e ampliar
os resultados até entao conhecidos que apagou, quase que completamente, os rastros
dos que o precederam. A seguir descrevemos o método de Euclides na sua obra Os
Elementos.

2.2 O METODO DE EUCLIDES EM OS ELEMENTOS

A primeira questdo a salientar € que ndo conhecemos a versao original de Os
Elementos tal como Euclides os escreveu. As versdes de que se dispde sdo tomadas
de comentarios e edi¢des feitas no minimo uns seis séculos apds Euclides ter escrito
Os Elementos. Se o que se tem hoje como Os Elementos estda mais ou menos proximo
do original de Euclides é algo que nao é possivel elucidar.

Uma visao apologética de Os Elementos, muito bem escrita aparece no livro The
Criation of Mathematics (A Criagdo da Matematica) da autoria do matematico alemao

Benno Artmann. Transcrevemo-la da excelente traducdo comentada de Os Elementos,
de (BICUDO, 2009):

Este livro é para todos os amantes da matematica. E uma tentativa
entender a natureza da Matematica do ponto de vista da sua fonte
antiga mais importante. Mesmo que o material coberto por Euclides
possa ser considerado elementar na sua maior parte, o modo como ele
o0 apresenta estabeleceu o padrdo por mais de dois mil anos. Conhecer
os Elementos de Euclides pode ser da mesma importancia para o
matematico hoje que o conhecimento da arquitetura grega para um
arquiteto.

(BICUDO, 2009) comenta ainda que concorda com Peter Hilton' quando diz que
a Matematica genuina constituiu uma das mais finas expressdes do espirito humano, e
acrescenta que aqui, como em tantos outros casos, aprendemos dos gregos aquela
linguagem de expressdo. Enquanto apresenta a geometria e a aritmética, Euclides

' Peter John Hilton (1923 - 2010). Matematico inglés, seus principais interesses de pesquisa estavam
em topologia algébrica, algebra homological, algebra categérica e educacdo matematica.
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ensina-nos aspectos essenciais da matematica em um sentido muito mais geral. Exibe o
fundamento axiomatico de uma teoria mateméatica e o seu desenvolvimento consciente
rumo a solugao de um problema especifico. Vemos como a abstracéo trabalha e impoe
a apresentacéao estritamente dedutiva de uma teoria. Um dos poderes maiores do pen-
samento cientifico € a habilidade de desvelar verdades que sao visiveis somente "aos
olhos da mente", como diz Platdo, e de desenvolver modos e meios de lidar com elas.
E, finalmente nos Elementos encontramos tantas amostras de bela matematica que
sdo facilmente acessiveis e que podem ser minuciosamente estudadas por qualquer
um que possua um treino minimo em matematica.

Alguns autores, aparentemente (pode nao ter sido a intenc¢ao), valorizam numa
dimensao menor o aporte metodoldgico (no sentido de metodologia da ciéncia) do
trabalho de Euclides em Os Elementos. O importante ndo foi fazer uma coletadnea dos
resultados de Geometria conhecidos na época, ja existiam algumas bem anteriores
que nao tiveram transcendéncia, como a de Hipdcrates de Quios, Teodoro e Arquitas,
que nao transcenderam. Por exemplo, (VAZ, 2010), pag. 20 lemos:

Fora de disputa, no entanto, esta o fato de que a grande maioria — se
nao a totalidade — dos resultados e de suas respectivas demonstracdes
ja era de dominio comum entre os estudiosos da época. Assim, a boa
reputacdo de Euclides deve-se basicamente a sistematizagdo destes
conhecimentos e sua apresentagdo da maneira mais clara possivel.
De qualquer modo, cabe notar que alguns detalhes da obra devem-
se ao proprio Euclides, como é o caso da escolha dos axiomas e do
ordenamento das demonstracdes, da demonstracdo do teorema de
Pitagoras, e da formulagcao do postulado das paralelas. De maneira
original ou ndo, 0 mérito dos Elementos esta em apresentar a geometria
de uma maneira sisteméatica, dedutiva e com base em um numero
reduzido de principios explicitamente admitidos de anteméao.

Na realidade, o grande e transcendente mérito de Euclides em Os Elementos é,
COMo ja escrevemos, as primicias na criagdo do método axiomatico na Matematica, que
até hoje perdura (evoluido). Seu trabalho vai muito além de uma simples obra didatica
que sistematizou a Geometria conhecida na sua época, constitui a implementacao de
um paradigma epistemologico no "fazer” Matematica. Nao existe documentado nada
que possa ser considerado como um antecedente tao significativo que tire de Euclides
a paternidade do Método Axiomatico, embora esta claro que a evolug¢ao da ciéncia é
constituida de passos, onde alguns desses passos sdo dados por pés de gigantes. O
objetivo de Euclides era apresentar a Geometria provida de estrutura epistemoldgica
dedutiva sistematica, onde prevaleceria o rigor l6gico nas demonstracdes e todo seria
construido sistematicamente a partir de um alicerce onde se reuniriam as definigoes,
0s axiomas e os postulados. Tudo deveria ser provado logicamente sobre essa base.

Euclides inicia sua obra escrevendo as Definicbes, onde pretendia conceituar
com clareza todos o0s objetos geométricos que aparecem em algum lugar dos Livros.
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Ao abrir o Livro | "damos de cara” com as defini¢gdes. Euclides vai direto ao assunto,
nao faz nenhum predmbulo ou introducéo. Nao declara objetivos nem plano da obra.
Nao diz qual o seu publico alvo.

A seqguir reproduzimos algumas das definicbes, tomadas de BICUDO (2009)

pag. 97 e respeitando a numeragéo com que aparecem nesse texto:

1. Ponto é aquilo de que nada € parte.

2. E linha é comprimento sem largura.

3. E extremidades de uma linha s&o pontos.

4. E linha reta é a que esta posta por igual com os pontos sobre si mesma.

5. Uma superficie é aquilo que tem somente comprimento e largura.

6. E extremidades de uma superficie sao retas.

7. Superficie plana € a que esta posta por igual com as retas sobre si mesma.

8. E angulo plano ¢ ainclinacao, entre elas, de duas linhas no plano, que se tocam
e nao estdo postas sobre uma reta.

10. E quando uma reta, tendo sido alteada sobre uma reta, fagca os dngulos adjacentes
iguais, cada um dos angulos é reto, e a reta que se alteou é chamada uma
perpendicular aquela sobre a qual se alteou.

11. Angulo obtuso é o maior do que um reto.
14. Figura é o que é contido por alguma ou algumas fronteiras.

15. Circulo é uma figura plana contida por uma linha [que é chamada circunferéncia],
em relagéo a qual todas as retas que a encontram [ até a circunferéncia do circulo],
a partir de um ponto dos postos no interior da figura, sdo iguais entre si.

23. Paralelas sao as retas que, estando no mesmo plano, e sendo prolongadas
ilimitadamente em cada um dos lados, em nenhum se encontram.

Estas definicées escritas no Livro | ndo s@o as unicas. Euclides coloca no inicio
de outros Livros as definicbes que considerava pertinentes para os conteudos. O Livro
Il se inicia com duas defini¢gdes. O Livro Ill, com onze; o Livro IV com sete; o Livro V
com dezoito; o Livro VI com cinco; o Livro VII com vinte trés; o Livro X com quatro; o
Livro XI com 28. Nos Livros VIII, IX e Xl ndo aparecem definigdes.

Nas definicées, Euclides pretendia conceituar todos os objetos geométricos
que apareceriam em algum lugar da obra, estabelecendo seus atributos para poder
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utilizar esses termos no discurso demonstrativo. Ele ndo percebeu a impossibilidade
dessa tarefa, devido a existéncia dos elementos primitivos. Assim, algumas das suas
definicdes sao obscuras e ndo cumprem o objetivo. Por exemplo, a definicao 1, que
pretende definir o conceito de ponto, é muito imprecisa e vaga. Sabemos que ponto é um
elemento primitivo. Realmente, Euclides ndo define o conceito de ponto, simplesmente,
faz um chamado a intuicdo, uma tentativa de esclarecimento sobre a ideia de ponto. Um
comentario semelhante poderia ser feito em relagdo as definicoes 2 e 4, que pretendem,
respectivamente, definir os conceitos de linha e linha reta.

Uma vez conceituados os elementos da teoria nas defini¢des, Euclides enunciou
um conjunto de fatos (proposi¢ées) iniciais admitidos sem demonstracdo. Essas pro-
posicdes sao os axiomas e postulados que servem de premissas para a deducao dos
teoremas. A ideia implicita na determinacao dos axiomas e dos postulados é que eles
sejam absolutamente evidentes e, portanto, isentos de qualquer duvida ou questiona-
mento. Os postulados se referem especificamente a enunciados de fatos geométricos.
Modernamente nao se usa a palavra postulado, somente se fala em axiomas.

Os cinco postulados de Euclides sdo, tomados de BICUDO (2009) pag. 98:

P1. Fique postulado tragar uma linha reta a partir de todo ponto a todo ponto.
P2. Também prolongar uma reta limitada, continuamente, sobre uma reta.
P3. E, com todo centro e distancia, descrever um circulo.

P4. E serem iguais entre si todos os angulos retos.

P5. E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faca os angulos interiores e do mesmo
lado menores do que dois retos, sendo prolongadas as duas retas, ilimitadamente,
encontrarem-se no lado no qual estdo os menores do que dois retos.

Figura 1 — O Quinto Postulado.

L

S

*

Fonte: Autor

Na literatura existem muitos comentarios sobre os critérios de escolha dos
postulados, suas interpretacdes e consequéncias. Por exemplo, em BARKER (1964)
pag. 31 se |é:
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Os trés primeiros postulados de Euclides revelam que ele ndo esta de
maneira direta, discutindo nenhum problema concreto de mensuracao
de terras; com efeito, em condi¢des reais ndo é sempre possivel tragar
uma reta que passe por dois pontos dados. Obstaculos varios ( monta-
nhas, lagos, parte de um pais estrangeiro) impedem, muitas vezes, o
tracado.

Para BARKER, em condicdes reais, ndo € verdadeiro que um segmento seja
indefinidamente prolongavel. E 6bvio que um segmento vertical sé podera ser pro-
longado para cima ou para baixo, ndo podem ser desenhado um circulo no qual o
centro tenha sido arbitrariamente selecionado e cujo raio seja apreciavelmente grande,
0s obstaculos impedirdo certamente o tracado. Euclides sabia de tudo isso, € claro:
mas as codi¢des praticas ndo o interessavam. Concebia que, em principio, uma reta
poderia ser tragada de modo a ligar dois pontos quaisquer, fosse ou ndo possivel
traca-la em realidade. BARKER comenta que: "Segundo Euclides, havia um espago em
que inexistia obstaculos absolutos e em volta do qual inexistiam fornteiras exteriores
absolutas".

Os trés primeiros postulados exprimem certas consequéncias importantes. O
primeiro € adotado em CASTRUCCI (1978) como o primeiro axioma de incidéncia:

VAeVB(A# B — Ja(A € a A B € a)), isto €, quaisquer que sejam os pontos A
e B, se A é distinto de B, entdo existe uma reta a tal que A € a € B € a. Desse axioma
se infere que a reta determinada por quaisquer dois pontos diferentes € Unica e que se
dois pontos diferentes pertencem a duas retas a e b, entdo a = b.

O segundo, estabelece que a linha reta pode ser prolongada em uma unica
direcdo, em cada extremidade. Na linguagem moderna um segmento esta incluido
numa unica reta (infinita). Duas linhas retas diferentes ndo tém um segmento comum.

Do terceiro postulado, segundo BULMER-THOMAS (1956), se deduz que o
espaco € infinito porque o raio do circulo ndo é limitado, decorrendo disso ser 0 espaco
continuo, n&o-discreto. Segundo o mesmo autor, o quarto e o V Postulados sédo de
uma outra natureza porque nao prevém que alguma coisa deve ser feita, como “tracar”,

“prolongar”, “descrever”.

O Postulado impressiona pela evidéncia, parece que até poderia ser eliminado
como axioma. Para BULMER-THOMAS (1956) significa dizer que o angulo reto € uma
grandeza tomada para medir outros angulos, 0 que equivale a pressupor 0 espago
homogéneo ou a invariabilidade das figuras. O famoso e controverso quinto postulado
serd comentado no préximo capitulo.

A continuacao dos postulados aparece no Livro | as No¢cées Comuns, chamadas
de axiomas em algumas traduc¢des de Os Elementos. Os axiomas euclidianos sédo
principios légicos de caracter geral e amplo, que ele julgava que seriam aplicados nao



Capitulo 2. OS ELEMENTOS DE EUCLIDES. ANTECEDENTES, METODO E CRITICAS 29

somente na Geometria, mas em todo o saber, especialmente o matematico. As Nogdes
Comuns na tradug¢édo de BICUDO (2009) pag. 98:

A1. As coisas iguais a mesma coisa sdo também iguais entre si.

A2. E, caso sejam adicionadas coisas iguais a coisas iguais, os todos sao iguais.
A3. E, caso de iguais sejam subtraidas iguais, os restantes séo iguais.

A4. E, caso iguais sejam adicionados a desiguais, os todos s&o desiguais.

A5. E os dobros da mesma coisa séo iguais entre si.

A6. E as metades da mesma coisa sao iguais entre si.

A7. E as coisas que se ajustam uma a outra sao iguais entre si.

A8. E o todo é maior do que a parte.

A9. E duas retas ndo contém uma area.

Em algumas tradug¢des ou comentérios de Os Elementos aparecem cinco nog¢des
comuns e alguns textos, inclusive, declaram em forma absoluta que sdo cinco. A
diferenca no numero é por causa das edi¢gdes modificadas, algumas bem antigas.

2.3 O CONTEUDO DOS ELEMENTOS

Contrariamente a uma impressao muito difundida, os Elementos de Euclides nao
tratam apenas de geometria, contém também bastante teoria dos numeros e algebra
elementar (geométrica). O livro se compde de 465 proposi¢des distribuidas em treze
livros. Os textos de geometria plana e espacial da escola secundaria americana trazem
basicamente o material que se encontra nos livros |, Il 1V, VI, XI e XII dos Elementos.

As quarenta e oito primeiras proposicoes do Livro | se distribuem em trés grupos.
As primeiras vinte e seis tratam principalmente das propriedades do triangulo e incluem
os trés teoremas de congruéncia. As proposigcdes | 27 a | 32 estabelecem a teoria das
paralelas e provam que a soma dos angulos de um triangulo é igual a dois angulos retos.
As demais proposicoes do livro lidam com paralelogramos, triangulos e quadrados, com
atencao especial a relagdes entre areas. A proposicao | 47 € o teorema de Pitagoras
com uma demonstracéo atribuida universalmente ao proprio Euclides e a proposigao
final, 1 48, é o reciproco do teorema de Pitagoras. O material desse livro foi desenvolvido
pelos pitagéricos antigos.

E interessante fazer alguns comentarios adicionais sobre algumas poucas pro-
posicdes do Livro I. As primeiras trés proposi¢cées sao problemas de construgcédo que
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mostram como, juntamente com uma régua, um compasso euclidiano pode transferir
um segmento de reta de uma dada posi¢do a uma outra posicao desejada. A proposicao
| 4 estabelece a congruéncia de dois triangulos quando dois lados e um angulo formado
por eles num dos tridngulos forem iguais a dois lados e o angulo formado por eles no
outro. A demonstragéo se faz por suposi¢ao: colocando-se o angulo dado de um dos
triangulos sobre o angulo do outro tridngulo de maneira que os lados iguais também
coincidam, prova-se que um dos tridngulos pode ser aplicado no outro. Posteriormente
0s matematicos levantaram objecbes as demonstracdes feitas por superposicao.

A proposicéo | 5, que prova a igualdade dos angulos da base de um tridngulo
isdsceles, tem interesse pois ha relatos de que muitos, principalmente em geometria,
acharam-na tao confusa que resolveram abandonar o estudo da matéria nesse ponto.
Essa proposicao foi batizada de pons asinorum ou “ponte de tolos” devido a semelhanca
imaginaria da figura da proposi¢do com uma ponte de cavaletes simples, muito dificil
de atravessar por um burro, devido a anatomia das patas. Na realidade queriam dizer
que as pessoas de pouca inteligéncia matematica ndo conseguiriam atravessar essa
ponte para entrar no reino da Geometria.

A demonstracao de Euclides envolve a construcao de alguns segmentos de reta
preliminares. Nessa figura os lados iguais AB e AC de um tridngulo isésceles dado
BAC séao prolongados igualmente até D e F, tragando-se entdo CD e BF. Segue-
se entdo que os tridngulos AFB e ADC sao congruentes, o que implica BF = DC
e angulo BDC = angulo CFB. Dai, os tridngulos BDC' e C'F'B sao congruentes,
garantindo isso a igualdade dos angulos DBC e F'CB e, entéo, dos angulos ABC e
ACB. Na verdade, essa demonstragao poderia ser em boa parte encurtada, como
observou mais tarde Papus (300 d. C.), aplicando-se diretamente a proposicao | 4 aos
tridngulos ABC e ACB, em que AB no primeiro deles é igual a AC no outro, AC' no
primeiro € igual a AB no outro e 0 angulo BAC no primeiro é igual a C'AB no outro.

Figura 2 — Igualdade dos angulos da base de um tridngulo isosceles.
A

Fonte: Autor
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A proposicao | 6 estabelece a reciproca da proposicao | 5. Nesse caso sabe-se
que no triangulo BAC' se tem angulo ABC = angulo ACB e se deseja provar que BA =
C A. Euclides procede por reductio ad absurdum, admitindo que, por exemplo, BA > C'A.
Entdo pode-se tomar em BA um ponto M tal que BM = C'A. Pela proposicéao | 4 os
triangulos CBM e BC' A sdo congruentes, o que é absurdo pois o primeiro deles &
parte do segundo. Logo nao se pode ter BA maior que C' A. Analogamente néo se pode
ter C'A maior que BA. Donde BA = C'A. E nessa proposicdo dos Elementos que se
usa pela primeira vez no texto o método de demonstracao indireta ou pelo absurdo.
Posteriormente ele € empregado com frequéncia por Euclides.

O Livro Il, relativamente pequeno com suas quatorze proposicdes, lida com
transformagdes de areas e com a algebra geométrica da escola pitagérica. E nele que
se encontram os equivalentes geométricos de muitas identidades algébricas, como as
proposicdes Il 4, 11 5 e 1l 6 que estabelecem respectivamente as identidades:

(a+0b)?*=a*+2ab+1?
(a+b)(a—10b) =a*—1?
dab+ (a —b)? = (a +b)?

Tém interesse particular as Proposicoes Il 12 e Il 13 que, conjuntamente, em lin-
guagem mais moderna, enunciam o seguinte: Num triangulo obtuséngulo (acutéangulo),
o quadrado do lado oposto ao angulo obtuso (agudo), € igual a soma dos quadrados
dos outros dois lados acrescida (diminuida) do dobro do produto de um desses la-
dos pela projecao do outro sobre ele. Assim, essas duas proposi¢oes estabelecem
a generalizacdo do teorema de Pitdgoras hoje conhecida como “lei dos cossenos”.
Presentemente verifica-se um debate aceso entre historiadores da Matematica sobre
se, de fato, as proposicdes do Livro Il pretendiam estabelecer uma forma geométrica
de algebra, conforme se supds por muito tempo.

O Livro lll, consistindo em trinta e nove proposicdes, contém muito dos teoremas
familiares sobre circulos, cordas, secantes, tangentes e medidas de angulos associ-
ados que hoje fazem parte dos textos de geometria elementar. No Livro IV, que tem
apenas dezesseis proposi¢oes, discute-se a construgao, com régua e compasso, de
poligonos regulares de trés, quatro, cinco, seis e quinze lados bem como a inscri¢do e a
circunscricao desses poligonos num circulo dado. Como pouco da geometria do circulo
dada nos Livros lll e IV se encontra nos trabalhos dos pitagéricos, € provavel que o
material desses livros tenha sido fornecido pelos sofistas antigos e pelos pesquisadores
dos trés problemas famosos:
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1. Duplicagdo do cubo ou o problema de construir o lado de um cubo cujo volume é
o dobro de um cubo dado.

2. Trissecgdo do angulo ou o problema de dividir um angulo arbitrario dado em trés
partes iguais.

3. Quadratura do circulo ou o problema de construir um quadrado com area igual a
de um circulo dado.

O Livro V é uma exposicao magistral de teoria das proposicoes de Eudoxo.
Foi por meio dessa teoria, tanto a grandezas comensuraveis quanto a grandezas
incomensuraveis, que se resolveu o “escandalo 16gico” decorrente da descoberta dos
nameros irracionais pelos pitagéricos. A definicdo de proporgao, ou igualdade de
duas razoes, eudoxiana é notavel e digna de ser repetida aqui. Diz-se que grandezas
estdo na mesma razao, a primeira para a segunda e a terceira para a quarta quando,
tomando-se equimultiplos ( nimeros resultantes do produto de outros nimeros pelo
mesmo fator) quaisquer da primeira e da terceira e equimultiplos quaisquer da segunda
e da quarta, os primeiros equimultiplos sdo ambos maiores que, ou ambos iguais a, ou
ambos menores que os ultimos equimdultiplos considerados em ordem correspondente.
Em outras palavras, se A, B, C e D sao quatro grandezas desprovidas de sinal, sendo
A e B da mesma espécie (ambas segmentos de retas, ou angulos, ou areas, ou
volumes) e C e D se, para inteiros positivos arbitrarios me n, mA > nB ou mA < nB
conforme mC' > nD ou mC < nD. A teoria das propor¢cdes eudoxiana forneceu a
fundamentagéo, posteriormente desenvolvida por Dedekind? e Weierstrass?, para o
sistema dos numeros reais da analise matematica.

O Livro VI aplica a teoria das propor¢des eudoxiana a geometria plana. En-
contramos nele os teoremas fundamentais da semelhancga de tridngulos; construgdes
de terceiras, quartas e médias proporcionais; a resolucdo geométrica de equacoes
quadraticas; a proposicao que assegura que a bissetriz de um angulo de um triangulo
divide o lado oposto em segmentos proporcionais aos outros dois lados; uma genera-
lizacao do teorema de Pitagoras na qual, em vez de quadrados, tracam-se sobre 0s
lados de um tridngulo retangulo trés figuras semelhantes descritas de maneira analoga;
e muitos outros teoremas. Provavelmente ndo ha nenhum teorema nesse livro que
fosse desconhecido dos pitagoricos antigos, mas as demonstragdes pré-eudoxianas de
muitos deles eram falhas, posto que baseadas numa teoria incompleta das proporgdes.

2 J. W. Richard Dedekind, (1831 - 1899). Alemao, aos dezenove anos obteve seu doutorado e trés
anos depois com uma tese sobre o Calculo que foi elogiada por Gauss. O magistral tratamento
dos incomensuraveis formulado por Eudoxo aparece no quinto livro dos Elementos de Euclides, e
essencialmente coincide com a exposigdo moderna dos nimeros irracionais dada por Dedekind em
1872.

8 Karl Weierstrass, (1815 - 1897). Foi um matematico alemao, professor na Universidade de Berlim. Em
1860 apresentou a primeira férmula para uma fungdo continua que néao fosse derivavel em nenhum
ponto, seu trabalho forneceu as bases da teoria das fungées analiticas.
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Os Livros VII, VIII e IX, que no total tém cento e duas proposi¢des, tratam da te-
oria elementar dos numeros. O Livro VIl comega com o processo, hoje conhecido como
algoritmo euclidiano, para achar o maximo divisor comum de dois ou mais numeros
inteiros e o usa para verificar se dois inteiros sdo primos entre si. Encontra-se nele tam-
bém uma exposi¢éo da teoria das propor¢des numerica ou pitagérica. Estabelecem-se
ainda nesse livro muitas propriedades numéricas basicas. O Livro VIII ocupa-se larga-
mente das proporg¢des continuas e progressdes geométricas relacionadas. Se temos
uma propor¢ado continua a : b =b: c = c¢: d, entdo a,b, c,d formam uma progressao
geomeétrica.

No Livro IX encontram-se muitos teoremas significativos. A proposicéo IX 14 é
equivalente ao importante teorema fundamental da aritmética — a saber que todo inteiro
maior que 1 pode se expressar como produto de primos de uma e, salvo quanto a ordem
de fatores, uma s6 maneira. A proposicao IX 35 fornece uma deducédo geométrica da
férmula da soma dos primeiros n termos de uma progressdo geométrica e a ultima
proposicao, IX 36, estabelece a notavel formula para nimeros perfeitos. A prova de
Euclides da proposi¢ao 1X 20 (o numero de numeros primos é infinito) € considerada
universalmente pelos matematicos como um modelo de elegancia matematica. Nela se
emprega o método indireto, ou reductio ad absurdum, e em linhas gerais consiste no
seguinte. Suponha que s6 houvesse um numero finito de numeros primos e denote-os
por a,b,...,k. Faga P = (a)(b)...(k). Entdo P + 1 ou é primo ou € composto. Mas como
a,b, ...,k sdo todos primos, P + 1, que é maior que cada um desses numeros, nao
pode primo. Se P + 1 fosse composto deveria ser divisivel por algum primo p. Mas p
deve ser um dos elementos a, b, ..., k, pois estes sdo todos 0os numeros primos. Logo
p deve dividir P e, por consequéncia, ndo é divisor de P + 1 (pois p > 1). Portanto a
hipo6tese inicial de que o conjunto de numeros primos € infinito leva a um absurdo, o
que estabelece o teorema.

O Livro X focaliza os irracionais — isto é, segmentos de reta incomensuraveis
com um segmento de reta dado. Para muitos especialistas, esse livro €, talvez, o mais
notavel dos Elementos. Atribui-se grande parte de seu conteudo a Teeteto mas sua
inteireza, classificacdo elaborada e acabamento sao creditadas a Euclides. Custa a
crer que se provaram esses resultados por raciocinios abstratos sem o apoio de uma
notacédo algébrica conveniente. A proposicdo de abertura X 1 é a base do método
de exaustao empregado posteriormente no Livro Xl — a saber, que se de qualquer
grandeza subtrair-se uma parte ndo menor que sua metade, do que restou outra parte
nao menor que sua metade e assim por diante, chegar-se-a finalmente a uma grandeza
restante menor do que qualquer grandeza fixada da mesma espécie. Encontramos
também nesse livro formulas que fornecem ternos de nimeros pitagoricos, formulas
essas que os babilénios antigos talvez ja conhecessem um milénio antes.
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Os trés livros restantes, Xl, XlI e Xlll tratam de geometria sélida e cobrem grande
parte de material, com excec¢éo do que diz respeito a esfera, comumente encontrado
nos textos para a escola secundaria. As definicdes, os teoremas sobre as retas e planos
no espaco e os teoremas sobre paralelepipedos se encontram no livro Xl. O método
de exaustao desempenha um papel importante na abordagem de volumes do Livro
XIlI. Na Livro XIlII se desenvolvem construcdes visando a inscricdo dos cinco poliedros
regulares numa esfera.

Para EVES (2004):

A observacao frequentemente exposta de que, na realidade, os Elemen-
tos de Euclides pretendiam servir meramente como um prolongamento
amplo da discussao sobre os cinco poliedros regulares parece repre-
sentar uma avaliagdo equivocada. E mais provavel que os Elementos
tivessem sido escritos como um texto introdutério de matematica geral.

...talvez mais importante ainda seja a maneira formal como se apre-
senta esse contetido. De fato, os Elementos de Euclides tornaram-se o
protétipo da forma mateméatica moderna.

2.4 CRITICAS AO METODO DE EUCLIDES EM OS ELEMENTOS

Durante mais de dois milénios os Elementos de Euclides resistiram a todos os
desafios e revelaram-se como suprema conquista do pensamento matematico. Os
padrdes de rigor adotados por Euclides foram considerados paradigmaticos e o carater
das demonstracdes parecia concludente.

O gosto pela filosofia, a analise critica e o debate logicamente argumentado
eram tipicos da civilizacdo helénica. Portanto, € de esperar-se que a selecdo das
definicées, axiomas e postulados deve ter originado, bem no comecgo, as primeiras
insatisfacdes com Os Elementos. Euclides era um inovador, nunca a Matematica tinha
sido apresentada naquela estrutura axiomatico-formal, pelo que muito provavelmente
ndo existiu unanimidade na aceitagdo das mudangas na sua época. Por exemplo,
Aristételes aponta o paralelismo como um tema a respeito do qual ndo havia um
consenso, logo deve ter existido alguma polémica.

Lentamente, porém, cresceu o nimero de pequenas criticas. Durante o século
XIX os padrbes de rigor matematico tornaram-se muito mais elevados e se percebeu
que o trabalho de Euclides, embora admiravel, era, de fato, defeituoso, do ponto de vista
l6gico. Ha inumeras passagens nas demonstra¢des de Euclides em que as hipoteses
enunciadas nao sao suficientes para fazer que a conclusao apare¢ca como decorrendo
apenas da Légica formal.

Um exemplo de falha desse tipo estd na demonstracao da Proposicao | do Livro
Primeiro: “Construir um tridngulo equilatero sobre a reta limitada dada”, citada em
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BICUDO (2009) pag. 99.

Seja a reta limitada dada AB. E preciso, entdo, sobre a reta AB construir um
tridangulo equilatero.

Figura 3 — Proposicéo | de Euclides

C

/\
\/

Fonte: Bicudo

Fique descrito, por um lado, com o centro A, e, por outro lado, com a distancia
AB, o circulo BCD, e, de novo, fique descrito, por um lado, com o centro B, e, por outro
lado, com a distancia BA, o circulo ACFE, e, a partir do ponto C, no qual os circulos
se cortam, até os pontos A, B, fiquem ligadas as retas CA, CB. E, como o ponto A
€ centro do circulo CDB, a AC' é igual a AB; de novo, como o ponto B é centro do
circulo CAFE, a BC' é igual a BA. Mas a C'A foi também provada igual a AB; portanto,
cada umadas C'A, CB éigual a AB. Mas as coisas iguais a mesma coisa sao também
iguais entre si; portanto, também a C'A é igual a CB, portanto, as trés C' A, AB, BC
sao iguais entre si.

Portanto, o triangulo ABC é equilatero, e foi construido sobre a reta limitada
dada AB.

Na demonstragéo, dada a “reta limitada” (segmento) AB, Euclides pede que se
tracem duas circunferéncias de raio AB, respectivamente centradas nos pontos A e B.
A sequir, Euclides diretamente toma o ponto C, “no qual os circulos se cortam”. O que
justifica que exista um ponto onde as circunferéncias se cortem? Por que, se existir,
esse ponto € unico?

Euclides nao se vale de nenhum postulado de qual se deduza a existéncia e
unicidade do ponto C. Nao existe em Os Elementos algum postulado que assegure
a continuidade de segmentos e circunferéncias. Existe, entdo, uma brecha l6gica em
seu raciocinio; das premissas realmente apresentadas nao se infere mediante a Légica
formal, que exista um ponto como o C. Para resolver essa falha, poder-se-ia introduzir
um novo postulado capaz de atestar que se uma linha no plano fica dividida em duas
partes (por exemplo, o interior e o exterior do circulo), entdo qualquer outra linha que
tiver pelo menos um ponto situado em cada parte, corta a fronteira da primeira linha em
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pelo menos um ponto. Um postulado adicional desse género é necessario no sistema
euclidiano.

O que teria levado Euclides e a maioria de seus leitores, durante séculos, a
cometer um erro l6gico como o descrito? A primeira questao a levantar é que naquela
época o conceito de “demonstracao logicamente rigorosa” era diferente do que temos
hoje. Durante toda a histéria da Matematica podemos ver uma evolucao dos padrdes de
rigor l16gico nas demonstragdes. Por exemplo, no século XVIIl o eminente matematico
Niels Abel num artigo sobre o Curso de Anadlise de Cauchy diz: O excelente tratado
de Cauchy "Cours d’Analyse de I’ Ecole Polytechnique”, deve ser estudado por todo
analista que goste do rigor na pesquisa matematica.

Um pouco depois expressa, se referendo ao teorema do livro que expressa que
a soma de uma série convergente de fungdes continuas é convergente: Me parece
que este teorema sofre de excegbes. Imagine atualmente falar de um teorema com
excecdes! E um erro julgar severamente a forma em que era construida a Matematica
faz séculos, comparando-a com os paradigmas de rigor surgidos na escola formalista
de fins do século XIX.

Com certeza, é a figura que acompanha a demonstragdo a que induz a aceitar
sem objecdes a existéncia e unicidade do ponto C. A existéncia desse ponto parecia tao
Obvia que a ninguém se lhe ocorreu solicitar a demonstracao. A situacao é a mesma em
outras varias demonstragdes: as conclusdes nao sao inferidas com auxilio exclusivo da
Logica formal. O raciocinio de Euclides € altamente didatico e convincente, apoiado nas
figuras que retratam as ideias geométricas e convencem da validade da demonstragéo.
Os gebmetras daquela época e durante séculos posteriores recorriam ao uso de figuras
para construir as demonstragcdes dos teoremas.

As criticas ao rigor légico-formal de Euclides foi tomando forca com o tempo e
no século XIX era ja uma opinido consensual entre os matematicos. Existem opiniées
divergentes no relativo a utilizagao de figuras nas demonstragdes, como a manifestada
na tese doutoral de Lopez Vaz. Dela extraimos o seguinte texto (pag. 6):

A luz de trabalhos recentes acerca do tema, pretende-se promover, em
particular, uma nova avaliagdo daquele que é considerado o primeiro
sistema dedutivo rigoroso na histéria da matematica: a geometria de Eu-
clides, sistematizada nos seus Elementos. Com efeito, a utilizagcdo dos
diagramas (figuras) como partes essenciais das demonstragdes neste
sistema fez com que, na modernidade, tal sistema fosse considerado
um exemplo de sistema informal, no qual as demonstragdes séo meros
esbogos do que seriam verdadeiras demonstracoes.

(VAZ, 2010) estabelece ainda que estas, de acordo com a concepgao de de-
monstracao que € comum na modernidade, devem ser compostas exclusivamente
de féormulas, as quais podem ser derivadas umas das outras apenas com base em
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regras légicas ou principios explicitos de antemao (o autor se refere aos sistemas
dedutivos axiomaticos formais). Uma vez que tal concepgao tornou-se dominante, por
conta de diversos fatores nem sempre interligados, os diagramas que faziam parte das
demonstragdes euclideanas passaram a ser vistos como uma das principais causas de
uma alegada falta de rigor por parte das mesmas. Para devolver as demonstracées
matematicas o rigor que lhes € necessario, autores como Hilbert e Pasch propuseram
reconstru¢des formais da obra de Euclides, nas quais as demonstragdes prescindem
totalmente dos diagramas (figuras). No presente trabalho pretende-se reconstruir a
sequéncia de eventos que levou ao declinio das representacdes diagramaticas (uso
das figuras em demonstracdes formais) em geometria, bem como mostrar que é pos-
sivel uma interpretacdo da obra de Euclides que leve em conta a participagdo dos
diagramas (das figuras) nas demonstragdes, sem que com isso as demonstracoes
sejam deficientes em termos de rigor.

Na mesma fonte aparece um resumo das criticas modernas ao método em Os
Elementos.

Kline, em Mathematical Thought — From Ancientto Modern Times, oferece na
descricao do declinio da matematica grega uma boa sintese das fontes de desconten-
tamento com a obra de Euclides na modernidade. Em suma, as queixas mais comuns
envolvem: (i) a auséncia de justificacdo para a determinagcao de pontos por meio da
interseccao de linhas no diagrama; (ii) a falta de generalidade que a escolha de uma
configuracao diagramatica pode ocasionar; (iii) o0 uso do método de superposicao; (iv)
a falta de um tratamento adequado para casos envolvendo a nog¢ao de infinito; e (v) as
limitagbes impostas pela escolha da construtibilidade como critério de existéncia e pela
restricdo as linhas planares para a solugéo dos problemas.

A luz das concepcdes formalistas nos fundamentos da Matematica surgidas no
século XIX, a consisténcia da Geometria Euclidiana ndo mais podia ser garantida pela
correspondéncia do modelo euclidiano com o mundo real. Os matematicos assumiram
a tarefa da prova da sua consisténcia. Os trabalhos de Pasch Veronese (o primeiro que
tratou formalmente do assunto em 1882), Pieri e especialmente Hilbert (na sua obra
Grundlagen der Geometrie, em 1899) provaram essa consisténcia com o devido rigor.

O trabalho de Pasch era dificil de compreender e nao teve popularidade, ao
invés do trabalho de Hilbert*. Hilbert manteve seu sistema axiomatico formal proximo
da ideia original de Euclides nos Elementos, mas sem ter nenhuma inten¢cdo de mostrar
um vinculo com a realidade empirica. Este fato se corrobora, talvez, pela famosa frase
a ele atribuida em 1892, durante uma palestra de Hermann Wiener: "devemos ser
capazes de nos referir sempre—ao invés de pontos, linhas e planos — a mesas, cadeiras

4 David Hiloert (1862-1943), alemao, é um dos mais notaveis matematcos ja conhecido. Os tépicos de
sua pesquisa sdo fundamentais em diversos ramos da Matematica atual.
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e canecas de cerveja’”.
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3 HISTORIA DAS PESQUISAS RELACIONADAS COM O V POSTULADO

"Nem tudo pode ser provado, ja que, de outra maneira, a cadeia das provas
seria interminavel. Como temos de comegar em algum sitio, comeg¢amos com coisas
que admitimos, mas que sao indemonstraveis”.

Aristételes.

O V Postulado é uma das pedras angulares sobre as quais descansa a gran-
diosidade de Os Elementos de Euclides, mas também tem sido a causa dos mais
severos ataques a seu sistema geométrico. As discussdes e pesquisas sobre o assunto
comecaram praticamente desde a publicacdo dos Elementos e, somente no século XIX,
com o surgimento das Geometrias Nao-Euclidianas, ficou definitivamente esclarecida a
problematica referente ao V Postulado. Neste capitulo apresentamos um resumo des-
sas controvérsias, o denominado Problema das Paralelas, trama longa e complicada, e
seus desdobramentos nos Fundamentos da Matematica. A histéria do Problema das
Paralelas mostra de forma admiravel que a Matematica ndo é uma ciéncia rigida e
dogmatica, mas dinamica e em constante superacao das dificuldades.

3.1 TENTATIVAS DE DEMONSTRAGAO DO V POSTULADO COMO UM TEOREMA

Salta a vista que a formulagdo n&o tem a simplicidade presente nos quatro
primeiros postulados, ndo possui a evidéncia presente neles. A complexidade do
enunciado faz lhe parecer um teorema mais do que um postulado. Por essa razéo,
o V Postulado chamou a atencdo dos matematicos e gerou duvidas durante muitos
séculos. Sera que poderia ser demonstrado a partir dos outros quatro postulados?
Muitos matematicos tentaram inutilmente demonstra-lo durante séculos, sem nenhum
resultado positivo.

O V Postulado "debuta em cena” em Os Elementos na demonstragcao da propo-
sicdo 29, cujo enunciado original BICUDO (2009) pag. 120 é:

A reta, caindo sobre as retas paralelas, faz tanto os angulos alternos
iguais entre si quanto o exterior igual ao interior oposto e os interiores e
no mesmo lado iguais a dois retos.

Na terminologia moderna pode-se enunciar: Quando uma reta corta duas para-
lelas tem-se que: 0s 4ngulos alternos internos sdo iguais; 0os angulos correspondentes
S&o iguais e os angulos colaterais internos sdo suplementares.
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Para provar as 28 proposicdes anteriores sdo suficientes os quatro primeiros
postulados, mas para demonstrar a proposi¢cao 29 € imprescindivel assumir o V postu-
lado.

Desde Euclides até o século XIX, a andlise do V Postulado foi assunto presente
nas pesquisas em Geometria. O objetivo era provar que o V Postulado néo era real-
mente um postulado, mas uma proposi¢ao que poderia ser provada assumindo somente
0s quatro primeiros postulados, isto €, era um teorema. Simbolicamente, pretendiam
provar que P, A P> A\ P3 \ P, = Ps. Alguns historiadores da Matematica especulam que
o préprio Euclides teve essa percepcao, argumentando que ele evitou no possivel sua
utilizacdo nas demonstragoes, ainda ao custo de fazé-las mais complicadas, e que
provou o enunciado reciproco do V Postulado.

Durante todo esse longo periodo propuseram-se muitas supostas demonstra-
cbes do V postulado, mas todas tinham erros. Frequentemente seus autores utilizavam
alguma afirmagao geométrica equivalente ao V Postulado, mas que era tao evidente
que se infiltrava nos raciocinios sem ser percebido pelo préprio autor. Ao submeter as
pretensas demonstra¢cées a uma andlise l6gica rigorosa se descobria o circulo vicioso.
Muitos matematicos gastaram seu tempo e energias tentando provar o V Postulado
como um teorema. A seguir apresentamos algumas dessas tentativas. Existem relatos
que num tratado perdido de Arquimedes sobre a Teoria das Paralelas aparecia uma
tentativa de demonstracao do V Postulado.

Em um livro de Claudio Ptolomeu (Alexandria, século Il), intitulado: Que linhas
prolongadas de angulos menores que dois angulos retos encontram-se uma com a
outra, que infelizmente também se perdeu, aparece uma tentativa de demonstracao
do V Postulado. Sabemos disso pelos comentarios de Proclo (século V) sobre essa
obra de Arquimedes. Ao ler o titulo do livro de Ptolomeu se percebe que se trata do
V Postulado, pois os angulos a que se refere sdo os descritos no enunciado desse
postulado.

Proclo nao reproduz toda a argumentacao de Ptolomeu, mas apresenta as
demonstragdes feitas por Ptolomeu das proposi¢des 28 e 29 dos Elementos de Euclides,
sem apelar ao V Postulado. Sabemos que é impossivel provar a proposi¢ao 29 sem
assumir o V Postulado ou alguma formulagédo equivalente, logo em algum lugar ha um
erro. A seguir, Ptolomeu prova, a partir da proposicao 29, o V Postulado. Nesta ultima
parte Ptolomeu esta correto, pois se se assume a proposi¢cao 29, pode se deduziro V
Postulado.

Enunciado da Proposi¢ao 28, em Bicudo: Caso uma reta, caindo sobre duas
retas, faca o angulo exterior igual ao interior e oposto e no mesmo lado, ou os interiores
e no mesmo lado iguais a dois retos, as retas serdo paralelas entre si.
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MARQUES (2004) reproduz as demonstracdes de Ptolomeu transcritas por
Proclo, e faz uma analise l6gica dos erros que conduziram a Ptolomeu a acreditar que
tinha provado o V Postulado. Resumindo, ele argumenta que:

e Ptolomeu utiliza uma definicdo de paralelismo coincidente com a de Euclides.

e Na demonstracao da proposicdo 28, num passo ele comete um erro l6gico na
negacao de uma proposigcao que utilizara para uma prova por redu¢édo ao absurdo.
Esse erro ndo traz consequéncias, pois é possivel fazer a demonstracao correta
da proposicao que Ptolomeu utilizou.

e Na demonstracado da proposicao 29, o proprio Proclo comenta que Ptolomeu néo
poderia assumir que (Figura 4): se AB e C'D sao paralelas, como FB e GD
sdo tdo paralelas de um lado quanto AF' e C'GG sao do outro, entdo a soma dos
angulos internos de um lado teria de ser igual a soma dos angulos internos do
outro.

Figura 4 — Retas paralelas de Ptolomeu

A i B

G

Fonte: Marques

Na realidade, afirmar que FA e GC séao tao paralelas para um lado quanto F'B
e GD sao para o outro, é equivalente a afirmar que, por qualquer ponto exterior a uma
reta, passa uma unica paralela (Axioma de Playfair), que é equivalente ao V Postulado
de Euclides, como veremos mais tarde. Logo, a demonstracao € incorreta.

Proclo Licio (412-485 d.C.) em seus comentarios ao Livro |, criticou duramente
o V Postulado, escrevendo: "Deve ser apagado por completo dos postulados porque
se trata de um teorema cheio de dificuldades,|...| , e sua demonstragdo requer varias
definicées e teoremas. Ainda mais: a proposicdo reciproca é efetivamente demonstrada
pelo proprio Euclides como um teorema. A afirmagdo de que quando as retas sdo
prolongadas mais e mais, alguma vez se cortardo parece plausivel, mas ndo necessatria.
Por isto, é claro que devemos dar uma prova deste teorema, que é alheio ao carater
especial dos postulados.”

(PARICIO, 2001), pag. 12 reproduz uma "demonstragao” do V Postulado devida
ao proprio Proclo (Figura 5): Sejam m e [, duas retas paralelas. Suponhamos que a reta
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n € distinta de m e que corta a m no ponto P. Seja ) o pé da perpendicular desde P a I.
Vejamos que n corta . Se n coincide com a reta P, n corta l. Se n n&o coincide com
a reta P, uma das semirretas de n, a PY esta entre a semirreta P() e uma semirreta
de m. Seja X o0 pé da perpendicular de Y até m. Agora, se Y se desliza até o final de
n, 0 segmento XY cresce indefinidamente e como a distancia entre m e [ é constante,
em algum momento devera cruzar I.

Figura 5 — Retas paralelas segundo Proclo

\X m
= Vo n
Q l

Fonte: Paricio

Paricio observa dois erros na argumentacao de Proclo: (i) Uma grandeza pode
crescer indefinidamente sem ultrapassar uma cota superior predeterminada; (ii) Nao
pode ser pressuposto que a distancia entre m e [ é constante. Na hipbtese esta
assumido que as retas m e [ sdo paralelas, mas dizer que "a distancia entre duas retas
paralelas é constante", é outra hipo6tese, de fato, equivalente ao V Postulado.

Os matematicos arabes também estudaram a teoria das paralelas, mas sem
obter resultados significativos. Como se sabe, o Isla iniciou a sua expansao no ano de
622, com a Egira, data da fuga do profeta Maomé, de Meca para Medina. Rapidamente
se expandiu de uma forma extraordinaria através de varias conquistas: Damasco (635);
Jerusalém (638); Alexandria (643) e Cartago (698). Constantinopla sofreu assédios
em 673 e 717. Em 711 chegam a Espanha e ali se fixam ap6s as derrotas para 0s
franceses, em 732. Com o passar do tempo Bagda se converteu na "nova Alexandria",
isto é, no principal polo da cultura da época. Os Califas de Bagda foram, em geral,
protetores da cultura. Nesse contexto muitas obras matematicas foram traduzidas ao
arabe. As matematicas dos arabes foram muito destacadas em éalgebra, aritmética e
trigonometria.

Registramos algumas tentativas,por parte de matematicos arabes, de demons-
trar o V Postulado, tomado também de Marques.

Ilbn-al-Haitham (aproximadamente 965-1039), chamado Alhazen no Ocidente,
deu uma tentativa de demonstragcdo argumentando que se um quadrilatero tem trés
angulos retos, entdo o quarto também é reto. Na sua prova, supds que o lugar geome-
trico dos pontos equidistantes a uma dada reta € uma reta, caindo na armadilha da
equidistancia entre as paralelas. A afirmagao de que existam duas retas equidistantes
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€ equivalente ao V Postulado. Por outro lado, a propriedade que afirma que num qua-
drilatero, se trés dos seus angulos séo retos também é o quarto, também equivale ao V
Postulado.

Para os arabes o nome de Omar Khayyam (1050-1123) € muito conhecido
pelas contribuicdes na astronomia e na algebra. Os escritos de Omar sobre a teoria
das paralelas aparecem em A Verdade das Paralelas e a Discuss&o sobre a famosa
duvida que ocupa a parte | da sua "Discusséo sobre as dificuldades de Euclides". Omar
Khayyam estudou, 600 anos antes que Saccheri, quadrilateros ABCD em que AB é
congruente a C'D e os angulos em A e D séo retos.

O persa Nasiraddin-Tusi (1201-1274), astrbnomo e matematico, escreveu um
tratado sobre a geometria euclidiana e parece ter sido o primeiro a chamar a atengao
para a importancia, no estudo do quinto postulado, do teorema da soma dos angulos
de um triangulo. Em sua tentativa de provar o V Postulado encontra os germes de
ideias importantes que seriam desenvolvidas mais tarde. Nasiraddin apresenta uma
demonstragdo onde comeca assumindo como evidente que se duas retas AB e C'D
séo cortadas por uma reta P(Q, perpendicular apenas a uma delas, entdo, as distancias
medidas nas perpendiculares de AB para C'D sao menores do que PQ no lado em
que AB faz um angulo agudo com P(Q), e sdo maiores onde AB faz um angulo obtuso
(Figura 6).

Figura 6 — Suposicao de Nasiraddin-Tusi

P B

Q

Fonte: Marques

Em seguida, ele introduziu uma figura destinada a se tornar famosa. Nas extre-
midades de um segmento AB (Figura 7) ele desenhou igualmente perpendiculares AD
e BC do mesmo lado, em seguida, juntou-se C' e D.

Para provar que angulos C DA e DC B sao angulos retos, ele recorreu a reductio
ad absurdum, usando, sem muito cuidado, a suposicdo mencionada acima. Assim, se 0
angulo DC'B fosse agudo, DA seria menor do que C'B, ao contrario da realidade. Dai
angulo DC B nao é agudo. Nem é obtuso. E claro que ele tacitamente assumiu aqui
que, quando o angulo DCB é agudo, angulo C'DA deve ser obtuso. Seu argumento
levou a conclusao de que todos os quatro angulos do quadrilatero sdo angulos retos.
Em sequida, se DB esta empatado, os tridngulos ABD e C'DB sao congruentes e a
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Figura 7 — Grafico |l de Nasiraddin

D c

Fonte: Autor

soma dos angulos internos de cada um é igual a dois angulos retos.

Se tudo tivesse até aqui sido rigorosamente provado, o V Postulado seguiria
facilmente. Nasiraddin apresentou uma prova elaborada e exaustiva, mas sua suposi¢cao
inicial, de fato implicitamente pressupde o V Postulado. Mais uma vez, uma tentativa
falida.

No ocidente, um dos primeiros centros de ensino foi o criado por Gerberto
de Aurillac (940-1003), na cidade francesa de Reims. Ele foi um monge beneditino
francés formado em Barcelona, nasceu em Auvernia, sul da Franga, em 940. Gerberto
entrou em contato também com a ciéncia arabe no coracdo da Catalunha e isto lhe
permitiu adquirir uma sélida formacao cientifica. Como um dado curioso, de 999 até seu
falecimento em 1003, Gerberto foi papa da Igreja Catélica, com o nome de Silvestre |l.

Como matematico ele foi o primeiro que introduziu o sistema numérico arabico
e exp0Os suas vantagens em relacdo a numeragao tradicional romana com as letras
I, V, X, L, C, D, M. No entanto, n&o teve éxito com sua proposta, que acabaria sendo
adotada duzentos anos mais tarde.

Gerberto também estudou o paralelismo, dentre suas obras esta a intitulada
"Geometria", mas nao existem registros de que tenha tentado provar o V Postulado.
Nessa obra, se encontra a seguinte definicdo: Duas linhas retas distintas continuamente
uma da outra pelo mesmo espaco e que quando se prolongam indefinidamente nunca
se cortam se denominam paralelas; ou seja, equidistantes.

Como se observa ele também caiu no "pecado” de embutir a equidistancia na
definigdo de retas paralelas.

Possivelmente, o rabi de Avinhon conhecido por Gersénides (1288-1344) foi o
primeiro ocidental que analisou o Postulado das Paralelas. Ele trabalhou com quadrila-
teros equilateros e equidngulos. A proposicao que estabelece que os angulos de um
quadrilatero equilatero e equiangulo séo retos é também € equivalente ao V Postulado.

Em 1584, na cidade de Roma, Clavius publicou uma edicao impressa comentada
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dos Elementos de Euclides. Nessa edicao, as 468 proposi¢oes originais de Euclides
foram adicionadas mais 671, devidas a Clavius, totalizando 1234 proposi¢cées geo-
métricas. Clavius foi chamado por alguns do Euclides do século XVI. Nessa obra
monumental ele incluiu uma demonstragdo do V Postulado, na qual de novo se utilizava
o argumento errado de que uma linha equidistante a uma linha reta € uma reta.

Dos multiplos trabalhos dedicados ao V Postulado, merecem especial mengao
os de Saccheri e Lambert, que deixaram uma pegada significativa no caminho da
fundamentacao da teoria das paralelas.

O italiano Girolamo Saccheri (1667-1733) ingressou na ordem dos jesuitas aos
23 anos, foi professor de Teologia num colégio da ordem em Milan e posteriormente
lecionou filosofia em Turim. Mais tarde foi professor de Matematica na Universidade de
Pavia. Nesse periodo se manifestou seu extraordinario talento para a Matematica, es-
pecialmente motivado pelo estudo dos Elementos de Euclides. Saccheri ficou admirado
pela poténcia da deducéo légica, em particular pelo método de redugdo ao absurdo.
Posteriormente publicou a "Légica Demonstrativa", onde aplicava seu método favorito,
reductio ad absurdum.

Juntando suas habilidades na l6gica com o conhecimento dos trabalhos de
outros matematicos sobre as paralelas, se adentrou no trabalho de pesquisa para re-
solver o Problema das Paralelas. Mas, tomou um caminho diferente do assumido pelos
seus predecessores. Saccheri concentrou seus esforcos na analise das consequéncias
de negar o V postulado, assumindo os quatro primeiros. Sua esperanga era deduzir
uma contradicdo que permitisse, por reducédo ao absurdo, provar o V Postulado. Mas,
Sachieri ndo obteve o que procurava, ndo achou contradicao alguma. Curiosamente,
demonstrou muitos resultados "estranhos", que seriam considerados mais tarde como
teoremas da Geometria Nao-Euclidiana, especificamente da Geometria Hiperbdlica. Ele
nao enxergou o extraordinario valor dos resultados que havia encontrado. Os descartou
por causa da sua fé cega na validade do V Postulado.

Saccheri apresenta no final da obra uma prova equivocada do V Postulado. Al-
guns estudiosos especulam que essa prova, com "uma gritante falha de argumentacao
e completamente fora da sagacidade da sua obra", foi devida ao medo da censura da
Igreja. Essa opinidao é muito discutivel. Sua fidelidade a Euclides e o convencimento
de que a Geometria Euclidiana era a unica possivel, sdo a explicagdo mais provavel.
Segundo (AYALA, 2009):

Aln cuando Saccheri entro en el "selecto” grupo de los que fracasaron
con el problema delpostulado de las paralelas de Euclides y aunque
la lista continué aumentando algun tiempo después con matematicos
como D’Alambert y Legendre, dejé abierto el camino para que alguien
diera ese paso decisivo de aceptar y construir rigurosamente una nueva
geometria. Quizas Saccheri pudo haber sido la figura que diera fin
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al famoso problema si, como dijimos antes, sehubiera liberado de la
influencia de un mundo euclidiano.

A seguir apresentamos alguns detalhes das ideias de Saccheri, tomadas de
EFIMOV (1998).
Figura 8 — Angulos de um quadrilatero.
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L/ \d

N (7

A H B

Fonte: Autor

Saccheri parte do quadrilatero AA’BB’ (Figura 8) com dois angulos retos na
base AB e dois iguais, AA’ e BB'. Da simetria da figura em relagdo a perpendicular
HH' até a metade da base AB, segue que os angulos nos vértices A’ e B’ sao
iguais entre si. Se € aceito o V Postulado e, em consequéncia, a teoria euclidiana das
paralelas, se pode estabelecer imediatamente que os angulos A’ e B’ sao retos, e
AA'BB’ é um retangulo. Reciprocamente, como mostra Saccheri, se a0 menos em um
quadrilatero do tipo indicado os angulos da base superior resultam ser retos, ocorre
no postulado euclidiano das paralelas. Com objetivo de demonstrar esse postulado,
Saccheri considera trés casos possiveis: ou 0s angulos A’ e B’ sao retos, ou obtusos,
ou agudos. Essas trés hipoteses se chamam, respectivamente, hipétese do angulo reto,
do obtuso e do agudo. Como a hipétese do angulo reto equivale ao V postulado, a fim
de demonstra-lo, devemos descartar as outras hipéteses. Com raciocinios totalmente
rigorosos, Saccheri chega, antes de tudo, a uma contradicdo com a hip6tese do angulo
obtuso. A continuacéo, adotando a hipétese do angulo agudo, deduz consequéncias
extremamente elaboradas de tal premissa, a fim de obter também aqui duas afirmacgdes
contraditérias.

Ao desenvolver estas consequéncias, Saccheri constréi um sistema geométrico
complexo, das quais algumas proposicoes sao tao contraditérias com nossas ideias
habituais sobre a disposicdo das retas no plano, que poderiam ser consideradas
absurdas. Por exemplo, em um sistema geométrico correspondente a hipétese do
angulo agudo, duas paralelas tém ou uma unica perpendicular comum, a ambos
os lados da qual estas se afastam indefinidamente uma da outra, ou n&o possuem
nenhuma, no caso em que convirjam assintoticamente em um sentido e divirjam
indefinidamente em outro.

Para EFIMOV (1998) pag.18:
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Saccheri, com justica, ndo considera somente a contradicdo com as
ideias intuitivas das representagdes habituais no espago seja um argu-
mento para a invalidagéo l6gica destas premissas. Mas, depois de uma
série de raciocinios precisos, Saccheri conclui a falsidade da hipétese
do angulo agudo, baseando-se em que duas retas que se convergem
assintoticamente devem ter uma perpendicular comum em um ponto do
infinito, coisa que contradiz a natureza da reta.

Aceitando que, deste modo, as hipéteses do angulo obtuso e do angulo agudo
conduzem a contradi¢gdes, Saccheri conclui que a Unica verdadeira hipétese é a hipoétese
do angulo reto, com o que é demonstrado no V Postulado. Evidentemente, o préprio
Saccheri sente aqui que pode reduzir a hipétese do angulo agudo a uma contradi¢ao
I6gica e ele regressa a ela, a fim de demonstrar que contradiz a si mesma. Com este
fim, calcula de duas maneiras diferentes o comprimento de certa linha e obtém dois
valores distintos para ela. Isto seria, com efeito, uma contradi¢do, mas Saccheri chegou
a ela cometendo um erro de célculo.

Na pesquisa histérica, as vezes, encontramos opinides divergentes ou parci-
almente divergentes. Tal € o caso em relagcdo ao impacto da obra de Saccheri. Em
Paricio, pag. 5, encontramos:

El libro de Saccheri atrajo una considerable atencién en el tiempo de su
publicacién. En las historias de matematicas realizadas en Alemania y
Francia durante el siglo XVIII se menciona dicho libro. Sin embargo, en
Francia e ltalia pronto se olvidd esta obra aunque no ocurrié lo mismo
en Alemania.

A verdadeira dimensao dos resultados de Saccheri s6 foram justamente avalia-
dos a luz das Geometrias Nao-Euclidianas.

Posteriormente, o matematico suico-alemao Johann Heinrich Lambert (26 de
agosto de 1728 - 25 de setembro de 1777) escreveu a obra pdstuma intitulada Die
Theorie der Parallel linien (A Teoria das Paralelas). No seu trabalho Lambert também
pesquisou se o V Postulado poderia ser deduzido dos quatro primeiros, ou se seria
necessaria alguma hipétese adicional. Depois listou diferente proposicdes que se
provadas implicavam o V Postulado.

As ideias de Lambert, desenvolvidas na obra Teoria das linhas paralelas (1766)
se aproximam aos raciocinios de Saccheri. Lambert considera o quadrilatero ABCD
com os trés angulo A, B e C retos (Figura 9).

Em relacdo ao quarto angulo podem-se fazer trés suposicdes; ou é agudo,
ou é reto, ou é obtuso. Deste modo, surgem aqui novamente trés hipéteses. Uma
vez estabelecida a equivaléncia da hipétese do angulo reto com o V Postulado e
havendo reduzido a uma contradicao a hipétese do angulo obtuso, Lambert como
Saccheri, se vé obrigado a analisar mais a hipétese do dngulo agudo. E novamente
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Figura 9 — Teoria das linhas paralelas.

C D
L/ \
A Vil
B A

Fonte: Autor

esta hip6tese conduz Lambert a um sistema geométrico complicado. No entanto, apesar
de que este sistema foi profundamente desenvolvido por Lambert, n&o foi possivel
encontrar contradicao logica alguma. Também no trabalho de Lambert se encontram as
particularidades, paradoxicas a primeira vista, da disposicao das retas em um sistema
baseado na hipétese do angulo agudo, que foi exposto mais acima, ao descrever as
ideias de Sachheri. Lambert, como Saccheri, ndo deduziu a falsidade da hipdtese do
angulo agudo baseando-se unicamente em que estas particularidades contradizem
nossas ideias intuitivas sobre as propriedades das retas. Mas, a diferenca de Saccheri,
€ nao cometer erro algum, que lhe dera legitimidade para considerar descartada a
hipétese do angulo agudo e, portanto, demonstrado o V Postulado. Lambert ndo afirma,
em nenhuma parte de sua obra, haver demonstrado o V Postulado e chega a firme
conclusao de que as restantes tentativas nesta direcdo nédo levaram a meta desejada.

Em EFIMOV (1998) pag.19:

As demonstragdes do postulado euclidiano — escreve Lambert — podem
ser levadas tao longe que, a primeira vista, sdo um detalhe insignifi-
cante. Mas, ao fazer uma andlise escrupulosa, resulta que reside nesta
aparente insignificancia, precisamente, a esséncia do problema; comu-
mente esta contém ou a proposicdo a demonstrar, ou um postulado
equivalente a ela.

E mais, ao desenvolver o sistema de corolarios da hipétese do angulo agudo,
Lambert descobre uma analogia deste sistema com a geometria esférica e vé nisto uma
possibilidade de sua existéncia. Mais adiante veremos que Lambert previu genialmente
a verdadeira solucao do problema do V Postulado. Em todo caso, ele seguiu 0 caminho
correto muito mais longe do que qualquer um dos que o precederam.

Agora vamos nos deter a analisar as investigacdes de Legendre' , que é bem
conhecido por seus trabalhos em analises e em mecénica, e deixou uma heranga
importante em geometria.

1 Adrien-Marie Legendre (1752-1833), matematico francés, fez importantes contribuicées a estatistica,

teoria dos numeros, algebra abstrata e analise matemética.
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Legendre tentou, durante muito tempo, demonstrar o V Postulado e chegou a
publicar algumas variantes de sua "demonstracao". Apesar de que nenhuma teve um
correto resultado, de todos os modos os raciocinios de Legendre tém interesse, pois
deixam clara a relagéo existente entre o V Postulado e a proposicao relacionada com a
soma dos angulos internos de um triangulo.

Na geometria de Euclides a demonstragdo € bem conhecida, baseada no V
Postulado, de que a soma dos angulos internos de um triangulo é igual a dois retos.
Legendre mostra, primeiramente, que, reciprocamente, se admite sem demonstracao
que a soma dos angulos internos de um triangulo € igual a dois retos, o V Postulado
pode ser demonstrado como um teorema.

Logo, com a finalidade de obter uma demonstragao do V Postulado sem introdu-
zir outros novos, Legendre considera trés hipdteses exclusivas:

I. A soma dos angulos de um triangulo é maior que dois retos.
Il. A soma dos angulos de um triangulo é igual a dois retos.

lll. A soma dos angulos de um triangulo é menor que dois retos.

A primeira é reduzida a uma contradi¢ao por Legendre, mediante raciocinios
exatos. Se pudesse fazer o mesmo com a terceira, sem usar o V Postulado, haveria
demonstrado que a soma dos angulos de um tridngulo é igual a dois retos, com o
qual haveria demonstrado o V Postulado. No entanto, ao efetuar a reducao da terceira
hipdtese a uma contradicao, Legendre utilizou, sem se dar conta, uma das proposicoes
equivalentes ao V Postulado.

O saldo positivo do trabalho de Legendre se encontra nas seguintes proposigées:

Proposicao 3.1.1. Se a soma dos angulos de cada tridngulo é igual a dois dngulos
retos, ocorre o V Postulado.

Figura 10 — Proposicéao 3.1.1

Fonte: Autor
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Para provar, tomemos uma reta arbitraria a e algum ponto A que néo pertence a
reta (Figura 10).

Seja AB a perpendicular a reta a que passa por B. Sabemos que a reta o/, que
passa por A e é perpendicular ao segmento AB, nao intersecta a. Devemos mostrar que
qualquer outra reta que passa por A corta a. Na demonstracdo que segue utilizaremos
a hipétese adotada de que a soma dos angulos de qualquer tridngulo € igual a dois
retos.

Seja b alguma reta que passa por A e 5 0 angulo que esta reta forma com
o segmento AB. Provemos que b corta a do lado do angulo agudo. Com este fim,
determinemos sobre a reta a, um ponto B; de forma que o segmento BB, seja igual ao
AB. Do mesmo lado a partir de B; determinemos o ponto B, de modo que B; B, seja
igual a AB,, etc. Determinemos, por fim, o ponto 5,, de modo que B,_1)5, seja igual
ao segmento AB,_y).

Consideremos os triangulos ABB,, AB, By, ..., AB(,_1)B,. Como admitimos que
a soma dos angulos de cada triangulo é igual a dois angulos retos, devemos ter que no
tridngulo isdsceles AB;B; 0s angulos internos nos vértices A e B; sao iguais a %

Logo, o angulo interno correspondente a B; no triangulo ABB; é externo em
relacao ao triangulo AB;B,, e como este ultimo é também isdsceles, seus angulos
internos ndo adjacentes a B; serao iguais entre si. Mas da hipétese feita acerca da soma
dos angulos de um tridngulo segue-se que um angulo externo de um triangulo € igual
a soma dos dois angulos internos nao adjacentes a ele; por isso, 0s angulos internos
do tridangulo AB; B, nos vértices A e B, sdo iguais a % cada um. Continuando esse
processo, teremos que o angulo interno correspondente a 5, no triangulo AB,_,)B, €
igual a 5-.1.

Daqui segue que £ BAB,, =

o_ 1
2 2n 2"

7 A o E .
Como 3 é um angulo agudo, podemos por = 5 — ¢, onde € > 0. Escolhnemos

n tdo grande para que se cumpra 5.5 <e.
Entao, devemos ter que 5 < Z/BAB,,.

Neste caso, a reta b passa entre os lados AB e AB,, do triangulo BAB,, e, como
consequéncia, tera um ponto comum com a reta «a, situado entre os pontos B e B,,. Isto
prova nossa afirmagao.

Passemos agora a discutir o problema sobre os possiveis valores da soma dos
angulos internos de um tridngulo. Para maior comodidade, designaremos por S(A)
a soma dos angulos internos de um tridngulo A, e por D(A), a diferenga entre dois
angulos retos, de forma que D(A) = II — S(A); esta diferenga é muitas vezes chamada
de defeito do tridngulo.



Capitulo 3. HISTORIA DAS PESQUISAS RELACIONADAS COM O V POSTULADO 51

Proposicao 3.1.2. Em cada tridngulo S(A) < II.

A demonstracao se baseia nos dois lemas seguintes:

I Em cada tridngulo a soma de dois angulos internos € menor que dois angulos retos.

Il Para cada triangulo é possivel construir um novo que tenha a mesma soma de
angulos internos que o triangulo dado e com pelo menos um de seus angulos
duas vezes menor que algum angulo prefixado do triangulo dado.

Demonstraremos estes lemas.

O primeiro segue diretamente da proposi¢éo que se refere aos angulos interno e
externo de um triangulo. Com efeito, sejam « e $ angulos internos de um certo triangulo,
e o’ 0 angulo externo deste tridngulo que é adjacente a «. Entéo:

a+ao =11 (3.1)
Mas o angulo externo de um tridngulo é maior que o interno nao adjacente a ele.
Assim, para o > 3 e, portanto a + < II.

Para demonstrar o segundo lema, consideremos algum triangulo ABC' e mos-
traremos que é possivel construir um novo que tenha a mesma soma de angulo que o
tridngulo dado, e que possua pelo menos um angulo duas vezes menor que, digamos,
o angulo do vertice A do tridangulo dado (Figura 11).

Figura 11 —Lema Il.

B A

Fonte: Autor

Designamos com O o ponto médio de BC', unimos A com O e prolongamos o
segmento AO até o ponto A’, de forma que AO = OA’. Entdo o tridngulo AA'C tera a
propriedade requerida. Com efeito, com as notagbes da figura 11, teremos:

S(ABC) = a; + as +  + . (3.2)
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S(AA'C) =a; +a + v + 7. (3.3)

Da igualdade dos triangulos ABO e COA’, que se considera de imediato, segue
que o = ag, 72 = . Daqui, antes de tudo, segue que os tridngulos ABC e AA'C tém
igual soma de angulos.

Também, os angulos internos do segundo tridngulo correspondentes aos vértices
A e A’ formam, somados, o angulo ao vértice A do primeiro. Por isso, algum deles é ao
menos duas vezes menor que o angulo prefixado A do triangulo ABC', que € o0 que se
desejava mostrar.

Vamos agora a demonstracao da proposicao basica. Faremos a demonstracao
por reducédo ao absurdo.

Supondo que algum tridngulo A tenha soma de angulos internos maior que dois
angulos retos, de forma que S(A) = II + ¢, donde € > 0.

Denotamos um dos angulos internos de A com «. Segundo o lema Il, podemos
construir um novo tridngulo A4, tal que um de seus angulos internos a; seja pelo menos
duas vezes menor que « e que S(A;) = S(A). Construamos agora um tridngulo A, de
maneira que um de seus angulos internos a; seja pelo menos duas vezes menor que
a; € que S(Az) = S(A1). Continuando este processo, construimos um triangulo «,,, tal
que um de seus angulos internos «,, sera ao menos duas vezes menor que o,—_1),e
que S(A,) = S(Am-1)). Deste modo:

S(a) =T +¢ (3.4)

(3.5)

Oén§27

Escolhemos n tdo grande para que seja 5, < < e, consequentemente «,, < ¢.
Entdo a soma dos outros dois angulos internos do tridngulo A,, sera maior que II, o
qual contradiz o lema I.

Podemos dizer, portanto, sem depender do V postulado, que a soma dos angulos
internos de um triangulo ndo supera a soma de dois retos.

Isso prova ser extremamente importante para o que se segue. Seguinte a
Legendre, agora mostraremos, sem recorrer ao V Postulado, que se supomos que ao
menos para um triangulo a soma de seus angulos internos é igual a dois retos, entéo
para todos os outros triangulos a soma de seus angulos também sera igual a dois retos.

Estabelecamos alguns lemas prévios.

I. Se o triangulo ABC' se divide em dois pela transversal BP, o defeito de ABC' sera
igual a soma dos defeitos dos tridngulos ABP e BPC'.
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Demonstragao: De fato, nas notagdes da Figura 12,

D(BPC)=1— (s + 62 + ) (3.7)

Daqui segue que D(ABP) + D(BPC) = 2Il — (a+ 1 + B2+ 01 + 6 +7) =
II—(a+ i+ B2 +7) = D(ABC).

Figura 12 —Lemal l.

B

B1/B2

a 01/ Y
A P C

Fonte: Autor

ll. Sdo dados dois triangulos ABC e AB,C, com veértice comum A e tais que 0s
vértices B, e C; do segundo se encontram respectivamente nos lados AB e AC
do primeiro. Entao o defeito do segundo tridngulo ndo supera o do primeiro (Figura
13).

Figura 13 — Lema Il.

5
By

A Ci C

Fonte: Autor

A demonstracao se obtém imediatamente utilizando a proposigéo Il e o lema
anterior.

Com efeito, unamos os pontos B e C'; entdo segundo o lema anterior,

D(ABC) = D(AB,C,) + D(B,BC,) + D(BC,0).
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Mas da proposicao Il segue que o defeito de cada triangulo € ou um namero
positivo ou igual a zero. Daqui e da igualdade que acabamos de escrever se tem
que

D(AB,Cy) < D(ABC).

lll. Sdo dados dois tridngulos retangulos ABC e A'B'C’, tais que os catetos AC e
BC do tridngulo ABC s&do maiores que os catetos A'C"' e B'C' respectivamente.
Entao, se a soma dos angulos internos do triangulo ABC' é igual a dois dngulos
retos, a soma dos angulos internos de A’ B'C’ também sera.

Para provar isto, transladaremos A’ B’C" até que seu vértice C’ coincida com C,
o cateto A’C" esta sobre AC, e o cateto B'C’ esta BC do triangulo ABC'. Entao,
em virtude do lema anterior,

D(A'B'C") < D(ABC).

Mas, como haviamos adotado D(ABC') = 0 e, pela proposi¢ao Il, D(A'B'C") >
0, da desigualdade acima se deduz que D(A'B'C’") = 0, o qual desejavamos
demonstrar.

IV. Se a soma dos angulos internos de certo tridngulo retangulo é igual a dois retos, a
soma dos angulos de qualquer outro triangulo retangulo também sera.

Consideremos dois tridngulos retangulos ABC e A’B'C’. Suponhamos que a
soma dos angulos do triangulo ABC' é igual a dois retos. Demonstraremos que
também sera igual a soma dos angulos de A’B'C’. Se os catetos AC' e BC do
primeiro tridngulo séo respectivamente maiores que os catetos A'C’ e B'C’ do
segundo, a afirmacao € confirmada pelo lema Ill. Se pelo menos um dos catetos
de ABC' é menor que um cateto de A’B’C’, para provar o lema mostraremos que
se pode construir um novo triangulo retangulo cuja soma dos angulos seja, como
a de ABC, igual a dois retos, e cujos catetos sejam arbitrariamente grandes. Pra
esta finalidade, sobreponhamos ao triangulo ABC outro igual a ele, de forma
que sua hipotenusa coincida com a de ABC' e que no quadrilatero assim obtido
os lados iguais sejam opostos. Denotemos por D o vértice do angulo reto do
novo triangulo (Figura 14). Como a soma dos angulos internos de cada um dos
tridngulos retangulos ABC e ABD é igual a dois retos, é evidente o resultado de
que todos os angulos internos do quadrilatero AC' BD serao retos.

Movendo ABC' D, podemos "pavimentar” o plano com retangulos iguais, tal como
se mostra na figura 14.

E facil ver que a parte do plano indicada nesta figura representa um retangulo.
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Figura 14 — Lema IV.
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Fonte: Autor

Dividindo-o por meio de uma diagonal, obtemos dos triangulos retadngulos iguais,
cuja soma dos angulos internos é iguala dois retos. Os catetos destes tridngulos,
evidentemente, podem ser feitos tdo longos como desejado.

Com este resultado é possivel construir um tridngulo retangulo cuja soma dos
angulos sejam dois retos, e cujos catetos sejam maiores que do triangulo retangulo
A'B'C'.

Daqui e do lema lll segue que a soma dos angulos de um tridngulo retangulo
(arbitrario) A’B’C’ é igual a dois retos. Agora, utilizando o ultimo lema, estamos
em condigcdo de provar a proposi¢cao enunciada mais acima.

Proposicao 3.1.3. Se a soma dos angulos de pelo menos um triangulo é igual a dois
retos, também sera em qualquer outro tridngulo.

Sao dados os tridngulos ABC, A’B'C’ e se sabe que a soma dos angulos de
ABC é igual a dois retos. Mostremos que a soma dos angulos de A’B’'C’ também sao
iguais a dois retos.

Tracemos as alturas dos triangulos dados. Cada um deles tera pelo menos
um vértice tal que a altura tragada por ele mesmo caira dentro do lado oposto. Sem
restricdo de generalidade, podemos supor que tal vértice é A para o triangulo ABC' e
A’ para A’B'C".

Seja P o pé da altura do tridangulo ABC correspondente ao vértice A, e P’ 0 pé
da altura do tridngulo A’ B’C’ correspondente ao vértice A’. Segundo o lema ll,

D(ABP) < D(ABC).

Por hipotese, D(ABC') = 0, e como, em virtude da proposigao Il, D(ABP) > 0,
concluimos que D(ABP) = 0.

Assim, a soma dos angulo de um triangulo retangulo ABP é igual a dois retos.
Entao, pelo lema IV, cada tridngulo retangulo ter4 soma de angulos iguais a dois retos.
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Mas, segundo o lema |,

D(A'B'C") = D(A'B'P') + D(B'P'C"). (3.8)

Como os triangulos A'B'P' e B’P'C’" sao retangulos, do que acabamos de
demonstrar, segue-se que D(A'B'P') =0e D(B'P'C") = 0.

Portanto, D(A’B'C") = 0 e, em consequéncia, a soma dos angulos internos de
A’'B'C’ é igual a dois retos, a proposicao esta assim demonstrada.

Uma vez estabelecida as proposicdes 3.1.1 a 3.1.3, pode-se tentar provar que
existe pelo menos um tridngulo cuja soma dos angulos internos é igual a dois retos.

Se isso pudesse ser feito, entdo, em virtude da proposicéao 3.1.3, cada triangulo
teria a soma de seus angulos internos iguala dois retos e, pela proposi¢ao 3.1.1, se
verificaria o V postulado.

Proposicao 3.1.4. Se existe um angulo agudo tal que a perpendicular levantada em
qualquer ponto de um de seus lados corta até o outro lado, entdo tem Ilugar o V
Postulado.

E facil perceber uma estreita relagéo entre os raciocinios de Legendre e os de
Saccheri e Lambert.

Com efeito, as trés hipoteses de Legendre sobre os possiveis valores da soma
dos angulos internos de um tridngulo correspondem as hipéteses do angulo obtuso,
do reto e do agudo de Saccheri. Se € aceita a hipdtese do dngulo obtuso, para algum
quadrilatero de Saccheri, entao, dividindo por meio de uma diagonal, obteremos dois
tridngulos, dos quais pelo menos um tera a soma de seus angulos maior que dois retos.
E, reciprocamente, se assumirmos que a soma dos angulos de algum triangulo € maior
que dois retos, deve ser aceita a hipoétese de Saccheri do angulo obtuso.

A proposicao 3.1.2, vem expressar assim o carater contraditorio da hipdtese do
angulo obtuso. Se supormos que a soma dos angulos de um tridngulo € menor que
dois retos, € evidente que para algum quadrilatero de Saccheri tera que ser aceita a
hipdtese do angulo agudo. E reciprocamente se aceitarmos a hipotese do angulo agudo
pelo menos para algum quadrildtero de Saccheri, entédo, dividindo-o por uma diagonal
em dois tridngulos, vamos descobrir que pelo menos um deles tem a soma de seus
angulos menor que dois retos e, consequentemente, os angulos da base superior de
cada quadrilatero de Saccheri serdo agudos. Podemos, portanto, afirmar que vale a:

Proposicao 3.1.5. Se é aceita a hipdtese do angulo agudo para um quadrilatero de
Saccheri, sera necessario adapta-la para todos os quadrilateros de Saccheri.
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Por ultimo, se estabelece diretamente que a hip6tese do angulo reto de Saccheri
e a hipotese de Legendre sobre a existéncia de um triangulo cuja soma dos angulos
seja igual a dois retos, sdo em igual medida equivalentes ao V Postulado.

Apesar de sua inumeras tentativas, Legendre ndo conseguiu demonstrar que
nao existe nenhum triangulo cuja soma dos angulos seja menor que dois retos, assim
como Saccheri, também conseguiu levar a uma contradigédo a hipétese do angulo agudo.
Com tudo, na construgédo de um sistema de corolarios das hipéteses que rejeitam o V
Postulado, Saccheri e Lambert foram muito mais longe que Legendre.

Deve-se notar que as proposi¢coes 3.1.1 a 3.1.3 eram conhecidas ja antes de
Legendre. Em todo caso, tanto Saccheri como Lambert conheciam bem a dependéncia
existente entre o V Postulado e a afirmagéo de que a soma dos angulos de um triangulo
€ igual a dois retos.

As proposicoes 3.1.1 a 3.1.3 estado relacionadas com o nome de Legendre por
pura tradi¢do, pois foi ele que as anunciou de maneira particularmente clara, e estas
se tornaram conhecidas gracas precisamente a seus trabalhos.

N&o podemos deixar de mencionar a Franz Adolph Taurinus (1794 -1874). Ele,
junto com Sacchieri e Lambert foram os trés grandes precursores das Geometrias
Nao-Euclidianas. Em 1825 publicou a Théorie der Parallel linien. No mesmo ano se
desagradou com algumas coisas do seu proprio livro e decidiu complementa-lo com
um novo livro, Geometriae prima elementa (1826). Taurinus custeara a publicagdo do
seu bolso e enviou alguns exemplares a amigos e autoridades matematicas. Mas, ao
nao encontrar nenhum reconhecimento, zangado queimou o resto da edi¢ao. Por isso,
€ muito dificil encontrar algum exemplar do livro.

3.2 O CURSO DAS PESQUISAS SOBRE O V POSTULADO APOS AS TENTATIVAS
FALHAS DE DEMONSTRACAO

No item anterior mostramos varias tentativas mal sucedidas realizadas por ma-
tematicos de diferentes culturas, desde o século Il até o século XIX, com o objetivo de
provar o V Postulado de Euclides. A estatura de Euclides aumentou apds essas tentati-
vas. A Geometria Euclidiana construida assumindo s6 os quatro primeiros postulados
€ chamada de "Geometria absoluta". Vimos que todas as demonstragées continham
alguma falha que usualmente consistia em utilizar alguma afirmacéo verdadeira na
Geometria Euclidiana, que pela sua evidéncia achavam que ndo era preciso provar rigo-
rosamente. Segundo Paricio, algumas dessas "verdades evidentes” que erroneamente
se utilizaram para "purificar” os fundamentos da Geometria sdo as seguintes:

¢ "existem duas retas equidistantes”;
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¢ "a distancia entre retas paralelas ndo se expande nem se contrai";
¢ "uma linha equidistante a uma linha reta é uma reta";

" H P A A 5 A 4 ",
¢ "em um quadrilatero, se trés dos seus angulos sao retos, também o é o quarto”;

e "se um quadrilatero ABC'D tem angulos retos em A e em D e AB é congruente com
DC, entdo angulo em B € agudo se e somente se o angulo em C' é obtuso";

¢ "0s angulos de um quadrilatero equilatero e equidngulo s&o retos";
¢ "existem dois tridngulos semelhantes, mas nao congruentes";

¢ "dado um triangulo sempre existem triangulos semelhantes a ele, mas n&o congru-
entes";

e "por um ponto que nao esteja em uma reta dada passa uma Unica paralela”;
e "por trés pontos nao colineares passa uma unica circunferéncia”;

e "a soma dos angulos de um triangulo é dois retos";

Todas essas proposicoes, e outras muitas na Geometria absoluta, sdo equi-
valentes ao V Postulado. Isto €, pode-se substituir o V Postulado por uma qualquer
delas e se obtém a mesma Geometria. Nesse caso a proposi¢cao escolhida adquire o
caracter de postulado e o V Postulado perde seu carater axiomatico para se converter
numa proposi¢cao que precisa ser demonstrada, ou seja, vira um teorema. As outras
proposi¢cdes ndo eleitas para serem assumida como postulado também seréo teoremas.

Finalmente, no século XIX, foi provada a independéncia do V Postulado de
Euclides em relagdo aos demais postulados. Trabalhando independentemente e sem
prévio conhecimento dos trabalhos de Sacchieri, 0 alemao Carl F. Gauss, o russo Nicolai
I. Lobachevsky e o hungaro Janos Bolyai criaram novas geometrias consistentes,
alternativas a geometria euclidiana, substituindo o V Postulado. Na geometria de
Lobachevsky, por exemplo, € possivel passar mais de uma paralela a uma reta dada
por um ponto fora dela; também é verdade que a soma dos angulos interiores de um
tridngulo qualquer sempre é menor que dois angulos retos.

Um pouco mais tarde, Riemann desenvolveu um novo sistema geométrico, a
Geometria Eliptica, onde a soma dos angulos internos de um tridngulo é maior que dois
angulos retos. Nesse sistema ndo existem retas paralelas. Na Geometria euclidiana
plana a soma dos angulos internos de um tridngulo é igual a dois angulos retos.

O desenvolvimento destas Geometrias Nao-Euclidianas, sem aparente suporte
no mundo real, conduziu os matematicos a supervalorizacdo da concepgao abstrata,
nao interpretada, dos sistemas formais. A legitimagcao das teorias formais passou a



Capitulo 3. HISTORIA DAS PESQUISAS RELACIONADAS COM O V POSTULADO 59

ocorrer muito menos com centro num esperado isomorfismo entre o mundo matematico
e o0 mundo empirico e muito mais com base na consisténcia das teorias formais
que se produziam independentemente de elas admitirem, de imediato, interpretacdes
empiricas.

Lobachevski compreendia de maneira profunda e fina a relacdo entre a ge-
ometria de Euclides e sua geometria ndao euclidiana: ambas sao logicamente nao
contraditorias e por isso estdo destinadas ao fracasso todas as tentativas de mostrar
desde um ponto de vista légico que s6 a primeira é a uUnica verdadeira; contudo, o
problema de qual destas geometrias corresponde melhor as propriedades do espago
real, é algo que se deve decidir experimentalmente.

Lobachevski chamava "usual” a geometria de Euclides, e "imaginaria” a sua
geometria. Isto, no entanto, néo significava que considerasse sua geometria como um
sistema fechado, puramente Iégico. Do contrario, via nela um instrumento Util para a
Andlise Matematica, e foi neste plano que escreveu o extenso trabalho Aplicacdes da
geometria imaginaria a algumas integrais (1836).

Para encerrar o capitulo incluimos a demonstracao da equivaléncia entre o V
Postulado e uma outra formulacao:

Afirmacao I: O V Postulado de Euclides (escrito de outra maneira): Se BC é uma
transversal a AB e DC com A e D do mesmo lado de BC e ZABC + ZDCB < 180°
entdo BANCD # @.

Afirmagcao II: (A unicidade das paralelas) de Playfair?. Dadas uma reta » e um
ponto P ndo pertencente a r existe no maximo uma reta que contém P e € paralela a r.

Vamos demonstrar que Afirmagédo | — Afirmacéo Il (Figura 15)
(1) Dados uma reta r e um ponto P nao pertencente a r, considere uma reta s que con-
tém, P e é paralela a r (essa reta existe pela Proposicéo | 31 de Os Elementos).
(2) Seja AB uma reta qualquer, distinta de s, com P entre A e B.

(3) Sendo @ o pé da perpendicular a r a partir de P, um dos angulos ZAPQ ou /BPQ
€ necessariamente agudo. Suponha, sem perda de generalidade, que o angulo
ZAPQ seja agudo.

(4) Tomando D € r, com A e D do mesmo lado de PQ, como LAPQ + ZDPQ =
ZAPQ + 90° < 180° segue, do V Postulado de Euclides, que PAN QD # @.

(5) Portanto, AB N r # @. Concluimos que s é a Unica reta paralela a » contendo P.

2 William Playfair (1759 - 1823), era um engenheiro escocés e economista politico, o fundador de
métodos graficos de estatisticas.
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Figura 15 — Afirmacdo | — Afirmacgéo Il
B

Q

Fonte: Autor

Vamos demonstrar agora que Afirmacédo Il — Afirmacéo | (Figura 16)
(1) Seja BC uma transversala AB e DC com A e D do mesmo lado de BC' e supondo
que LABC + ZDCB < 180°.

(2) Escolhendo E, com E e A do mesmo lado de BC, tal que ZEBC e Z/DCB sao
angulos suplementares temos BE || C'D (angulos alternos internos).

(3) Mas BA # BE e, como estamos supondo que a paralela é unica, segue que
BANCD # @.

Figura 16 — Afirmacéo Il — Afirmacgéo |
B E

A

C D

Fonte: Autor
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4 CONSIDERACOES FINAIS

A Matematica é tida por muitos como a ciéncia das verdades absolutas, onde
ndo ha lugar para incertezas, tudo pode ser provado ou refutado. Alguns consideram
o saber matematico como definitivo, estatico e irrefutavel. Esse mito se reproduz em
varias ocasioes, infelizmente, no ensino da Matematica.

A histéria do Problema das Paralelas mostra tudo o contrario. O V Postulado
de Euclides foi questionado desde seu “nascimento”, uns 300 anos a.C., até o século
XIX. Alguns estudiosos dizem que o préprio Euclides duvidava se era mesmo um
axioma ou um teorema. Esse longo tempo foi testemunha de diversos e numerosos
esforgos dos mais eminentes matematicos para elucidar “a verdade”. As criticas ao
método de Euclides nos Elementos contribuiram ao aperfeicoamento do rigor l6gico
nas demonstragdes. Euclides saiu fortalecido de cada uma das batalhas. Sua extra-
ordinaria estatura como matematico, criador do método axiomatico, esta plenamente
reconhecida.

Como vimos, sé no século XIX foi provada a independéncia do V Postulado
de Euclides em relacdo aos demais postulados e apareceram as Geometrias Nao-
Euclidianas pondo um ponto final ao debate. Ndo ha uma Geometria, mas varias.
Como diz Henri Poincaré': "Uma geometria ndo pode ser mais verdadeira do que outra;
podera ser apenas mais cémoda".

A escola formalista de David Hilbert saiu fortalecida extraordinariamente da
conclusao da longa “novela” do Problema das Paralelas. Se pensou no inicio do
século XX que o futuro das pesquisas matematicas estava determinado pelo chamado
programa de Hilbert, que propunha encontrar um conjunto completo e consistente de
axiomas para toda a Matematica. Em 1931 Kurt Gddel provou seus famosos teoremas
da incompletude que demonstraram que as ideias de Hilbert ndo podiam ser executadas,
ao menos, com a universalidade pretendida.

1 Jules Henri Poincaré (1854 - 1912), matematico, fisico, astrénomo e fildsofo francés. Deixou mais de

500 escritos sobre temas cientificos, entre as suas pesquisas matematicas destaca-se a descoberta
das fungbes fuchsianas e kleinianas e o estudo dos grupos descontinuos. E considerado o precursor
da moderna topologia combinatéria.



62

REFERENCIAS

AYALA, J. d. J. Saccheri y el V postulado: Preludio de un nuevo pensamiento matema-
tico. [S.l.: s.n.], 2009.

BARBOSA, J. L. M. Geometria euclidiana plana. Rio de Janeiro: SBM, 1995.
BARKER, S. F. Filosofia da matematica. 22. ed. Ohio: [s.n.], 1964.

BERTALANFFY, V. General system theory. Fundations, aplications. Londres: [s.n.],
1971.

BICUDO, |. Tradugdo e comentarios de “Os Elementos” de Euclides. Sdo Paulo: Unesp,
2009.

BOURBAKI, N. Eléments d’histoire des mathématiques. Paris: Masson, 1984.

BULMER-THOMAS, I. Euclid: life and works. New York: Dictionary of scientific biography,
1956.

CASTRUCCI, B. Estudo axiomatico do plano euclidiano. Rio de Janeiro: Livros Técnicos
e Cientificos, 1978.

EFIMOV, N. V. Geometria superior. Unido Soviética: LAntiga URSS:MIR, 1998. (Em
espanhol).

EVES, H. Introdugéo a histéria da matematica. Sao Paulo: Editora da UNICAMP, 2004.

FEDOSEEV P. N.; SOLVEIRA, M. R. e. R. G. Metodologia do conhecimento cientifico.
[S.L.]: Editorial de Ciencias Sociales, Instituto Cubano del Libro., 1998. (Em espanhol).

FILHO, D. C. D. M. Convite a matematica. 12. ed. Rio de Janeiro: SBM, 2012.

GERONIMO, J. R. Geometria plana e espacial: um estudo axiomatico. 22. ed. Maringa:
Eduem, 2010. 320 p.

MARQUES, H. As tentativas de demonstracdodo Quinto Postulado dos Elementos de
Euclides. Portugal: Faculdade de Ciéncias da Universidade de Lisboa., 2004.

PARICIO, L. J. H. Sobre los principios fundamentales de la Geometria. Espanha:
Universidad de la Rioja, 2001.

VAZ, B. R. L. O Papel dos diagramas na geometria euclideana. Rio de Janeiro: [s.n.],
2010.



	Folha de rosto
	Dedicatória
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Lista de ilustrações
	Sumário
	 INTRODUÇÃO
	O MÉTODO AXIOMÁTICO E OS SISTEMAS FORMAIS
	EVOLUÇÃO DO CONCEITO DE AXIOMA NA MATEMÁTICA
	SISTEMAS AXIOMÁTICOS FORMAIS DEDUTIVOS

	OS ELEMENTOS DE EUCLIDES. ANTECEDENTES, MÉTODO E CRÍTICAS
	ANTECEDENTES
	O MÉTODO DE EUCLIDES EM OS ELEMENTOS
	O CONTEÚDO DOS ELEMENTOS
	CRÍTICAS AO MÉTODO DE EUCLIDES EM OS ELEMENTOS

	HISTÓRIA DAS PESQUISAS RELACIONADAS COM O V POSTULADO
	TENTATIVAS DE DEMONSTRAÇÃO DO V POSTULADO COMO UM TEOREMA
	O CURSO DAS PESQUISAS SOBRE O V POSTULADO APÓS AS TENTATIVAS FALHAS DE DEMONSTRAÇÃO

	Considerações Finais
	REFERÊNCIAS

