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Resumo

O ensino de Matematica anseia por mudancas de metodologias e estas estédo
previstas nos Parametros Curriculares Nacionais, em particular, a Metodologia de
Resolucao de Problemas introduzida por George Polya no inicio do século passado.
Hoje esta metodologia € estudada por diversos pesquisadores e € indicada no
Curriculo do Estado de Sdo Paulo. Os objetivos deste trabalho se resumem em
fundamentar teoricamente as propriedades da fungdo quadratica para obtencdo do
seu grafico; apresentar aspectos da metodologia de Resolucdo de Problemas e os
resultados de sua aplicacdo na terceira série do Ensino Médio para o ensino da

funcdo quadrética .

Palavras-Chave: Funcdo Quadratica, Metodologia de Resolucdo de Problemas,

Ensino Médio.



Abstract

Teaching of Mathematics craves change methodologies and these are set out
in National Curriculum Parameters, in particular, the Troubleshooting methodology
introduced by George Polya early last century. Today this methodology is studied by
many researchers and is indicated in the curriculum of the State of Sdo Paulo. The
objectives of this work are summarized in theory support the properties of quadratic
function to obtain your chart; present aspects of the methodology Troubleshooting
and results of its application in the third year of high school for teaching quadratic

function.

Keywords: Quadratic Function, Troubleshooting Methodology, High School.
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1. INTRODUCAO

A Resolucdo de Problemas em Matematica desempenha um papel
fundamental na formag&o dos alunos, pois incentiva a lidar com desafios e
melhorar sua criatividade em todas as ciéncias, ndo sO na Matematica. Desta
forma, ajuda nas situacdes da vida cotidiana e no mundo do trabalho.

A metodologia de Resolucédo de Problemas ndo se restringe apenas as
estratégias de como resolver problemas, mas de como ensinar matematica
através de problemas. E uma das metodologias de ensino proposta nos
Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1998) visando uma melhor
aprendizagem dos alunos na disciplina de Matematica. Entretanto, as
dificuldades dos discentes na resolucdo de problemas matematicos e na
compreensao dos conteudos, nesta disciplina, sdo preocupantes no ensino
fundamental e revela um baixo rendimento também em niveis mais avancados,
isto €, Ensino Médio e Ensino Superior.

A dificuldade inicia na compreensdo dos problemas. Os alunos querem
efetuar contas, sem primeiro compreender o problema e estabelecer um plano
para a obtencéo da solucéo do problema, como proposto por Polya (2006).

O conteudo de func¢des quadraticas é desenvolvido na primeira série do
Ensino Médio, mas as suas propriedades nem sempre sdo devidamente
explicadas nos livros didaticos. Isso pode levar a falta de compreenséo por
parte dos alunos. Isso motivou desenvolvé-las neste trabalho. E também
apresentada uma proposta de aplicacdo da Metodologia de Resolucdo de
Problemas para o ensino deste conteudo. Na aplicacdo da proposta em sala de
aula, conforme proposto por Polya (2006), é utilizado o didlogo professor-aluno
de forma a induzir os préprios alunos a obterem essas propriedades.

O trabalho tem a seguinte estrutura: os capitulos 2 e 3 séo direcionados
mais diretamente aos professores com o objetivo de esclarecer como identificar
o polinébmio do segundo grau com a funcéo quadratica. Nos capitulos 4 e 5, séo
desenvolvidas as propriedades das fun¢des quadraticas, as quais devem ser
utilizadas pelo professor quando for formalizar os resultados a serem obtidos
pelos alunos, conforme resultados de aplicacdo da metodologia de Resolucéo



de Problemas no capitulo 8. O capitulo 7 contempla os pressupostos tedrico-

metodoldgicos da Metodologia da Resolucédo de Problemas.



2.  GRUPOSE ANEIS

As definicbes e resultados deste capitulo tém por objetivo esclarecer como

séo identificados os polindmios e as fungdes polinomiais.

2.1. GRUPO

Segue, agora, uma sequéncia de definicdes e resultados, para que se

consiga diferenciar, ao final, polindmios de fun¢des polinomiais.

Definicdo 2.1: Sendo E um conjunto n&o vazio, toda aplicagdo f:E X E —» E
recebe o nome operacgdo sobre E (ou em E) ou lei de composicéo interna sobre E

(ouemE).

Exemplo 2.2 (Notacdo Aditiva): O simbolo da operacdo adicdo é +, o

composto x + y € chamado soma e os termos sdo as parcelas.

Exemplo 2.3 (Notacdo Multiplicativa): O simbolo da operag¢do multiplicacao é
., 0 composto x.y é chamado produto e os termos séo os fatores.

Definicdo 2.4: Um grupo € um conjunto ndo vazio E, onde se define
uma operacao * sobre E, se essa operagao satisfaz as seguintes condicdes:

. Associatividade: (a * b) * c = a * (b * ¢), paratodos a, b, c € E,

. Existéncia de elemento neutro: existe um elemento e € E, tal que

axe= e*xa=a,paratodoa € E;

. Existéncia de simétricos: existe, para todo a € E, um elemento

a' € E, tal que
axa' = a' *a=e.
Notacao: (E, +).

Observagao 2.5: Se o grupo satisfaz a condicdo de comutatividade, isto



axb = bx*a,paratodosa,b € G,

entdo o grupo recebe o nome de comutativo ou abeliano.

Exemplo 2.6: Um exemplo conhecido de grupo abeliano é o grupo dos

nameros reais (R, +), pois:

. sea,b,c ER,entdo,a+ (b+c¢)=(a+b)+c;
. sea,b€eR,entdo,a+b=>b+a;
. se a € R, entdo, a + 0 = a, ou seja, 0 numero zero é o elemento

neutro do grupo abeliano (R, +);

. se a € R, entdo a + (—a) = 0, ou seja 0 numero -a é o0 simétrico

de a do grupo abeliano (R, +).

Exemplo 2.7: Outro exemplo conhecido € o grupo das matrizes 2 x 2
(M,x,(R),+). Considere:

_ (Y11 Qa2 _ (P11 b1z> (€11 C12
A= (a21 azz)'B_ <b21 by, eC_(Cz1 sz)'

Assim,

_ (%11 Q12 byy by €11 C12\] _
A+ (B+0) = (‘121 azz) + [<b21 bzz) + (Cz1 sz)] N

_ (a11 a12) + <b11 tci1 bt C12) _ (‘111 tbigtcir izt bt C12> _
az, a; b21 + Caq bzz + Coo arq + b21 + Coq az, + bzz + Cyo

<a11 + b1+ c11 A+ bt C12>

(a11 + b1 a t b12) n (C11 C12) _
A1+ ba1 + Cp1 Qg + by + Cyp

az1 + by1 Az + by C21 C22
_ [(an a12) + <b11 b12)] + (011 C1z) —(A+B)+C
z1 Ay by, by, C21 C22 '

Logo, A+ (B+C)=(A+B)+C;



Calculemos 4 + B.

A n B _ (all alZ) + (bll b12> — <a11 + bll a12 + b12>

Ay A

b21 b22

_ (b11 +a;; bixtag
by +az; by +ay;

Logo, A+ B = B + A;

0 0

Considere, agora a matriz nula: 0 = (0 0

A+0=(a11 a12)+(0 0)_<a11+0 a;;+0

az1 dzz 0o 0/~ a1 +0 a,, +0

Az1 + by Az + by

>=B+A.

). Temos:

) _ (‘111
az1

Também vale que 0 + A = A e a demonstracado é analoga.

Logo, A+ 0 = A, ou seja, a matriz nula € o elemento neutro do grupo

abeliano (M, +).

Provemos agora que existe B,talque A+ B =B+ A = 0.

b b
Seja B = ( 1 12). Logo,
J by b)Y

_ (%11 Q12 b11 b12> _(0 0 (a11 + b1
At+B= (a21 aZZ) * (b21 by,) (0 0) = az1 + by
Por igualdade de matrizes:
a;1 + b1 =0= by = —ap
a2 + b1y =0 = by = —ay,
Az1 + by =0= by = —ay;

Az + by = 0= by = —ay,;

Ay + by
azz + by

)

ai»
az;

Il
/N

)=4.

0 0
0 0

)
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Logo, a simétrica de A é a matriz, que é representada por A":
(—a11 _alz)
—dz1 —dp2

Definicdo 2.8: Sejam a, b € A. Chama-se diferenca entre a e b e indica-

se pora — b o elemento a + (—b) € A. Portanto, a — b = a + (—b).

Proposicao 2.9: Seja (E,*) um grupo. Valem as seguintes propriedades:

. a unicidade do elemento neutro de (E,*).

. a unicidade do simétrico de cada elemento de E.

. se e é elemento neutro, entdo o seu simétrico € ele mesmo.

. O simétrico do simétrico de um elemento a do grupo E é a. Em

simbolos,(a’)’ = a, qualquer que sejaa € E.
. (axb) =b'+a', paratodos a,b € E .

. Todo elemento de E é regular para a operacao x, isto é,

a*x=axy =2x=y

Demonstracdo: Suponhamos que e e f sao dois elementos neutros

pertencentes ao grupo (E,*). Assim,

e=exf=f.

Logo, o elemento neutro é Unico.
Considere, agora, a’ e a’’ dois elementos simétrico de a em E. Logo,
axa'=e=axa"=a x[axa']=a"*x[axa"]=>[a"*a]*a =[a"*a]*a"
s>exa' =exa'"=>a =a"
Logo, o elemento simétrico é unico.

Sejam e o0 elemento neutro do grupo (E,*) e e’ seu simétrico. Temos:

12



Logo, o simétrico de e é o préprio elemento.

Sejaa € E.

a'*(@) =e=axa'>ax[a'x@)]=ax[axd]|=>[axad]*(@) =axe>
sex(a) =axe=>(a) =a.

Sejam a,b € E. Como G € grupo, a * b € E. Assim,

(axb)*«(b'*xa’)=ax(b*b)*xa'=axexa' =axa =e.

(b'«a'Y«(axb)=b"+x(a'*a)xb=b"xexb=Db"+xb=e.

Logo, b’ x a’ é simétrico de (a * b).

Generalizando: Sejam aq,a,,..,a, € E. Entdo, a,* a, * ..*xa, €E.

Assim,

(@1 % Q% Quog* @) * (An* Apg * .Gy *a;) =
=q %Ay * .k Ap_g *x (A *Ap) * Ap_q * .ox Ay * A =
= A KAy k. kA *€*x A g * . % Ay * A =
= A *xAy %k (Apog *A'poq) * 0y * A =

= Ay %Ay * ¥ Ay p ¥ € % Ap_g * .. % Ay * A7

=aq;*xa;=e
Analogamente, (ay, * ay_q * ...ay *a;') * (g * Ay * ... % Ap_q * Ay) = e.
Assim, a,' * a,_;'*..a,’ * a,' € o simétrico de a, * a, * ...x a,_1 * a,.

Sejama,x,y € E e e seu elemento neutro.

13
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axx=axy @>a *(a*x)=a" *(axy)=> (@ *a)xx=(a"*a)*y.

exx=exy=>x=y.

Logo, todo elemento de E € regular para a operagédo dada.

Essa propriedade é chamada Lei do Cancelamento da Operacao .

2.2. Anel

Definicdo 2.10: Um conjunto ndo vazio A, com duas operacdes sobre A4,

€ chamado anel quando satisfaz as propriedades:

. Em relagdo a primeira operacéao, chamada de adigéo, (4,+) € um
grupo abeliano;
. A segunda operagdo, chamada multiplicacéo, € associativa, isto €,

sea,b,c €A

a.(b.c) = (a.b).c.

. A multiplicacdo € distributiva em relacdo a adicdo, isto €, se

a,b,c €A:

a.(b+ ¢)=a.b+a.c.

(b+ c).a=a.b+a.c.
Esse anel é denotado por (4, +, .).
Proposicdo 2.11: Seja (4,+, .) um anel. Sdo vélidas as seguintes

propriedades:

. O elemento neutro 0, da adi¢cdo é unico, pois (4, +) é grupo;



. O simétrico de um elemento a, em relagcédo a adi¢cdo, chamado de

oposto de a e representado por - a, € Unico;

. Seaq,ay,...,a, € A, entéo,

~(@F @yt ot B) = () + () et (—a) + (—ay) =

= (—ay) + (=az) + -+ (—ap_1) + (—ay,)

A comutatividade é possivel porque (4, +) é grupo abeliano;

. Se a € A, entdo, —(—a) = a, isto &, o simétrico do simétrico de um

elemento de um grupo € o proprio elemento;

. Todo elemento de A é regular para a adi¢céo;

. A equacdo a + x = b tem uma Unica solucdo, que seja x = b +

Sea€eA, entdoa.0=0.a=0.
Sea,b € A, entdo a.(—b) = (—a).b = —(a.b).

As cinco primeiras propriedades resultam do fato de (4, +) ser um grupo
abeliano, conforme demonstrado na proposicdo 2.9. Demonstremos as
seguintes.

Demonstragcdo: Sejam a, b, x € A.

a+x=b>-a+(a+x)= —a+b=>(-a+a)+x = —a+b
=0+x= —a+b=>x=>b+ (—a).

Sejam a € A e 0 o elemento neutro de (4,+). Como (4, +, .) € anel, vale

a propriedade distributiva. Assim,

0.a=(0+4+0).a=0.a+0a=0+0.a=a.0+a.0.

15



Pela Lei do Cancelamento da Adicao,

Sejama,b € A.

a.b+a.(—b) =a.[b+ (=b)] =a.0=0.

Também,

(—a).b+a.b=(—a+a).b=0.b=0.

Logo, a.(—b) = —(a.b).

Analogamente,

a.b+ (—a).b =b.[a+ (—a)]=b.0=0

(—a).b+a.b=(—a+a).b=0.b=0.

Logo, a.(—b) = —(a.b).

Exemplo 2.12: Um exemplo conhecido de anel é o anel dos niumeros
reais (R, +, .), pois:

. (R, +) € um grupo abeliano, pelo Exemplo 2.6;

. se a,b,c € R, entdo, a(bc) = (ab)c;

. sea,b,c €R,entdo, a.(b+c) = ab + ac.

16



Exemplo 2.13: O conjunto de matrizes quadradas, (M,,xm(R),+, .), €

um anel

Analogamente ao que foi mostrado no exemplo 2.7, pode ser mostrado

que valem as propriedades para o conjunto das matrizes de ordem n.

. (Mpxm (R), +) € um grupo abeliano, pelo Exemplo 2.4;
. se Apmsm Bmxm Cmxm € M, entdo, A(BC) = (AB)C;
. se A Bmxms Cmxm € M, entdo, A(B + C) = AB + AC.

2.2.1. Tipos de anéis

Definicdo 2.14: Seja A um anel. Se a multiplicacdo de A goza da

propriedade comutativa, isto €, se, dados a,b € A,

ab = ba,

tal anel € chamado de comutativo.

Exemplo 2.15: O anel dos numeros reais € um exemplo de anel

comutativo, pois, se a,b € R,

a.b =b.a.

Definicdo 2.16: Sejam A um anel e a € A. Se A conta com elemento
neutro para a multiplicagéo, isto €, se existe um elemento 1, € A, com 1, # 0y,

tal que

a.ly,=14.a =a.

entdo, 1, é a unidade de A e A é dito anel com unidade.

17



Definicdo 2.17: Seja A um anel comutativo com unidade. Se para esse

anel vale a lei do anulamento do produto, ou seja, se uma igualdade do tipo

em que a, b € A, so for possivel para

a= 040ub= 04

entdo se diz que A é um anel de integridade.

Exemplo 2.18: O anel dos numeros reais € um anel que tem como

unidade o numero 1, pois, para cada a € R:

Defini¢cdo 2.19: Seja A um anel com unidade. Se a € A e n € um numero

natural, define-se a™ por recorréncia da seguinte maneira:

a® = 1, e a™?! = a"a (sempre que n > 0).

Postulado 2.20 (Primeiro Principio de Inducdo Finita): Seja a € N e
suponhamos que a cada numero natural n > a esteja associada uma afirmacao
P(n). Admitamos, ainda, que seja possivel provar o seguinte:

a) P(a) é verdadeira;

b) Para todo r >a, se P(r) é verdadeira, entdo P(r+ 1) também &
verdadeira.
Entdo, P(n) é verdadeira, para todon > a.
Observacdo 2.21: Uma demonstracdo, na qual o Postulado 2.20 é

empregado, € chamada demonstracéo por inducéo.

18



Proposicdo 2.22: Seja A um anel com unidade. Se a € A e m,n séo

nameros naturais, entao:
o« gMqg" = am+n;
. (am)n = g™mn,
Demonstracdo: Sera feita por inducéo sobre n.

Sen =0, entdo

ama®=am. 1= am = g™t

Logo, a propriedade vale paran = 0.
Seja r > 0 um nUmero natural e suponha que a™a” = a™*". Entao,

usando a Definicdo 2.19 e a associatividade do anel, temos:

am™a™t = a™(@a" . a) = (a™a").a.
(o]
definicio associatividade do anel

{

Usando o principio de inducéo:

(amar). a = (am+r). a = qmtr+1

Portanto, a propriedade vale para todo numero natural n >0, pelo
primeiro principio da indugéo finita.

A demonstragcdo do segundo item da proposicado também sera feita por
inducao sobre n.

Sen = 0, entdo

(@’ =1,=a=am"°.

Logo, a propriedade vale paran = 0.

Seja r > 0 um numero natural e suponha que (a™)” = a™ . Entao,

mr m

= (am)r a™ = a .a =
bl " Nad ) )
definicao H.I propr. anterior

(am)r +1 g™ tm — am(r+1)_

~

19
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Assim, a propriedade vale para todo numero natural n = 0, pelo primeiro

principio da inducao finita.
O

2.2.2. Subanéis

Definicdo 2.23: Sejam (4,+, .) um anel e L um subconjunto ndo vazio
de A. Diz-se que L é subanel de 4 se:
L é fechado para as operacbes de adicdo e multiplicacdo que
dotam o conjunto A da estrutura de anel,

e (L,+, .)também & um anel.
Exemplo 2.24. O conjunto Q@ dos numeros racionais € subanel do
conjunto R dos numeros reais, pois a adicdo e a multiplicacdo dos numeros

reais aplicadas aos numeros racionais:

p . r_p.s+r.q

_+_
q s q.s
e
p r_p.r
q's q.s

pertencem ao conjunto dos numeros racionais. Mostremos que (Q, +,.) satisfaz

a definicdo 2.10. Considere s,g e % elementos de Q. Tem-se:

1.

_(p.s).v+(r.q.v+(E.q) .5
B q.s.v N

r t .S+T. t
(B+_)+_= p.s+r.q t
q S v q.s v



Logo, vale a associatividade com relacdo a adicao.

, . . 0 , -
2. O numero 0 € Q, pois pode ser escrito como -. Este nimero é o

elemento neutro da adicdo neste conjunto, pois:

0 p.s+0.q p.s

+

QT

P
“
S q.Ss q- Sequivaléncia q
de fragdes

Logo, 0 é elemento neutro de Q com relagéo a adigéo.

€ 0 elemento oposto de %, pois:

3. Tem-se, ainda, que %

p,.Ep_ptEP _
a q q

0.

Logo, —g € 0 oposto de Z com relacdo a adicdo no conjunto dos

ndmeros racionais.

4. Considere os elementos Z e g:

q S q.s 5. q s

Logo, vale a comutatividade para a operacao da adicéo.

Com as propriedades de 1 a 4, (Q, +) é grupo abeliano.

5. A multiplicacéo é associativa, pois:

(3.1),§_M t_ (P-T)-t_p.(r.t)_g. (r t)

q s _(q.s)'v_(q.s).v_q.(s.v)_ s v/

6. A multiplicacéo é distributiva em relacdo a adicéo:
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S v

+

p (r t)_p rv+ts p.(rv+ts) pruv+pts p.r p.t
q q sv  q(sv) q.s.v qg.s q.v

(r_l_t) p_rw+ts p (rv+ts)p rvp+tsp r.p+ t.p
s v/’ B B

q sv q  (s.v).q s.v.q s.q v.q

Assim, (Q,+,.) é anel, isto é, Q é um subanel de R

Definicdo 2.25: Sejam A um anel e L um subanel de A, ambos com

unidade. Se 1, = 1,, diz-se que L é um subanel unitario de A.

Definicdo 2.26: Da-se o nome de homomorfismo de um anel (4,+, .)

num anel (B,+, .) a toda aplicagédo f: A — B que satisfaz

fx+y)=f)+ Q)

fx.y)=f). fy), Vx,y €A,

Definicdo 2.27: Seja f:A — B um homomorfismo de anéis. Se f for
também uma bijecao, entédo serd chamado de isomorfismo do anel A no anel B.

Neste caso, diz-se que f é um isomorfismo de anéis.



3. POLINOMIOS E FUNCOES POLINOMIAIS

3.1. SEQUENCIAS E POLINOMIOS

Definicdo 3.1: Uma sequéncia de numeros, em um anel A, € uma
funcdo x: N - A, N=1{0,1,2,..}, que associa a cada numero natural n um

namero x, € A, chamado o n-ésimo termo da sequéncia.

Observacao 3.2: Uma sequéncia pode ser representada das seguintes

formas: (xg, X1, -.., Xp, ... ) OU (X)n ey OU SiIMmplesmente (x;).

Definicdo 3.3: Sejam f = (x,) e g = (y,) sequéncias de elementos de
um anel A. Como se trata de funcdes, entdo f = g se, e somente se, x; = y;,

paratodoi € N.

Observacdo 3.4: Nao se deve confundir a sequéncia (0,1,0,1,...,0,
1,..) com a sequéncia (0,0,1,1,..,0,0,1,1,...). Apesar de terem como

conjunto de seus termos {0, 1}, elas séo diferentes.

Definicdo 3.5: Dadas duas sequéncias f=(x,) e g=(y,) de
elementos de um anel A, chama-se soma de f com g a sequéncia h = (z,), tal

que z, = x, + y, paratodon € N.

Definicdo 3.6: Chama-se produto de duas sequéncias f = (x,) e

g = (y,) a sequéncia h = (z,), definida por:

Zy = XoYo
Z1 = X1Yo + XoY1
Zy; = XY0 T X1Y1 T XoY2

Z3 = X3Y0 T X2Y1 + X1Y2 + XoY3

Zi = XkYo T Xg—1Y1 T Xg—2Y2 + -+ XoYx
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3.2. POLINOMIOS

Definicdo 3.7: Dado um anel 4, uma sequéncia (x,) sobre A recebe o
nome de polindmio ou sequéncia quase toda nula sobre A se existe um indice
i €N, tal que x, =0, para n>i. Sera indicado por A[X] o conjunto dos

polindbmios sobre o anel A.

Exemplos 3.8:

A sequéncia (0,0,0,...) € um polindmio nulo, uma vez que ela é igual a
zero, para todo n > n,, onde n, € N. Pode ser considerado n, = 1;

A sequéncia x,, onde x, = 1 e x,, = 0, paran > 1, € um polinbmio, pois
se anula, paran > 1;

A sequéncia x,, = 1, para todo n, ndo € um polinémio.

Proposicdo 3.9: A soma de dois polindmios sobre A também & um
polinémio sobre A4, isto é, A[X] é fechado em relag&o a operacao de adigéo.
Demonstragcédo: Sejam f = (x,) € g = (y,) dois polinbmios sobre A.

Por definicdo, existe n; e n,, tais que x; = 0, paratodo i >n, e, y; = 0,

para todo i > n,. Sejan = max {n,,n,}. Temos:

Xpn+y, =0+0,

parai > n. Assim, f + g = (x; + y;) € um polindmio sobre A.

Lema 3.10: O produto de dois polinbmios € polindbmio.

Demonstragcédo: Sejam f = (x,,) e g = (y,) duas sequéncias quase toda
nulas. Por hipétese, tem-se que existem n, e n,, tais que x, = 0, paran > nq, €
que y, = 0, paran > n,.

Com o produto z, de duas sequéncias definido acima, temos que:

Zy = Xo)Yo

Z1 = X1Yo + XoY1



Zy; = XY0 T X1Y1 T X0Y2

Z3 = X3Y0 T X2Y1 + X1Y2 + XoY3

Zni4ng, — XnyYn,

pois z,_ .,,€ a soma dos produtos x;y;, onde i + j = n; + n,.
E z, = 0, para todo k > n; + n,.

Logo, a sequéncia z; € quase toda nula.
O

Exemplo 3.11: Considere f = (3,5,—6) e g = (-7,8,—9,5). O produto
deles sera:

f.g=3B3%x-75x-74+3%x8-6X—-7+5Xx8+3Xx—-9,-6xXx8+5%x—-9+3x%x5,—-6
X -9+ 5x5,—6x5)=(—21,-11,55,—78,79,—30)

Proposicéo 3.12: Se A € um anel, entdo A[X] também & um anel.

Demonstracdo: Mostremos que valem as propriedades da definicao
2.10.

Sejam f, g e h polinbmios sobre o anel A.

e fH+@+h=(+g9)+hVf,gheAX]
Fazendo f = (x,,), g = (3, h = (z,).

frt@+h)=x,+Ont+z)=Gn+y)+z,= (f+9g)+
h,vn €N.

s f+g=g+f.
Fazendo f = (x,), g = (v,).

f+9=x+tV=Yn+x,=9g+f,Vn €N.

e Je €eAX]|f+e=fV[f €A[X].

Fazendo f = (x,) e e = (e,):



f+e=fex,+e,=x,Vn € N,
e, portanto, e, = 0,Vvn € N e,
e=1(00,..,0,..)=0

€ 0 elemento neutro para a adicdo de polindbmios, chamado
polindbmio nulo.

VfeAX],If eAX]|f+f = e.
Fazendo f = (xp) e f = (X',):

f+fl=eox,+x,=0Vn € N
entédo, x', = —x,, Vn € N, portanto:
f'= (—xo, —X1, s —Xj, ) = —f

€ 0 simétrico aditivo de f, isto €, é o polinbmio que somado

com f da o polinébmio nulo.

f-(g.R)=(f.9).-hVf g h €AX]

Fazendo

f=0n) 9= m), h=(z), gh= W), f(gh) =(v;), fg=
(a;)) e (fg)h = (bp):

s S (S ) S

n+l=j n+l=j m+k=l1 n+m+k=j
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= Z (XnYm)zi = Z ( Z xn}’m>zk = z a;z = b;

n+m+k=j i+k=j “\n+m=i i+k=j

0 que prova a associatividade da multiplicagéo em A[X].

e f.(@g+h)=f.g+f.he(g+h).f=g.f+h.f.

Fazendo
f=00n, g=0m) h=@n), f.- @+ =(w) . 9= (v))
e f.h= (V)
(Wi) = Z xn()’m +Zm) = Z XnYm + Z XnZm
m+n=j m+n=j m+n =j
= Uj + U,j

3.2.1. GRAU DE UM POLINOMIO

Definicdo 3.13: Seja f = (a;) um polinémio ndo nulo. Chama-se grau de
f, e representa-se por df, o numero natural n tal que a,, # 0 e a; = 0 para todo

i > n. O termo a,, nessas condi¢cles, € chamado coeficiente dominante de f.

Observacéo 3.14: Se o coeficiente dominante de f é 1, diz-se que f é

um polinémio unitario.
Exemplo 3.15: f =(4,7,0,2,5,0,0,0,..) em Z[X] tem grau 4.

Exemplo 3.16: g = (—1,%, 0,5,—1, 2,%, 0,0,0, ) em Q[X] tem grau 6.



3.2.2. NOTACAO USUAL

Definicdo 3.17: Seja X = (0,1,0,0,...,0, ...) um polindbmio. Tal polindbmio

é chamado indeterminada sobre o anel A.

Pela definicdo de produto de polinbmios:

e X? s6 possui 0 termo x,, pois somente x; € X é tal que x; # X
e tal valor é:
X2=X.X=2xp.%+%X.% +%x.%=0.0+1.1+0.0=
1
ou seja, X? =(0,0,1,0,0,0,...0, ...).

° X3=X2.X=xo.x3+xl.x2+x2.x1+x3.x0=0.0+

0.0+1.1+0.0=1;o0useja, X*>=(0,0,0,1,0,0,...0,...).

Definicdo 3.18: A notacédo f = ag + a;X + a,X*+ -+ + a,X™ é chamada
notacdo polinomial ou usual para indicar um polinbmio f de grau n sobre um

anel com unidade.

3.2.3. RAIZES DE POLINOMIOS

Definicdo 3.19: Seja B um anel comutativo com unidade e A um
subanel unitario de B. Dados f = ay+ a1 X+ +a, X" € A[X] e u€EB,

chama-se valor de f em u 0 seguinte elemento de B:

fw) = ap+ aqu+ -+ ayu™.

Quando se verifica que f(u) = 0, dizemos que u é raiz de f.
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Proposicdo 3.20 (Segundo Principio de Inducéo): Seja P(n) uma funcdo
proposicional cujo universo € o conjunto dos inteiros maiores que ou iguais a
um inteiro dado a. Suponhamos que se consiga provar o seguinte:

a) P(a) é verdadeira.

b) Se r>a e P(k) € verdadeira para todo k tal que a < k <r, entdo

P(r) também é verdadeira.

Entdo, P(n) é verdadeira para todo n = a.

Proposicédo 3.21: Dados os polinbmios f,g € A[X], onde A é anel de
integridade, com g # 0 e o coeficiente dominante de g diferente de zero, entéo
existem polinbmios q,r tais que f = gg +r,emque ou r = 0 ou dr < dg. Além
disso, € unico o par (g, r) que cumpre as condi¢cdes da proposicao.

Demonstragdo: Suponhamos f = ay+ a; X+ +a, X" e g= by +
byX+--+b,X", comm=0eb, #0.

a) Se f=0, neste caso, q=r=0 cumprem as condicbes do

enunciado, pois0 =g .0+ 0.

b) Se f+0 e df <dg, basta tomar q =0 e r=f, uma vez que

f=g.0+f.

c) Se f+0 e d0f =dg, provemos que sdo validas as condigbes da

Proposicao 3.20 sobre o grau da f:

Provemos para df = 0. Quando isso acontece, dg =0, devido a
hipotese. Neste caso, f e g sao polindmios constantes nao nulos: f = a, €
g = by e by # 0. A divisdo recai em A, que é possivel e exata: 0 quociente &
q= by 'ageoresto ér=0.Defato, ay = by(bhy ‘a,) + 0.

Suponhamos que df =n > 0 e que a proposicao seja véalida para todo
polinbmio de grau menor que n.

Consideremos o polinémio f; definido da seguinte maneira:

f1G) = fO) = anby ¥ g (x).

Se f, =00udf, <dg,entdo q = a,b, x" e r=Ff.
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Caso contrario, tem-se df > dg e df; < n, pois o coeficiente dominante
de f é igual ao do polindmio expresso por a,b,, *x™ ™g(x). Portanto, devido a

hipotese de inducéo, existem polindbmios g, e ry, tais que

fi(x) = g(x)q,(x) + ry(x),comr, = 0o0udr, <ag.

Das duas igualdades destacadas, segue que

fGO) = anby " Mg(x) = g(x)q:(x) +11(x)

e, portanto,

fO) = [anbp 2" ™ + q;()]g(x) + 11(x)

onder, = 0oudr, <ag.
Isso demonstra a existéncia. Mostremos, agora, a unicidade.
Suponhamos que se pudesse ter f = gq +r = gq; + r;, com dr < dg, se
r+0,edr <dg, ser #0. Entdo, g(q — q;) =r, —r. Como A[X] &€ um anel
de integridade, entdo r;, —r = 0 se, e somente se, g — q; = 0, pois g # 0.

Logo,rn =req; =q.

O

Proposicdo 3.22: Sejam A um anel comutativo com unidade, u um

elemento de A e f= ay+ a; X + -+ a, X" € A[X] um polinbmio de grau n.
Nessa condicoes:

a) (Teorema do Resto) O resto da divisdo euclidiana de f por X —u é
fw);

b) (Algoritmo de Briot-Ruffini) Se q = byg+ by X+ -+ b, X" %+
b,_1X™" 1 e r = b, sdo respectivamente quociente e resto na divisido
considerada, entéo b, ;=a, € ajq,=u.b;+b;_,, CcOm i=
1,2,..,n.

Demonstragéo:

a) Suponha que:
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f=X&—-wq+r, onder=0ouadr<of.

Achando o valor de f em u:

f@=@-wq +rw) =r)

Dai, f(u) =r.

b) Calculemos (X —u)q +r:

(X - u)(bo + b1X + -+ bn_zxn_z + bn_lxn_l) + bO =

= (bO - ubo) + (bO - ubl)X + -+ (bn_z - ubn_l)Xn_l + bn_lxn

Levando em consideragdo que f = (X —u)q + r, comparando f com a

expressao acima, conclui-se que:

b, 1=a,ea_,=u.b;+bi_q,comi=12,..,n
O

Corolario 3.23: Se f € A[X], ent&o. f é divisivel por X — u se, e somente
se, f(u) =0.
Demonstracdo: (=) Seja f dada como na definicdo 3.19. Por hipoétese,

f é divisivel por X — u, isto é,

f=&-uq

Calculando o valor de f em u:

f) = @—-u)q=0.
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Logo,

f(uw) =0.

(<) Seja f escrita como

f=X—-wq+r

Por hipétese, f(u) = 0. Assim,

fw=@w—-wqu)+r(w) = 0=>r=0.

Logo, f é divisivel por X — u.

O

Proposicdo 3.24: Seja A um anel de integridade e f € A[X] um
polindmio ndo nulo. Entdo o niumero de raizes de f em A ndo ultrapassa df .

Demonstracdo: Se o grau de f € zero, é imediato o resultado, pois f
nao tera raiz em A.

Suponhamos que df =n > 0 e que a proposicao seja valida para todo
polindbmio de grau n — 1. Se f nao possui nenhuma raiz em A, a proposi¢céo
esta provada. Caso contrario, se u € uma raiz de f em A, entdo existe q € A[X]
de modo que f = (X — u)q. Dai, qualquer outra raiz de f (caso exista) € raiz de

q. De fato:

vu e fw=0=w-u)qv)=0.

Como A é anel de integridade e v # u, segue que q(v) = 0.

Como o numero de raizes de g nao ultrapassa dq =n—1, entdo o

namero de raizes de f em A e, no maximo, n.
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Corolario 3.25: Se f e g sao polindbmios de grau n sobre um anel de
integridade A e se existirem n + 1 elementos uy, uy, ..., u, € A, distintos entre si,
tais que f(u;) = g(u;),comi=0,1,..,n,entdo f = g.

Demonstracdo: Sejam f e g dois polinbmios de grau n sobre um anel
de integridade A. Considere h = f — g. Tal polinbmio admite mais que n raizes

emA.Logoh=0,0useja, f=g. O

3.3. FUNCOES POLINOMIAIS

Definicdo 3.26: Seja A um anel comutativo com unidade. Para cada

f € A[X] é possivel definir a funcgéo:

fa: A — A, dada por f,(u) = f(u),Vu € A.

Logo, f, associa a cada u € A o valor de f em u. Tal funcdo chama-se
funcdo polinomial definida por f sobre A. O conjunto dessas funcbes sera

denotado por P(A). O conjunto P(A) € anel.

Teorema 3.27: Se A € um anel de integridade infinito, entédo A[X] e P(A)

séo isomorfos através da aplicagéo F: A[X] — P(A) definida como:

F(f) = faVf €A[X].

Demonstragcédo: Sejam A um anel de integridade infinito, A[X] o conjunto

de polinbmios em A e P(A) o conjunto das funcdes f sobre A.

e F é homomorfismo: De fato

F(f+g)= (+9a= fatga=F()+F(g),
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F(f.9) =(f-9a= fa- 9a= F(f). F(9).

« Dada uma funcéo polinomial hy, F(h) = hy,.

Logo, F € sobrejetora.

» Sejam f,g € A[X].

Ff)=F@=>f1=94a=2fa—9a=0,1=> (f—@a= 0>

> -gaw)=0,(w),Vued=>(f-9g)w =0Yued=

= f(u) =g(u),vuceEA.

Segue que f =g.

Logo, F é injetora.

Portanto, F é um isomorfismo de anéis.

O

Devido ao Teorema 3.27, identifica-se o polinbmio f com a funcéo

polinomial f;.

34



4. FUNCOES QUADRATICAS

Definicdo 4.1: Uma funcéo f: R — R, com dominio e contradominio no
anel dos numeros reais, chama-se quadratica quando existem numeros reais

a,b,c,coma # 0, tais que f(x) = ax*+ bx + ¢, para todo x € R.

Propriedade 4.2: Se ax*+bx+c=a'x*+b'x+c para todo x € R,
entdoa =a’,b=>b’,c =

Demonstracao: Sejam f(x) =ax2+bx+ceg(x)=ax*+bx+c.
Como a igualdade é valida para todo x € R, em particular, € valida para
x=0,x=1ex = —1. Substituindo x = 0:

a.0°+b.0+c=a'.0°+b".0+ .
Logo, ¢ = ¢’, de onde vem
ax*+ bx = a’x? + b'x.

Desta forma,

{a+b=a’+b’
a—b=a —-b

Somando as equacdes,
2a+b—b=2a"+ b — b’
Logo,a=a"eb =10

Assim,a=a’,b=b'ec = .

35



36

Devido ao isomorfismo, conforme Teorema 3.27, a funcdo quadrética é
identificada com o trindbmio do segundo grau a ela associado e sera permitido

falar da fungéo
f(x)=ax*+bx+c

sempre que nao houver perigo de confundi-la com o nimero real f(x), que € 0

valor que ela assume no ponto x.

Proposicdo 4.3: Sejam x;,x, exs trés numeros reais distintos e

y1,Y, €ys reais arbitrarios. A fungdo f(x) = ax*+bx+c tal que f(x;) =

y1, f(x,) = v, e f(x3) = y; serd quadratica para 2=21 % 2221 com
X3— X1 X2— X1

_ 1 (ys—yl yz—y1>
a= - .

X3 — X2\X3— X3 X2 — X1
Demonstracédo: Considere x4, x, e x5 € y;,y, € y3 COmo no enunciado da

proposicao. Assim,

ax.®+bx, +c=1y;(4.1)
ax;? + bx, + ¢ =y, (4.2).
ax;% + bx; + ¢ =y;5 (4.3)

Subtraindo a equacéao (4.1) da (4.2) e da (4.3):

{a(xzz — ) +b(x;— ) =y2— Y1
a(x32 - x12) +b(x3— x1) =y3— y1

Comox, — x; #0ex3— x; #0:

Y2— Y1
= — (4.4
a(xy+ x1)+b P (4.4)

Y3— )1
_— (4.5)

a(xz3+ x1)+b=
X3



Subtraindo (4.4) de (4.5):

Ys— Y1 Y2— )1
X3 — X3 X2 — Xq

a(xz+ x1) — a(xy; + xq) =

Assim,

1 (ys—yl_yz—y1>
X3 — X2\X3— X1 X2~ X1
Para a fungéo f ser quadrética, a deve ser diferente de zero. Logo,

}’3—}’1;& Y2— )1
X3 — X3 Xy — X1

O

Para que uma funcdo, contendo os pontos (xq,y;), (x2,v,) € (x3,v3),
seja quadratica, os coeficientes angulares da reta que contém o0s pontos
(x1,y1) € (x3,y,), € da reta que contém os pontos (x;,y;), (x3,y3) devem ser

diferentes, ou seja, os trés pontos ndo podem ser colineares.

Proposicdo 4.4: Sejam x;,x,ex; trés numeros reais distintos e
y1,Y, € Y3 reais arbitrarios. Existe uma, e somente uma, funcéo f(x) = ax*+
bx + c, tal que f(x1) = ¥4, f(x2) = y2 e f(x3) = 5.

Demonstracdo: Suponhamos que existam f(x) = ax*+bx+c e
gx) = ax*+b'x+c, tal que f(x1) =y, f(x) =y,ef(x3) =y; e g(x;) =
y1,9(x) =y, eg(x3) =y;. Sejam a,B,y, tais que a=a—a',f=b—-Db" e
y = ¢ —c¢'. Para mostrar que f e g coincidem para todo x, basta mostrar que
a=f=y=0.

De f(x1) =y, € g(x1) = y1,

ax;®+bx; +c— a'x;>?—b'x; —c' = 0.

Das demais condi¢des,

ax,®+ bx, +c— a'x,2 —b'x, — ¢’ = 0.



axs®+ bx; +c— a'x3? —b'x;—c' = 0.
Isto significa que:

ax>+Px,+y=0
ax,? + Bx, +y = 0.
ax3?+ PBx;+y =0

Subtraindo a primeira equacdo de cada uma das outras duas, esse

sistema € equivalente a:

{a(xzz — x5+ Bl — x) =0
a(xs® = 6 + Bz — %) =0

Como x, — x; #0 e x3 — x; # 0, é possivel dividir a primeira dessas

equacgdes por x, — x; € a segunda por x; — x; de forma que a obter o sistema

{a(x2+ x1)+B=0
alxs+x)+B =0

Subtraindo a segunda equacgéao da primeira,
a(x, — x3) =0.

Como x, — x5 # 0, resulta que a = 0. Logo,

Dai, y = 0.

Portanto,a=a’, b=b"ec =¢".

38
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4.1. APARABOLA

Definicdo 4.5: Considere os pontos P(x;,v,) € Q(x,,y,). Entdo a distancia

d(P, Q) entre eles é dada por:

d(P,Q) = \/(xz — x1)%+ (y2 — y1)%

Definicdo 4.6: Considere o ponto P(x,,y,) € a reta r, de equacdo geral
ax + by — c = 0. Define-se a distancia entre P e r como sendo a distancia entre o

ponto Q e o ponto P, onde Q = r N s,e s € a reta perpendicular a r passando por P.

Definicdo 4.7: Seja r uma reta de equacdo y = mx + n. Tal equagédo chama-

se equacgao reduzida de r.

Definicdo 4.8: Sejam r uma reta como na definicdo 4.7 e P(x1,y1) € Q(x2,V,)
pontos pertencentes a reta. Chama-se coeficiente angular da reta r ao nimero m,

dado por:

Y2—W1
X2 —x1'

Observa-se que m = tg#, onde 6 € o angulo entre 0 eixo x e a reta, no

sentido anti-horario.

Teorema 4.9: Se duas retas r e s sdo perpendiculares, entdo sdo tais que o

produto de seus coeficientes angulares m,. e mg € iguala —1.

Demonstracdo: Sejam a e  as medidas dos angulos entre a reta r e 0 eixo

x e areta s e 0 eixo x respectivamente, e no sentido anti-horario.
Se o menor &ngulo mede «a, entdo, por hipétese, f =90 + «a.

Dai,
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B 90 _sen(90+ a)  sen (90).cos(a) + cos (90).sen(a) _ cos (a)
tgh =190+ a) = cos(90 + @)  cos(90).cos(a) — sen (90).sen(a) —sen (a)

_cos(a) 1
T —sen(a)  tg(a)

Logo,

tga.tgf =tga. <_tg1a)>= -1.
O

Teorema 4.10: A distancia d(P,r) entre o ponto P(x,,y,) € a reta r:y =

m,.x + n é dada por:

lax, + by, — c|

N

d(P,r) =

Demonstragédo: Considere o ponto P(xy,y,) e aretar:y =m,x+n. Sejas a
reta perpendicular a r passando por P. Pela Definicdo 4.6, a distanciaentre Per é a

distancia entre P e Q(x,y), onde Q é a intersecdo entre aretar e areta s, onde s é a

perpendicular a r passando por P.

Pelo Teorema 4.9, m; = —mi, e, pela Definicao 4.8,
Y—Yo
m, = .
X — xO

Dai, para se encontrar as coordenadas do ponto Q, basta resolver o sistema:
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Assim,

X — X

+yo=mx+n=>—-x+x9=m?ix+mn—-—m,y, >
(

Xo +m(yo — )
m2+1

>mix+x= xgt+tmy,—-mn=x=

Assim,

—m xo+mr(}’o—n)+n
Y Tom2+1

Portanto,

0= <x0+mr(yo—n) m xo+mr(yo—n)+n>
m2+1 7 m2+1 '

Calculando a distancia entre P e r €, pela definicdo 4.6, a distancia entre P e
Q. Assim,

2
+n—y0] =

Xo+my(yo—mn) x] +[m Xo + m;(yo —m)
m.%+1 0 T o om2+1

d(P,r) = d(P,Q) = J |

) j [xo +my (o — 1) — (m, + Dxg

2 2
L [Xormr £ m,*(yo —n) — (m,% + 1)(y, — n)
m.2+1

m2+1

_ [[roCm -1+ D+ mityo - m)]F | [roms + (o - m)Gmi? = my2 — D] _
m2+1 m2+1
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_m2[-muxg +yo — n]? + [m,xo— (vo —m)]* _ |[-muxo + (yo — W)]2(m2 + 1)
- (m,2 + 1) (m2+1)7* (m,2 + 1)

a c
:\/[—mrxo‘*‘(}’o— n]?>  |yo—myxo—n| |y0+ Ex0_3| _ laxy + byo — ¢

(m,2 +1) - Jim,2+1) - <gz+1> Jva? + b?
b2
O

Definicdo 4.11: Dados um ponto F e uma reta r no plano. Chama-se
pardbola, com foco F e diretriz r, ao conjunto dos pontos P do plano, tais que
d(P,F) =d(P,r), que tem como elementos:

* O eixo da parabola, a reta AF, que € a reta perpendicular a reta
diretriz r, baixada a partir do foco F;
« O vértice V, que é o ponto da parabola mais préximo da diretriz r.
Em particular, d(V,F) = d(V,r), isto é, V é o ponto médio do segmento cujas

extremidades séo o foco F e a interse¢do do eixo AF com a diretriz r (figura 4.1).

I ]

| la
.EI.II- v x
4a| Fértice

Figura 4.1. Representacdo da parabola para a > 0 e para a < 0.

Teorema 4.12: A parabola de vértice V(h, k), tendo como distancia do vértice
ao foco F(h,k + p) da parabola o pardmetro p, e a diretriz r:y = k —p tem como

equagao

(x —h)? = 4p(y — k).

Neste caso, 0 eixo da parabola € paralelo ao eixo y. Analogamente, para o

eixo paralelo ao eixo x,
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(v —k)? =4p(x — h).
Demonstracdo: Considere a parabola de vértice V(h, k), foco F(h,k +p) e
diretriz r:y —k + p = 0. Seja P(x,y) um ponto qualquer da parabola. Pela definicdo
de parabola,

d(P,F) = d(P,r).

Assim,

—k+
ly zolz>

Va-n2+ @ —k-p)?=

e
=>@x-h?+@-k-p?=@-k+p)?=

= (x —h)? +y*—2yk — 2yp + k* + 2pk + p* = y* — 2ky + k* + 2yp — 2kp + p* >
= (x —h)? = —2kp + 2yp — 2kp + 2yp =

= (x —h)? =4yp — 4kp = (x — h)? = 4p(y — k).

Logo, a equacao da parabola com vértice V(h, k), foco F(h,k + p) e diretriz

rry—k+p=08:

(x — h)? = 4p(y — k).
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5. 0 GRAFICO DA FUNCAO QUADRATICA

Teorema 5.1: A equacgdo y = ax*+ bx + ¢, com a # 0, é a equacdo de uma

4ac—b?

)efoco(

-b 4ac—b2+1)
2a’ 4a )

pardbola de vértice (_—b,
2a
Demonstracdo: Considere a funcéo
b c]

y = ax2+bx+c=a[x2+—x+—
a’ a

As duas primeiras parcelas dentro do colchete sdo as mesmas do
desenvolvimento do quadrado (x+ %)2. Completando o quadrado dentro dos

colchetes, podemos escrever:

4+ b _ ) 2b b? b* ¢
y=ax*"+ox+c=alx"+ %x+m—m+a

0 gque é equivalente a:

by, 4ac—bzl
)+—.
2a

=ax*+bx+c= (+—
y ax X C alx 4a2

Esta é chamada de Forma Canonica do Trinbmio.

( N b)z_l 4ac — b?
x 2a _ay 4a '

Comparando com a equacdo do Teorema 4.12, essa € a equacdo da

Desta forma,

p - —-b 4ac-b* —-b 4ac-b*+1 . . o
pardbola de vértice (—L) foco (—, = ) cuja reta diretriz é a reta
2a 4a 2a 4a
O

4ac—-b*-1 1

4a ep:a'

horizontal y =
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Os préximos resultados tém por objetivo mostrar que o grafico da funcéo

quadratica tem, de fato, a forma apresentada na Figura 4.1.

Definicdo 5.2: Chamamos de zero ou raiz da fungdo quadratica y = ax® +

bx + ¢ o valor de x tal que f(x) = 0.

Coroléario 5.3: Sejay = ax® + bx + c.

. Se b? — 4ac > 0, a funcéo y tem duas raizes distintas;
. Se b* — 4ac = 0, a funcdo y tem uma raiz dupla; e
. Se b* — 4ac < 0, a fungdo y ndo tem raiz.

Demonstracdo: Seja y = ax®*+ bx +c,a # 0. Do Teorema 5.1, y =0 se, e

somente se

a(x+ i)2+ factbh —p,
2a 4a

0 que € equivalente a escrever

Assim,
. ia b? — dac = LA - b by _
Seja b? — 4ac = 0, (x + 2a) = 0, ou seja, (x + 2a) (x + 2a) = 0. Logo,
X = —% e a equacao admite duas raizes iguais;

. Se b?* — 4ac < 0, como o primeiro membro € positivo ou igual a zero, a
equacao nao admite raizes;
. Se b? — 4ac >0,

b b? — 4ac
X+ —=f ——x

Il
-+

Neste caso, as duas raizes sao:
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X

., —b++b%—4ac , —b—+Vb?—4ac
= e .
2a

= 2a

O
Corolario 5.4: A funcdo y = ax* + bx + ¢, x € R, é equivalente y = a(x? —
Sx+P), onde S e P sdo a soma e o produto, respectivamente, das raizes da
equacdo ax* + bx + ¢ = 0, para b* — 4ac = 0.
Demonstracdo: Considere a equacéo ax® + bx + ¢ = 0.

Para b? — 4ac > 0, a funcéo
y=ax*+bx+c

tem duas raizes

X

, —b ++/b? — 4ac
B 2a

B

2a

com x’> x”, cuja soma é:

S_—b+\/b2—4ac+—b— b2—4ac_—2b —b
B 2a

2a 2a

e cujo produto é:

p = —b+/b*-4ac % —-b—/b*—4ac _ b*-b’+4ac _ ¢

2a 2a 4q? T




a7

b
Logo,y=a(x2+ —x+ E) =a(x*— Sx + P)

Em particular, a média aritmética das raizes é:

x'+x"_S
2 2

. . o - -b
ou seja, as raizes x’ e x” sdo equidistantes do ponto o

Definicdo 5.5: Um numero x, € chamado ponto de maximo absoluto (ou
global) de uma funcéo f, se f(xy) = f(x),V x € dom(f). Neste caso, 0 valor maximo

da funcao é f(x,).

Definicdo 5.6 Um numero x, € chamado ponto de minimo absoluto (ou
global) de uma funcéo f, se f(x,) < f(x),V x € dom(f). Neste caso, o0 valor minimo

da funcao é f(x,).

Proposicédo 5.7: Considere f(x) = ax*+ bx +c¢. Se a > 0, entdo f (—%) €o

z H ~ b 7 Ve -
valor minimo absoluto de f; se a < 0, entdo f (— Z) € maximo de f.

Demonstragéo : A forma canonica

b 4ac — b*
f(x) = ax2+bx+c=al<x+ %>2+ Tl

exibe, no interior dos colchetes, uma soma de duas parcelas. A primeira depende de
x e é sempre igual ou maior que zero. A segunda é constante. O menor valor dessa

soma é atingido quando

(x + i) 2 =0,isto é, quando x = — Ly
2a 2a
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Neste ponto, f(x) também assume seu valor minimo. Portanto, quando a > 0,

0 menor valor assumido por

f(x) = ax*+bx +c

[N

(E)-em g

Sea < 0,ovalor f (%) € 0 maior dos nameros f(x), para todo x € R.
O

Definicdo 5.8: Uma funcdo é dita crescente se, para x; < x,, tem-se f(x;) <

f(x,); e a funcéo é dita decrescente se, para x; < x,, tem-se f(x;) > f(x,).

Proposicdo 5.9: Para a >0, a funcdo quadratica f(x) = ax*+bx+c é
b b
crescente para x € (_Z’ +oo) e decrescente para x € ( —o0, _Z)'

Demonstragdo: Considere a forma canbnica da funcdo quadréatica f(x) =

ax®*+bx +c,coma > 0,
) = <+b>2+4ac—b2
fx)=allx a i .

. , . . b
Sejam x, e x, nimeros reais, tais que ——-<x; <x,. Provemos por

contrarreciproca. Considere f(x;) = f(xy).

- s ( +b>2+4ac—b2> ( +b>2+4ac—b2$
f(x1) = f(xx) @ al{x 2a e Z al|\x; 2a e

b\*> 4ac— b> b\*> 4ac— b>
A
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b b b

oo g 2oe 2 = 2
=4 e JR— = -
X1 2a) X2 2a X1 2al — 2a 2a 2a

contrariando o fato de que x; < x,. Logo, a funcdo quadratica f(x) = ax* + bx +c,

p: b P
para a > 0, é crescente para x € (_Z’-"OO)' Analogamente, f é decrescente para

X € (—00,—%). O

Proposicdo 5.10: Para a <0, a funcdo quadratica f(x) = ax* +bx +c é
b b
crescente para x € (—oo, _Z) e decrescente para x € (_Z' +oo),

Demonstragdo: Considere a forma canbnica da funcdo quadréatica f(x) =

ax’+bx +c,coma <0,

b\*> 4ac— b?
f(x)=a[<x+ %) +—4a2 l

. - . . b .
Sejam x; e x, numeros reais, tais que =52 <X <X Considere f(x;) <

f(x;). Assim,

( N b>2_|_4ac—b2 - ( N b) +4ac—b2
a1\ 2a 4q? = af\Xz 2a 4q?

b\* 4ac— b? b\* 4ac— b?
oo 2 S 2 s

b \?2 b \? b b b b
=>x1+_a 2x2+_a =>X1+ZZXZ+Z:X1+ZZ.X2+Z$
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contrariando o fato de que x; < x,. Logo, a funcdo quadratica f(x) = ax* + bx +c,

p: b p:
para a < 0, é decrescente para x € (—Z,+oo). Analogamente, f é crescente para

a<0ex€(—00,—£).

2a

O

Proposicdo 5.11: A fungdo quadratica f(x) = ax® + bx + ¢ assume 0 mesmo

valor f(x) = f(x") parax # x' se, e somente se, 0s pontos x e x’ sdo equidistantes

b
de ——.
2a

Demonstragdo: Considere a fungdo quadratica

b\* —b*+ 4ac
= ax’*+bx+c= ( +—) +—
f(x) = ax x+c=alx P ia

e 0s pontos x e x'. Temos:

2

( N b)z +—b2+4ac_ <,+ b) +—b2+4ac
e\ 2a 4a - el 2a 4a

ou

ou

Como estamos supondo x # x', isto significa que:
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isto é

Portanto, se a funcdo quadratica f(x) = ax® + bx + ¢ assume o mesmo valor

f(x) = f(x") parax # x', entdo os pontos x e x' sdo equidistantes de —%.

. ~ e e b
Reciprocamente, se os pontos x e x' séo equidistantes de —

ou

—b%*+4ac
4a

Elevando ao quadrado, multiplicando por a e somando , chegamos a

forma candnica da funcdo quadratica, ou seja,

fQ) = fQxX).
O

Segue, das propriedades do Capitulo 5, que o gréfico da fungcéo quadratica
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f(x)=ax*+bx+c

é, de fato, como apresentado na Figura 4.1. Essas caracteristicas sao possiveis de

serem trabalhadas na 12 série do Ensino Médio.

Normalmente nos livros didaticos é somente citado que se a > 0 o grafico é
uma parabola céncava para cima e se a < 0 o grafico € uma parabola cdncava para
baixo.

O capitulo 6, a seguir, visa esclarecer ainda mais as caracteristicas da funcao
quadratica, direcionado principalmente para o professor de Ensino Médio e alunos
de graduacgéo, e esclarece essa questédo de concavidade.

6. VARIACAO DA FUNCAO QUADRATICA

6.1. LIMITES

Definicdo 6.1: Sejam f uma funcdo e p um ponto do dominio de f. Dizemos
que f tem limite L em p, se, para todo € > 0 dado, existir § > 0 tal que, para todo

x € Dom f,
0<|lx—p|l<dod=|f(x)— L| <=
Tal nimero L, que quando existe é Unico, sera indicado por
L = lim f(x).
xX-p

Definicdo 6.2: Sejam f uma funcdo e p um ponto de seu dominio. A funcéo f
sera uma funcdo continua em p quando, para todo &€ > 0 dado, existir § >0 (6

dependendo de ¢), tal que, para todo x € Domf,

p—0<x<p+td=>f(p)—e<fx)<f(p)+e
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ou seja, f é continua se, e somente se,
1imx—>p f(x) = f(p).

Exemplo 6.3: Provar que f(x) = x € continua em todo p real.
Para todo ¢ > 0, considerando § =¢,sep— § <x<p+ 4. Como f(x) = «x,

f(p) = p, entédo
fp) —e<f(x)<f(p)+ e

Proposicdo 6.4: Quaisquer que sejam 0S numeros reais x e y:
lxy| = |x|lyl.

Demonstracdo: Sejam x e y dois nameros reais. Assim, como |a| = Va?

lxy| =/ (xy)? = ‘/xzyz = \/?\/; = |x||yl.
0

Proposicdo 6.5 (Desigualdade Triangular): Quaisquer que sejam 0s reais x e

lx +y| < [x] + |yl

Demonstracdo: Sejam x e y dois humeros reais. Assim,

Sex+y=0entdo|x+yl=x+y < |x|+ |yl

Sex+y<oO0entdo |x+y|=—(x+y)=—x—y < |x|+ |yl

ad

Proposicdo 6.6: Sejam f e g funcbes e x,, L € M numeros reais, tais que
lim,_,,, f(x) =L e lim,,, g(x) =M sao validas as seguintes propriedades de
limites:

a) lim,_, a = a, com a constante;

b) lim,_,, f(x).g9(x) = L.M;
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c) limx—>x0 ) +gx)=L+M.
Demonstracdo: Considere, primeiramente, a fungdo constante f(x) = a.

Provemos que lim,_,, a = a.

Sejam € > 0 . Assim,
Xx—xp| <8 =2|f(x)— f(xg)l=la—a|l=0<e.

Para qualquer § > 0.
A prova de (b) pode ser encontrada em Guidorizzi (2011).
Para provar o terceiro item da proposicao, consideremos as funcdes f(x) e

g(x), 0s numeros reais x,, L € M. Se lim,_,  f(x) =L e lim,_,, g(x) = M:

€
Ve>0,36;>0; [x— x| <8y :>|f(x)—L|<§

£
Ve>0,36,>0; |x— x| <6, :>|g(x)—M|<§.

Considerando, § = min {63, §,}:
Ve>0,36>0;|x— x| <8 =21(f(x)+gx)—L+M)|<

<|f(x)—Ll+|gx) — M| <§+§=£.

Essa propriedade pode ser estendida para as funcdes. O

Coroléario 6.7: A funcédo f(x) = ax®*+ bx + ¢, com dominio e contradominio

nos ndmeros reais, é continua.

Demonstracdo: Pela Proposicéo 6.6,

lim f(x) = ap*+ap+c = f(p).

X—>+00
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Logo, a fungéo é continua.

O

Definicdo 6.8: Seja f uma funcdo e suponhamos que exista a tal que
la, +o[c Domf. Definimos

Ve>0,36>0,comd > a,tal que

xllwa(x):Li{ x>8§=>L—e<f(x)<L+e.

Definicdo 6.9: Seja f uma funcdo e suponhamos que exista a tal que
] — o0, a[c Domf. Definimos

Ve>0,36>0,com—46 <a,tal que

xl_i)rzlwf(x):L:;’{ x<_5:)L—g<f(x)<L+€.

Definicdo 6.10: Suponhamos que exista a tal que ]a, +oo[c Domf. Definimos

lim f(x) = 4o =

X—>+o00

{Vs>0,36>0,c0m6>a,talque
x>86=>f(x)>¢

e

. _ Ve>0,36>0,com—34 <a,tal que

limy oo f(x) = +o0 = { x<—6=f(x)>e.

Com essas definigdes, é possivel mostrar que limy_, 1 xin = 0.

Proposicdo 6.11: Seja a funcdo quadratica f(x) = ax* +bx + c. Assim, se
a>0,

lim f(x) = +we xl_i)r_noof(x) = 400,

X0

Demonstracdo: Seja a fungdo quadrética f(x) = ax® + bx + c.
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b ¢
lim f(x) = 1ir£1 ax’*+bx +c= lim x2<a+;+—2)= +o0
X+ X

X—+00 X—+e0

b ¢
lim f(x) = lim ax* +bx + c= lim x2<a+—+—2> = 4o,
x——c x——% X X

X—>—
Analogamente, se a < 0,

lim f(x) = —oe lim f(x) = —oo.
X—+o0 X——00

Quando a >0, f(x) = ax®+bx + ¢ ndo assume valor maximo. Diz-se que
essa € uma funcdo ilimitada superiormente. Analogamente, quando a < 0, f(x) ndo

assume valor minimo. Neste caso, € uma fungéo ilimitada inferiormente.

6.2. DERIVADAS

A fim de obter o ponto de maximo ou minimo de uma funcdo quadratica,
vamos considerar agora o problema que consiste em tracar a reta tangente a
pardbola dada num determinado ponto da curva, a fim de encontrar o ponto de
maximo ou minimo da funcdo. Sejam t e f(t) as coordenadas do ponto P, onde
desejamos tracar a tangente. Consideremos outro ponto Q do grafico de f, cuja
abscissa representamos por t + h; entdo, a ordenada de Q & f(t + h). A inclinacdo

da reta secante PQ € dado pelo quociente

fiE+h) - f(h
h

chamado a razado incremental. Essa designacéo se justifica, ja que h € realmente um

incremento que damos a abscissa de P para obter a abscissa de Q; em
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consequéncia, a ordenada f(t + h) € obtida de f(t) mediante o incremento f(t +

h) — f(t):

fi+h) = f©O+ [ft+h) - f(O)]

Vamos imaginar agora que, enquanto o ponto P permanece fixo, o ponto Q
aproxima-se de P, passando por sucessivas posi¢oes Q;, Q,, Q5 etc. Logo, a secante
PQ assumird as posi¢cdes PQq,PQ,,PQ; etc. O que se espera é que a razao
incremental ja citada, que € o declive da secante, se aproxime de um determinado

valor m, a medida que o ponto Q se aproxima de P.

Definicdo 6.12: Uma reta tangente ao grafico de uma funcdo no ponto P &
aquela que passa por P e cuja inclinagcdo ou coeficiente angular é m. Tal coeficiente

angular é chamado de derivada da func¢édo quadratica e denotado por f'(x).

fE+h) - f@©)

o) =m= fim ==

Proposicdo 6.13: A derivada da funcdo quadratica f(x) = ax*+bx+c =10 ¢é
f'(x) = 2ax + b.

Demonstracdo: Considere a fungdo quadrética f(x) = ax® + bx + c. Temos:

f(x+h)— f(x) i a(x?+2xh+h?)+b(x+h)+c—ax?*—bx—c
h

f (x) - ;lllf(l), h—-0 h

~ 2axh + ah?+ bh
= lim = lim(2ax + ah + b).
h—-0 h i—-0

Pela Proposicdo 6.6, o limite da soma de funcdes € a soma dos limites das

funcdes.

f'(x) = 2ax + b.
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A funcao tem ponto de maximo ou minimo local quando f'(x) = 0: O ponto de
maximo ou minimo local de f é o valor de x onde a fungdo assume maior ou menor

valor em um intervalo aberto apenas. No caso da fun¢éo quadratica.

b
2 +b =0 x = ——.
2a

Observamos que, com as Proposicbes 5.9 e 5.10, esse ponto satisfaz
também as Definicdes 5.5 (a > 0) e 5.6 (a < 0).

Definicdo 6.14: Seja f derivavel num intervalo aberto I. A reta tangente ao

grafico de f em (p, (f(p)) é o grafico de T

T(x) = f(p)+f (@& -Dp).

Definicdo 6.15: Dizemos que o grafico de f tem concavidade voltada para

cima (ou baixo), num intervalo aberto I, se
f(x) >T(x) (ou f(x) <T(x)).
quaisquer que sejam x,p € I, com x # p.

Definicdo 6.16: Define-se a derivada segunda de uma funcédo f(x) por

f"(x) = (f'(x))’, quando existe o limite:

5 fflx+h)— f'(x)
m .
h—-0 h

Proposicdo 6.17: Sejam f uma funcao e x,, um ponto tal que f'(x,) = 0. Se
f é derivavel em um intervalo I contendo x, e existe f"'(x,), temos:
a) Se f"(xy) <0, entdo o grafico de f tem a concavidade voltada para baixo; ou

b) Se f"(x,) > 0, entdo o gréfico de f tem a concavidade voltada para cima.
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Essa prova, assim como as demais ndo apresentadas nesse trabalho, pode
ser encontrada em Guidorizzi (2011).

Proposicédo 6.18: O gréfico da funcdo quadratica tem concavidade voltada
para cima, se a > 0; e possui a concavidade voltada para baixo se a < 0.

Demonstracdo: Considere a fungdo quadratica f(x) = ax®>+ bx +c. Pela
Proposicéo 6.14, f'(x) = 2ax + b. Calculemos f"' (x).

"x+h)— f'(x 2a(x+h)+b—2ax—»b
f'(x) = limf ( )= f' ) = lim ( ) = lim2a = 2a,Vx € R.
h—0 h h—-0 h h—-0

Logo, se a < 0, 2a < 0 e o grafico de f esta voltada para baixo; e, se a > 0,

2a > 0 e o grafico de f esta voltada para cima.

Proposicdo 6.16: O grafico de uma funcdo quadratica, com todas as

propriedades citadas tem o aspecto mostrado nas figuras 4.1.

Basta considerar as propriedades demonstradas nos Capitulos 5 e 6.
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7. METODOLOGIA DA RESOLUCAO DE PROBLEMAS NO ENSINO DE
FUNCOES

Ao estudar a Metodologia de Resolucéo de Problemas é conveniente saber o
verdadeiro significado do termo problema.

Segundo Dante (2003), um problema é qualquer situacdo que exija 0 pensar
do individuo para soluciona-la. Um problema matematico € qualquer situacdo que
exija a maneira matematica de pensar e 0s conhecimentos matematicos para
soluciona-la.

Os problemas matematicos sao classificados em exercicios e problemas.
Exercicio serve para exercitar, para praticar um determinado algoritmo. O aluno Ié o
exercicio e extrai as informacdes necessarias para praticar suas habilidades
algoritmicas.

Problema é a descricdo de uma situacédo onde se procura algo desconhecido
e ndo tem previamente nenhum algoritmo que garanta a solugéo. A resolucéo de um
problema exige certa dose de iniciativa e criatividade aliada ao conhecimento de
algumas estratégias.

Os problemas matematicos séo classificados em:

. Exercicios algoritmicos: Trata-se de exercicios que podem ser
resolvidos com um procedimento passo-a-passo;

. Exercicios de reconhecimento: Este tipo de exercicio tem por objetivo
reconhecer ou recordar um fato especifico, uma definicdo ou enunciado de um
teorema;

. Problemas de aplicacdo: Os problemas de aplicagdo envolvem
algoritmos aplicativos. Os problemas tradicionais caem nesta categoria, exigindo:

o0 A formulagéo do problema simbolicamente; e
0 Manipulacdo dos simbolos mediante algoritmos diversos.

. Problemas de pesquisa aberta ou problemas-processo: Sdo problemas
de pesquisa aberta. Problemas em cujo enunciado ndo ha imediatamente alguma
estratégia para resolvé-los. Nesses problemas, a solucdo envolve operacbes que
nao estdo contidas no enunciado, ndo sao traduzidos diretamente para a linguagem
matematica, nem resolvidos com aplicacdo imediata de algoritmos, pois exigem do

aluno um tempo para pensar e arquitetar um plano de ag¢do, uma estratégia que
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podera leva-lo a solugdo. Esse seria o tipo ideal de problema para trabalhar com o
aluno através de Resolucdes de Problemas.

Resolucdo de Problemas é uma maneira de incentivar a crianca a estudar,
devendo comecar a instigar a curiosidade na crianca desde o0s primeiros anos
escolares. Nao é uma metodologia apenas para se trabalhar a Matematica, mas sim
todas as disciplinas, porgue assim o professor estara instigando sempre a
curiosidade do aluno em buscar novos conceitos e cria uma proé-atividade, o que é

bom para o mercado de trabalho e para a vida do cidadéao.

Segundo Polya (2006), sdo quatro as principais etapas da Resolucéo de

Problemas:
. Compreender o problema;
. Elaborar um plano;
. Executar o plano;
. Fazer o retrospecto ou verificacao.

E 6bvio que estas etapas ndo séo rigidas, fixas ou infaliveis. O problema da
Resolucdo de Problemas € algo mais complexo e rico, que nao se limita a seguir
instrucbes passo-a-passo que levardo a solugdo, como se fosse um algoritmo.
Entretanto, as etapas sugeridas por Polya ajudam o solucionador a se orientar
durante o processo.

Vejamos com mais detalhes cada uma dessas etapas.

Compreensédo do problema: Nao se pode responder a uma pergunta que
ndo tenha sido compreendida. E dificil trabalhar para um fim que ndo se deseja.
Estas coisas fazem-se muitas vezes, mas cabe ao professor evitar que elas ocorram
nas suas aulas. O aluno precisa compreender o problema e desejar resolvé-lo. O
problema deve ser bem escolhido por sua natureza e deve ser bem interessante.

Primeiro de tudo, o enunciado verbal do problema precisa ficar bem
entendido. O aluno deve também estar em condi¢cdes de identificar os dados do
problema. Dai, porque, raramente, pode o professor ndo precisar das indagacoes:

Quais sao os dados do problema?

Estabelecimento de um plano: Temos um plano quando conhecemos, pelo
menos de um modo geral, quais as contas, os calculos ou os desenhos que

precisamos executar para obter a incognita. O caminho que vai desde a
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compreensao do problema até o estabelecimento de um plano pode ser longo. O
principal feito na resolugdo de um problema € a concepcao da ideia de um plano. Tal
ideia pode surgir, na maioria das vezes, apos tentativas infrutiferas. A melhor coisa
gue pode um professor fazer por seu aluno é propiciar-lhe, discretamente, uma ideia.

Para sentir a posi¢cdo do estudante, o professor deve pensar na sua prépria
experiéncia, nas dificuldades e sucessos que ele mesmo encontrou ao resolver
problemas. Os materiais indispensaveis a resolucdo de um problema matematico
sdo certos itens relevantes do conhecimento matematico ja adquirido, tais como
problemas anteriormente resolvidos e teoremas anteriormente demonstrados. Assim,
deve-se muitas vezes comecar o trabalho pela indagagédo: Conhece um problema
correlato?

Se conseguir se lembrar de um problema anteriormente resolvido que esteja
relacionado com o proposto, 0 estudante tera muita sorte. Deve-se fazer por merecer
esta sorte e aproveita-la. Eis um problema correlato ja resolvido. E possivel utiliza-
lo?

Se 0s questionamentos acima nao funcionarem, precisar-se-a procurar algum
outro ponto de contato apropriado e examinar os diversos aspectos do problema,
que podera ser modificado. E possivel reformular o problema? Algumas das
indagac0es feitas até aqui indicam meios especificos de Variacdo do Problema, tais
como a Generalizacdo, a Particularizacéo, o recurso a Analogia, o abandono de uma
parte da condicionante e outros.

Ao se tentar aplicar varios problemas ou teoremas conhecidos, cogitando de
diversas modificacdes e ensaiando problemas auxiliares diferentes, pode-se
distanciar-se tanto do problema original que se corre o risco de perdé-lo por
completo. H&, no entanto, uma boa indagacdo que pode nos trazer de volta a ele:

Utilizou todos os dados? Utilizou toda a condicionante?

Execucdo de um plano: Para se conseguir estabelecer um plano, € preciso
ter bons habitos mentais e de concentragdo no objetivo. Executar o plano € muito
mais facil; paciéncia é o de que mais se necessita.

O plano proporciona apenas um roteiro geral. E preciso que o estudante
esteja certo de que os detalhes inserem-se nesse roteiro e, para isto, tem-se de
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examina-los, um apés o outro até que tudo fique perfeitamente claro e que nao reste
nenhum detalhe ocultando um erro.

Se o aluno tiver feito um plano, o professor tera entdo um periodo de relativa
tranquilidade. O maior risco € o de que o estudante esquec¢a o0 seu plano, o que
pode facilmente ocorrer se ele recebeu o plano de fora e o aceitou por influéncia do
professor ou de um colega. De qualguer maneira, o professor deve insistir para que
o aluno verifiqgue cada passo.

Pode-se convencer intuitivamente ou formalmente da correcdo de um passo
do raciocinio, se concentrando no ponto em questdo até que se perceba com tanta
clareza e nitidez que néo reste duavida de que o passo é correto. Em certos casos,
pode o professor realcar a diferenca entre perceber e demonstrar: E possivel
perceber claramente que o passo esta certo? Mas € possivel demonstrar que o

passo esta certo?

Retrospecto do problema e solugdo:  Até mesmo alunos bons, chegando a
uma solucdo do problema, fecham os livros e passam a outro assunto, perdendo
uma fase importante e instrutiva do trabalho da resolucdo. Se fizerem um retrospecto
da resolucdo completa, considerando e reexaminando o resultado final e o caminho
que levou até este, eles poderdo consolidar o seu conhecimento e aperfeicoar a sua
capacidade de resolver problemas. O professor deve transmitir a seus alunos que
nenhum problema fica completamente esgotado. Resta sempre alguma coisa a se
fazer. Com estudo e aprofundamento, pode-se melhorar qualquer resolucéo e é
sempre possivel aperfeicoar a compreensdo da resolucdo. Questionamentos a
serem feitos sdo: E possivel verificar o resultado?

Um dos primeiros deveres do professor € ndo dar aos seus alunos a
impressdo de que os problemas mateméticos tém pouca relacdo uns com 0s outros,
de que nenhuma relacéo tém com qualquer outra coisa. Surge uma oportunidade de
investigar as relacdes de um problema quando se faz o retrospecto de sua
resolucdo. Os estudantes acharéo interessante o retrospecto se eles houverem feito
um esforco honesto e ficarem conscientes de terem resolvido o problema. O
professor deve encorajar os alunos a imaginar casos em que eles poderao outra vez
utilizar o procedimento usado ou o resultado obtido. E possivel utilizar o resultado,

ou o método, em algum outro problema?
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Essas etapas devem ser desenvolvidas em sala de aula através do dialogo
professor- aluno (DANTE, 2003). Durante a resolug¢éo do problema, o professor faz
0S questionamentos aos alunos de forma que as 4 etapas sejam executadas.

Na Metodologia de Resolugdo de Problemas, segundo Allevato e Onuchic
(2011), deve haver a relagéo professor-aluno, de modo que o professor entregue
para cada aluno uma copia do problema e solicite que seja feita sua leitura e que,
depois, seja feita em conjunto de alunos sentados em grupo. Caso tenham
dificuldade, o professor pode ajuda-los com a leitura e, se ndo conseguirem, deve o
professor propor um problema secundario, de modo a esclarecer as duvidas do
principal. Para incentivar os alunos, o professor observa o trabalho sendo
desenvolvido por eles, analisa o comportamento e estimula o trabalho em grupo,
deixando-os trocar informacdes. Feito isso, representantes de cada grupo registra,
na lousa, os resultados obtidos, ndo existindo, nesse momento, certo ou errado,
todos fazem seus registros para analise e discussédo geral da sala. A partir desse
ponto, o professor media as discussdes, incentivando os alunos para este momento
de aprendizagem em conjunto. Apos sanarem suas duvidas, o professor tenta, com
toda a classe, chegar a solucdo correta. Assim, o professor formaliza a solugéo e o
conteudo envolvido no problema, destacando as técnicas e as demonstracdes das
propriedades.

Isso foi considerado na aplicacdo da Metodologia, conforme apresentado no
Capitulo 8.
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8. ALGUMAS APLICACOES DA METODOLOGIA DE RESOLUCAO DE
PROBLEMAS

A seguir, é apresentada uma proposta para 0 desenvolvimento das
caracteristicas da funcdo quadratica com o uso da metodologia de Resolucédo de
Problemas. Parte da proposta foi aplicada apenas para a 32 série do Ensino Médio
da Escola Estadual Monsenhor Gongalves e sera indicado, também, como trabalhar
tais caracteristicas na 12 série do Ensino Médio.

8.1. Proposta

Ano escolar recomendado: 12 e 32 série do ensino médio.

Objetivo Geral: Fazer o grafico da funcdo quadratica, utilizando as suas
caracteristicas, obtidas através da Resolucdo do Problema 1.

Objetivos Especificos:

- Conhecer as raizes da funcdo quadratica;

- Conhecer o crescimento e decrescimento da fungdo quadratica;
- Conhecer a simetria do grafico da funcéo quadratica;

- Conhecer o valor minimo (ou méaximo) da func¢éo quadratica.

Conteudos a serem abordados:

- Funcéo quadrética;

- Raizes da funcéo quadratica;

- Crescimento e decrescimento da funcéo quadrética;
- Simetria do gréfico da funcéo quadratica;

- Vértice do grafico da funcao quadratica;

- Concavidade do grafico da funcéo quadratica;

- Grafico da funcao quadratica.

Problema 1: Na administracdo de uma empresa, procura-se estabelecer
relacbes matematica entre as grandezas envolvidas, tendo em vista a otimizacéo da

producdo, ou seja, a busca de um custo minimo ou de um rendimento maximo.
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Suponha que, em certa empresa de produtos eletronicos, a organizagcdo da

producdo seja tal que o custo total C para produzir uma quantidade q de

determinado produto seja apresentado pela funcdo C(q) = q* — 1000q + 800000 (C

em reais, g em unidades do produto).

a)

b)

f)

9)

O custo de producdo pode ser zero? Por qué? (Faca os célculos para
verificar)

Qual o custo para a empresa quando nao se fabrica nenhum produto? Por
que isso ocorre?

Qual o custo para 300 produtos? E para 700 produtos?

E mais vantajoso produzir 300 ou 700 em termos de rendimentos?

Qual o custo minimo de producdo? Quantos produtos sdo necessarios
fabricar para que se atinja o custo minimo?

Pode-se trocar a palavra minimo pela palavra maximo no item anterior? Por
qué?

Esboce o gréafico de C.

8.2. Aplicacao na 32 série

O problema foi entregue para os alunos e houve a necessidade do dialogo

professor-aluno conforme segue:

Professor: O que é custo?

Aluno 1: E o que a empresa paga a producédo do produto.

Professor: Entéo, o custo de producéo pode ser zero?

Aluno 2: Entdo, ndo. Porque ele vai pagar energia, 4gua e matéria-prima.

Professor: Para a empresa em questdo, como se saber qual o custo da

producdo quando nao se fabrica nenhum produto?

nada.

Aluno 3: Se q é a quantidade, € sO substituir por zero, j& que nao fabricou

E vai ser 800 mil, porque é o niUmero que ndo tem q. E a resposta é agua,

energia,...

Professor: Como eu calculo o custo para 300 unidades?
Aluno 4: Substituo g por 300.
Professor: E qual o resultado?

Aluno 4: Espera ai... (alguns segundos depois) 590000 reais.
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Professor: E para 700?

Aluno 5: 590000 reais.

Professor: Qual o custo minimo de produgéao?

Aluno 6: Se eu somar o 700 com o 300 e dividir por 2, eu acho a quantidade
a ser produzida.

Professor: Por qué?

Aluno 6: Porque € uma funcdo do segundo grau e 700 e 300 tem 0 mesmo
custo. Entdo, a quantidade a ser produzida € 500. Ai, é s6 substituir.

Professor: E qual o custo entdo?

Aluno 6: 550000 reais.

Professor: Posso calcular o custo maximo?

Aluno 1: Nao é interessante porque a empresa quer saber qual o minimo de
gasto para a producdo. E 0 maximo ndo existe, porque é funcdo do segundo grau.
Como eu fago o grafico?

Aluno 7: Dos itens anteriores temos que quando g vale 300 ou 700, C vale
590000; e, quando q vale 500, C vale 550000. Basta colocar no gréfico.

Professor: Vocé ja estudou um gréfico, que pode ser comparado ao grafico
dessa funcéao?

Os alunos conseguiram completar quadrado, identificando a funcgéo

quadratica a equacao da parabola:

y = (x — 500)2 + 550000.

Professor: E, no caso da funcdo quadrética, f(x) = ax*+ bx+c , qual é o
seu grafico?

A principio ndo conseguiram responder e houve a necessidade do dialogo.

Professor: A funcéo f(x) = ax?* + bx + ¢ pode ser reescrita como a equacado
de uma parabola com foco no eixo das ordenadas?

Aluno: Sim. Completando quadrado.

Professor: Como? Podemos colocar o coeficiente a em evidéncia?

Aluno: Sim.

Professor: Por que posso?
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N&o entenderam a pergunta.

Professor: Quando coloco a em evidéncia, esse coeficiente aparece

dividindo os coeficientes b e c. Isso pode acontecer? O que me garante?
Aluno: O coeficiente a é diferente de zero.

Professor: Desta forma:
5 b c
y = a(x +—x+—>.

a a

Como completo quadrado?

Aluno: Vendo que numero que multiplicado por 2 da g. Entéo é:

E seguindo um problema resolvido anteriormente, observaram que

precisavam somar e subtrair o valor desse quadrado. Assim,

I N
y=alx 2a” 4a®> 4a* a)

E, consequentemente,

Professor: Posso somar as duas parcelas de dentro do colchete?

Aluno: Tem que achar o MMC.

3 <+b>2+—b2+4ac
A P 4a* |

Professor: Agora, podemos aplicar a distributiva?
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Aluno: Sim. E fica:

3 ( N b)2+ —b?% + 4ac
y=alx P

2a
Professor: Esta parecendo com alguma férmula conhecida?
Aluno: Com a formula da parabola.
Professor: O que esta faltando para ficar igual a equacao da parabola?
Aluno: Passar para o outro lado aquilo fora do paréntese.

Dai, chegamos a:

Para verificacdo do resultado compararam o vértice da parabola obtida com o

vértice que utilizaram no primeiro ano do Ensino Médio.
Professor: Como encontrar as coordenadas do foco em fungéo de a, b e ¢?

Aluno: Comparando a equacao da parabola a equacao a que chegamos, isto

ED\

(x—h)?=4p(y —k)

—b2+4ac_ (+b>2
Y 4a -\ 2a

e, apos desenhar um esboco de grafico, os alunos viram que o valor da abscissa do

vértice é igual a abscissa do foco; viram, também, que
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e, dai,

Logo, concluiram que a ordenada do foco esta ﬁ unidades de diferenca do

vértice. Assim,

b -b*t+4ac+1
V(- i),

2a’ 4a

Neste caso, os alunos ja conheciam a equacdo da parabola. No entanto, a
formalizacdo das caracteristicas da funcdo quadréatica, de acordo com o que foi
apresentado nos capitulo 4 e 5, normalmente, ndo é desenvolvida na 12 série nem
na 32 série do Ensino Médio.

Para introduzir as demais propriedades da fungdo quadrética, o professor
induziu o aluno a chegar as raizes da fungdo conforme o corolario 5.3 através de
guestionamentos apropriados. Os alunos mostraram que nao conheciam essas
justificativas apresentadas neste trabalho.

Pretende-se trabalhar também as demais propriedades, crescimento e

decrescimento, e concavidade na forma dialogo professor-aluno.

8.3. Dialogo para a 12 série

O Problema 1 nédo foi desenvolvido com os alunos da 12 série do Ensino
Médio, mas o dialogo esperado para se resolver o problema 1, nessa série, é
semelhante ao que ocorreu na 32 série. No entanto, para a formalizacdo do grafico
da funcdo quadratica f(x) = ax®*+ bx + ¢, o didlogo esperado é apresentado a

seguir. S0 mencionadas as etapas correspondentes ao didlogo apresentado.
Compreendendo o Problema:

Professor: A funcdo quadratica f(x) = ax® + bx + ¢ pode ser reescrita

com o uso de um quadrado perfeito?
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Aluno: A funcdo quadratica f(x) = ax® + bx + c.
Professor: O que € um quadrado perfeito?

Aluno: x* + 2xy + y=.

Caso o aluno néo saiba, segue o dialogo:
Professor: Como desenvolvo (x + y)*?

Aluno: x* + 2xy + y=.

Elaborando uma Estratégia:

Professor: Para que ax* + bx + ¢ seja um quadrado perfeito, o que deve
acontecer com a segunda parcela deste trinbmio?

Aluno: b deve ser o produto de 2 com o produto da raiz do primeiro membro
com a raiz do terceiro membro, ou seja b = 2x+/ac.

Professor: Tenho algo proximo de um quadrado perfeito na expressao
ax* + bx + ¢?

Aluno: Sim, pois tem x em dois termos e no primeiro esta ao quadrado.

Professor: Como transformar ax®> + bx em um quadrado perfeito?

Aqui, o aluno deve perceber que tem o coeficiente a atrapalhando; caso nao

perceba, continua-se o dialogo:
Professor: No quadrado perfeito, tem algo multiplicando o x?
Aluno: Tem o numero um.
Professor: Como ‘tirar’ esse a do trindbmio?
Aluno: O coeficiente a deve dividir toda a expressao.
Professor: O a pode dividir a expressao?
Aluno: Pode porque é uma funcdo quadratica e a é diferente de zero
Caso néo responda:
Professor: Por qual nUmero ndo podemos dividir?

Aluno: Zero.
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Aplicando a Estratégia:

O professor escreve no quadro

y=a<x2+2x+£>.
a’ a

Professor: E agora, esta mais proximo de um quadrado perfeito?
Aluno: Sim.

Professor: Como fazer para deixar mais parecido?

Aluno: O segundo é o dobro do primeiro com o segundo. Entéo, Z € o dobro

de

Nl

2
b ~ . . b
= o Entdo, vamos ficar com algo do tipo: a (x + Z) + c.
~ b
Caso o aluno nao perceba o Py
b ~
Professor: Se 2y = -, COMO escrever y em funcdode b e a?
b
Aluno: —.
2a
b\? :
Professor: Desenvolvendo a (x + Z) + ¢, quais parcelas aparecem?
2 b?
Aluno: ax®, bx, — e c.
4a
Professor: Estéa igual a expressao original?

~ b? .
Aluno: Nao, tem um "™ a mais.

Professor: Posso subtrair?
Aluno: Sim.

Assim, o professor, com a metodologia de Resolucéo de Problemas, fara com

gue os alunos cheguem a expressao:

f(x) =a(x+%)2—b—2+c.

Retrospecto:
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Professor: Desenvolvendo a expressao a que chegamos, o que obtemos?

O aluno resolve:

(x) = <+b>2 b2+ = 2+b +b2 b2+ = ax® + bx +
f(x)=alx a ag Te=a{xX+ox+ =) -gte=ax x+c.

Esse problema pode ser usado para se trabalhar as raizes da funcao quadratica
(o que acontece quando se trabalha com resolucdo de problemas: um problema dar

entrada para outro), como:

b\2 b2
a (x + —) ——+c=
2a 4a
Professor: Como resolver?
Aluno: E s6 ‘passar’ para o outro lado os que n&o estdo multiplicando o a.
Professor: O que significa ‘passar para o outro lado’?

Aluno: Tenho que isolar o x, entdo tenho que tirar o que esta me atrapalhando.

Professor: Como faco isso?
bz ‘ b
Aluno: Se eu somar " ele ‘'some’ do lado esquerdo.

Professor: Basta somar do lado esquerdo?

Aluno: Nao, pois € uma igualdade. Entdo, tenho que somar do outro lado
também. E faco o mesmo com o ¢, subtraindo dos dois lados.

Aqui o professor trabalha com a propriedade do grupo dos nimeros reais. Assim,

chega-se a:

b\> b2
a<x+%) =E—c

Aluno: Agora, acha o M.M.C. e soma os dois do lado direito da igualdade.

Professor: E qual € esse Minimo Multiplo Comum?
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Aluno: Como um dos nimeros é 1, o M.M.C. vale 4a. Entao, fica:

2 2
b b“—4ac
a (x + —) =

2a 4a

Agora, professor, o a passa dividindo, ficando:

(x+5) =5

Professor: Agora, o que podemos fazer?

Aluno: Achar a raiz quadrada dos dois lados.

Professor: Do lado esquerdo, o que teremos?

Aluno: Aquilo sem o quadrado.

Professor: E quando teremos resultado?

Aluno: Quando existir a raiz quadrada do lado direito. Do denominador, a raiz €
2a. Agora, do numerador, so se for positivo.

Professor: Pode ser zero?

Aluno: Sim.

Professor: O que acontece se for zero?

Aluno: Zero dividido por um numero diferente de zero € sempre zero. Raiz

e ~ P . ~ e b
quadrada de zero é zero. Entdo, so vai ter uma solugao, que é —

Professor: E se nado for zero?

Aluno: Teremos:

b b? — 4ac
X=—-——=
2a 2a
ou
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Professor: A solucao esta certa?

Aluno: Sim, pois foi essa férmula que a professora do nono ano passou no ano
passado.

Caso o aluno néo se lembre disso, continuar o dialogo:

Professor: Como confirmar se essas solugdes estao certas?

Aluno: Substitui os dois valores, um de cada vez, na funcéo e vé se da zero.

O professor pode pedir para esse aluno ir até o quadro e fazer os calculos como

segue:

2
—b ++b?* — 4ac —b ++/b? — 4ac
a a + b a + c

b%? — 2b\/b? — 4ac + b? — 4ac N —b? + b\/b? — 4ac N
= c
4a 2a

2b% — 2b+\/b? — 4ac — 4ac  —2b%* + 2b\b?* — 4ac 4ac
= + +— =0,
4a 4a 4a

Professor: Podemos escrever a funcéo f(x) = ax® + bx + ¢ de outra forma?
Aluno: Sim, como foi feito nos outros problemas.

Assim, o professor anota no quadro:

f(x)=a(x+%)2—5+c.

Professor: Qual o menor valor de um nimero ao quadrado?
Aluno: Zero.

Professor: Para qual valor de x, o quadrado se anula?
b

Aluno: ——.
2a

Caso o aluno nao consiga observar isso, o professor escreve no quadro:
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(x+2).

Professor: Para qual valor de x, essa expressao se anula?
b
Aluno: ——.
2a
Professor: Qual o valor de x na expressao anterior?
b
Aluno: ——.
2a
Professor: E o valor de f(x)?
bZ
Aluno: ——+c.
4a
Caso, nao o faca:
b
Professor: Qual o valor de f(x), para o qual x = _Z?

O professor convida um aluno para ir ao quadro e fazer o seguinte calculo:

22T 2a) Tz teTO0t T4, 1a

b b b\ b —b*+4ac  —b*+ 4ac
(-2 =a(-r )  Hote:
Professor: Esse valor € o menor?
Aluno: Sim, porque pegamos o menor valor que o quadrado pode assumir.
Professor: Poderia ter trocado a palavra ‘menor’ pela palavra ‘maior’?
Aluno: O quadrado é sempre positivo. Entdo, depende do sinal de a.
Professor: Entdo, se a > 0, uso ‘maior’ ou ‘menor’?
Aluno: Menor, porque o quadrado € positivo e estou pegando um valor menor
(positivo) e multiplicando por um nuamero positivo. Entdo, ficara menor. E se a <0,
usa a palavra ‘maior’, porque multiplico um valor menor (positivo) por um numero

negativo.

Observe gque esse problema atraiu o tema “Maximos e Minimos” (o que € muito
comum em Resolucdo de Problemas), que, com esse ultimo didlogo, atrai o tema
“Concavidade”, pois, se se tem um valor maximo, a curva esti totalmente para
baixo; caso contrario, isto €, se se tem um valor minimo, a curva esta inteiramente

para cima. Tal tema pode ser trabalhado com o seguinte problema:
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Professor: Para a > 0, a funcédo tem ponto de minimo ou de maximo?

Aluno: Se a fung¢é@o tem valor minimo, entdo esse valor € o menor de todos.

Assim, todos os outros sdo maiores que ele. Entdo, a concavidade € para baixo.

Logo, se a > 0, o grafico da funcéo tem concavidade para baixo. E se a funcéo tem

valor maximo, entdo esse valor € o maior de todos. Assim, todos os outros sdo

menores que ele. Entdo, a concavidade é para cima. Logo, se a < 0, o gréfico da

funcdo tem concavidade para cima.

Caso o aluno nao tenha esse raciocinio:

Professor: O que significa valor maximo?

Aluno: Esse valor é o maior de todos.

Professor: Entéo, qual a relacdo entre os outros valores e esse?

Aluno: Os outros valores sdo menores que esse. Entdo, todos os pontos estarao

para baixo e a concavidade estara para baixo. Assim, se a < 0, a concavidade é

para cima; se a > 0, a concavidade € para baixo.

Professor: Por que a concavidade é para baixo?

Aluno: Se a > 0, a funcédo tem valor de minimo. Entédo, todos os valores séo

maiores que esse minimo. Dai, a concavidade € para baixo.

Professor: Podemos escrever a funcéo f(x) = ax* + bx + ¢ de outra forma?
. _ b\? b
Aluno: Sim. f(x) =a (x + Za) - tc

Professor: O que significa ‘para os quais f(x) tem valores iguais’?

Aluno: Significa que quando substitui x por dois valores diferentes, f(x) da o

mesmo valor.

Professor: Se esses valores existirem, conheco tais valores?

Aluno: Nao.

Professor: Como encontrar?

Aluno: Iguala a funcéo para dois valores diferentes, x e y, por exemplo.

O professor pede para o aluno ir ao quadro e este escreve:

b\* b? b\* b?
a<x+z> —E+c= a(y+—> —-——+c

Professor: E agora?
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Aluno: Agora € so resolver:

ol b
= —| = — =
xZa yZa

+b b N 2b b x+y b
—_— - _— = e—m = e = ——
N x 2a Y 2a xTy 2a a 2 2a
+b +b
—_— _— = =
X 2a Y 2a =y

Professor: Entdo, quando a funcao tera imagens iguais?

Aluno: Quando for o mesmo valor ou quando o ponto médio entre esses pontos
for o ponto minimo (ou maximo).

Professor: Esse valor esta certo?

Aluno: Sim, pois, se temos valores.

Professor: Para a > 0, a funcédo tem concavidade para cima ou para baixo?

Aluno: Para baixo.

Professor: Como ficaria esse grafico?

O professor chama um aluno para fazer o desenho no quadro. O aluno desenha
algo com a concavidade para baixo.

Professor: Observando essa figura feita, o grafico é crescente?

Aluno: Nao. S6 em um pedaco.

Professor: E decrescente?

Aluno: Nao. S6 em um intervalo.

Professor: Ele é crescente em que intervalo?

Aluno: A partir do ponto de minimo.

Professor: Ele é decrescente em que intervalo?
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Aluno: Até o ponto de minimo.

8.4. Comentarios e Resultados

Com o uso da metodologia proposta os préprios alunos da 32 série do ensino
Médioconseguiram entender que o grafico da fungcdo quadratica € uma parabola e
encontrar as suas raizes. O professor fez o papel de mediador, ndo transmitindo o
conhecimento, mas induzindo o aluno para que ele mesmo solucionasse as
situagcOes-problema apresentadas.

Na aplicacdo, com o dialogo professor-aluno, houve maior interesse por parte
dos alunos para a compreensao dos resultados, se comparado com o ensino desse
conteudo com o uso da metodologia tradicional (definicdes, propriedades, exemplos,
exercicios de fixacao).

Essa metodologia pode ser aplicada ndo somente na disciplina de
Matematica, mas em qualquer outra, pois situacdes-problema existem em qualquer
disciplina. Basta o professor problematizar a sua aula e deixa-la mais dinamica para

os alunos.
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9. CONSIDERACOES FINAIS

Com o trabalho apresentado, é possivel ao professor compreender todas as
caracteristicas da funcao quadratica. Parte delas pode ser trabalhada na 12 série do
Ensino Médio e, pela aplicacéo ja desenvolvida na 32 série, mostrou ser viavel o uso
da metodologia para a compreenséao de tais propriedades.

Para o professor que, normalmente, trabalha com a metodologia tradicional
(definicdes, propriedades, exemplos, exercicios de fixacdo), pode ser encontrada
dificuldade na aplicacédo da Metodologia de Resolucéo de Problemas, principalmente
com relagdo a elaboracdo da aula nesse novo formato. No entanto, com esse
trabalho, recomenda-se seu uso pelos beneficios que trard com relacdo a
aprendizagem dos alunos.

Parte desse trabalho foi apresentado no Ill Semindrio de Resolucdo de

Problemas da UNESP — Rio Claro e o resumo esta disponivel em:

https://drive.google.com/viewerng/viewer?a=v&pid=sites&srcid=Z2GVmYXVsd
GRvVbWFpbnxzZW1pbmFyaW9yZXNvbHViYW98Z2396NDQzMWJIYTdiMWEFjY2lwZq,

acesso em 14 de julho de 2015.
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