B i

Universidade de Brasilia
Instituto de Ciéncias Exatas
Departamento de Matematica
Programa de Mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional

A
AA
A A
AAAA

PROFMAT

As diferentes interpretacoes do algoritmo
simplex na resolucao de problemas de
programacao linear

Marcelo Eustaquio Soares de Lima Junior

Brasilia

2015






As diferentes interpretacoes do algoritmo
simplex na resolucao de problemas de
programacao linear

Trabalho de Conclusao de Curso apresentado ao De-
partamento de Matematica da Universidade de Brasi-
lia, como parte dos requisitos para obtencao do grau de
Mestre.

Orientador: Prof. Dr. Helder de Carvalho Matos

Brasilia

2015



Ficha catalogréfica elaborada automaticamente,
com os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

Ed

Eust 4qui o Soares de Linma Junior, Marcelo

As diferentes interpretacdes do al goritnop sinplex
na resol ucdo de probl emas de progranmacdo |inear /
Marcel o  Eustaqui o Soares de Lima Janior; orientador
Hel der Carval ho. -- Brasilia, 2015.

149 p.

Di ssertacdo (Mestrado - Mestrado Profissional em
Mat emética) -- Universidade de Brasilia, 2015.

1. Matematica. 2. Pesqui sa Operacional. 3.
Algoritno Sinplex. 4. Software Geogebra. 5. Ensino
de Matematica. |. Carval ho, Helder, orient. I1.
Titul o.




Universidade de Brasilia
Instituto de Ciéncias Exatas

Departamento de Matemadtica

As diferentes interpretagdes do algoritmo simplex na resolucio

de problemas de programacao linear.

por
MARCELO EUSTAQUIO SOARES DE LIMA JUNIOR

Dissertagcdo apresentada ao Departamento de Matemdtica da Universidade
de Brasilia, como parte dos requisitos do “Programa” de Mestrado

Profissional em Matemdtica em Rede Nacional — PROFMAT, para obtengdo
do grau de

MESTRE

Brasilia, 08 de julho de 2015.

Comissio Examinadora:

LI L ¢ (/ /’LJ,,,K)/

Prof. Dr. Helder de Carvalho Matos — MAT/UnB (Orientador)

Q\s&m}&}b

Prof. Dr. Rui Seimetz — MAT/UnB

JEM / A /(/;/

Prof Dr. Antomc/ Luiz de Melo FUP/UnB



Todos os direitos reservados. E proibida a reproducéo total ou parcial deste trabalho

sem a autorizacao da universidade, do autor e do orientador.

Marcelo Eustaquio graduou-se em Ciéncia da Computagao pela Universidade Federal

de Minas Gerais.



Dedicatoria

Dedico este trabalho as minhas lindas e queridas filhas

Gabriela e Carolina.



Agradecimentos

Agradeco a minha familia e todos que estiveram comigo nesta caminhada.



Resumo

A principal ideia deste trabalho foi de aplicar o conteiido Programacgao Linear no
Ensino Médio de forma contextualizada e com a utilizacao dos sotwares Geogebra e o
Excel. Neste trabalho abordamos a metodologia da resolugao de problemas, partindo
de exemplos que busquem a otimizacao através da programacao linear. O experimento
tem por objetivo principal descrever a abordagem utilizada na implementagao realizada

a partir desses problemas.

Palavras-chave
Programacao Linear, Analise de Algoritmos, Sistemas Lineares, Modelagem Mate-

méatica, Software.



Abstract

The main idea of this work was to apply the Linear Programming in secondary
education content in context and with the use of Geogebra sotwares and Excel. This
paper deals with the methodology of solving problems, starting with exempls invol-
ving optimization through linear programming. The experiment’s main objective is to

describe the approach used in the implementation carried out from these problems.

Keywords
Linear programming, algorithms analysis, linear systems, mathematical modelling,

aoftware.
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1 Introducao

George Poélya, matematico hingaro que viveu entre 1887 e 1985, em sua obra "A arte

de resolver problemas" [21], afirma que

"uma grande descoberta resolve um grande problema, mas hd sempre

uma pitada de descoberta na resolucao de qualquer problema. O Problema
pode ser modesto, mas se ele desafiar a curiosidade e puser em jogo as
faculdades inventivas, quem o resolver por seus meios, erperimenta o

sentimento da autoconfianca e gozard o triunfo da descoberta".

Apontada por estudos e pesquisas em educacao matematica, a resolucao de proble-
mas e, de modo mais geral, a resolucao de situagoes-problema, vem se consolidando
como estratégia de aprendizagem soélida no ensino de matematica com abordagem que
possibilita acesso ao conhecimento construido pela sociedade, partindo do habitat do
aluno e se desenvolvendo a partir do continuum de iteragoes desenvolvidas por ele com
0 meio que o cerca.

Enquanto metodologia de ensino, a resolugao de situacoes-problemas consiste em
apresentar ao aluno situacoes que estimulem a sua curiosidade e auxiliem na cons-
trucao de conceitos matematicos. Porém, seu uso nas aulas de matematica é ainda
muito superficial e encontra muita resisténcia por parte dos professores, que conside-
ram situacao-problema como um simples problema, geralmente usado como exercicio
de fixagao de contetdos.

O conceito de situagao-problema ¢ mais amplo do que simplesmente problema por
envolver aplicagoes concretas e diversos componentes da matematica e de outras areas
de conhecimento em sua resolugao. Por meio de conceitos, técnicas e algoritmos mate-
maticos procura-se modelar uma situacao real, organizando os dados em tabelas, tra-
cando gréaficos, elaborando equacoes ou funcoes, desenvolvendo calculos e realizando
anélises dos resultados obtidos. Em geral, situagoes-problema sao problemas que exi-
gem pesquisa, levantamento de dados e podem ser apresentados na forma de projetos
a serem desenvolvidos ou implementados usando conhecimentos e principios de outras
areas de conhecimento.

Para o leitor interessado em mais conhecimentos acerca de situagao-problema, re-

comendamos a referéncia [10].
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1.1 Resolucao de situacoes-problema

Para Polya [21], a resolu¢ao de um problema envolve desafio e descoberta, uma vez que
nao existe um método rigido ou algoritmo que possa ser aplicado para sempre obter a
solucao. Segundo Polya, existem estiagios de pensamento que auxiliam o aluno neste
processo e incluem a compreensao do problema, estabelecimento de um plano de acao,
execucao do plano e o retrospecto. Essas etapas assemelham-se a metodologia para
desenvolvimento de processos, conhecida nas grandes organizacoes como Ciclo PDCA

ou Ciclo de Deming, mostrado na Figura 1.

Definir metas
e métodos para
atingir metas

Check Do
(Verificar) (Executar)

Figura 1: Ciclo PDCA: Plain, Do, Check e Act

Tal metodologia auxilia no diagnostico, analise e prognostico de problemas organi-
zacionais, sendo extremamente ttil para a solucao de problemas. Poucos instrumentos
se mostram tao efetivos para a busca do aperfeicoamento quanto este método de me-
lhoria continua, tendo em vista que ele conduz a acoes sisteméticas que proporcionam
bons resultados na sobrevivéncia e colaboram para o crescimento das organizagoes.

A metodologia foi desenvolvida por Walter A. Shewhart [5] na década de 30 e con-
sagrada por Willian Edwards Deming [5] [18] a partir da década de 50, quando foi
empregada com sucesso nas empresas japonesas para incremento na qualidade de seus

processos. O Ciclo PDCA tem como objetivo exercer o controle dos processos, podendo
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ser usado de forma continua para seu gerenciamento em uma organizac¢ao, por meio do
estabelecimento de uma diretriz de controle (planejamento da qualidade), do monito-
ramento do nivel de controle a partir de padroes pré-estabelecidos e da manutencao da
diretriz atualizada, resguardando as necessidades do publico alvo.

Sua utilizacao estd intimamente ligada ao entendimento do conceito de processo,
ou seja, de um conjunto de acoes e atividades inter-relacionadas, que sao executadas
para alcancar um produto, resultado ou servico predefinido. Cada processo é caracte-
rizado por suas entradas, as ferramentas e técnicas que podem ser aplicadas e as saidas
resultantes. PDCA é um acronimo de P(plain), D(do), C(check) e A(act):

e Plain:

E a fase onde objetivos sdo estabelecidos, procedimentos necessarios na resoluco
sao planejados, dados para melhor compreender do que serd desenvolvido sao
coletados e estratégias para melhor alcangar o resultado procurado sao tragadas.
Se necessario, sao estudados casos particulares ou em pequena escala do problema

a ser resolvido.

e Do:

Nessa fase ocorre a execucao do plano desenvolvido na fase anterior. Por envolver
aspectos operacionais da resolucao do problema, compreende pesquisas e simula-
¢oes e, no escopo da matematica, inclui procedimentos algébricos e aritméticos

dos problemas.

e Check:

Momento que consiste em verificar se os resultados obtidos sao compativeis como
fora proposto no problema, se pertencem ao seu dominio, atendendo suas res-
tricoes. Isto possibilita melhor compreensao do problema, reduzindo a distancia

entre o que foi exigido e o que foi desenvolvido.

o Act:

Por ser a ultima fase do ciclo, é responavel por preparar a continuidade do pro-
cesso, agindo sobre o que foi desenvolvido, buscando novos problemas ou modifi-
cando o problema resolvido para retornar a fase de planejamento, em novo ciclo

que conta com aprendizado gerado pelo ciclo anterior.
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Uma das aplicacoes mais importantes do ciclo PDCA esta em analisar e solucionar
problemas, permitindo o controle de qualidade durante todas as fases d’o processo.
Enquanto metodologia, o PDCA pode ser adotado como estratégia para auxiliar no
processo de ensino, mas nao deve ser visto como procedimento de escopo limitado a ser
encerrado quando forem cumpridos certos critérios, mas sim como ciclo em constante
desenvolvimento, onde novas iteracoes serao planejadas em funcao de sucesso obtido
em iteracoes anteriores.

No capitulo 7 da referéncia [18], tem-se mais elementos acerca do Ciclo PDCA e

métodos de controle de qualidade.

1.2 O ensino médio

A Lei n° 9.394 de 20 de dezembro de 1996 estabelece as diretrizes e bases da educagao
nacional e propoes principios e objetivos que nortearao politicas do sistema educacional
brasileiro. Ao longo de 92 artigos, sao apresentadas definicoes e propostas caracteris-
ticas para cada um dos segmentos da educagao béasica brasileira. O artigo 35 atribui
ao ensino médio a caracteristica de terminalidade por ser a etapa final da educacao

bassica e apresenta suas finalidades:

Art. 35. O ensino médio, etapa final da educagdo béasica, com duracao

minima de trés anos, tera como finalidades:

I. a consolidacao e o aprofundamento dos conhecimentos adquiridos no

ensino fundamental, possibilitando o prosseguimento de estudos;

II. a preparagao basica para o trabalho e a cidadania do educando, para
continuar aprendendo, de modo a ser capaz de se adaptar com flexibi-

lidade a novas condicoes de ocupacao ou aperfeicoamento posteriores;

III. o aprimoramento do educando como pessoa humana, incluindo a for-
macao ética e o desenvolvimento da autonomia intelectual e do pen-

samento critico; e

IV. a compreensao dos fundamentos cientifico-tecnolégicos dos processos
produtivos, relacionando a teoria com a pratica, no ensino de cada

disciplina.
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Tais finalidades devem ser materializadas na construcao de curriculo que contem-
ple a educacao tecnolodgica basica, a compreensao do significado da ciéncia, o processo
historico de transformacao da sociedade e da cultura tendo a lingua portuguesa como
instrumento de comunicacao, acesso ao conhecimento e exercicio da cidadania e meto-
dologia de ensino e de avaliacao que estimulem a iniciativa dos estudantes, elementos
esses voltado para o desenvolvimento de competéncias bésicas, com presenca de ele-
mentos que remetem a interdisciplinaridade e contextualizacao, pertecentes a uma base
nacional comum que propiciem formacao geral e preparagao béasica para o mercado de
trabalho.

Na sociedade atual, caracterizada pela escassez de recursos e constante busca pela
otimizacao de processos, a Programacao Linear tem se tornado um fator estratégico
na busca dos melhores resultados por organizacoes de diferentes portes cujos objetivos,
muitas vezes, resumem-se a minimizar tempo e gastos ou maximizar lucro e produ-
cao. Essas caracteristicas evidenciam importantes aplicacoes de temas matematicos
como o estudo analitico da reta e sistemas lineares, criando associacao teoria-pratica e
colaborando para a formacao de novo perfil para o ensino médio, especialmente na vin-
culacao ao mercado de trabalho e conhecimento de aspectos tecnologicos dos processos

produtivos.

1.3 Secoes de desenvolvimento do trabalho

O principal objetivo deste trabalho é apresentar uma proposta de ensino e apren-
dizagem de uma parte da matematica para o ensino médio, tendo como cenéario a
modelagem matematica e a programacao linear, utilizando problemas reais observados
no contexto econdmico e produtivo do século XXI. Paralelamente, serao desenvolvidos
recursos didaticos que auxiliem na fundamentacao teoérica e desenvolvimento algébrico
do simplex, principal algoritmo para resolver problemas dessa natureza.

No capitulo 2 - Modelagem - serao delineados os conceitos de modelagem matema-
tica e programacao linear, que norteiam este trabalho. Discutir-se-ao estratégias na
abordagem e modelagem desses problemas, bem como elencar fatores que interferem
na capacidade de modelar ou na significincia do modelo desenvolvido.

O capitulo 3 - Algoritmos - apresenta a no¢ao de algoritmo e como pode ser em-
pregado, na educacao bésica, na compreensao e resolucao de problemas. Cocomitante-

mente serao propostos problemas simples com objetivo de desenvolver o encadeamento
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logico de agoes na construcao de algoritmos bem como sua analise de complexidade.

O capitulo 4 - O Geogebra - destina-se a apresentar as funcionalidades do software
necessarios para desenvolvimento das atividades propostas nos capitulos 5, 6, 7 e 8.

Nos capitulos 5 - Fundamentos Teoricos - e 6 - Fundamentos de Calculo - serao
desenvolvidos os aspectos teoricos que fundamentam a correcao e eficiéncia do sim-
plex, principal algoritmo adotado na resolucao de problemas de programacao linear.
Apresentar-se-ao elementos que mostram a importancia da associacao de conceitos al-
gébricos as suas respectivas versoes geométricas, em especial nas secoes que tratam
de equagao da reta, inequagoes de primeiro grau com duas incoégnitas, resolucao de
sistemas lineares, nocoes de funcao e derivadas.

O capitulo 7 - Método Simplex - destina-se ao Algoritmo Simplex em suas versoes
mais conhecidas, cujo desenvolvimento é feito a partir de problemas definidos no R?,
em virtude do aspecto geomético adotado na sua resolucao. Para problemas definidos
em dimensoes superiores, o foco serd na modelagem e resolucao pelo método algébrico,
com posterior verificacao no Microsoft Excel.

Por fim, o capitulo 8 - Teoria do Consumidor - apresenta a modelagem de uma
importante teoria da microeconomia que estabelece o comportamento do consumidor
individual frente as decisoes de consumo, na escolha dos melhores produtos dentro

daquilo que eles podem adquirir.
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2 Modelagem

2.1 Introducao

Segundo o Novo Dicionario Aurélio da Lingua Portuguesa, 4% edigao, 2009, define-se
por modelo o objeto designado a ser reproduzido por imitagao, uma representacao em
pequena escala de algo que se deseja executar em dimensoes reais, um molde. Dessa
definicao, infere-se, em linhas gerais, que modelagem esta relacionada & operacao de
representar um ente do mundo real por meio de um modelo, em processo de traducao
do mundo real, mediante simplificacoes a partir de objetos previamente construidos,

conforme representamos na figura 2.

Ente do mundo

real Modelo

v

Modelagem

Figura 2: Modelagem como traduc¢ao de ente do mundo real

Nas ciéncias matemaéticas, o processo de modelagem estd associado a capacidade
de transformar problemas reais em contextos cuja resolucao seja de possivel execucao,
a partir de habilidades e competéncias desenvolvidas, para posterior interpretacao e
mapeamento no mundo real.

No entanto, o processo pode sofrer ajustes em funcao da complexidade de proble-
mas reais e da simplicidade de elementos matematicos normalmente empregados na
construcao dos modelos. Na insuficiéncia de elementos necessarios para a construcao
de um modelo, faz-se necessaria a criacao de novos elementos ou o estabelecimento de
novas relagoes. Portanto, ao criar novos modelos, a sociedade colabora para o desen-
volvimento da propria matematica uma vez que, segundo Ubiratan Dambrosio [2], "A
modelagem matemética é matematica por exceléncia" por representar fatos e fendme-
nos observados no quotidiano, por meio de entidades e relacionamentos que podem ser
socializados.

De forma geral, a construcdo de um modelo para a resolugdo de um problema
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resume-se ao cumprimento de um conjunto de estagios de cunho operacional onde sao
definidos objetivos, variaveis de decisao e controle e niveis de detalhamento, consti-
tuindo metodologia que muito se assemelha aos métodos gerenciais de melhoria conti-
nua como o ciclo PDCA. Embora nao apresentem limites bem definidos, evidenciam-se
trés fases no processo de modelagem: compreensao, matematizacao e avaliagao, cujos

marcos principais sao apresentados na fiigura 3.

Defini¢cao do
i===o=- > Problema
' (Compreensio)

Simulacdes l

A Equacionamento
e resolucio ¢----
(Matematizacao)

!

Validacao do
problema
+
Reformulacio do
problema
+
Aplicacao do
problema

(Avaliacdo) [d----

Figura 3: Fases do processo de modelagem

1. Compreensao:

A construcao de um modelo é desencadeada pela plena apropriacao e conheci-
mento do problema a ser modelado, acrescida da familiarizacao com ferramentas
a serem utilizadas no processo, em acoes que envolvem estudo, pesquisa e simu-
lagdo. A dinamica, nesse momento, consiste em aglutinar elementos que contri-

buam para a formalizacao matemética necessaria na fase de matematizacao.
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2. Matematizagao:

E o momento no qual ocorre, de fato, a traducdo da situacio-problema para
a linguagem matemaética e consequente resolucao. Habilidades como intuicao e
criatividade sao essenciais para classificar informagoes, desconsiderando aquelas
que forem irrelevantes, decidir que metas devem ser procuradas, selecionar varia-
veis relevantes e constantes relacionadas, usar notacao matematica adequada ao

cenario e descrever matematicamente a relacao entre todos esses termos.

Ao final dessa etapa, uma resposta que atenda todas as restri¢oes levantadas deve
ser explicitada ou os elementos elencados devem ser suficientes para comprovar a

sua inexisténcia.

3. Avaliacao:

Uma vez determinada a solucao do problema, faz-se necessaria a validacao desses
resultados e do planejamento dos préoximos passos a serem executados. Estraté-
gias como reformulacao do problema solucionado, elaboracao de outro método de
resolugao para o mesmo problema ou ainda a busca de problemas com maior grau
de complexidade podem ser utilizadas para preparar uma nova iteracao do Ciclo
de Deming. Havendo necessidade, caso a solucao construida nao seja adequada,
as etapas anteriores devem ser revisitadas na busca da solucao de eventuais in-

consisténcias.

2.2 Buscando outra solucao para um problema proposto

Uma possivel implementacao do estagio final da metodologia proposta consiste em, a
partir do modelo elaborado para o problema proposto, elaborar outro modelo matemé-
tico, que nao utilize das mesmas habilidades anteriormente empregadas, para resolver
o mesmo problema. No novo cenério, restringem-se as ferramentas disponiveis e ins-
tiga o aluno a analisar o contexto por 6tica diferente da que inicialmente costuma ver,
como pode ser observado no item seguinte, proposto para alunos do 9° ano do ensino

fundamental, ao estudar o tema Funcao Afim.

O segmento de reta apresentado na figura 4 mostra a evolugao da tempera-
tura em regiao prozima a Porto Alegre, capital do Rio Grande do Sul, entre

5 e 11 horas.
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Temperatura
(O
A

10

. Instante

(h)

Figura 4: Evolucao da temperatura

Calcular o instante em que a temperatura € nula.

De forma geral, o modelo proposto consiste em determinar a funcao
afim, f(t) = at + b, cujo grafico contém o segmento de reta de extremos
(5, -2) e (11, 10) para, a seguir, determinar o momento em que o gréfico
de f intercepta o eixo horizontal. Assim, representando por f(t) = at + b
a temperatura registrada nas proximidades da capital gaicha no instante
t € [, 11], escreve-se f(5) = ba+b = —2e f(11) = 11la+b = 10. Subtraindo

essas equagoes, obtem-se

f(a1) — f(5) = (1la+0b)— (5a+b) = (10) — (-2)
6a = 12

=
= a=2

e, para o valor obtido de a, conclui-se que b = —12. Portanto, f(t) = 2t—12
e o instante no qual a temperatura se anula é a raiz da equacao f(t) = 0,

ou seja, t = 6 horas.

Resolvido o problema e encontrada a solucao, a nova iteracao do ciclo poderia ser
desencadeada com a proposta de criacao de novo modelo que nao utilize habilidades

contempladas no modelo apresentado. Ou seja, determinar o momento em que a tem-
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peratura se tornou igual a zero sem usar conceitos relacionados a Fungao Afim ou
Equacao da Reta e, um modelo que atende o novo questionamento proposto resume-

se em observar a proporcionalidade em figuras semelhantes, como se vé na figura 5.

Temperatura
(O
A

10

. Instante

()

-2

Figura 5: Solucao geométrica da situacao problema

Para tal, serao considerados os pontos A = (5,—-2), P = (z,0), B = (11, 10),
C = (5,0) e D =(11,0), em que z representara o instante em que a temperatura sera
nula. Por serem paralelos os segmentos AC' e BD, os triangulos APC e PBD sio
semelhantes. Logo

AC PC 2 r—>5
= =

- = - — — =11 — —
) D =5br—25=1 r=x=06

10 11—z

Novamente, no instante t = 6h, a temperatura registrada foi nula.

2.3 Fatores que contribuem para a modelagem matematica

A modelagem matematica origina-se em problemas do quotidiano cujas resolucoes en-
volvem traducgao do contexto apresentado para a linguagem matemaética, para posterior
verificacao e validacao a partir de dados reais. Consequentemente, um modelo cons-

truido reflete caracteristicas de quem o elaborou, como interpretacao da realidade na
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qual estd imerso, habilidades cognitivas que desenvolveu, maturidade matematica ad-
quirida e ferramentas matematicas disponiveis no processo. Portanto, a capacidade
de expressao do modelo ¢ diretamente afetada pela visao de mundo de quem o desen-
volve e como interpreta as relacoes entre os objetos nele contido, fatos confirmados
com a aplicagao de um teste diagnostico aplicado para alunos das quatro séries finais
do ensino fundamental e trés séries do ensino médio.

Como parte do projeto pedagogico do Colégio Santo Agostinho, escola particular de
Belo Horizonte, o teste diagnostico de matematica é formado por 10 itens fechados e 2
abertos, elaborados pela equipe de professores dematemaética da escola com o objetivo
de explicitar conceitos ainda nao assimilados propostos para séries anteriores. Um dos
itens abertos, proposto para todas as séries que participaram do teste e respondido por
aproximadamente 1000 alunos, foi elaborado para evidenciar diferentes solucoes para

o mesmo problema e esta transcrito a seguir:

Em um restaurante hda 20 mesas, todas ocupadas, algumas com 4 pessoas,
e outras com apenas 2 pessoas, num total de 68 frequeses. Quantas mesas

sao ocupadas por 2 pessoas?

Em funcao da heterogeneidade da populacao submetida ao teste, formada por alu-
nos com idade entre 11 e 17 anos, destacaram-se trés modelos que permitiram incluir
cada individuo em uma de trés categorias em funcao da proficiéncia apresentada por
ele: contato, sistematizacao ou aprofundamento.

Para o item em estudo, as solugoes apresentadas evidenciaram algebrizacao do
pensar matematico a medida que o individuo se aproxima das séries finais da educacao
basica, quando a algebra apresenta, face & estrutura curricular, grande processo de
sistematizacao e aprofundamento.

A auséncia do uso da algebra foi observado no grupo formado por alunos do 6° e
7° anos do ensino fundamental, com idade média entre 11 e 12 anos, onde elementos
algébricos nao foram, em sua totalidade, apresentados e sistematizados. Nesse grupo,
os individuos recorreram mais sistematicamente as quatro operacoes aritméticas basi-
cas, adicao, subtracao, multiplicacao e divisao, para resolver o problema. No entanto,
foram raras as ocorréncias de justificativas nas transicoes ou passagens escolhidas. Na

figura 6 tem-se solucao de um aluno do 7° ano do ensino fundamental:
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204 =80

80 - 68 = [2 lugares vagos (em mesas ocupadas por 2 pessoas)

1212

() 6 mesas ocupadas por 2 pessoas
20 - 6 = 14 mesas ocupadas por 4 pessoas
No restaurante, 6 mesas sdo ocupadas por 2 pessoas.

Figura 6: Solugao de um aluno do 7° ano ensino fundamental

O estudo da algebra se desenvolve a partir do 7° ano do ensino fundamental, com
apresentacao de conceitos como variavel, incognita, expressao algébrica, fracoes al-
gébricas e equacoes, sendo abordada de forma mais sisteméatica nas séries seguintes,
principalmente nos temas equacdes e sistemas de primeiro e segundo graus. A medida
que foram analisadas as respostas de alunos do 8° e do 9° anos do ensino fundamen-
tal, percebeu-se mudanca no padrao de solucao adotado, que deixou de ser puramente
aritmético com a incorporacao de elementos algébricos como, de forma geral, equacao
linear de uma incoégnita para alunos do 8% ano e sistemas de duas equagoes com duas
incognitas para alunos do 9° ano. Na figura 7 tem-se a resolu¢ao de um aluno do 8°

ano do ensino fundamental.

x: mesas ocupadas por 2 pessoas
20 - x: mesas ocupadas por 4 pessoas

2x +4(20-x) = 68
— 2x + 80 - 4x = 68

= -2x =68 - 80
=-2x=-12
=2x=12
=>x=0

No restaurante, 6 mesas sdo ocupadas por 2 pessoas.

Figura 7: Solugao de um aluno do 8° ano do ensino fundamental

Por conter individuos que se encontram em processo de sistematizacao de elementos

da algebra, foram observadas solugoes que utilizaram a algebra como sistematizacgao
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da aritmética. A partir de casos particulares, as expressoes algébricas x e 20 — x foram
obtidas como generalizacao das quantidades de mesas ocupadas por 2 e 4 pessoas,
possibilitando conexao entre os diferentes elementos apresentados e contribuindo para
verificacao e validacao mais eficientes do modelo desenvolvido, como pode ser observado

na figura 8.

x: mesas ocupadas por 2 pessoas
y: mesas ocupadas por 4 pessoas

{x+y =20 (-2) {—2x—2y=—40

2x + 4y =68 2x +4y =68 +
y=28=y=14
xt14=20=>x=6

No restaurante, 6 mesas sdo ocupadas por 2 pessoas.

Figura 8: Solucao padrao de um aluno da 2% série do ensino médio

2.4 Pesquisa Operacional

Segundo [11], a Pesquisa Operacional (PO) é uma area da matematica aplicada voltada
para a resolucao de problemas reais cujo foco ¢ a a tomada de decisoes, sendo adotada
para avaliar linhas de acao alternativas e obter as solucoes que melhor servem aos
objetivos dos individuos ou organizagoes, sem descuidar, no entanto, dos elementos
subjetivos e de enquadramento organizacional que caracterizam os problemas.

A PO surgiu durante a II Guerra Mundial como alternativa para lidar com proble-
mas de natureza logistica, tatica e de estratégia militar de grande dimensao e comple-
xidade. Para apoiar os comandos operacionais na resolucao desses problemas, foram
entao criados grupos multidisciplinares de matematicos, fisicos e engenheiros e cientis-
tas sociais cujo objetivo consistia em aplicar o método cientifico aos problemas que lhes
foram propostos. Desenvolveram entao a ideia de criar modelos matemaéticos, apoiados
em dados e fatos, que lhes permitissem perceber os problemas em estudo e simular e
avaliar o resultado hipotético de estratégias ou decisoes alternativas.

O sucesso e credibilidade obtidos durante a guerra foram tao grandes que, termi-
nado o conflito, esses grupos de cientistas e a sua nova metodologia de abordagem

dos problemas se transferiram para as empresas que, com o "boom" econémico que
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se seguiu, se viram também confrontadas com problemas de decisao de grande com-
plexidade. Em alguns paises, em que prevaleceu a preocupacao com os fundamentos
teodricos, a Pesquisa Operacional se desenvolveu sob o nome de Ciéncia da Gestao ou
Ciéncia da Decisao e em outros, em que predominou a énfase nas aplicacoes, com o
nome de Engenharia de Producgao.

Seguiram-se grandes desenvolvimentos técnicos e metodologicos que hoje, com o
apoio de sistemas computacionais de crescente capacidade, nos permitem trabalhar
enormes volumes de dados sobre as atividades, nao apenas das empresas, mas, tam-
bém de instituicoes do setor piblico dentro e fora da area econémica. Em funcao do
seu carater multidisciplinar, a Pesquisa Operacional é uma disciplina cientifica de ca-
racteristicas horizontais com suas contribuicoes estendendo-se por praticamente todos
os dominios da atividade humana, da Engenharia a Medicina, passando pela Economia

e a Gestao Empresarial.

2.4.1 O que é Programacgao Linear?

No escopo da programacao matematica, a programacao linear é uma area da pesquisa
operacional com grande aplicabilidade em apoio a decisao onde o termo "programacao",
tanto linear quanto matematica esta relacionado ao planejamento de recursos escassos
com objetivo de atender as condicoes operacionais que, por sua vez, sao representadas
por equacoes, inequacoes e funcoes lineares, elementos muito comuns na educagao
béasica.

A apresentagao de elementos de modelagem matematica e programacao linear para
alunos do ensino médio criaria oportunidade para aplicar conceitos como sistemas li-
neares e funcoes em problemas de apoio para tomada de decisao, muito comuns no
planejamento logistico de frota e rotas, decisao em escolha de conjunto de produtos em
manufatura, decisao de localizacao de facilidade ou instalacao de fabricas ou centros
de distribuicao, dentre outros.

Ainda se justifica o uso da programacao linear como ferramenta pedagogica para
incentivar o uso de softwares no ensino da Matemaética e como mecanismo de inte-
gracao de diferentes segmentos do pensar matemaético, como &lgebra e geometria, o
que colabora para a construcao do significado geométrico do conjunto solugao de uma
equacgao, um sistema ou uma inequacgao. Para o estudo das funcoes, das equacoes, das

desigualdades e da geometria analitica existe uma grande variedade de softwares de
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expressao, muitos enquadrados na filosofia do software livre.

2.4.2 Um exemplo introdutério

Antes de apresentar tratamento formal e elaborado sobre modelagem matemaética em
pesquisa operacional consideremos, como exemplo, o Problema da Dieta, cujo ob-
jetivo consiste em determinar, em uma dieta para reducgao calorica, as quantidades
de certos alimentos que deverao ser ingeridos diariamente, de modo que determinados
requisitos nutricionais sejam satisfeitos a custo minimo.

Para tal, supondo que, por motivos justificaveis, uma certa dieta alimentar esteja
restrita a leite desnatado, carne magra de boi, carne de peixe e uma salada de compo-

sicao bem conhecida.

Tabela 1: Restricoes de alimentos na dieta alimentar

Vitamina Leite | Carne | Peixe | Salada| Quantidade
()] (kg) | (kg) | (100g) Minima
A 2mg | 2mg | 10mg | 20mg 11mg
C 50mg | 20mg | 10mg | 30mg 70 mg
D 80mg | 70mg | 10mg | 80mg 250 mg
Custo |R$2,00|R$4,00(RS$1,50| RS 3,00 -

Sabe-se ainda que os requisitos nutricionais serao expressos em termos de vitaminas
A, C e D e controlados por suas quantidades minimas (em miligramas), uma vez que
sao indispensaveis a preservacao da satide da pessoa que serda submetida a dieta. A
tabela Restricoes de alimentos na dieta alimentar 1 resume a quantidade de cada vi-
tamina em disponibilidade nos alimentos e sua necessidade diaria para uma boa satide

de uma pessoa.
Solugao

A primeira etapa na resolu¢ao de um problema consiste em sua compreensao. Neste
momento, devem ser identificados os dados, as restricoes e o objetivo, ou seja, o que
esta sendo solicitado. No Problema da Dieta, foi solicitada a quantidade de leite, de
carne, de peixe e de salada na elaboracao de uma dieta que atenda a certos requisitos

nutricionais a custo minimo. Para tal, representa-se por xi, o, x3 € x4, respectiva-
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mente, a quantidade, em litros, de leite, em kg, de carne, em kg, de peixe e em porgoes
de 100g de salada.

O objetivo proposto no problema, propor uma dieta que tenha custo minimo, de-
pende (esta em funcdo) da quantidade de leite (x;), da quantidade de carne (z5), da
quantidade de peixe (x3) e da quantidade de salada (x4). Ou seja, o custo ¢ funcao
das varidveis x1, x9, 3 € x4. Por exemplo, caso sejam comprados 3 litros de leite,
2 kg de carne, 0,5 kg de peixe e 400 g de salada seriam gastos 3 x R$2,00 + 2 x
R$4,00 + 0,5 x R$1,50 + 4 x R$3,00 = R$26,75. Generalizando, C(z1, xq, x3,24) =
221 +4xs + 1,523+ 3x4 ou simplesmente C' = 2x1 +4x5 + 1, b3 + 314, funcao chamada
de funcao objetivo.

No entanto, as varidveis sofrem restricoes em funcao dos requisitos minimos de
vitaminas A, C e D a serem ingeridos diariamente. Usando raciocinio similar ao que fora
usado para a funcao objetivo, para a vitamina A, cujo consumo deve ser, no minimo, 11
mg, obtém-se a desigualdade 2z + 2x9 + 10x3 +20x4 > 11. Analogamente, sao obtidas
restricoes quando consideradas a quantidades minimas das vitaminas C e D, que geram
as desigualdades 50x1 + 2029 + 1023 4+ 3024 > 70 e 80x1 + 7025 4+ 1023 + 8024 > 250.

Tanto a funcao objetivo quanto as restricoes observadas sao lineares, o que nos
permite classificar o problema como problema de programacao linear. Por fim, como
se tratam de quantidades a serem adquiridas, nao existe sentido em escrever, por
exemplo, z3 = —2. Escreve-se, consequentemente, x1,zs, r3, x4 > 0 ou ainda x; € R,
i € {1,2,3,4}. Observando que o objetivo do problema é a otimizagao do custo diario,

o modelo elaborado pode ser sintetizado com a seguinte formulacao:

Minimizar C(xy,xe,x3,24) = 221 + 429 + 1,523 + 324
21’1 + 2.172 + 101‘3 + 20I4 Z 11

50z + 20x9 + 1023 4+ 3024 > 70

80x1 + 70x9 + 1023 + 80x4 > 250
T1, T2, 13,04 > 0

Sujeito a

Apos apresentar os elementos necessérios para a compreensao do algoritmo simplex

no capitulo 7, resolveremos o Problema da Dieta.
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3 Algoritmos

Embora o termo algoritmo h& muito seja associado & Ciéncia da Computacao e ao
desenvolvimento de sistemas informatizados, muitas sao suas implica¢des no quotidiano
e, especialmente, no ensino de matemética. Segundo Cormen [6], um algoritmo é um
procedimento utilizado na transformacgao de um conjunto denominado entrada em outro
chamado saida, ou seja, uma sequéncia de operacoes ou instrucoes implementadas em
ordem pré-determinada com intuito de transformar entrada em saida, como pode ser

observado na Figura 9.

Entrada Saida

v

Algoritmo

(instrucdes ou operacdes)

Figura 9: Nocao de Algoritmo

Em funcao do sequenciamento de operacoes, os algoritmos sdao ferramentas logicas
empregadas na resolucao de problemas bem especificados e sem ambiguidade, cujo
enunciado apresenta relacionamento entre entradas e saidas e o desenvolvimento se
da pelo cumprimento de premissas béasicas, organizadas de forma ordenada dentro
de uma sequéncia finita de passos, como é observado no algoritmo abaixo, o qual

denominaremos Trocar pneu furado do carro, detalhado na Figura 10.

Trocar pneu furado do carro

Desligar o carro

Pegar as ferramentas (macaco e chave de roda)

Pegar o estepe

Levantar carro com o auxilio do macaco

Desenroscar os quatro parafusos do pneu furado

Retirar pneu furado

Colocar o estepe

Colocar e enroscar os quatro parafusos

o 0NN AW N -

Baixar o carro com o macaco

P
&

Guardar ferramentas e estepe

Figura 10: Trocando o pneu furado do carro
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A medida que problemas mais complexos sdo apresentados, instrucdes para prover
leitura e processamento de dados, avaliar expressoes algébricas, relacionais e logicas,
tomar decisoes com bases nos resultados das expressoes avaliadas ou repetir um con-
junto de acoes de acordo com uma condicao sao acrescentadas as instrucoes que tem
seu desenvolvimento direto e sem depender de pré-condigoes variaveis.

Entrar no 6nibus e pagar a passagem

1. Iraté a parada

2.  enquanto o Onibus nio chega faca
3. esperar o Onibus

4. fim-enquanto

5. subir no 6nibus

6. pegar bilhete

7. sendo ha passagem entdo

8. pegar dinheiro

9. fim-se
10. pagar ao cobrador
11.  troco < dinheiro - passagem
12.

Figura 11: Viajar de o6nibus

O algoritmo "Entrar no 6nibus e pagar a passagem', detalhado na Figura
11, é formado por estruturas repetitivas, onde conjunto de instrucoes é desenvolvido
enquanto é atendida uma condicao previamente indicada, como é observada na Figura
11, entre as linhas 2 e 4, em que a acao "esperar Onibus" se repetird enquanto a
condicao "onibus nao chega" permanecer verdadeira. Assim que essa proposi¢ao se
tornar falsa, na chegada do 6nibus, o algoritmo deixard de repetir a acdo "esperar
onibus", e executara a linha 5. Nas linhas de 7 a 9, é possivel observar um exemplo da
execugao (ou nao-execugao) de uma agao com base na avaliacdo de uma expressao em
uma estrutura condicional. Nesse trecho, o algoritmo avaliara se a expressao "nao hé
passagem" é verdadeira e, em caso positivo, executara a acao "pegar dinheiro". Caso a
expressao "nao tenho passagem" seja falsa, isto é, a pessoa tem passagem, o algoritmo
ignorara a acao "pegar dinheiro" e executara a linha 10.

Embora nao fagam parte do escopo desta dissertacao, elementos como modulariza-
¢ao, tipos abstratos de dados, grafos, além da analise detalhada de algoritmos desen-
volvidos para representar situacoes quotidianas como as retrataddas nas Figuras 10 e

11 podem ser obtidas na referéncia [6].
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3.1 Fluxograma

Um fluxograma consiste na apresentacao do algoritmo em formato grafico onde acoes,
estados ou transicoes sao representados por entes geométricos. O inicio e o fim do
algoritmo sao delimitados por elipses, as agoes a serem executadas por retangulos ou
paralelogramos e as estruturas condicionais por losangos no qual sao ligadas as duas
possibilidades de proseguimento do algoritmo, uma caso a condicao seja verdadeira e

outra caso seja falsa.

Exemplo 1. O mdzimo divisor comum de dois nimeros a e b onde pelo menos um
¢ diferente de zero, denotado por mdc(a,b) ou simplesmente (a,b), é o maior nimero

inteiro posilivo que divide simultaneamente a e b.

No célculo do maior dividor comum entre os nimeros a e b serao definidas como
entradas os valores de a e b e, como saida, o maior ntimero inteiro positivo que os divide.
O algoritmo lato sensu consiste no detalhamento de todos os passos que permitem obter
as saidas desejadas para as entradas apresentadas, como se vé na Figura 12, onde esta

detalhado o Algoritmo de Euclides.

Nao O mdc entre
AeBéA

}

N

Figura 12: Desenvolvimento do Algoritmo de Euclides

Imediatamente apds ser iniciado, o Algoritmo FEuclides apresenta instrugdo, no pa-
ralelogramo com os dizeres Leia A e B, para definicao dos valores para A e B, onde,
sem perda de generalidade, sera considerado que A > B. A seguir, no losango, é ve-

rificada a proposigao logica B # 0: caso seja verdadeira, as trés instrucoes presentes
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no retangulo apos a seta indicada com do texto Sim sao desenvolvidas, isto é, r = A
mod B, A= B e B =r e o fluxo é direcionado, novamente, para a estutura condicio-
nal. Caso a proposi¢ao seja falsa, conclui-se que o mdc entre os ntimeros apresentados
como entrada é indicado por A.

O uso de fluxogramas auxilia no desenvolvimento de habilidades como encadea-
mento logico de fatos segundo condi¢oes prévias, possibilitando visao global dos proce-
dimentos utilizados na resolucao de um problema e sao tteis para consolidar conceitos

logicamente relacionados.

3.2 Comparando algoritmos

Diferentes algoritmos podem ser empregados na resolucao do mesmo problema assim
como podemos utilizar diferentes métodos para resolver uma equagao polinomial de
segundo grau, um sistema de equacoes lineares ou um problema de programacao linear.
No entanto, a escolha errada do algoritmo pode ocasionar desperdicio de ativos como
tempo de execucgao ou célculos feitos na realizacao de uma tarefa proposta.

Esse aspecto sera observado na comparacao dos custos de execugao, no pior caso,
dos algoritmos For¢a bruta e Fuclides, usados para determinar o maior divisor comum

(mdc) entre os niimeros a e b dados, onde a > b, em fun¢do do valor atribuido para b:

1. Forga bruta:

A idéia bésica é buscar, entre todos os ntmeros inteiros positivos entre 1 e
min(a,b), o maior inteiro que divide simultaneamente a e b. Para tal, inicia-
se d com min(a,b) e testa-se todos os seus antecessores, até encontrar um que

divida os dois valores apresentados como entrada, conforme indica a Figura 13.

Forca bruta (a, b) > supomos que (a0 ou b=0) e a>b

Se b =0, entdo devolva a

Se a =0, entdo devolva b

d«<b

Enquanto d fa oud | b faca
d«d-1

devolva d

SV Sete =

Figura 13: Algoritmo "Forca bruta" para calculo do MDC

No pior caso, quando a e b sao primos entre si, as linhas 1, 2, 3 e 6 sao executadas 1

vez cada enquanto as linhas 4 e 5 sao executadas b vezes cada. Considerando que o
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tempo de execucao de cada linha seja sempre constante, o custo total da execucao
do algoritmo For¢a bruta serd Cy(b) = 4+2b. Tal comportamento demonstra que,
para b suficientemente grande, o custo tem relacao aproximadamente proporcional

quando comparado com o valor da entrada b, ou seja,

lim i) = lim 2+ =

b—oo b b—oo b

2

. Algoritmo de Euclides:

O algoritmo de Euclides ou método das divisoes sucessivas ja figurava nos volumes
VII e X da célebre e importante obra de Euclides - os Elementos - por volta do
ano 300 a.C, e ainda guarda muita semelhanca com o que é praticado atualmente
nas escolas. Sua correcao baseia-se no fato de que, sendoa > 0 e b > 0, para cada
d > 0, é valido que d|a e d|b se, e somente se, d|b e d|a(modb). Recursivamente,

¢ representado por mdc(a,b) = mdec(b, a(modb)), como pode ser observado na

Figura 14.
Euclide (a, b) supomos que (a=0 ou b=0) e a>b
1. Seb=0
2. entdo devolva a
3. sendo devolva Euclides (b, a (mod b))

Figura 14: Método de Euclides para calculo do MDC

Para o pior caso, o custo de execucao do Algoritmo de Euclides é proporcional ao
ntmero de vezes em que a linha 3 é executada. Assim, supondo-se que o algoritmo

efetue k vezes a linha 3 e que na primeira iteracao a > b > 0, definiremos

(av b) = (a(]? bO)v (ah bl)? ((12, b2>> R (aka bk‘) = ((aa b)? 0)

como valores dos parametros no inicio de cada iteracao. Por definicao, é estabe-

lecida a relagao de recorréncia:

Aiy1 = b;

bi—',-l = ai(modbi),ié {172,3,...7]{5}
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Como p (mod q) < % para nimeros inteiros nao negativos p e g, escrevemos:

i = 1= by = aj(modby) = by(modby) < % < 231
i =3 = by = az(modbs) = by(modbs) < %2 < 2_b2
i =5 = bg = as(modbs) = by(modbs) < %4 = Q—b:a
i =T7= bg = az(modby) = bg(modbr) < % < 2_b4

Como o segundo parametro é reduzido a menos da sua metade a cada 2 iteracoes
do algoritmo, existe n € N tal que 2" < b < 2", Da primeira desigualdade,
vem que n < log, b e, portanto, concluimos que n < log, b + 1. Portanto, no
pior caso, o custo de execugao do Algoritmo de Euclides, Cy(b) = log, b+ 1, tem

comportamento logaritmico.

Estabelecidas fungoes que associam o custo de execugao dos algoritmos ao parame-
tro de entrada b, é possivel perceber a diferenca entre as taxas de crescimento por elas

apresentadas. Para tal, basta considerar apenas termos da sequéncia

(2™)mef0,1,2,3,..}

para b na construcao da tabela Comparacao entre custos de execu¢ao que permite per-
ceber que C(b) > Cy(b), fato que pode ser confirmado a partir da sequéncia monétona

crescente f(b) = lozl:;il.

Bruta e de Euclides, representados respectivamente por C; e Cs.

A Tabela 2 mostra os custos de execucao dos algoritmos Forca

Tabela 2: Comparacgao entre custos de execucao dos algoritmos

b 1 2 4 8 16 2m
Cy(b)=2b+4 6 8 12 20 36 2:2M+ 4
Cy(b)=1+log, b 1 2 3 4 5 m+1
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3.3 Um exemplo de atividade

Um dos principais tributos brasileiros, o Imposto de Renda Retido na Fonte (IRRF)
é gerado pelo pagamento de salario, vencimento ou demais remuneracoes decorrentes
de vinculo empregaticio, recebidos por pessoa fisica residente no Brasil e retido em
decorréncia de trabalhos ou sevigos prestados no exercicio de empregos, cargos e fun-
coes. Esses e outros fatores serao abordados na construcao de um algoritmo para se
determinar o valor do imposto a ser retido do salario do trabalhador mediante estudo
e verificagdo no site da Receita Federal do Brasil [3], seguindo etapas do processo de

modelagem propostas no Capitulo 2 - Modelagem.

3.3.1 Compreensao

O resultado procurado consiste na constru¢ao de um algoritmo (fluxograma) que, a
partir do rendimento bruto de um trabalhador e deducoes que lhe sao de direito,
possibilite determinar o valor a ser retido a titulo de IRRF do salario desse trabalhador.
O procedimento é piblico e utiliza normatizacao presente no site da Receita Federal do
Brasil 3], onde sdo definidos conceitos como Rendimento Bruto, Rendimento Base de
Cdlculo, Aliquota e Parcela a Deduzir, todos fundamentais no calculo do IRRF, bem

como sua Tabela Progressiva, conforme Tabela 3.

Tabela 3: Tabela Progressiva para cilculo do IRPF de 2015

Base de Calculo Aliquota | Parcela a Deduzir
Até 1.903,98 - -
De 1.903.99 até 2.826,65 7,5 142,80
De 2.826,66 até 3.751,05 15,0 354,80
De 3.751,06 até 4.664,68 22.5 636,13
Acima de 4.664,68 27,5 869,36

Segundo a mesma tabela, o IRRF é calculado tomando por referéncia o Rendi-
mento Base, definido pela diferenca entre seu vencimento bruto e deducgoes como:
valores pagos a titulo de pensao alimenticia; a quantia, por dependente, de R$ 189,59;
as contribuicoes pagas ao INSS de qualquer ente federativo; as contribuigoes pagas
para previdéncia complementar; e demais parcelas indenizatorias como auxilio alimen-
tacao e auxilio transporte. Entao, um trabalhador sem dependentes cujo rendimento
bruto seja R$ 2.000,00 dos quais R$ 220,00 sao recolhidos a titulo de INSS, terd, como
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rendimento base a importancia R$2.000,00 — R$220,00 = R$1.780,00 e, conforme
a tabela progressiva serd incluido na faixa dos que estao isentos do pagamento de
imposto. Analogamente, o rendimento base de outro trabalhador, que recebe mensal-
mente R$5.400,00, recolhe R$ 594,00 para a previdéncia social e possui trés dependen-
tes, serd R$5.400,00 — R$594,00 — 3 - R$189,59 = R$4.237,23 e pertencera a faixa da
tabela cuja aliquota é 22,5%.

A aliquota e a parcela a ser deduzida serao escolhidas de acordo com o rendimento
base conforme tabela progressiva. No exemplo do trabalhador cujo rendimento base
foi R$4.237,23, o IRRF no més em questao sera

22
W’g - R$4.237,23 — R$636, 13 = R$317,25

Outras particularidades podem ser tteis na compreensao do processo de céalculo
do IRRF que emprega aliquotas diferentes e parcelas a deduzir também diferentes,

conforme valor auferido para o rendimento base.

3.3.2 Matematizacao

A traducao da situacao-problema para a linguagem matemaética e consequente constru-
cao do algoritmo serd obtida como generalizacao de um procedimento a partir de alguns
de seus casos particulares, cujos resultados serao consolidados na forma de uma tabela.
A Tabela 4 mostra algumas simulacoes a serem desenvolvidas para a matematizagao

do problema proposto.

Tabela 4: Simulacoes de calculo do IRRF

Rendimento Numero de Contribuicdes | Rendimento Aliquota (%) Parcela a Imposto de
Bruto Dependentes [Previdencidrias Base deduzir Renda
R$ 2.000,00 0 R$ 220,00 R$ 1.780,00 0 R$ 0,00 R$ 0,00
RS 5.400,00 3 RS 594,00 RS 4.237,23 22,5 RS 636,13 RS 317,25
RS 3.000,00 1 R$ 330,00 RS 2.480,41 7,5 RS 142,80 RS 43,23

As expressoes aritméticas empregadas devem ser apresentadas na tabela para pos-
terior uso no calculo do Rendimento Base, denotado por x, definido pela diferenca
entre 0 Rendimento Bruto, Ry.., ¢ 0 somatorio de todas deducoes, d(i) a serem

consideradas, ou seja,

T = Rbruto - Z d(l)
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A seguir, em funcao da aliquota a e da parcela a deduzir p, determina-se o corres-

pondente imposto de renda retido na fonte IRRF =

165 - © — p- Notagao alternativa

consiste no uso de funcao definida por diferentes sentencas:

IRRF(x) =

0,

0,075z — 142, 80,
0, 150z — 354, 80,
0,225z — 636, 13,
0,275z — 869, 36,

z < 1.903, 98

1.903,99 < z < 2.826,65

2.826,66 < x < 3.751, 05

3.751,06 < x < 4.664, 67
x> 4.664, 68

A sentenga a ser empregada no célculo do IRRF para trabalhadores com diferentes

rendimentos base, no fluxograma, pode ser representada pelo uso da estrutura condi-

cional (losango) e posterior desenvolvimento algébrico, conforme a Figura 15.

Informar
Rendimento Bruto

|

Subtrair deducdes
(por dependentes,
previdéncia, pensao
alimenticia, etc)

|

Obter rendimento
base para calculo
do IRPF

Base é menor que

Base esta
entre 1.787,77 e
2.679,29?

l Sim

Sim
e

Nao
—

Contribuinte é
isento

Base esta
entre 2.679,30 e
3.572,43?2

l Sim

Nao
e

Base esta
entre 3.572,44 ¢
4.463,81?2

l Sim

w} O Imposto de renda é
0,275Base - 826,15

O Imposto de renda é
0,075Base - 134,08

O Imposto de renda é
0,15Base - 335,03

O Imposto de renda é
0,225Base - 602,96

Figura 15: Algoritmo: IRPF
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3.3.3 Avaliagao

Apo6s matematizacao e construcao do algoritmo, na forma de fluxograma, que detalha
todas as etapas do calculo do IRRF, sua correcao e adequabilidade serao verificadas a
partir de comparacgao com resultados obtidos por ferramenta desenvolvida pela Receita
Federal do Brasil. O Simulador de Aliquota Efetiva, disponibilizado no site da Receita
Federal [4], apresenta como modalidades o célculo sobre a renda mensal e sobre a
renda anual. Escolhendo a primeira opcao, é apresentado formulario cujo cabegalho

fora transcrito na Figura 16.

Simulagao de Aliquota Efetiva I RP F 201 5

Imposto sobre a Renda
da Pessoa Fisica

IMPOSTO SOBRE A RENDA MENSAL - Valores em Reais

Figura 16: Simulador de Aliquota Efetiva da RFB

O uso da ferramenta é intuitivo e consiste no preenchimento de formulario com
informacoes relativas aos elementos que compoem o calculo do IRRF, conforme ¢é de-

talhado a seguir:

1. O campo 1. Rendimentos tributaveis deve ser preenchido com o rendimento
bruto do trabalhador. Caso o trabalhador tenha mais do que uma fonte de renda,

os valores devem ser somados e lancados na Figura 17.

1. Rendimentos tributaveis 0,00

Figura 17: Rendimentos tributaveis

2. Em 2. Dedugoes, todas as deducoes devem ser inseridas nos respectivos cam-

pos. As principais deducoes sao relacionadas a previdéncia social, nimero de

46



dependentes e pensao alimenticia. As demais deducoes devem ser somadas e lan-

cadas no campo 2.4 Outras dedugoes, como se vé na Figura 18.

2. Deducgoes
2.1 Previdéncia Oficial 0,00/
2.2 Dependentes (quantidade) 0,00 0,00

O valor da dedugéo é R$ 189,59 mensais, por dependente.

2.3 Pensao alimenticia 0,00
2.4 Outras deducdes | 0,00/

Previdéncia Privada, Funpresp, FAPI e parcela isenta de aposentadoria,
reserva remunerada, reforma e penséao para declarante com 65 anos ou
mais, caso ndo tenha sido deduzida dos rendimentos tributaveis. Carné-
Ledo: Livro Caixa.

2.5 Total de Deducgbdes 0,00

* Para mais informacgdes sobre dedugdes, verificar IN RFB n° 1500, de 2014

Figura 18: Deducgoes

3. O valor base de célculo, exibido na Figura 19 determinado pela diferenca entre os
campos (1) e (2.5), ¢ mostrado em 3. Base de céalculo e determinara a escolha
da aliquota e parcela a deduzir correspondentes, conforme tabela progressiva para

calculo do IRRF. Todas as deducoes devem ser inseridas nos respectivos campos.

3. Base de calculo (1 - 2.5) 0,00

Figura 19: Rendimento base de célculo

4. O IRRF ¢ apresentado na Figura 20, no campo 4. Imposto, onde consta tam-
bém o demonstrativo de sua apuracao, isto é, a participacao de cada faixa no
valor do imposto a ser retido do salario do trabalhador. Por exemplo, caso um
trabalhador tenha rendimentos que o inclua na 3¢ faixa, o simulador mostraré
que as duas primeiras faixas (onde estao os isentos do pagamento do imposto e

os que pagam 7,5% de aliquota) sao relevantes no calculo do imposto.
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4. Imposto 0,00

Demonstrativo da Apuracao do Imposto

Faixa da Base de Calculo Aliquota Valor do Imposto
12 Faixa 0,00 Isento 0,00
2? Faixa 0,00 7,5% 0,00
3? Faixa 0,00 15,0% 0,00
4? Faixa 0,00 22,5% 0,00
52 Faixa 0,00 27,5% 0,00
Total 0,00 - 0,00

Figura 20: Imposto

5. Por fim, o ultimo campo, 5. Aliquota efetiva, presente na Figura 21, contém

o percentual dos rendimentos tributaveis correspondente ao IRRF.

5. Aliquota efetiva --- % 0,00 Percentual do imposto pago sobre os
rendimentos tributaveis.

Figura 21: Aliquota efetiva

3.4 O simplex

Por ser um algoritmo, o simplex é formado por sequenciamento logico de operacoes a
serem executadas na resolucao de problemas de programacao linear e serd apresentado
no Capitulo 7, pautado em fundamentagao tedrica presente nos Capitulos 5 (Elementos

Teodricos) e 6 (Nogoes de Calculo).
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4 O Geogebra

O GeoGebra é um aplicativo de geometria dindmica que possibilita a integracao entre
conceitos da geometria e da algebra em uma unica GUI (Graphical User Interface).
Sua distribuigao ¢ livre, nos termos da GNU (General Public License), e é escrito em
linguagem Java, o que lhe confere flexibilidade e utilizacao em diferentes plataformas.
Porém, é necessario que no computador esteja instalado uma JVM (Java Virtual Ma-
chine) especifica para a plataforma ou sistema operacional em uso.

O software permite realizar construgoes geométricas com a utilizacao de elementos
primitivos da geometria como pontos e retas, assim como inserir equacoes e funcgoes
e também alterar caracteristicas desses objetos dinamicamente. Caracteristicas como
essas permitem ao Geo(Gebra manipular nimeros, pontos, vetores, derivadas e integrais
de fungoes como varidveis. Para tal, o programa reine as ferramentas tradicionais de

geometria com outras mais adequadas a algebra e ao calculo.

4.1 Instalacao

Para instalar o Geogebra, devemos acessar o site www.geogebra.org e, no menu superior

do mesmo, mostrado na figura 22, clicar sobre o item Downloads.

Gebra x

€« C f www.geogebra.org =

GeaGebra

Comunidade Ajuda Entrar

Figura 22: Menu superior do site www.geogebra.org

Na pégina apresentada a seguir, sao apresentadas versoes do Geogebra para diferen-
tes arquiteturas de hardware como tablets, desktops e smartphones. Deve ser escolher
a versao de acordo com o sistema operacional em uso e seguir processo de instalacao
a partir de orientacoes do proprio Geogebra. No sistema operacional Windows, apos
encerramento do software, o mesmo pode ser inicializado a partir de atalho presente

no menu iniciar em procedimmennto similar ao empregado nas demais versoes.
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4.2 A janela inicial do Geogebra

Ao iniciar nova instancia do aplicativo, é apresentada janela composta de cinco regides

conforme se vé na figura 23.

< GeoGebra - o IES

o.uivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

©: A DO O £ N eec) =2 |

omnela de Algebra g X anela de Visualizagao X

4

N
Pay

elrada: ©

Figura 23: Janela inicial do Geogebra Versao 5

Essas regioes concentram as funcionalidades implementadas pelo Geogebra e sao:

1. Barra de menus: contém opc¢oes que permitem ao usudrio, dentre outras fun-
cionalidades, gravar ou imprimir arquivo do Geogebra criado ou criar nova ferra-

menta.

2. Barra de ferramentas: é um conjunto de doze grupos de operacoes oferecidas
pelo Gogebra que permitem criar novos objetos matemaéticos como pontos, retas

ou circunferéncias e realizar operagoes com eles.

3. Janela de Algebra: é a regido utilizada para apresentar caracteristicas de dos

elementos contidos no painel de visualizacao. Por exemplo, caso seja definido
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um objeto representado por uma circunferéncia de centro O = (1, 3) e raio 5, na

Janela de algebra serd mostrada suaequagao, ou seja, (r — 1)? + (y — 3)? = 25.

4. Janela de visualizacao: painel onde é apresentada a representagao grafica de

cada objeto previamente definido.

5. Entrada: ¢ um campo onde podemos definir um objeto a partir de sua equacao.

2 ¢ pressionar a tecla

Por exemplo, ao digitar, no campo de entrada, f(z) = =
Enter, serd mostrado na Janela de Visualizacao uma parabola e na Janela de

Algebra, sua formulacdo algébrica.

4.3 Principais objetos do Geogebra
4.3.1 Pontos

No Geogebra, os pontos sao representados a partir de letras maitisculas do alfabeto
latino. Para crar instancia de um ponto, utilizamos suas coordenadas separadas por
virgula caso a forma adotada seja cartesianas como em P = (2,3). Em coordenadas

polares, as coordenadas sao separadas por ponto e virgula como em P = (2;30°).

4.3.2 Retas

Uma reta pode ser construida na janela de visualizacao digitando-se diretamente, em
Entrada, a equacao que a define. Caso exista a necessidade de nomeéa-la, deve-se usar
uma letra mintscula do alfabeto latino. Caso, em Entrada, seja digitado r : x —y = 0,

serd construida a reta z —y = 0 e a ela serd atribuido o nome 7.

4.3.3 Seletor

E a representacio grafica de um ntmero livre ou, de forma geral, de uma variavel
que assume valores em intervalo previamente definido e pode ser criado a partir da
ferramenta Controle deslizante ou do comando de mesmo nome. Na figura 24 é
mostrada a janela Controle Deslizante do Geogebra, acessada a partir da Barra de
Ferramentas, na qual é definido um nidmero denominado k no intervalo fechado [—5, 5]

com incrementos de 0.1.
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Controle Deslizante

S Mome

(® Nimero

() Angulo [al
. [] Aleatdrio (F9)

Intervalo | Controle Deslizante | Animacio

min: [-5 max: |5 Incrementa: 0.1

Aplicar Cancelar

Figura 24: Controle deslizante

4.3.4 Funcgoes

A definicao de uma funcao, no Geogebra, segue nomenclatura amplamente divulgada
na matematica. Para definir e construir o gréafico da fungao f(r) = z? definida para

todo = € R deve-se, no campo Entrada, digitar f(z) = 2.

4.3.5 Comandos

A seguir, listamos os comandos do Geogebra que serao necessarios para plena compre-

ensao das atividades propostas nos capitulos 5, 6, 7 e 8.

e Poligono [Ponto A, Ponto B, ... ]: Cria poligono cujos vértices sao deter-
minados a partir de lista de pontos indicados como parametro. Por exemplo,
digitando-se, em Entrada, p: Poligono[(0,0), (0,4), (3,0)] e pressionando a tecla
Enter, sera construido o triangulo que contém tais vértices e a ele serd atribuido

0 nome p.

° Area[ <Poligono> |: Calcula a area do poligono indicado como parametro,

indicando o resultado na Janela de Algebra.

Exemplo 2. Calcular a drea do poligono ABCD, de vértices A = (1,1), B = (1,4),
C=(4,4) e A= (4,1).
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Solucao
1. Na Janela de Visualizacao, clicar com o botao direito do mouse e marcar a
opcao Malha para exibir a malha quadriculada;
2. Em Entrada, digitar A = (1,1) e pressionar a tecla Enter;
3. Em Entrada, digitar B = (1,4) e pressionar a tecla Enter;
4. Em Entrada, digitar C' = (4,4) e pressionar a tecla Enter;
5. Em Entrada, digitar D = (4,1) e pressionar a tecla Enter;

6. Em Entrada, digitar p: Poligono[/A, B, C, D] e pressionar Enter para definir

o poligono que contém os referidos pontos e a ele associar o nome p.

7. Em Entrada, digitar Areafp] e pressionar Enter apresentar o valor da area

do poligono p. Na figura 25, a area esta associada a varivel e, cujo valor é 9.

P GeoGebra - O

Arquivo  Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
R AL O] [ reg) 2] 4
L™ L | Rt | N il i i . "Bl —— N

o d ol W o d ol W o d VI_
b Janela de Algebra #/ | ¥ Janela de Visualizagao fad
- Mimero 5 -
= e=9
- Ponto
@ A=(1,1) al E =
@ B=(1,4) b
@ C=(4,4)
~@ D=(4,1) 3
Quadrilatero 4
...... & p=9 a C
- Segmento
@ a=3 2
@ b=3 5
------ ® c-3 A - e
------ ® d-3 !
o
o 1 2 3 4 5
Entrada: ;| @

Figura 25: Area do quadrilatero ABCD
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Perimetro[<Poligono>]: Calcula o perimetro do poligono indicado como pa-

rametro, indicando o resultado na Janela de Algebra.

Distancia [Ponto A, Ponto B]: determina a distancia entre os pontos A e
B, indicados como parametro. Por exemplo, o resultado do processamento do

comando distancial(2, 3), (4, 7)], apresentado na Janela de Visualizagdo, é 5.

Intersecao [reta r, reta s|: determina o ponto de intersecao entre as retas r
e s. Este comando é particularmente 1til para determinar solucao de sistemas
lineares de duas equacoes e duas incognitas, como serd detalhado em 5.3.2 -

Sistemas Lineares.

Reta [Ponto A, Ponto B]: determina a equacao da reta que contém os pon-
tos A e B, representando-a graficamente na Janela de Visualizagdo. A reta r,

representada na figura 26, foi construido a partir do comando r: RetafA, BJ.

2 GeoGebra = =
Arguivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar. ..
A . . | e ® a=2
%_: ) /'/_. RE "f._,\_. Uil /) CA /| N AEC_ —| 4{
P Janela de Algebra # | » Janela de Visualizagao A
- Ponto ra
@ A=(1,4) 4
G .. B=ﬂ4,1]
Reta
------ ® rx+y=5 3
o Redefinir q
Retar
Reta[A, B] [ B
Propriedades... OK Cancelar Aplicar 3 4

-

Entrada:

@

Figura 26: Reta que contém os pontos A e B
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e Reta [Ponto P, reta r]: determina a equagao da reta paralela a reta r que con-
tém o ponto P e representa, graficamente, o resultado na Janela de Visualizagao.

Por exemplo, o resultado da execucdo de Reta/(0, 0), 2z + 3y = 9] é 20+ 3y = 0.

e Perpendicular [Ponto P, reta r|: determina a equacao da reta perpendicular
a reta r que contém o ponto P e representa, graficamente, o resultado na Janela
de Visualiza¢do. Por exemplo, o resultado da execugao de Perpendicular/(0, 0),
20 + 8y = 9/ & =3z +2y =0.

Exemplo 3. Na figura 27, as retas s e t foram obtidas a partir do uso dos comandos s:

Reta/O, r| e s: Perpendicular[O, 1], respectivamente onde r : 2x+3y =9 e O = (0,0).

o GeoGebra — =

Arquive Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar. ..
[ 1 ; .
A . @ . a=2
% Tl o LT DU COLE DN e N e 222 <}
m———d e d 3 W e d W v d d
P Janela de Algebra # | » Janela de Visualizagao A
Ponto
...... .. D=ﬂU,U}
- Reta
@ m2x+3y=9

@ §:2x+3y=0
o b 3x+2y=0

Entrada:

Figura 27: Construcao de retas paralelas e penpendiculares a uma reta dada
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5 Fundamentos tedricos

O Simplex & um algoritmo que se utiliza de ferramenta baseada na Algebra Linear para
determinar, por um método iterativo, a solucao 6tima de um Problema de Programagao
Linear (PPL). Sua concepgao béasica é simples e, mesmo assim, é considerado eficiente.

Neste capitulo, serao apresentados fundamentos teéricos necessarios para a utiliza-
¢ao do Simplex bem como justificativas para compreensao de detalhes de cada etapa
de sua aplicagao, acrescidas de exemplos de abordagem dos temas relacionados com
auxilio do software Geogebra. Para mais detalhes, recomendamos a obra de Manoel
Paiva [20].

5.1 A equacao da reta

A programacao linear é uma técnica que propoe otimizar (maximizar ou minimizar) o
valor de uma fun¢ao linear, respeitando um conjunto de restri¢oes (equagoes ou inequa-
¢oes) lineares. Detalhes do algoritmo abordado neste trabalho utilizam a premissa de
que, no R?, a representacao grafica de uma equacao do tipo Az +By = Couy = ax+b

¢ uma reta.

Definicao 1. Uma funcao f: R — R é denominada afim se existem constantes reais
a eb tais que f(x) = ax + b para todo x € R. Os coeficientes a e b sao denominados,

respectivamente, coeficiente angular e coeficiente linear.

A fungao identidade f(z) = =z, a fungdo linear f(x) = ax e suas translagoes
f(z) = ¥ = a(x — ) sdo exemplos de fungdes afins. Casos concretos e aplicados
podem ser apresentados, por exemplo, no estudo da matematica financeira ou da cine-

matica.

Teorema 1. O coeficiente angular ou taza de varia¢ao da funcao f: R — R definida

por f(x) = ax + b que contém os pontos Py = (x1,y1) e Po = (x2,2) €

Y2 — U1
a =
To — I1
Demonstra¢ao. Por serem P, = (x1,y1) ¢ Py, = (x2,y2) pontos de f, temos que

f(x1) = axry + b = y e f(xe) = axrs + b = 7yo. Subtraindo essas equagoes,
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f(z2) — f(x1), obtém-se

(azy +b) — (axq +b) = yo —

Y2 — U1
Lo — 1

o= a(ry—11) =y —y1 > a=

Teorema 2. O grdfico de f: R — R definida por f(x) = ax + b é uma reta.

Demonstracao. Sejam Py, P, e P3 pontos de abscissas x1, x5 e x3 pertencentes ao

grafico de f(z) = ax + b, conforme a figura 28.

Yy
‘ —
] P f(x)=ax+b
f(x3)
P
f(x2)
P
f(x1)
% »
7 X] X5 X3 > X

Figura 28: Gréafico de uma fungao f(z) =ax +b

Provar que o gréifico de f é uma reta consiste em mostrar que quaisquer trés de

seus pontos sao colineares, fato que serd comprovado ao concluir que as inclinacoes de

PP, e P, P; apresentam o mesmo valor.

Portanto,

ap Py

f@2) — fla1)

Ty — T1
(azy +b) — (axq + b)
T2 — T
ary —ary  a(ry — 1)
To—T1  Ty—1Tq
a(rs — x1)
T3 — T1

ars+b—ar; —0b

T3 — 1
flxs) — f(z1)
T3 — X1

ap,ps
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O conceito de coeficiente angular, fundamental para mostrar que o grafico de
f(z) = ax + b é uma reta, deve ser usado na demonstragao de teoremas ou resolucao
de problemas como, por exemplo, da determinacao da equacao de uma reta dados dois

de seus pontos.

Exemplo 4. Determinar a equag¢do da reta que contém Py = (x1,y1) e Py = (x2,99).
Solugao
Seja P = (z,y) € P, P;. Determina-se a equacao da reta que contém P, = (x1, )
e Py = (z3,y2) ao estabelecer a colinearidade entre P, Py e P,, ou seja,
Y=Yy _ Y=y

(= 90) (@ — 2) = (4 — y2) (@ — 1)

app, = app, =

TY — TolY — YT + ToY1 = TY — T1Y — Y2k + T1Y2
<$1 - 562)?/ - (yl - y2)$ = T1Y2 — T2Y1

R

(y1 — y2)x — (21 — T2)y + 21y2 — 221 =0

Considerando y; —ys = A, xo — 1 = B e 11y2 — 22y7 = C, a equacao reduz-se a
Ax + By + C' = 0, conhecida como Equacao Geral da Reta. Porém, explicitando y em

termos das coordenadas de P, e P, obtém-se a Equacao Reduzida da Reta

Y2 — U1 TaY1 — T1Y2
g X —|—
To — X1 To — X1

L2Y1—T1Y2

P = b é o coeficiente linear de P, P;.

onde

Paralelamente ao desenvolvimento algébrico, o Geogebra pode ser utilizado como
ferramenta dinamica para verificar se um problema foi desenvolvido corretamente, como
serd ilustrado no exemplo seguinte, onde é determinada a equacao de reta a partir de

dois pontos dados e uso do comando Reta.

Exemplo 5. Determinar a equacdo da reta que passa por P = (2,3) e Q = (4,—1).
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Solugao
Algebricamente, o procedimento consiste em empregar a condigao de alinhamento
de trés pontos utilizando, para tal, os pontos P = (2,3), @ = (4,—1) e T = (z,y):

y—3 y+1
r—2 x—4

apr = aQr =

= (y=3)z—-4)=(y+1)(=-2)

= yr—4dy—3rx+12=yr—-2y+x—2
= 2y—4r+14=0

= 20+y="7

= y=7—2x

O resultado é confirmado, no Geogebra, a partir do desenvolvimento dos seguintes

Passos:

1. Clicar com o botao direito do mouse sobre um dos eixos coordenados, na Janela

de Visualizagao e escolher a op¢ao Malha.

2. Em Entrada, digitar P = (2,3) e pressionar a tecla Enter para marcar, na

Janela de Visualizagao, o ponto P = (2, 3);

3. Em Entrada, digitar ) = (4, —1) e pressionar a tecla Enter para marcar, na

Janela de Visualizagao, o ponto Q = (4, —1);

4. Em Entrada, digitar r : Reta|[P, Q] e pressionar Enter para criar o objeto reta

a partir dos pontos P e Q;

A instrugao r : Reta|P, Q)] construira, na Janela de Visualizagao do Geogebra,
a reta r que contém os pontos P e (), definidos anteriormente e mostrara, na
Janela de Algebra, a equacao da reta procurada. A figura 29 mostra o resultado

da construcao da reta que contém os pontos P e () a partir do Geogebra.
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o GeoGebra - o IEl

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A ° N ° p L a=2
Q_ °o o~ LAl &) @ﬁ o /. 0’\‘/’.* o\ ABC 2.7 ‘1"
) Janelade Algebra [X| [ » Janela de Visualizagao X
Ponto 5 r
® P=(2,3)
® Q=(4,1)
Reta 4
® rn2x+y=7
P
3
4
2
14
0
0 1 2 3 4 5 8 7 8
Q
1
Entrada: )

Figura 29: Reta que contém os pontos P(2,3) e Q = (4, —1)

Os coeficientes a e b apresentam significados geométricos singulares: enquanto o coefi-
ciente b caracteriza-se por definir ponto de intersecao entre o grafico de f e o eixo das
ordenadas, o coeficiente a, ou inclinacao da reta, é equivalente & tangente do angulo
formado pela reta, grafico de f(x) = ax + b, e pelo semieixo horizontal positivo, e
possibilita classificar a funcao como crescente, decrescente ou constante, caso a seja,

respectivamente, positivo, negativo ou igual a zero, como se vé na figura 30.

y
7 N
f(x)=ax+b
f(x,) Py
f(xp) - f(x1)
f(x,) P Ao
X2 - X]
/ (0, b)

e .

7 X1 X2 > X

Figura 30: Coeficientes de f(z) = ax + b
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AV
Ax x99 — 13

a=tgh =

Exemplo 6. O montante resultante da aplica¢ao da quantia de C' reais, a taxa de i por
unidade de tempo de juros simples durante periodo de t unidades de tempo é M (t) =
C(1 + it), cuja representacao grifica consiste de semirreta crescente que intercepta o

eizo das ordenadas no ponto (0,C) como estd detalhado na figura 31.

M
(montante)
1 o M®=Ca+io
M(x + h)
P
M(x)
C [
= " >t
(tempo)

Figura 31: Grafio do montante de uma aplicacao financeira

O estudo das equagoes do tipo Ax+ By+C' = 0 nao deve ser apresentado sem a de-
vida vinculacao com sua representacao grafica, mesmo no ensino fundamental, quando
sao desenvolvidos os primeiros elementos algébricos. A equivaléncia entre termos como
"equacao de primeiro grau com duas incognitas” e "equacao da reta" é colocada em
segundo plano em decorréncia do processo de algebrizacao da matemaética ainda muito
presente no ensino fundamental. Nesse contexto, o Geogebra se apresenta como fer-
ramenta que colabora com a construcao da bijecao entre equagao de uma reta, em

qualquer uma das suas representagoes, e sua representacao cartesiana.

Exemplo 7. Escrever, na forma reduzida, a equacao da reta cuja forma geral é
6x + 2y —T7=0.

Solucao

O desenvolvimento algébrico consiste em explicitar a variavel y em um dos lados

da igualdade, como é observado em 6x +2y —7=0=2y = —6x+ 7=y = -3z + %
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Determinada a forma reduzida da equacgao apresentada, o resultado sera compro-

vado com o Geogebra, ap6s cumprimento dos seguintes passos:

1. Clicar com o botao direito do mouse sobre um dos eixos coordenados, na Janela
de Visualizacao e escolher a opcao Malha. Embora nao seja essencial na
resolucao do problema, a malha quadriculada colabora com a identificacao de

elementos quantitativos da reta a ser construida.

2. Em Entrada, digitar 6z+2y—7 = 0 e pressionar Enter. Como decorréncia dessa
acao, na Janela de Visualizagao, é construida a representacao cartesiana da
reta 6x 4+ 2y — 7 = 0;

3. Na Janela de Algebra, clicar com botdo direito do mouse sobre a equacdo da
reta e, no menu de contexto apresentado, escolher a opcao Equagao y = ax + .
As acoes apresentadas permitem reverter a equacao para a forma apresentada

originalmente. As opgoes apresentadas pelo Geogebra sdo ilustradas na figura

(& GeoGebra - o IEH
Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
A ° N A D . g a=2
Al PO O £y Naee) 222 )
) Janela de Algebra X/ | » Janela de Visualizagao X
Reta
® abx+2v=7
Retaa
Equacdoy=ax+Db
Forma Paramétrica
*~| Exibir Objeto
A | Exibir Rétulo
3
& Habilitar Rastro
b Renomear N 4
//  Apagar
.2 Propriedades .. 14
0
4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6
14
24
Entrada: AR

Figura 32: Opcoes associadas ao objeto Reta
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5.1.1 Posigoes relativas entre retas coplanares

No sistema de coordenadas cartesianas, duas retas, r e s, de inclinagoes a, e ag, res-

pectivamente, podem ser paralelas distintas, paralelas coincidentes ou concorrentes,

conforme é apresentado a seguir:

L

As retas r e s, de equacbes Az + By = C e Dx + Ey = F, respectivamente,
sao paralelas se, e somente se, apresentam os mesmos coeficientes angulares ou

se nao existem seus coeficientes angulares.

Teorema 3. Se r e s sao paralelas, entao % = %.

Demonstracao. As formas reduzidas de r e s sdo, respectivamente, y = —%x +%
- _D £ 50 4 — _D A _ B A_B _C 3

ey=—Fr+ 5. Entao —3 = —F = 5 = 3. Caso 5 = 5 = 5, r e ssao

coincidentes. Essas situacoes sao ilustradas nas figuras 33 e 34 [

Figura 34: Ja, e Pa, = 1//s
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I1.

As retas r e s, de equagoes Ax + By = C' e Dx 4+ Ey = F, respectivamente, sao
concorrentes se, e somente se apresentam coeficientes angulares diferentes ou se

existe o coeficiente angular de uma delas e nao existe o da outra.

Teorema 4. Sejam r e s retas de equagoes Ax + By = C e Dx + Ey = F,

respectivamente. Se r e s sao concorrentes, entao % +# %.

Demonstracao. As inclinagoes das retas r e s sao, respectivamente, ’—E;A e %.
Para que sejam retas concorrentes, basta que tenham inclinacoes diferentes, ou

.0 —A 4 =D :(n A 4 B
seja, 5 # 5, ou seja, 5 # - O
Na figura 35 tem-se os gréaficos de retas concorrentes.

y
A A r

/

/

Figura 35: a, # as = 7 e s sdo concorrentes

As retas 2z + 3y = 12 e 8 + 12y = 5 sdo paralelas enquanto =z +y = 12 e

2x+3y = 9 sao concorrentes - fatos que podem ser facilmente comprovados no Geogebra

digitando-se, no Campo de Entrada, cada uma das equacoes indicadas. Se fossem

retas coincidentes, suas equagoes corresponderiam a um sé lugar geométrico.

5.1.2 Equacao segmentéaria da reta

A equacao segmentaria apresenta, em sua formulacdo, dois elementos posicionais im-

portantes: os interceptos da reta com os eixos coordenados, os quais definidos por

Q = (0,q9) e P = (p,0), conforme é observado na figura 36.
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N0, @)

Figura 36: Interceptos da reta com os eixos coordenados

Considerando T' = (z,y) como ponto da reta que contém P e (), e adotando a

condicao de alinhamento de trés pontos, escreve-se:

= "0 - p TP
= Ty =Ty —qr —py+pq

= qr +py =pq

A forma segmentaria da reta é obtida dividindo-se a equacao obtida por pg, cujos

denominadores evidenciam os interceptos da reta com os eixos coordenados:

Ty,
P q

[SAE
+
ool
I
—_
Q

Exemplo 8. Calcular a drea da regido delimitada pelas retas 5 + % =1,

pelos eizos coordenados.
Solugao

1. Clicar com o botao direito do mouse sobre um dos eixos coordenados, na Janela

de Visualizacgao e escolher a opcao Malha.
2. Em Entrada, digitar /2 + y/3 = 1 e pressionar Enter.
3. Em Entrada, digitar /5 + y/8 = 1 e pressionar Enter.
4. Em Entrada, digitar A = Intersecaola, xr = 0] e pressionar Enter.
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5. Em Entrada, digitar B = Intersecaolb, z = 0] e pressionar Enter.
6. Em Entrada, digitar C' = Intersecaolb,y = 0] e pressionar Enter.
7. Em Entrada, digitar D = Intersecaola,y = 0] e pressionar Enter.

8. Em Entrada, digitar P = Poligono|A, B, C, D] e pressionar Enter.

Conforme se vé na figura 37, a area de P, exibida na Janela de Algebra e

indicada pelo nome do poligono, é 17.

o GeoGebra (2) - O n

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

Y [ B3l o)) P NI B S

» Janela de Algebra Xl | » Janela de Visualizacio g X

Ponto i
® A=(0,3) ax’

® B=(0,98)

® C=(50)

® D=(2,0)
Quadrilatero

® P=17

Reta

® a:05x+0.33y=1
® b:0.2x+0.13y=1
Segmento

a, = 5

b1 =943

c=3
d=3.61

n
L

"
0 D\ 4 \é 8 10

Entrada: A 1

Figura 37: Poligono ABC'D

5.2 Inequacoes

Nesta secdo, apresentaremos o tema inequacoes, especialmente as definidas no R? por
ser importante elemento para bom entendimento do algoritmo simplex, particularmente

em sua versao geomeétrica.
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Definigao 2. Sejam f,g : D C R — R duas func¢oes reais definidas em sunconjunto
nao vazio de R. Define-se por inequacao na inconita x a qualquer uma das sentencas
abertas f(x) > g(z), f(x) < g(z), f(x) > g(z) ou f(z) < g(x). O nimero real xy é

solugdo da inequagio f(x) > g(x) se, e somente se f(xg) > g(xo) for verdadeira.

Resolver uma inequacao f(z) < g(z), em D, consiste em determinar todos os nime-
ros reais ro € D para os quais a sentenga f(xg) < g(zo) é verdadeira. Algebricamente, o
procedimento de resolucao de inequacoes de uma variavel resume-se a obter expressoes

equivalentes simplificadas, como podemos observar no exemplo seguinte:

4r—3 > 346
= 4r -3+ (-32+3) >3z +6+ (-3 +3)
= dr—-3r—-34+3>3r—-3xr+6+3

= x>9

Geometricamente, o conjunto solucao da inequacao é formado por todo x € R para
que f(z) = 4z — 3 tenham ordenada maior do que a ordenada do g(z) = 3z + 6, fato

que se concretiza em {z € R : z > 9} e representado na figura 38.

Y

1 fx) = 4x-3

g(x) =3x+6

304

20

10
./o
-2
yd

Figura 38: Resolucao grafica de inequacgoes
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5.2.1 Inequacgoes definidas em R

O estudo de inequagoes de uma variavel definidas em R com uma incégnita estd bem
sistematizado nas principais referéncias bibliograficas do ensino médio, 9], [13] e [20],
com predominancia de aspectos algébricos sobre geométricos e uso de regras fundamen-
tadas em coeficienes e elementos especificos das principais fungoes como as polinomiais
de 1° e 2° graus, exponenciais, logaritmicas, trigonométricas e modulares.

O recurso grafico deve ser evocado ao resolver desigualdades como 22— 6z+ 8 > 0,
ocasiao em que é construido o grafico da fungao quadrética f(x) = 2> — 6x + 8 para
posterior estudo de sinal. Na figura 39, a solucao de 2> — 6z + 8 > 0 esté associada

as regioes indicadas com o sinal de +.

y
A

fix) =x*-6x+8

Figura 39: Estudo de sinal de f(z) = 2 — 6z + 8

Nesse contexto, o Geogebra surge como ferramenta para auxiliar na sistematizacao
do estudo de sinal de uma funcao por possibilitar a construcao de graficos de diferentes

tipos de funcao como, por exemplo, uma funcao polinomial de 3° grau.

Exemplo 9. Determinar o conjunto solucio da inequacdao x® — 622 + 11z — 6 < 0.
Solugao
Adotando abordagem geométrica na resolugao da desigualdade proposta, o conjunto

solucao de 23 — 622 + 11z — 6 < 0 sera determinado a partir do estudo de sinal de

f(x) = a® — 62% + 112 — 6, cujo grafico sera construido no Geogebra.
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1. Clicar com o botao direito do mouse sobre a Janela de Visualizagao e marcar
a opcao Malha para exibir a malha quadriculada sobre o sistema de coordenadas

cartesianas.

2. Em Entrada, digitar f(x) = 23— 62?4 11z — 60 e pressionar Enter para exibi¢ao
do grafico de f, como se vé na figura 40. Caso haja necessidade, recomenda-se o
ajuste quanto a visualizacao da figura gerada usando as ferramentas Ampliar e

Reduzir.

@ GeoGebra - o IEN
Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
e S| ell g ° =2
E& 1 leﬁ /'/'i_ —— Jw*'ﬁ ! k:,>~ 'ffi_ :\\\_ /\BC& i'*_ ‘%*
» Janela de Algebra X/ | » Janela de Visualizagao X

Funcao
® f(x) =x—6x>+11x—6

N
o
(
w
S
o

@

Entrada:

Figura 40: Grafico de f(z) = 2® — 62% + 11z — 60

3. O conjunto solugdo da desigualdade proposta é {z € R : f(z) < 0}, isto &,
{reR:xz<1 ou 2<uz<3}

As ferramentas Controle Deslizante e Habilitar Rastro podem ser usadas
para enfatizar o conjunto solu¢ao da inequacao proposta. Para tal, devem ser

desenvolvidos os seguintes passos:

4. Criar Controle Deslizante de nome ¢, definido no intervalo —6 (min) e 6 (max)

e 0.1 de incremento. O controle criado sera exibido como Numero na Janela
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de Algebra;

. Em Entrada, digitar P = Se[f(t) < 0,(¢,0)]. Esse comando criard o ponto
P = (z,0), para os quais f(z) < 0, isto é, todos os pontos para os quais f tem

ordenada negativa.

. Na Janela de Algebra, clicar com o botdo direito do mouse sobre P e marcar
a opcao Habilitar Rastro. Caso seja necesséario, a cor do objeto P pode ser

alterada para destacar o conjunto solugao da desigualdade.

. Escolher a ferramenta Mover, clicar sobre o Controle Deslizante ¢ e arasta-lo
por toda a sua extensao. Essas acoes destacam, sobre o eixo horizontal, pontos
que compoem o conjunto solugdo da desigualdade proposta. O resultado dessas

acoes ¢ mostrado na figura 41.

(¥ GeoGebra - o IEN

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A ° N @ . o a=2
R | o™ UL D= U o o\l 232 [l <3|
» Janela de Algebra g X | » Janela de Visualizagao X
Funcao
@ f(x) =x*—6x2+11x—6 t=-0.6
Nimero 2 i
@ t=-06 \ | |
Ponto
@ P=(-0.6,0) 1

Entrada:

®

Figura 41: Solugao de 23 — 622 + 11z — 6 < 0
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5.2.2 Inequagoes definidas em R?

Definicao 3. Sejam f,g: D C R?> — R duas fungoes reais definidas em D. Define-se
por inequacdo definida em R? a qualquer uma das sentencas abertas f(z,y) > g(z,y),
P y) < (), F@.y) > g(e.y) ou [(z.y) < g(z,y). O par ordenado (zo,yo) € R?
é solugao da inequagao, sem perda de generalidade, f(x,y) > g(x,y) se, e somente se,

f(zo,y0) > g(xo,yo) for verdadeira.

E exemplo de inequacdo definida em R? a desigualdade z +y > 4 cujo conjunto
solugao ¢ formado por todos os pares (g, o) € R? tais que xo+yo > 4, dos quais citam-
se (1,3) e (4,1) uma vez que 1 +3 >4 e 4+ 1 > 4, respectivamente. Informalmente,
desigualdades lineares definidas no R? como, sem perda de generalidade, Az + By > C
apresentam como solu¢ao um dos semiplanos cuja origem é Ax + By = C.

Em geral, a reta vertical x = k£ é origem dos semiplanos fechados z > ke x < k, e
dos semiplanos abertos x > k e x < k. Analogamente, a reta horizontal y = k é origem
dos semiplanos fechados y > k e y < k, e dos semiplanos abertos y > k e y < k. Na
representaco de cada semiplano, deve ser considerado a posi¢ao do ponto em relacao a
origem, como em x > k, formado por pontos situados a direita de x = k ou em y < k
cujos pontos estao abaixo de y = x. Na figura 42 estao representados semiplanos com

origens paralelas aos eixos coordenados.

y x=k y x=k y y
4 A
y=k
y=k
" x > x > x > x
Representacdo grafica de Representacdo grafica de Representagao grafica de Representagdo grafica de
x> k x< k y2 k y< k

Figura 42: Semiplanos de origem vertical ou horizontal

Sao muitas as possibilidades de abordagem do estudo de semiplanos, especialmente
como mecanismo de contextualizacao no escopo da propria matemaética, como serd

apresentado no exemplo seguinte, inicialmente proposto para a 1 série do ensino médio.
Exemplo 10. Calcular a drea e o perimetro da regiao plana determinada por
{(z,y) eR?: 1<z <5} e{(r,y) eR*:2<y <8}
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Solugao

A regiao plana, algebricamente representada pelo produto cartesiano
{reR: 1< <5} x{yeR:2<y <8}

¢ um retangulo limitado pelas retas verticais © = 1 e x = 5 e pelas retas horizontais
y=2ey =238, cujos lados medem 5—1 =4 e 8 —2 = 6. Portanto, a area e o perimetro
da regido {(z,y) € R? : 1 <z <5} N{(x,y) € R?: 2 < y < 8} sdo, respectivamente,
4x6=24e4+6+4+6=20.

A seguir, detalhamos a solucdo do problema proposto no Geogebra:

1. Clicar com o botao direito do mouse sobre a Janela de Visualizacao e marcar
a opcao Malha para exibir a malha quadriculada sobre o sistema de coordenadas

cartesianas;

2. Em Entrada, digitar 1 <= x <= 5 e pressionar Enter para exibir a intersecao

dos semiplanos 1 < x e x < 5;

3. Em Entrada, digitar 2 <= y <= 8 e pressionar Enter para exibir a regiao

limitada pelas retas y =2 e y = §;

A regido cujo perimetro e area se deseja determinar consiste na sobreposicao ou
intersecao dos conjuntos indicados nos passos (2) e (3) e se apresenta como o
retangulo de vértices (1,2), (1,8), (5,8) e (5,2) que designaremos por A, B, C' e
D.

4. Em Entrada, digitar A = (1,2) e pressionar Enter;
5. Em Entrada, digitar B = (1, 8) e pressionar Enter;
6. Em Entrada, digitar C' = (5, 8) e pressionar Enter;
7. Em Entrada, digitar D = (5, 2) e pressionar Enter;

8. Em Entrada, digitar P = Poligono[A, B, C, D] e pressionar Enter para construir
o retangulo ABC'D, associado ao identificador P
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9. Para explicitar a area de P, em Entrada, digita-se o comando Area = Area[P]
e pressiona-se Enter. Analogamente, o perimetro é obtido a partir do comando
Perimetro = Perimetro|[P]. Os resultados serdo exibidos na Janela de Al-

gebra, como pode ser observado na figura 43.
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=l =
RERENcERNEE a
Qﬁﬂ i v'J}2|'fr; 7| (:Zr 7| = | v _*_w ‘3{ ? #*
b Janela de Algebra [# | » Janela de Visualizagio |
- Desigualdade = e
@ r:1<x<h T '
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Figura 43: Retangulo ABCD do exemplo 10

5.2.3 Semiplanos de origem obliqua

A resolucao de uma inequagao do tipo Ax + By < C ou Az + By > C, que envolve
a identificacdo do semiplano gerado pela reta Ax + By = C, contém o conjunto de
pontos (z,y) satisfazendo a desigualdade proposta. Para tal, explicita-se y e escolhe-se

uma das opcoes a seguir:

I. Sey > —%x + %, o conjunto solucao serd o semiplano formado por todos os

pontos localizados acima da reta y = —§$ + %; ou
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II. Caso y < —%m + %, a solucao serd o semiplano formado por todos os pontos

localizados abaixo de y = —%m + %.

A representacao grafica dos semiplanos de origem y = ax+b é apresentada na figura
45.

y y y

A A A

N N N

X
>
>

"N

NS ~ )|

y=ax+b y<ax+b y>ax+b

Figura 44: A reta y = ax + b e os semiplanos por ela determinados

Exemplo 11. Representar, graficamente, a solucao da desigualdade 2z + 3y > 12.

Solucao

O subespaco de R? ao qual a desigualdade 2z + 3y > 12 estd associado é um
semiplano de origem 2z + 3y = 12, reta que intercepta os eixos coordenados em (6, 0)
e (0,4). Tomando, por exemplo, a origem (0,0), conclui-se que a mesma nao satisfaz
a desigualdade proposta e possibilita que se conclua que a solugao da desigualdade
proposta ¢ formada por todos os pontos localizados acima de 2z + 3y = 12, fato

confirmado com o Geogebra em dois passos:

1. Exibir malha quadriculada clicando, com o botao direito do mouse, sobre a Ja-

nela de Visualizacao e marcar a op¢ao Malha.

2. Em Entrada, digitar 2z + 3y >= 12 e pressionar a tecla Enter.

O resultado é mostrado na Janela de Visualizacao do Geogebra, como se vé na
figura 45.
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Figura 45: Semiplano 2x + 3y > 12

Exemplo 12. Determine o conjunto solucao da inequacao 2x — 4y < 6

Solucao

Explicitando-se y no primeiro lado da desigualdade, obtem-se y > %x - %, fato
que permite inferir o conjunto solucao de 2z — 4y < 6 como o semiplano formado por
todos os pontos acima da reta 2z — 4y = 6, fato confirmado, em poucos passos, pelo

Geogebra.
1. Exibir malha quadriculada;

2. Em Entrada, digitar 2o — 4y < 6 e pressionar Enter;
O resultado ¢ mostrado na figura 46.

Uma das solugoes de 2x — 4y < 6, segundo sua representacao grafica, é o ponto
O = (0,0), fato confirmado algebricamente ao substitui-lo no primeiro lado da

desigualdade e observar que a proposicao obtida é verdadeira.
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Figura 46: Solucao de 2x — 4y < 6

Exemplo 13. Representar, graficamente, o conjuto de todos os pares (v,y) € R? tais

que 2z +y <8 ex—2y > —1.

Inequagoes de primeiro grau com duas incégnitas, quando representadas no espaco
bidimensional R? geram semiplano e esse fato sera observado nesta atividade, que

consiste em resolver, graficamente, o sistema de inequagoes

20 +y <8
r—2y>-—1

Um desenvolvimento para o problema proposto é apresentado a seguir:

1. Exibir eixos e malhas;

2. Em Entrada, escrever p : 2x +y <= 8 e pressionar Enter;

76



3. Em Entrada, digitar ¢ : * — 2y > —1 e pressionar Enter;

A regiao sombreada com tom mais escuro esta contida em cada um dos semiplanos
do sistema proposto e, portanto, determina a intersecao entre eles, como pode

ser observado na figura 47

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

B EENSCEANEED =T

-------------------------------------

~ Desigualdade
@ p:2x+y<8

Entrada: u = Intersegéo[p, q] { @

Figura 47: Solucao do sistema de inequagoes

5.3 Sistemas Lineares

Por fim, nesta secao, apresentaremos o tema Sistemas Lineares, importante para a com-
? 7 ?
preensao da versao algébrica do simplex e de fundamental relevancia para a educacao

béasica.
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5.3.1 Equacgoes lineares

Definicao 4. Uma equacao com n incignitas € linear se possui a forma

n

E a;T; = a1T1 + asxXy + ... + a,x, = b

i=1
onde as incognitas xq, Ta, ..., T, apresentam expoentes unitdrios e, tanto coeficientes
ai, as, ..., a, como termo independente b pertencem ao dominio dos numeros reais.
Uma solugdo para a equagao linear acima é uma n-upla (11,79, ...,7,) € R™ para o qual

airi + asre + ... + a,r, = b.

A solugdo de 2z = 6 ¢ S = {3}, enquanto 0z = 5 ndo tem nenhuma solu¢do pois
nao existe nenhum nimero real que multiplicado por 0 resulte em 5. Por outro lado, a
equacao x + 2y = 6 apresenta infinitas solug¢oes das quais exemplificamos (2, 2), (0, 3)

e (4,1), como pode ser observado na figura 48.

*+ ¢B(0,3)
- ‘sz, 2)
S <D, 1)
"~ E6,0)
<>

-

Figura 48: Solucdes particulares de z 4+ 2y = 6

Por apresentar infinitos elementos, o conjunto .S, solucao de x + 2y = 6, é re-
presentado a partir da parametrizacao obtido ao atribuir y = ¢ e determinar, em
funcao de t, o valor correspondente para x: x4+ 2 -t = 6 = x = 6 — 2¢t. Portanto,
S={(6-2t1):teR}
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5.3.2 Sistema linear

Definicao 5. Define-se por sistema linear m xn o conjunto S formado por m equagoes

lineares e de n incognitas cada.

1121 + 19T + ... + a1,T, = by

A21T1 + A22%2 + ... + QonTy = b2

L Am1T1 + A2l + ...+ A @y, = bm

onde, para cada t,j € N, a;; sao coeficientes reais, x; € R sao as incdgnitas e b; € R

sao 0s termos independentes.

A solugao do sistema de equagoes lineares m x n é toda n-upla R = (1,79, -+ ,7y)
que faz com que todas as equacoes do sistema tornem-se proposicoes verdadeiras. Caso
nao exista n-upla R que satisfaga todas as equacoes do sistema, o mesmo é classificado
como impossivel. A figura 49 mostra um exemplo de sistema linear impossivel de duas
equagoes e duas incognitas.

y
A

\5

D S EER N AmER
1\ \ x

Figura 49: Sistema linear impossivel de duas equacoes e duas incognitas

E classificado como sistema linear possivel o sistema linear que possui pelo menos
uma solucao como pode ser observado no sistema formado pelas equacoes 5z +4y = 18
e 4x + 2y = 12, cuja representacao grafica resume-se ao par de retas que concorrem no

ponto (2,2), solucao do sistema, como se vé na figura 50.
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Figura 50: Interpretacao geométrica da solucao do sistema possivel e determinado

Caso um sistema linear tenha infinitas solucoes, sua classificagao sera possivel e
indeterminado, possui como representacao grafica um par de retas coincidentes e con-

junto solucao representado de forma parametrizada.

Exemplo 14. Determinar, a partir do Geogebra, o conjunto solucao do sistema cujas

equacoes sao 2x — 3y =19 e x +y = 2.

Solugao

O desenvolvimento aqui proposto consiste no sequenciamento de acoes previamente
definidas utilizando elementos nomeados segundo preceitos tradicionalmente adotados

pela nomenclatura matematica como, por exemplo, letras maitsculas e minasculas do

nosso alfabeto para pontos e retas, respectivamente.
1. Em Entrada, digitar r : 2x — 3y = 19 e pressionar Enter;
2. Em Entrada, digitar s : x +y = 2 e pressionar Fnter;
3. Em Entrada, digitar P = Intersecao|r, s| e pressionar Enter;

Na Janela de Algebra, ser4a mostrado o ponto P = (5,—=3) como solugao do
sistema proposto, fato confirmado geometricamente na Janela de Visualizagao ao

apresentar P como ponto de intersecao entre r e s, como pode ser observado na figura
51.
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Figura 51: Solucao do sistema linear de equagoes 2x — 3y =19e x +y = 2

Portanto, em funcao da quantidade de solucoes de um sistema linear, classificamo-
lo como impossivel, possivel determinado ou possivel indeterminado caso nao tenha
solucao, tenha apenas uma solucao ou a quantidade de solucoes seja infinita, respec-

tivamente. A figura 52 presenta fluxograma de classificagdo de um sistema linear a

Sistema
linear

partir da quantidade de solugoes.

E
impossivel

v

E possivel e
indeterminado

Figura 52: Classificacao de um sistema

E possivel e
determinado
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5.3.3 Representacao matricial

Dado um sistema linear S definido por m equagoes de no maximo n incoégnitas cada,

podemos associar a ele a equacao matricial A,,x, - Tnx1 = Bmx1 como é observado em

ayj; a2 ... Qip Iy by

921 22 ... Q9p i) - bg

Am1 Qm2 ... Amn Ty, bm
onde A = [aijlmxn ¢ a matriz dos coeficientes, z = [z;], é o vetor das incognitas e
b = [b;],m o vetor dos termos independentes. Dizemos que r = (ry,rg, -+ ,1,) € R" é

solucao do sistema linear A - x = b se, e somente se, A -r = b. Ou seja, se r satisfaz

todas as equagoes do sistema.

5.3.4 Escalonamento

O Método de Gauss-Seidel ou Escalonamento, principal método utilizado para resolver
sistemas lineares, resume-se em transformar a matriz de coeficientes em uma matriz
triangular superior pelo uso de operacoes elementares para posterior retrosubstituicoes
que possibilitem determinar o conjunto solugao do sistema. Tais operacoes se carac-
terizam por, quando aplicadas as equacoes de um sistema linear, nao alterarem seu

conjunto solucdo. As principais operacoes que atendem tais preceitos sao:

1. Ao trocar posicoes de duas equacoes do sistema, seu conjunto solucao permanece

inalterado.
a4+ ajy = by o a1 + a0y = by

a1 T + azy = by asT + apy = by

2. Ao multiplicar ambos os membros de uma das equagoes por um ntimero real k

nao nulo, o conjunto solucao do sistema permanece inalterado.

a1 + apy = by PN kayx + kayy = kby

21T + a0y = by 21T + a0y = by

3. Ao substituir, em um sistema, uma equacao por uma combinacao linear de suas
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equagoes, sua solucao permanece inalterada.

anx + apy = by N anx + apy = by

a1 T + agy = by PaT + qan T + paiz + qazy = pby + gby

Definicao 6. Dois sistemas lineares sao equivalentes se tem o mesmo conjunto solug¢ao.

Por exemplo, os sistemas

St Ty =5 e Sy: r-2y=0
20—y =3 rT+y=3
sdo equivalentes uma vez que possuem o mesmo conjunto solucao, S = {(2,1)} e, sendo
equivalentes, as equacoes do sistema Sy podem ser obtidas a partir de S utilizando-se,
para tal, operacoes elementares. Como exemplo, a equacao x —y = 0, de Sy, pode é
obtida a partir de 3£; —5FE2, ode E; e E5 sao, respectivamente, x+3y =5e 2z —y = 3,
equacoes de Si.

Na figura 53 se vé dois, graficamente, dois sistemas equivalentes.

a 2x-y=3 i‘;

‘ (2, 1)

Figura 53: Sistemas equivalentes

Diante do exposto, afirma-se que o processo de escalonamento de um sistema S
consiste na construcao de um sistema equivalente a S utilizando-se, para tal, as ope-
racoes elementares de forma que, no novo sistema, as equagoes apresentam incognitas
dispostas numa mesma ordem, cada equagao possui pelo menos um coeficiente nao

nulo, os coeficientes nulos estao a esquerda dos nao nulos e o ntmero de coeficientes
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nulos aumenta de uma equagao para a equagao seguinte.

Exemplo 15. Utilizar o método do escalonamento para resolver o sistema

dr —2y+2=—1
20+y—2=95
dor — 3y + 2= -3

Solucao

O método é inicializado representando o sistema como equacgao matricial, conside-
rando Aszx3 como a matriz de coeficientes, x3.; 0 vetor de incognitas e b3y 0 vetor
de termos independentes. A esquerda da matriz dos coeficientes, as linhas da matriz

foram nomeadas como Lq, Lo e Ls.

Ly |4 —2 1 T ~1
Ly |2 1 =1|-|y|=]5
Ly |4 -3 1 z —3

Para anular os coeficientes as; e as; da matriz dos coeficientes, serao utilizadas
operacoes elementares que gerarao as linhas Ly e Ly para substituir Ly e L3, respecti-

vamente, conforme indicado a seguir:

Ly 4 =2 1 x —1
L4 = —2L2 + L1 0 —4 3 : Yy - —11
Ls =1Ly — L3 0 1 0 z 2

Embora seja possivel iniciar a sequéncia de retrosubstituicoes, continuaremos com
a aplicacao do método até encontrar uma matriz de coeficientes triangular. Para tal,

reescrevem-se L e L, e substitui-se L5 pela combinagao linear de Ly e Ls, gerando L.

L, |4 -2 1 z 1
L, |0 -4 3|-|y|=]-11
Le=4Ls+L, |0 0 3 2 —3
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De Lg - (z,y,2)7 = —3 vem que 32 = —3, ou seja, 2 = —1. Analogamente,
Ly (z,y,2)T = —11 possibilita que se determine y, pois —4y+3z = —11 = —4y—3 =
—11 = —4y = =8, ou seja, y = 2. Para L, - (z,y,2)7 = —1, vem que 42 — 2y + 2 =
—1=4r—-4-1=-1=z=1.

Portanto, o conjunto solugao ¢ S = {(1,2,—1)}

No espaco tridimensional R3, equacoes lineares determinam planos e resolver o
sistema proposto consiste em determinar o ponto em que os planos 4o — 2y + z = —1,
2v+y — 2z =>5e dx — 3y + 2z = —3 se interceptam, procedimento que, no Geogebra, é

desenvolvido cumprindo-se os seguintes passos:

1. Na barra de menus, clicar em Exibir e escolher a opcao Janela de Visualizacao
3D. O mesmo resultado serd obtido pressionando-se, simultaneamente, as teclas
Ctrl + Shift + 3;

2. Para exibir a malha quadriculada no plano xOy, z = 0, clicar com o botao
direito do mouse sobre a Janela de Visualizagao 3D e, no menu de contexto

apresentado, escolher a opcao Malha;

3. Em Entrada, digitar a : 4r — 2y + z = —1 e pressionar Enter para representar,

graficamente, o plano 4z — 2y + z = —1 e a ele atribuir o nome q;
4. Em Entrada, digitar b : 2x + y — z = 5 e pressionar Enter;
5. Em Entrada, digitar ¢ : 4x — 3y + 2z = —3 e pressionar Enter;

6. Em Entrada, digitar r = Intersegaola, b] para associar a reta r a intersec¢ao

entre a e b;
7. Em Entrada, digitar P = Intersegao|c, r| para determinar o ponto onde a
reta r intercepta o plano c;

O procedimento adotado se deve a limitacao do comando Intersegao do Geoge-
bra que opera somente com dois parametros de entrada e tem correcao garantida
em virtude da precedéncia das operacoes da algebra booleana, traduzida, segundo

linguagem de conjuntos, por

ANBNC=(ANB)NC
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onde ANB =r.

8. Na Janela de Visualizacao, a solu¢ao do sistema é representada pelo ponto

P =(1,2,—1), como esta representado na figura 54.

| ¥ GeoGebra > =
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
: NS ErNCI AN
R xd w7 /7 k" W i’-.) 7 ..7 ‘.'?&7 7 : o] I AEE | i
¥ Janela de Algebra #) | = Janela de Visualizagdo 30 #
| - - - h - -
Plang
"y
"y
Ponto 3
@ P={1,2,1) 4
Reta 4
"y
4
g 4
z g !
_ T g L
3 na Ly e
P oy
‘\_;_\\’E g i;lg .
LT ) g
B e /L ‘11-. : r
4 - 1‘ 1 s S
i . ’1'1 I - -
o T :
it Fa 3 ; . L
G :
: e
. F -
< >
Entrada: s @

Figura 54: Interpretacao geométrica de um sistema 3 x 3

5.3.5 Analise de desempenho

O estudo de sistemas lineares no ensino médio deve ter como principal método de
resolugao o escalonamento por ser evolucao natural do método da adi¢ao, presente na
matriz curricular do ensino fundamental e por nao ser exaustivo, como o método da
substituicao, a priori, pode ser. Corroboram com essa tese as Orientagoes Curriculares

do Ensino Médio ao afirmar que

"a resolucao de sistemas 2 X 2 ou 3 X 3 deve ser feita via operagoes

elementares (o processo de escalonamento), com discussio das diferentes
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situagoes (sistemas com uma unica solu¢ao, com infinitas solugoes e sem
solug@o). Quanto a resolucao de sistemas de equagao 3 X 3, a regra de Cra-
mer deve ser abandonada, pois é um procedimento custoso (no geral, apre-
sentado sem demonstracdo, e, portanto de pouco significado para o aluno),
que so permite resolver os sistemas quadrados com solucao unica. Dessa

forma, fica também dispensado o estudo de determinantes.”

Para confirmar o alto custo de execucao do Método de Cramer, quando compa-
rado com o Método do Escalonamento, seguem comparagoes entre as eficiéncias desses

algoritmos:

1. O alto custo de execucao do Método de Cramer se deve a sua estrutura recursiva
uma vez que envolve calculo de determinantes de matrizes quadradas. Um sistema
n X n, resolvido pelo Método de Cramer, envolve calculo de n + 1 determinantes
de ordem n e seu custo de execugao, C' = C(n), pode ser expresso por C(n) =
(n+ 1)D(n) onde D(n) ¢ o custo, em termos de operagoes aritméticas, do calculo
do determinante de uma matriz de ordem n. Segundo método dos cofatores para
calculo de determinantes, estabelece-se que D(n) =n - D(n — 1) onde D(1) = 1.

Entao

T(n) = (n+1)x D(n)
= (n+1)x(n+nxDn-1))
= n+1l)xn+nx((n—1)4+(n—1) x D(n—2)))

= m+)x(n+nxn—14+mn—-1)x(---(3+3%x(2))-)))
= n+1l)n+(n+1l) n-n—D+n+1)-n-(n—1)-(n—2)+
= (n+1)!x I

- T ) T (- 2)! 21 T 1l

> (n+1)!

2. Na fase de triangulagao, para cada coeficiente a ser anulado, serao necessarios

duas multiplicacoes e uma substracao. Logo, o nimero de operacoes aritméticas

87



On) = 3-[(n+1)(n—1)+nn—-2)+---+3-1]
= 3i(i+2)-z:3§¢2+6i¢

= 3%(71 —1)n(2n—1)+6- %n(n —1)

2n3 + 3n% — 5n
2

Nas substituigoes sucessivas, serao n divisoes enquanto subtracoes e multiplica-

coes totalizam, cada uma,

n(n —1)

I1+24+34+--+(n—1)= 5

Portanto, para o escalonamento, o total do operacoes aritméticas no pior caso,

em funcao de n, sera

2713—1-3712—571+ +2n(n—1) 2n® +5n? — bn
—= n =

T(n) 2 2 2

e sua complexidade sera cibica.

Por apresentar complexidade ciibica, para n suficientemente grande, o custo de
execucao, em numeros de operagoes aritméticas, do Método de Cramer tende a ser

maior que o custo previsto para o Método do Escalonamento.
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6 Nocoes de Calculo

Adotando fundamentagao tedrica presente nas referéncias [15] e [16], o presente capitulo
apresentara os principais elementos do calculo associados ao processo de otimizacao de
funcoes definidas em R™ como taxa de variagao, derivada e gradiente e como tais nocoes

podem, intuitivamente, ser exploradas na educacao bésica.

6.1 Introducao

O Célculo pode ser dividido, segundo Simmons [22], a partir da natureza de suas idéias
centrais, em Cdlculo Diferencial e Cdlculo Integral, cada uma com sua problematizacao
particular e notacao propria. Quase todas as aplicagoes do Célculo estao relacionadas
a dois problemas geométricos de compreensao relativamente simples e referentes ao

grafico de uma fungao y = f(z) e estdo apresentados na figura 55.

><<

Inclinacao =?
e y = f(x)

Area="7?

Figura 55: Idéias centrais do célculo

Enquanto a idéia central do calculo diferencial consiste em determinar a inclinacao
da reta tangente ao grafico de uma funcao em um ponto dado, no célculo integral,
o problema a ser resolvido esta relacionado & area da regiao limitada pelo grafico da
funcao, pelo eixo das abscissas e pelas retas x = a e x = b. A priori, esses proble-
mas apresentam alcance bem limitado, restrito & geometria. Porém, o alto grau de
aplicabilidade de seus principais conceitos, derivada e integral, em diferentes segmen-
tos do conhecimento humano como fisica, economia, logistica, biologia e na propria
matematica colaborou, e continua contribuindo, para o seu aprimoramento enquanto

ciéncia.
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6.2 Taxa de variacao e derivada

Ao céalculo diferencial incumbe-se o estudo da taxa com a qual as grandezas variam -

nocao que colaborou para a formalizacao do conceito de taxa de variagao.

Definicao 7. Seja f uma funcao real definida em um subintervalo nao vazio I de R.

A taza de variagao de f no intervalo aberto I = (z,x+ h) €

CAf b - (@)
Ax h

my

Geometricamente, tal razao corresponde a inclinacao da reta secante a funcao f

nos pontos (z, f(z)) e (x + h, f(z + h)), como se vé na figura 56.

y = f(x)

h
A

/]

Figura 56: Reta secante a funcao f(z)

A apresentacao do conceito de taxa de variacao para a primeira série do ensino médio
possibilita retomada de conceitos importantes da élgebra do ensino fundamental como
calculo algébrico, produtos notaveis e fracoes algébricas, como pode ser observado no

calculo da taxa de variacao de f(z) = 2 no intervalo I = (z,z + h):

fle+h)—flz) (z+h)?—2a?

h  (w+h)—z
2> +2hx +h*— 2>  2hx+h® h(2x+h)
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Fixando (z, f(z)) e considerando valores suficientemente proximos de 0 para h,
(x + h, f(x + h)) se aproxima de (z, f(x)) e [ = (z,x + h) tende a ter comprimento
nulo. Nessa situagao, a reta tangente a curva no ponto de abscissa x tem inclinagao
definida como limite das inclinacoes das retas secantes a medida que o comprimento

de I tende a zero.

Definicao 8. A derivada da funcio y = f(x) no ponto P pode ser definida pelo limite

das inclinagoes das retas secantes PQ), a medida em que QQ — P, ou seja

z+h)— flx

Depreende-se entdo que a inclina¢ao da reta tangente a fungdo y = f(x) no ponto
(20, f(x0)) € f'(x) e seu valor esta associado & taxa de crescimento da fun¢do nesse
ponto. Assim, quanto maior for f'(xo), maior serd a taxa com que f cresce nas proxi-
midades de (zg, f(z0)). Analogamente, & medida que f’(z() se aproxima de 0, a taxa
de variagao se aproxima de zero e a fungdo apresenta comportamento momentineo de
estabilidade. Na figura 57 tem-se esbo¢oda reta tangente ao grafico de y = f(x) no
ponto P = (z,x + h).

y =1f(x)

» <

/ ' " x

Figura 57: Reta tangente a funcao f(x)

Para f(z) = 23, definida para todo z € R, a derivada f’(x) é determinada, segundo

defini¢ao, por:
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flz+h) - =)

hm h
3 (03

lim (x + h) (x)
h—0 h

2+ 32%h + 3zh? 4+ B3 — 28
lim
h—0 h

_ 32%h + 3xzh? + k3

lim
h—0 h

lim 322 + 3zh + h?
h—0

32

conceitos de velocidade média e velocidade instantanea.

Interpretacao cinematica

P da particula ao intante ¢ de sua trajetotia.

Instante
Iy

Instante

Figura 58: Relacao entre posi¢ao e deslocamento
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Embora nao pertenca ao programa de mateméatica para o ensino médio desde a
década de 1990, o conceito de derivada encontra aplicacao imediata na matematica,

em situacoes de otimizacao de fungoes continuas e na cinemética, na formalizacao dos

Uma particula P, descrevendo trajetoria [ em relacao ao referencial O, nao neces-
sariamente retilinea, tem sua posi¢do determinada, em cada instante, por x = z(t),

também denominada equac¢ao hordria do movimento. A figura 58 associa a posicao de

Trajetoria
1



Dado um instante ¢ e supondo que no instante ¢t # t,, a velocidade escalar média
da particula entre t e £y é dada pela taxa de variacao do deslocamento dessa particula
no intervalo (¢, t):

z(t) —x(ty) Az

/Um = - —

t—t, At
A medida que t — to, a taxa de variacio da posicdo em relacdo ao tempo passa a
retratar a velocidade da particula no instante ¢y, fazendo surgir o conceito de velocidade
instantanea escalar, definida como o limite a que tende a velocidade escalar média
U = i—f quando At — 0 e se configura como aplicagao do conceito de derivada, sendo

representado por
As

v= lim v, = lim —
At—0 T AL=0 At

Exemplo 16. Seja z = x(t) a posicao de uma particula em movimento retilineo uni-

formemente varidvel. Se x(x) = xo + vot + 3at?, sua velocidade serd v(t) = vy + at.

Demonstracao. Por definicdo, a velocidade v = v(t) de uma particula é determinada

por sua derivada em relacao a t. Entao,

o) =2() = lhm TN =0

h—0 h
o [zo + vo(t + h) + 1a(t + k)% — [z + vot + $at?]
— h

. Ty + vt + voh + 3at® + ath + jah?® — zy — vot — 3at?]
= lim

h—0 h

. voh + ath + 3ah®

= lim

h—0 h

) 1
= flgtl)@o + at + §ah)
= Vg + at

6.2.2 A derivada enquanto resultado de aproximagoes sucessivas

A nocao proposta para derivada de uma funcao f, definida como limite das inclinac¢oes
das retas secantes a curva nos pontos (z, f(x)) e (x+ h, f(z+ h)) na medida que esses
pontos figuram suficientemente proximos, associa o importante conceito do célculo

zo+h)—f(xo)
h

diferencial a série de arredondamentos de £ , no qual h — 0. Esse aspecto é
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confirmado ao determinar, segundo aproximagoes de f, tomadas no compacto [x, z+h],

o valor de f'(x¢) onde xy € (z,z + h).

2

Exemplo 17. Calcular a derivada de f(x) = x* no ponto de abscissa 3.

Solucao

A derivada de f no ponto de abscissa 3 esté associada, geometricamente, a inlinacao
da reta tangente ao grafico de f em (3, f(3)) e serd determinada a partir de retas
secantes ao grafico de f em intervalos do tipo I = [3,3 + h] e utilizando definigdo de
taxa de variagao nesse intervalo:

f'(3) = lim

h—0

fB+h)—fB3)
h

A série de arredondamentos sera iniciada considerando h = 1, ocasiao onde é de-
terminada a inclinacdo da reta secante ao grafico de f nos pontos (3, f(3)) e (4, f(4)).
Logo, a taxa de variacdo de f em [ = [3,4] é

f-rE) e

p— pr— _7
m 1-3 1_3

A seguir, na tabela 5, é mostrado que quanto mais proximo de 0 que h for, a

inclinagao de [ se aproxima de 6.

Tabela 5: Inclinacao de I para alguns valores de h

| h | I=[3,3+h]] Desenvolvimento | Inclinagdo |
0,6 3; 3, 6] my = f<3£g:§(3) = 3522:? 6,6
04| [33,4 |m={C00 58 64
02| [332 |m={C2B 5228 g
01 [331 |m={CO_ 3021 4,

Portanto, & medida que h — 0, intuitivamente observamos que m; — 6, fato
confirmado pela definicao de derivada
f3+h)—f(3) 9+ 6h+h*—9

h—0 h - flzlg(l) h - }1}2})(6 + h) =0
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A seguir, é proposta atividade a ser desenvolvida no Geogebra para confirmar o re-
sultado acima obtido, seguindo construcoes e defini¢oes associadas a versao geométrica
do conceito de derivada, cuja implementacao utiliza a ferramenta Controle deslizante
pertencente & barra de ferramentas do Geogebra. Para tal, devem ser desenvolvidos as

seguintes instrucoes:

1. Clicar com o botao direito do mouse sobre a Janela de Visualizagao e escolher

a opcao Malha para exibir a malha quadriculada;

2. Na Barra de Ferramentas, clicar sobre a ferramenta Controle deslizante
para criar controle deslizante denominado h, iniciando em 0, terminando em 1 e

com incrementos de 0.01;

3. Em Entrada digitar f(z) = x A 2 e pressionar Enter para construir o gréafico de

f(x) = 2%

4. Em Entrada digitar A = (3, f(3)) e pressionar Enter para marcar, no plano, o

ponto A = (3,9) que servira de base para calculo de f'(3);

5. Em Entrada digitar B = (3+ h, f(3+ h)) e pressionar Enter;

Nesse momento da construcao, ao alterar o valor da variavel h, o ponto B desloca-

se sobre o gréfico de f(z) = 2.

6. Em Entrada digitar Reta[A, B] e pressionar Enter para construir a reta que

contém os pontos A e B;

7. Em Entrada digitar m=Inclinagaola] e pressionar Enter para explicitar a in-
clinagdo da reta que contém A e B, associando-a a tangente do angulo formado

pela reta e o sentido positvo do eixo horizontal.

Ao selecionar a ferramenta Mover e clicar sobre o controle deslizante h de forma
a alterar seu valor, o Geogebra atualiza automaticamente os elementos dispostos na
Janela de Visualizacao para os diferentes valores de h. Ajustando h para valores
proximos de 0, observa-se que a taxa de variacdo de f tende a ser igual a 6, conforme

estd representado na figura 59.
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» Janela de Algebra x| | » Janela de Visualizagao
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? f(x) = x*
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2 h=038
J m=6.38 30
=/ Ponto
2 A=(3,9)

2 B=(3.38,11.42)
= Reta
J a-242x+0.38y=-3.85

20

Entrada:

Figura 59: Taxa de variacao de f(x) = 2 no Geogebra

6.3 Funcoes reais de duas variaveis reais

Definicao 9. Uma funcao real de duas varidveis reais f : D C R? — R € uma relagao

que associa a cada par (x,y) € R? um tnico mimero f(x,y) € R. Nesse caso, D ¢ o
dominio de f.

Na figura 60, tem-se a representacao grafica da definigao 9.

y R

A A

[ fix,p)

v

Figura 60: Funcao real de duas variaveis reais
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Funcgoes de duas ou mais variaveis sao observadas em diferentes situagoes do quo-
tidiano e em diferentes ocasides da educacao bésica como, por exemplo, no célculo da
forga necessaria para deslocar uma massa m sob aceleragao a, F'(m,a) = m-a ou para
determinar a pressao exercida por um gés confinado em um recipiente de volume V e

temperatura T, p(T, V) = # ou ainda na propria matematica, no calculo do volume

de um cilindro, V(r,h) = 7 -r% - h.

Definicao 10. Seja f : D C R? — R wuma funcdo real de duas varidveis reais. O

grifico de f é o conjunto

Graf(f) ={(z,y, f(z,y)) € R*: (z,y) € D}

A figura 61 mostra o grafico de f(z,y) = 22 + .

Figura 61: Grafico de f(z,y) = 2% + 3

Muitas func¢oes z = f(x,y), mesmo que definidas por expressoes algébricas relati-
vamente simples, podem apresentar graficos dificeis de se esbocar e, para se ter nogao
do comportamento geométrico dessas fungoes, é comum o uso de curvas de nivel, cuja

idéia basica remete a cartografia, onde se faz a representacao, no plano, de superficies
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tridimensionais. Quando essas curvas sao colocadas num mapa e designadas apropria-
damente, o mapa topografico resultante permite obter um panorama dos contornos do

terreno no espaco tridimennsionail a partir de representagao bidimensional.

Definicao 11. Seja f : D C R? — R uma funcao real de duas varidveis reais. Uma
curva de nivel de f € uma regiao constituida por todos os pontos de D nos quais f tem

a mesma imagem k, ou seja,
C(k) ={(z,y) € D CR*: f(z,y) = k}

Para f(x,y) = 22 + 9?, as curvas de nivel, por apresentarem equagoes do tipo
2? + y?> = k, determinam um conjunto de circunferéncias de centro (0,0) e raio vk,

como estao representados na figura 62.

Figura 62: Curvas de nivel de f(z,y) = 22 + y?

Uma aplicagao relevante do uso de fung¢oes de duas (ou mais) varidveis estd em
otimizar fungoes lineares como f(z,y) = ax + by definidas em um conjunto compacto
e poligonal D C R? para o qual o algoritmo Simplex se apresenta como ferramenta

muito eficiente.
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6.4 Derivadas parciais e gradiente de uma funcao

Definicao 12. Seja D C R? um conjunto aberto e f : D — R uma funcao real de
duas varidqveis reais.A derivada parcial de f em relagdo a x em um ponto (a,b) € D é
definida por
of
2(a,b) = =—(a,b) =li
fola,h) = = (a,) = lim

t—0

fla+tb)— f(a,b)
t

caso o limite exista. Analogamente, nas mesmas condi¢oes, a derivada parcial de f em
relagao a y € definida por
of

fy(av b) = 8_y(a’b) = 15%

fla,b+1t) — f(a,b)
t

As derivadas parciais f,(a,b) e f,(a,b) representam as taxas de variacdo de f(x,y)

no ponto (a,b) em relagido aos eixos cartesianos x e y, respectivamente.

Defini¢do 13. Seja f : D C R*> — R funcao definida no aberto D e (x,y) € D.
O gradiente de f, denotado por \yf ou grad f, € o vetor cujas componentes sao as

derivadas parciais, isto €,

of o0 0 - 0 o
vf= (a_ia_g) Za—i(x,y)-ﬂra—i(%y)d

onde i = (1,0) e j = (0,1) sdo os vetores uniitdrios de R2.

Exemplo 18. Seja f : R? — R uma funcdo real de duas variéveis reais definida

por f(x,y) = 2%+ y*. Como as derivadas parciais de f em relacio a x e a y sdo,

respectivamente,
of _ flx+ty) — f(z,y)

()P -2ty

= lim
t—0 t
o242t + 12— 2

= lim
t—0 t

2tx + t2

= limL =lim2x+t=2x

t—0 t t—0
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2+ (y+t)? - =y
= lim

t—0 t

2y =y
= lim

t—0 t

. 2ty +17
- S =2

conclui-se que o gradiente de f(x,y) = 22+ 1% é 7 f = (22,2y) = 21 + 2y .

Definicao 14. A derivada direcional de f no ponto (z,y), na dire¢ao do vetor unitdrio

@ = (x0,Y0), denotada por g—é(a:, y) € definida por

%(%y) ~ lim ((t));f(p(o))
_ iy Lt o,y o) — f(2,y)
t—0 t

A derivada direcional de f no ponto (z,y) na diregdo 4 = (o, yo) exprime a taxa

de variacdo f ao longo da reta p(t) = (z,y) +t - (zo,vo)-

Exemplo 19. A derivada de f(z,y) = 5z + 3y, no ponto (1,1), na direcio de (%, %) é

of
oz b = lim t

Definigao 15. A funcdio f : D C R? — R € diferencidvel no ponto u = (x,y) € D

quando existirem as derivadas parciais %(u) e g—f(u) e, além disso, para todo vetor
z Yy
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v=(a,b) € R?, com u+v € D, se tenha

of
tor

(u)-a+ g(u)-bjw“(v)

flu+v) = f() 3

onde lim,_,g % =0.

Quando f é diferencidvel em todos os pontos de D, dizemos simplesmente que f é
diferenciavel. De lim,_,q % = 0, concluimos que lim, ,o7(v) = 0 e, desse fato, resulta

que toda funcao diferencidvel num ponto é continua nesse ponto.

Definigao 16. Sejam vy = (z1,v1) e Uy = (T2, y2) vetores em R%. O produto interno
ou escalar entre v e U3, denotado por (v1,03), € definido por

— —

(01,03) = U] - U3 = T1T2 + Y1Yo

A partir do conceito de produto escalar, podemos definir a norma de um vetor
U = (x,y) como ||U]] = VU-¥ = /2?2 + y?. Geometricamente, a norma do vetor ¥
representa a distancia da origem de R? ao ponto de coordenadas (x,y), ou seja, é igual
ao modulo do vetor v.

A seguir mostraremos como a nocao de produto interno permite determinar o angulo

entre dois vetores de R? conforme indicado por # na figura 63.

y

A

v

Figura 63: Angulo entre os vetores i e ¥

Aplicando a Lei dos Cossenos para o tridngulo da Figura 63, obtemos

1% — o1 = [|@]* + |7]* = 2 ||| - |7] - cos 6
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Por outro lado, da definicao de produto interno, segue que

lu—ol* = (@-0) (@-7)

= U U—U-UV—V-U+V-T

= al* —2-a- v+ ||7]*

Portanto,
)l + 191> =2 (|l - |9]] - cos 0 = [|al]* =2 @ T+ [|o]|?
= =2 ||ld| ||V -cosb=—-2-u-0U
= ||| - ||U]| - cosO =u - T
= cosf = %
| - [|7]]

Exemplo 20. O cosseno do dngulo entre os vetores i = (1,2) e U= (2,1) é

1-242-1 4
cosf = = -
VI12422./22 412 5

Teorema 5. Seja D C R? um aberto de R?, (a,b) € D e f : D — R uma funcgdo

diferencidvel em (a,b). Para qualquer vetor unitdrio U, tem-se

of

%(G,b) = Vf(aa b) U

Ou seja, caso f seja diferenciavel, as derivadas direcionais serao dadas pelo produto
interno do vetor gradiente pelo vetor unitario na direcao indicada. Além disso, o
teorema garante que, sendo f diferenciavel, ela admite derivada direcional g—’; para

todo vetor unitéario «.

Demonstra¢ao. Observando que a reta paralela ao vetor @ que contém o ponto (a,b)

tem equacao «a(t) = (a,b) + t - i, obtemos
O 1y — L2 =1(a00)
L (fea)) ~ (foa)(0)

t—0 t

= (foa)(0).
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Aplicando a Regra da Cadeia e usando os fatos de que a(0) = (a,b) e f é diferencidvel
em (a,b), temos
of

“Lab) = (foa)(0)

Suponha que f seja diferenciavel em (a,b) e 7 f(a,b) # 0, entdo

0
2L (a0 = 17 £ B 1] - cos = | 7 Fa,b)] - cosd

onde 0 é o angulo entre </ f(a,b) e 4. Essa formula nos permite concluir que g—é(a, b) é
méaximo quando cosf = 1 (ou 6 = 0), isto &, o gradiente aponta na dire¢do de maior

crescimento da funcao f, no ponto (a,b).

Exemplo 21. O gradiente de g(x,y) = 2z + 3y é g = (2,3) = 21+ 3) e esse € o

sentido no qual g cresce mais rapidamente.
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7 O Método Simplex

A fundamentacao tedrica deste capitulo segue a referéncia |11].

7.1 Introducao

O Simplex é um algoritmo desenvolvido em 1947 por George B. Dantzing para resolver
problemas de programacao linear e consiste em um procedimento iterativo que percorre
os pontos extremos do conjunto de solugoes possiveis do problema, determinado pelas
restri¢coes levantadas na modelagem. O algoritmo apresenta critérios para escolha de
solucoes basicas que melhoram o desempenho do método, de forma que nao seja ne-
cessaria a verificacao de todos os pontos extremos do conjunto de solucoes viaveis do
problema, e um teste de otimalidade, que verifica se o algoritmo alcangou seu ponto

6timo, quando é encerrado. Esses elementos sao apresentados na figura 64.

Y A
D C (Solugdo Otima)

™ B

Curva de Nivel de
z=1f(x, y) em (0, 0)

=
el
<
[~
v

0(0,-0)
(Solucao Basica)

¢

Figura 64: Algoritmo simplex

Para que o algoritmo seja iniciado, faz-se necessario o conhecimento de uma solucao
compativel basica ou solucao inicial do problema proposto. Essa solucao pode ser
associada a qualquer um dos pontos extremos da regiao determinada pelas restrigoes.
Em seguida, é avaliado o valor da funcdo objetivo nesse ponto e é feito o teste de
otimalidade. Caso seja uma solucao 6tima, o processo esté encerrado. Caso contrario, é
verificado se um dos pontos extremos adjacentes ao ponto extremo inicialmente adotado

fornece para a fun¢do objetivo um valor melhor do que o atual.
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O método faz entao a mudanca do ponto inicial para o ponto extremo adjacente que
melhore o valor da funcao objetivo. O procedimento adotado para o ponto extremo
inicial é repetido para este segundo ponto extremo. O processo finaliza quando, estando
num ponto extremo, todos os pontos extremos a ele adjacentes, fornecem valores piores

para a funcao objetivo.

7.2 Conceitos

A modelagem matematica e sua resolucao segundo métodos e diretrizes da programacao
linear estd fundamentada em trés grandes grupos conceituais: variaveis de decisao,
restricoes e funcao objetivo. As variaveis de decisao constituem as incognitas a serem
determinadas pela resolucao do modelo, as restricoes sao condicoes que limitam os
valores que podem ser atribuidos as variaveis enquanto a fungao objetivo ¢ uma sentenca
matematica cuja otimalidade é buscada.

A construcao de um modelo envolve a identificacao de inequacoes e equacoes, das
quais uma é utilizada para mensurar a eficiéncia do sistema para cada solucao apre-

sentada, sendo denominada fung¢ao objetivo ou funcao de eficiéncia.

Definicao 17. Sejam ¢y, ca, ..., ¢, nimeros reais e (x1,xa, ..., T,) € R". Em um modelo
de programacdo linear, a funcao objetivo € a funcao linear definida por

n

f(JZ) = Zcixi = C1T1 + Cxo + ... + Ly,
=1

em R™ cujo valor se deseja otimizar, isto €, maximizar ou minimizar.

O simplex se propoe a otimizar funcoes lineares definida em subconjunto compacto
do R™ determinado pelas desigualdades levantadas na fase de modelagem e tem seu
funcionamento justificado pelo significado geométrico associado ao gradiente da fungao

que mostra o sentido de seu maior crescimento.

Exemplo 22. O sentido de maior crescimento de f(x,y) =3z + 4y é 7 f = (3,4) e
ocorre de forma mais efetiva na direcao Oy do que na direcio Ox uma vez que, para
todo (a,b) € R?, tem-se

of of

a—y(a, b) > %(a, b)
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Definicao 18. Um problema de programacao linear estd na forma canénica se suas

restricoes sao desiqualdades, ou seja, se possui a forma

Maximizar f(x1,...,2,) = 121 + ... + Cpy

anxy + ...+ apr, < b
a1 + ...+ ATy < by
Sujeito a as1T1 + ... + aspx, < bs

11+ -+ Ty S bm

A forma canénica serd util na resolucao de problemas pela versao geométrica do
Simplex que associa o ponto 6timo da funcao objetivo a um dos pontos pertercentes

ao poligono construido a partir das desigualdades determinadas pelas restrigoes.

Definicao 19. Um problema de programacao linear estd na forma padrao quando sua

restricoes sao igualdades. Logo, estd na forma padrao um problema cuja formulacao é

Maximizar f(xq,...,2,) = 121 + ... + cpxy
axry + ... +apxrp = bl

911 + ...+ Qorpxp = bQ
Sujeito a az1T1 + ...+ aspxy = b3

A1 T1 + .. + e Tr = by,

onde k = m+mn, x1, To, -+ ,T, SG0 as varidveis inicialmente observadas no PPL e
Tna1, Tnao, **° , Tk SG0 denominadas varidveis de sobra e sao utilizadas com o objetivo
de transformar cada uma das desigualdades presentes ma forma candnica em uma

wgualdade.

Na forma padrao, associa-se o ponto 6timo da fun¢ao objetivo a solucao do sistema
cujas equacoes sao restricoes observadas no problema e é obtida a partir de escalo-
namento combinado com testes de otimalidade. No desenvolvimento do processo, as
solucoes intermediarias sao obtidas e sao classificadas em bésicas e nao-basicas, con-

forme algumas de suas incégnitas tenham valores igualados a zero.
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Algebricamente, a transformacao da forma canénica de um problema para sua forma
padrao é possivel a partir do acréscimo de uma variavel de folga para cada desigualdade.
A desigualdade x4+ 225 < 15 é transformada na igualdade x1 +2x5+s = 15 em funcao

da insersao da variavel de folga s > 0.

Definigao 20. Sejam m e n (n > m), respectivamente, o nimero de equagées line-
armente independentes e o numero de incognitas de um sistema linear. Define-se por

solugao basica a solugao do sistema obtido atribuindo-se 0 a n —m dessas incognitas.

Exemplo 23. Determinar as solucoes bdsicas do sistema determinado pelas equacoes

T1+ 229+ 323 =14 e 21 + 329 + 223 = 17
Solucao
Como o sistema apresentado ¢ formado por 3 incognitas em 2 equagoes linearmente

independentes, cada uma de suas solucoes basicas é obtida atribuindo-se 0 a 3 —2 =1

de suas varidveis. Entao:

I. Fazendo z; = 0, o sistema resume-se a

{ 21’2 +31’3 =14

3£L'2 + 21’3 = 17
cuja equacoes tornam-se verdadeiras para xo = % e r3 = %. Portanto, a solucao
basica obtida foi (z1,xs,z3) = (0,2, %).
II. Para x9 = 0, o sistema obtido é
r1 + 3x3 =14
T+ 2373 =17
onde x3 = —3 e x; = 23 gera como solucgdo basica (x1, z9, x3) = (23,0, —3).

ITI. A terceira e tltima solugao béasica ocorre quando x3 = 0, ao resolver o sistema

T +2$2 =14
I +3[L’2 = 17

e gera a solugdo bésica (1, z2,x3) = (8,3,0).
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7.3 Teoremas fundamentais

O algoritmo Simplex tem funcionamento estruturado em quatro teoremas que utilizam
de conceitos elementares da analise e da algebra matemética como conjunto convexo e

ponto extremo de um conjunto convexo.

Definicao 21. Um conjunto C C R"™ € dito convexo se, e somente se, para todos 0s

vetores x1,x9 € C, com 1 # x2 € 0 < XA <1, tem-se que © = Az1 + (1 — N)xg € C.

Definicao 22. Dado um conjunto convexo C, x € C' ’e um ponto extremo de C' quando
nao pode ser escrito como combinacdo linear nao trivial de pontos de C. Em outras

palavras, * = x1A\1 + ToXo + - - - + T\, = T = x; para algum i.

Teorema 6. O conjunto de todas as solucées do modelo de programacao linear é um

conjunto convexo.

Demonstracao. Seja C' o conjunto de todos os pontos z tais que Ax = b, x < 0.
Considerando duas solucbes z; e x5 e distintas pertencentes a C, temos Ax; = b e

Az = b. Fazendo x = Axy + (1 — \)zo, temos:

Ar = A- Az + (1 — N)zo)
= A+ A (1= Ny
= XN Az +(1—-X)- Az
— M+ (1-M\b=0b

]

Teorema 7. Toda solugdo bdsica do sistema Ax = b € um ponto extremo do conjunto

de solugoes vidveis, ou seja, um extremo do conjunto C.

Demonstracao. Seja C' o conjunto de todos os pontos x tais que Az = b, x > 0, onde
x > 0 significa afirmar que todas as coordenadas de x sao maiores ou iguais a zero.
Seja ainda uma solugao viavel qualquer x € R™ na qual, sem perda de generalidade, as
m primeiras variaveis sao basicas, ou seja, z = (1, o, ..., T, 0,0, ..., 0)T,

Supondo, por absurdo, que x nao seja ponto interno do C, definido anteriormente,

entao x pertence a qualquer segmento de reta cujas extremidades também sao pontos
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de C, e pode ser expresso como combinacao linear de quaisquer dois pontos distintos
de C, aos quais chamaremos u e v, isto ¢, z = au + (1 — a)v, 0 < o < 1, como se vé

na figura 65.

Figura 65: Regiao convexa

No entanto, como u, v € C', escrevemos Au = b, u > 0, Av = be v > 0 e expressamos

r = au+ (1 — a)v em termos de suas coordenadas:

1 = au;+ (1 —a)y
re = aus+ (1 —a)vy
Tm = QU+ (1 —a)u,
0 = atupi + (1 — @)V

0 = au,+ (1 —a)v,

Como 0 < a < 1 e as coordenadas de u e v nao sao negativas, as tltimas n —m

equagoes sO seriam atendidas nos seguintes casos:

1. z pertence ao segmento de reta limitado por u e v, ou seja, 0 < a < 1. Entao
Umri =0 e vy =0parat € 1,2,...,n —m. Logo, tanto u quanto v sao solugoes

béasicas do sistema.

2. a = 0 e useja uma solugao basica do sistema. Entdo x = (z1,x9, -+ , 2,0, ,0) =

(U17U27"' s Umy Um+1, " 7vn) =".

3. Analogamente ao item anterior, considerando a@ = 1 e v uma solugao basica do

sistema, concluimos que v =u e & = (2;)icf1,23,} = (Ui)ic{1,23,.} = U
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Concluimos entao que nao existem solucoes viaveis u e v, distintas de x para que
se tenha x = au+ (1 — a)v. Por contradi¢ao, demonstra-se que x é um ponto extremo
de C.

m

Teorema 8. Todo ponto extremo x de um conjunto de solugoes vidveis de um sistema

Ax = b € uma solucdo bdsica vidvel.

Por fim, o dltimo elemento tedrico necessario para justificar a estratégia adotada
pelo simplex diz respeito ao valor 6timo alcancado pela funcao objetivo. O proximo
teorema estabelece a conexao entre pontos extremos e valor da funcao objetivo, bem

como a garantia de que o valor 6timo é obtido nos pontos extremos de C.

Teorema 9. Se a fung¢ao objetivo possui um mdzimo (minimo) finito, entdo pelo me-
nos uma solucao otima € um ponto extremo do conjunto convero no qual a funcgao
objetivo estd definida. Se a fungdo objetivo assume o mdximo (minimo) em mais de
um ponto extremo, entao ela toma o mesmo valor para qualquer combinacdo convera

desses pontos extremos.

Em [11], o leitor encontra as demonstragoes dos teoremas 8 e 9.

7.4 O algoritmo simplex

O detalhamento do Método Simplex utilizard a notacao matricial onde sera adotada

a matriz A,,«, e 0s vetores colunas b € R” e ¢ € R™ para que a modelagem de um

problema de programacao linear possa ser expressa como maz f(z) = ¢

- x sujeito a
A-xz =0, onde x € R" e x > 0, isto é, todas as coordenadas de x sdo nao negativas.

Portanto, para a forma padrao de um problema de programacao linear,

Maximizar f(xq,...,2,) = 121 + ... + Cpxy
4
a1y + ... +apry = bl
911 + ...+ a9y = bQ
Sujeito a az1ri + ...+ asprp = bs

A1 T1 + o + e Tr = by,
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onde, para k = m + n, temos

app Qi - Qik
Q21 G2 - A2k
A=
Am1 Am2  * Gmk
como matriz dos coeficientes do sistema linear A-x = b, b = [by, b, - - - , b,,] 0 vetor dos
termos independentes, ¢! = [y, ¢o, -+, ¢,] 0 vetor dos coeficientes da fungao objetivo
exr=[ry,Ta, ", Tpn, ", Tpim| O vetor formado pelas variaveis de decisdo e de sobra.

Com intuito de simplificar a notacao, dividiremos a matriz A e os vetores ¢ e x em
dois grupos cada: o primeiro referente a elementos que formam a base, (Ag,cp, rp),
e o segundo referente a varidveis que nao estdo na base, (Ay,cy,xy). Sem prejuizo
para a generalidade, consideraremos que as colunas de A e os elementos de ¢ e 27
estejam ordenados e que as varidveis da base estejam a esquerda das demais, ou seja,

A= (A, An), T = (c§,c%) e v = (zp,rN) e geram as matrizes

@13 Qa2 -+ Q1ip a1 n+1 A1 p42 00 A1k
Q21 Q22 -+ QA2p a2 1 A2 p42 0 A2k
AB = [§] AN =
Am1 Am2 - Amn Am n+1 Am nt2  * Um K
e os vetores ¢ = [c1,¢o, 0 ¢l €& = oyt k], B = (21,00, 1] € TN =
B — 1,62, ybnly, CN — n+1s s Cklsy B — 1,42, sy bn N —

[Tns1, o ).

7.4.1 Coeficiente de custo

O coeficiente reduzido de custo é definido como a derivada parcial da funcao objetivo
na dire¢do de cada variavel ndo béasica, com o intuito de determinar aquela(s) que
otimizarao a funcao se a incluirmos na base. Considerando apenas variaveis basicas,
determinamos o valor da fungao objetivo fo(z) = cLap.

Do sistema Ax = b, infere-se que Agrp + Ayzy = b, e que, tomando Ag = [
(Identidade), obtemos

rp = b—AN$N

chrp = chb—chANTN
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Sendo f(z) = c5 Ay, observamos que chxp = fo(x) — f(z)zy pois f(x)zy = 0.

Assim,

Z cizi = fo(x) — Z fi(z)z;

j<m j>m

cujo lado esquerdo é formado somente por varidveis basicas. Somando-se as nao-basicas,

encontramos ¢! x:

T
cx= folx)+ E CiTy — g filx)x; = folz) + g (c; — fi(x))z;
>m i>m i>m
Esse resultado mostra o quanto o valor da funcao objetivo aumenta a medida que
aumentamos o valor das varidveis nao-béasicas e sera ttil para determinar que variaveis
devem ter seu valor aumentado pelo Simplex. Derivando-a, termo a termo, em relacao

a r;, temos que

ocl'x

al’i

= ¢ — fi(x)

ou seja, os valores de ¢; — f;(z) indicam as diregGes para as quais a fungio objetivo

é otimizada e sdo chamados de coeficientes reduzidos (ou relativos) de custo.

7.4.2 O tableau

O tableau é uma das formas de implementacao do Simplex e consiste em representar
todas as informagoes, devidamente organizadas, em uma tabela com objetivo de melhor
compreender as etapas do processo. Sua construcao é iniciada pela inclusao da funcao

obtivo ao sistema Az = b considerando o problema de programacao linear na forma

padrao.
a11T1 + a12T9 + - + Q1T = b1
a91T1 —+ 99T + .. -+ A2, Tk = b2
Am1T1 + QmaTos + -+ 4+ QmpTi = bm,
[ ar + s + -+ agm = —folz)
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Esquematicamente, o tableau pode ser visualizado como

Ap Ay b

cg v —folx)

onde A, Ay, ¢k, ¢k e b foram definidos na se¢ao 7.4.

Os coeficientes reduzidos de custo indicam quanto cada unidade de cada variavel
nao-bésica x; contribui para a otimizacao da funcao objetivo. Assim, para compor
a nova base, basta escolher aquela varidvel nao bésica que apresentou o melhor r; =
¢; — fi(z), segundo o critério de otimizacdo adotado. Existem diferentes critérios de
escolha como o de maior coeficiente reduzido de custo, aresta mais ingreme, regra
de Bland ou escolha aleatoria, onde algumas levam & convergéncia mais lenta do que
outras, sem que se obtenha resultados divergentes. Determinada a variavel que entrara
na base pelo teste da derivada parcial, passaremos a definicao da variavel que saira da

base em teste que se resume a determinar o indice que minimiza ;/a;,:

. T
p=ming — : a;y >0
i<m a'iq

O comportamento adotado pelo Simplex consiste em percorrer diferentes bases do
problema de programacao linear na busca de otimizar a funcao objetivo. As colunas
da base serdo mantidas de forma a compor uma (sub)matriz identidade de ordem m.

Para incluir a variavel x, na base, no lugar de z,,, escreveremos a primeira em funcao
das varidveis nao bésicas. Para tal, utilizamos operacoes elementares sobre as linhas
do tableau, de forma que a coluna a, fique igual a a,. Assim, para cada elemento a;,

faremos:

ot — P
pJ a
Pq

Api Ay

o . tpritig

Upq

Resumidamente, todas os estagios indicados sobre a execucao do Simplex foi consoli-
dado na figura 66 e utilizam, como parametros de entrada, respectivamente, a matriz
de coeficientes, o vetor de termos independentes e o vetor de coeficientes da funcao

objetivo.

113



Simplex (A, b, ¢) [> supondo restricdes na forma padrio
Construir tableau para uma solugao viavel basica
Enquanto existir > 0, faca:

W N -

Selecionar q para que r, > 0 / x,, entrard na base
Calcular bi/aiq paraa, #0ei<m
Se todo b; /a;; <0, 0 problema ¢ ilimitado
p« mini<m {bi/aiq:aiqéo}
Fazer X, entrar na base no lugar de Xy
ay* e ay/ay
« .
ay* < ay - aja / a,, (1#p)

PR S

10.  Retornar x // solucdo otima

Figura 66: Algoritmo simplex

Exemplo 24. Mazimizar a funcao f(x,y) = br+2y sujeito ax < 3,y <4, v+2y <9,
x>0 ey >0, problema cujas restrigcoes sao expressas na figura 67.

y
A

™~

49

Figura 67: Restrigoes

Solugao
Os estagios da resolucao do problema de programacao linear segundo método algé-
brico sao:

1. Reversao do modelo para a forma padrao mediante transformagao das desigual-

dades em igualdades a partir do acréscimo das variaveis de sobra :
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Maximizar f(z,y) = 5x + 2y + 0s1 + 0sy + 0s3
lx +0y + 1s; + 0sy + 0s3 = 3

Sujeito a Oz + 1y + 0s1 4+ 1sg + 0s3 =4
lr 4+ 2y +0s; +0sy + 1s3 =9

Construcao do Tableau inicial, no qual as variaveis de folga determinam uma base

canoénica e a ultima linha da tabela contém os coeficientes da funcao objetivo.

Tabela 6: Tableau inicial do exemplo 67

Base x ¥y 53 52 53 b Linha
S1 1 0 1 0 0 3 e
S32 0 1 0 1 0 4 e;
53 1 2 0 0 1 9 ez

J% 3) 5 2 0 0 0 0 ey

Por gerar maior colaboracao para o crescimento de f, a variavel a ser escolhida
para entrar na base é x. Para sair da base, deve ser escolhida a variavel s; pois
terd menor razao g Em seguida, usa-se o Método da Eliminagao de Gauss para

cancelar coeficientes de x para as linhas e3 e ey4:

Tabela 7: Tableau apos 1% iteracao

Base X ¥ 51 53 53 b Linha
X 1 0 1 0 0 3] es
5z 0 1 0 1 0 4 €5
5z 0 2 -1 0 1 6 €7

ey 0 2 -5 0 0 -15 es

O tnico coeficiente positivo da funcao objetivo e, portanto, colabora para seu
crescimento estd na coluna dos y's e entrara na base no lugar de s3, em funcao
da menor razao % Tomando o elemento da coluna y e linha s3 como pivd para

eliminar os demais coeficientes de y, ¢ obtida a
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Tabela 8: Tableau apos 2% iteracao

Base X ¥ 51 53 53 b Linha
x 1 0 1 0 0 3] 2y
53 0 0 -1 -2 -2 € Jp
y 0 7 | 0 1 6 0
flx, ) 0 0 -4 0 1 | =2 e
A linha e esta associada & equagdo f(z,y) = —4s; — s3 = —21 na qual aumento

no valor das variaveis s; e s3 ocasionariam reducao no valor de f e, portanto, indicam
condicao para finalizacao do algoritmo. Nesse instante, as variaveis nao-basicas sao
s1 e S3 e apresentam valores iguais a zero. A linha ey, traduzida em lx + 1s; = 3
permite que se conclua que x = 3 enquanto a linha ey; gera a equacao 2y — sy + 53 =6
permite que se obtenha y = 3. Da linha e;y, vem que —1s; — 259 + 53 = —2, ou
seja s = 1. O valor méximo para f, dadas as condigoes apresentadas, é portanto,
f(3,3)=5-3+2-3=21.

A partir da forma padrao para do problema de programacao linear,

T+ 5351 =3 Tep
Y+ s, =4 t e
T+2y+s3=9 :e;3

outra possivel implementacao do Simplex estd em, resolver o sistema linear gerado
pelas restricdes segundo valores dos coeficientes de custo da funcao objetivo. Em
f(z) = 5z + 2y, como 5 = % < g—i = 2, por apresentar maior colaboragao para
o crescimento de f, infere-se que a x deve ser substituida utilizando equacao e; por
apresentar maior capacidade restritiva quanto ao valor de z.

Explicitando x em e; e substituindo-o nas demais equagoes do sistema, obtém-se:

r=3—5; 1ep
Y+ sy =4 D e
TH+2Y+s53=9=>2y—51+s53=6 :ey

A funcao objetivo passard a ser f(s1,y) = 5(3—s1)+2y = f(s1,y) = 1542y —5sy,
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onde o unico coeficiente que colabora para o crescimento de f ¢ determinado por

g_; = 2 > 0 apontando y como variavel a ser substituida utilizando e4. Explicitando y

em ey e substituindo-o em ey, o sistema passard a ser:

r=3—51 Deq
6+S—é_8&‘i‘82:4:>81—|—282—83:2 . €5
_ 6+s1—s .

y=—"=5"" D €4

Escreve-se, em termos e s; e s3, a funcao objetivo como

6+81—S

f(s1,83) =15+2 5 3—551:>f(51,53):21—431—33

Na forma obtida para f, nao existe variavel que colabora para seu crescimento,
fato esse que confirma o final da execucao do Simplex e o maximo para f ocorre ao
fazer s; = s3 = 0. Para esses valores, o maximo para f é 21 e as demais variaveis,

determinadas a partir das retro-substitui¢oes, sdo f(x,y) =21, x =3,y =3 e so = 1.

7.5 Meétodo grafico

O método grafico pode ser utilizado na resolucao de problemas de programacao linear
definidos no R? em funcdo de caracteriticas geométricas apresentadas pelas restricoes
(conjunto compacto) e pela fungao objetivo (conjunto de curvas de nivel). Para ilustra-

lo, utilizaremos o Geogebra na resolucao do seguinte problema:

r+y <10
Exemplo 25. Max f(x,y) = 6x + 7y sujeito a 3r + Ty < 42
z,y >0

Solucao

A seguir, estao listadas todas as etapas a serem desenvolvidas:
1. Exibir malha;

2. Escrever, em Entrada, p: z + y <= 10 e pressionar Enter;
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3. Escrever, em Entrada, ¢ : 3z + Ty <= 42 e pressionar Enter;

As instrugoes executadas nas etapas 2 e 3 possibilitam a constru¢ao dos semi-
planos p e ¢ definidos, respectivamente, por x +y < 10 e 3x + Ty < 42. Para nao
sobrecarregar a Janela de Visualizacao, as restricoes de nao negatividade sao
observadas ao considerar somente a regiao determinada pelas inequagoes presen-

tes no primeiro quadrante do plano cartesiano.

Arquive Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar. ..

%' .A_r / ’j;'-#—.— I::‘ IG}? ®7 é‘? x’ ABC? ifz? 4_I_.?
kd

» Janela de Algebra b Janela de Visualizacio B
- Desigualdade
. ..... e Foik
L

B4

54

4

4

34

14

[

1 o 1 5 3 3 5 [ 7 g )

14

Entrada: s 3@

Figura 68: Intersecao dos semiplanos

4. Determinar todos os pontos extremos do conjunto vidvel a partir do comando
Geogebra Intersegao, cuja sintaxe é Intersecao[<Objeto>, <Objeto>|, onde
<Objeto> é a equacao da reta origem do semiplano. Esses pontos serao deno-
minados A, B, C' e D e determinados segundo os seguintes comandos, digitados

em Entrada:

e A = Intersecao [ x +y = 10, 3x + Ty = 42 |;
e B = Intersegdo | 3x + 7y =42, x =0 |;
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e C = Intersegao [x +y =10,y =0]; e

e D — Intersecao [x = 0,y = 0 |;
Para destacar o conjunto viavel, duas instrucoes serao realizads:

5. Na Janela de Algebra, clicar sobre cada inequacdo com o botdo direito do

mouse e desmarcar a opcao Exibir Objeto;

6. Escolher a ferramenta Poligono presente na barra de ferramentas e marcar os

vértices da regiao no sentido horario;

Apos esses passos, a Janela de Visualizacao do Geogebra apresenta aspecto

similar ao da figura 69.

Arquive Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

NREENNd=RANERE

} Janela de Algebra # | » Janela de Visualizacio b
~ Desigualdade
; 10-

Desigualdade
]

=1 J

5
o
1
S
@
o
o
R:‘
I

Entrada: | @

Figura 69: Solucao do sistema de inequagoes determinadas pelas restricoes do PPL

O poligono DBAC', mostrado na figura 70, é a regidao viavel do PPL proposto e,
na Janela de Algebra estio seu perimetro (poll) e as medidas de seus lados

(a1, ag, c e d);

7. Em Entrada, digitar a equagao da curva de nivel no ponto (0,0), ou seja, e :

6x + 7y = 0;

119



Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

: .AT /'/7 ':’f—a ::.\‘7 IG)7 (-—_:)7 é‘—/ x? ABC7 EE? 4’7

» Janela de Algebra #/ | b Janela de Visualizagao .
-~ Desigualdade
o4
Ponto
- B= (0, 6) a4
@ C=(10,0)
© Quadrilatero B
~-@ poll=36 a4
Segmento l\\\‘
@ 8,=4.24 L <
.@ b,=762 b
® c-10 b
® d-6 d e (A

Entrada | &

Figura 70: Poligono DABC

8. Construir as curvas de nivel de f(z,y) = 6x + Ty nos demais vértices (pontos
extremos) do poligono DBAC (regido viavel). Para tal, usa-se o comando Reta]|
<Ponto>, <Reta Paralela> |, onde <Ponto> e <Reta Paralela> sdo, res-
pectivamente, um ponto e uma reta paralela a reta que se deseja construir. As

retas e, f, g e h foram determinadas com os seguintes comandos:

o f: Reta|B, el;

e g: RetalA, ¢;

e h: Reta|C, ¢;
9. O ponto méaximo para f(z,y) = 62+ 7y é determinado pelo maior valor de 6x+ 7y
pertencente 4 Janela de Algebra, no campo Reta. Portanto, o maximo de f

é 63 e ocorre em A, quando as variaveis de decisao = e y valem, respectivamente,

7 e 3. Tais conclusoes podem ser confirmadas na figura 71.
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Arquive Editar Exibir

» Janela de Algebra
Desigualdade

- Quadrilatero

-4 pol1=36
Reta

----- ® e6x+7y=0

----- ® FEx+Ty=42

----- ® 06x+7y=63

----- ® h:6x+Ty=60
Segmento

Entrada:

1A IR Ol <) N ked =]
P

Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

v |

L]

b Janela de Visualizagao

Entrar...

Figura 71: A gera o valor maximo de f(z,y) = 6x + Ty

7.6 Casos excepcionais

“»

Embora apresente convergéncia em funcao do procedimento de troca de varidveis em

cada iteracao do algoritmo, existem algumas situacoes particulares em relacao as de-

cisoes a serem tomadas em seu processo de execucao. Tais situacoes refletem ao deno-

minadas "Empate na entrada", "Degeneracao”e "Multiplas solucoes".

7.6.1 Empate na entrada

Ocorre empate na escolha da variavel que entra na base quando as variaveis que com-

poem a funcao objetivo contribuem quantitativamente de forma equivalente para o

crescimento da funcao objetivo. A escolha a ser adotada é arbitraria e nao gera solu-

¢ao errada: a tnica implicac¢do envolvida esta em escolher um caminho mais longo (ou

mais curto) para se chegar a solu¢ao 6tima.

121



Exemplo 26. No R?, ocorrerd empate na entrada quando os coeficientes de x e vy de

f forem iguais, como pode ser observado no problema

Maximizar f(z,y) = 2x + 2y

r+2y <12
Sujeito a 204+ y <12
z,y >0

A escolha da varidvel para entrar na base deve ser arbitrdria e a unica consequén-
cia desse fato estd em adotar caminho mais longo para se obter a solugdo dtima. O
ponto dtimo para o problema proposto, Q = (4,4), pode ser obtido partindo da origem
O = (0,0) e sequindo em direcao a P = (0,6) ou Q = (6,0), como se vé na figura 72.

Curva de nivel 6
de f

Figura 72: Empate na entrada de variaveis na base

7.6.2 Degeneracao

A degeneracdo ou ciclagem ocorrerd quando, apés mudancas da base, o algoritmo
retorna ao mesmo ponto do espaco viavel, representado por vetores lineamente depen-
dentes. Tal fato decorre de empates na saida da base, normalmente em funcao de

alguma variavel basica apresentar valor nulo.
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Maximizar f(z,y) = 5x + 2y

<3
y<4

dor + 3y < 12
z,y >0

Sujeito a

Exemplo 27. Ocorrerd degeneragao no problema de programacao linear Geometricamente,
a regido plana representada pela restricao {(x,y) € R* : 4z + 3y < 12} estd contida
na regiio determinada por {(z,y) € R?* : x < 3 ey < 4}. A figura 73 mostra essa

sttuacao.
y x=3
(3,4 y=4
4
Ix+3y=12
3 g
Curva de nivel
def

Figura 73: Degeneracao

No tableau, ocorre degeneragdao quando é observado o empate no valor de - de

iq
duas ou mais linhas da tabela onde q indica a coluna da varidvel que entrard na base.
Na tabela 9, o empate na saida ocorre entre s e s3 nas linhas ey e es, respectivamente

e a escolha da varidvel que, defato, entrard na base, se dd de forma aleatoria.

7.6.3 Miiltiplas solucoes

Se, na solucao 6tima o coeficiente de um variavel nao é basica, esta varidvel podera ser
escolhida para entrar na base sem que se modifique o valor da funcao objetivo, gerando
outra solucao 6tima, distinta da primeira. Por ser o espaco vidvel convexo, qualquer

combinacao linear dessas 2 solucoes também sera 6tima.
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Tabela 9: Tableau do problema 27

!
Base X ¥ 51 52 53 b Linha Razio
<o s1 1 0 1 0 0 3 el 3/1=3
s2 0 1 0 1 0 4 €1
<+ s3 - 3 0 0 1 12 €3 12/4=3
f 5 2 0 0 0 0 4

Exemplo 28. Ocorrerao mailtiplas solugoes em

Maximizar f(z,y) = 4x + 10y

dr 4+ 3y < 12
Sujeito a 2z 4+ 5y < 10
r,y >0

No tableau, tal fato é observado quando, apos mudanc¢a da base, o valor verificado
para a funcdao objetivo nao se altera. Geometricamente, no R2, tal fato pode ser veri-

ficado na figura 74, que mostra curva de nivel de [ paralela a reta 2x + 5y = 10.

ylk

\P

Ix+3y=12

Curva de 'ty

def

Figura 74: Multiplas solucoes

Portanto, sendo P e () pontos dtimos de f, qualquer ponto interno ao segmento
PQ também geram o mesmo valor dtimo para a funcio objetivo, serd solucdo para o

problema proposto e causarao o encerramento da execucao do algoritmmo.
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7.7 Complexidade computacional

A anélise de algoritmos é a area da Ciéncia da Computagdo que busca determinar a
complexidade ou o custo de execugao de um algoritmo, o que torna possivel comparar
diferentes algoritmos que realizam as mesmas tarefas e, por consequéncia, determinar
se existe um algoritmo 6timo para uma dada situacao.

Nos sistemas computacionais modernos, as principais métricas usadas no estudo
da complexidade de algoritmos sao o tempo de execucao e a quantidade de memoria
necessarios, e podem ser revertidos em elementos como esfor¢o para sua execucao.
Mesmo com os avancos tecnologicos das tultimas décadas, escolhas erradas de algoritmos

para situacoes especificas, podem causar gasto de tempo demasiadamente grande.

7.7.1 Custo de execugao do simplex

No R2?, cada desigualdade determina um semiplano e a intersecao de todas as restri-
¢coes de um problema de programacao linear gera uma regiao poligonal convexa. Nesse
contexto, uma estratégia para se determinar a ordem de complexidade do simplex con-
siste em determinar o nimero de vértices que esse poligono possui. Geometricamente,
cada vértice é determinado pela intersecao de pelo menos duas retas. Portanto, em um
problema de programacao linear formado por m restricoes lineares acrescido dos dois
eixos coordenados, o nimero de vértices, no R?, sera
(m+2)! (m+2)-(m+1) m?>+3m+2

plm) = Cnsaz = 5 = 2 - 2

Dizemos que a ordem de complexidade do simplex no R? é quadratica e usaremos
a notacdo O(m?) uma vez que para m suficientemente grande, existe uma constante
positiva k para a qual k- m? > p(m), ou seja, existe k € R para que se tenha

k-m?®> =(m*+3m+2)

DO | —

Analogamente, no espaco tridimensional R3, cada vértice é determinado pela in-
tersecao de pelo menos 3 semiplanos. O nimero maximo de vértices que m restri¢oes
podem gerar é

(m+3)! mP+6m’>+3m+2

plm) = Cinias = Sgr 0 = 6

O(m?)
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Indutivamente, para o R", a quantidade maxima de vétrices que o algoritmo deveria
percorrer para determinar o valor 6timo da funcao objetivo é dado pela escolha de n

restricoes de um conjunto de m + n restrigoes:

(m+mn)!
n!-m)!

p(m) = Crognn = = O(m")
Enfim, afirmamos que a complexidade do simplex é exponencial e utilizamos a

notacao O(m") onde m é o nimero de restrigbes no espa¢o n— dimensional.

7.8 Excel

O Microsoft Excel é um software editor de planilhas eletronicas pertencente ao pacote
de softwares Microsoft Office e possui diferentes recursos que abrangem desde calculos
aritmeéticos simples a elaboradas ferramentas estatiticas e financeiras, além de elemen-
tos de banco de dados. Muitas organizacoes tem funcionamento gracas ao auxilio
de planilhas eletronicas que possibilitam gerenciar, dentre outros elementos, folha de
pagamentos, fluxo de caixa e controle de estoque.

O software apresenta recursos para construcao de tabelas, graficos, classificacao e
andlise de dados, além de fun¢oes que permitem automatizar tarefas que muito podem

contribuir para a formacao académica e profissional do aluno do ensino médio.

7.8.1 Requisitos de hardware e software

Para pleno funcionamento, o Microsoft Office e, por consequéncia o Microsoft Excel,
devem ser instalados em computador com processador x86 ou x64 bits de 1 gigahertz
(GHz), memoria RAM de pelo menos 1 gigabyte e disco rigido com no minimo 3
gigabytes disponiveis. O requisito de software envolve sistema operacional da familia

Windows 7 ou posterior, em versoes de 32 bits ou 64 bits [19].

7.8.2 Solver

O Solver é um suplemento do Microsoft Excel desenvolvido para testar hipoteses e
determinar um valor 6timo (maximo ou minimo) para uma funcdo objetivo definida
em uma célula, conforme restricoes ou limites definidas sobre as varidveis presentes em

outras células. O Solver trabalha com um grupo de células, denominadas variaveis de
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decisao, usadas no calculo das féormulas nas células de objetivo e de restricao. Para
otimizacao, seu funcionamento consiste no ajuste de valores nas células variaveis de
decisao para satisfazer aos limites sobre células de restricao e produzir o resultado

desejado para a funcao objetiva.

7.8.3 Instalacao do Solver

Se o comando Solver ou o grupo Analise nao estiver disponivel, sera necessario ativa-lo

conforme procedimento descrito a seguir:

1. Clicar na guia Arquivo, a seguir em Opcoes e selecionar Suplementos. A

figura 75 mostra a janela Opgoes do Solver.

Opgdes do Excel ?

Geral : ! " )
e D Exiba e gerencie Suplementos do Microsoft Office.
Férmulas
Revisdo de Texto Suplementos
Rakap Nome Local Tipo
Idioma Suplementos de Aplicativo Ativos
) Acrobat PDFMaker Office COM Addin C\...FMaker, Office\x64\POFMOfficeAddin.dll  Suplemento de COM
Avangado Sohver C:h..A\Office] S\ Libran\ SOLVER\SOLVERXLAM  Suplemento do Excel

Personalizar Faixa de Opges
Suplementos de Aplicativo Inatives

Barra de Ferramentas de Acesso Rapido Data (ML) Chos\microsoft shared\Smart Tag\MOFL.OLL  Acdo
Ferramentas de Analise MG Officel SiLibrany\Analysis\ANALYS32. XL Suplemento do Excel
Ferramentas de Andlise - VBA icel BLibran\Analysis\ATPVBAEN.XLAM  Suplemento do Excel

Suplementos

Central de Canfiabilidade Ferramentas para o Euro M ffice\Office] S\Libran\EUROTOOL.XLAM  Suplemento do Excel
Inquire C\...osoft Office\Office1S\DCRNativeShim.dll - Suplemento de COM
Microsoft Office PowerPivot for Excel 2013 Ch. | Add-in\PowerPivotExcelClientAddin.dll - Suplemento de COM
Power View Chel Add-in\AdHocReportingExcelClient.dll  Suplemento de COM

Suplementos Relacionados a Documento

Sem Suplementos Relacionedos @ Documento

Suplementos de Aplicativo Desabilitados
Sem Suplementos de Aplicativo Desabilitados
Suplemento: Acrobat PDFMaker Office COM Addin
Editor: Adobe Systems, Incorporated
Compatibilidade: Nenhuma informagdo de compatibilidade disponivel
Locak C:\Program Files (x86)\Adobe\Acrobat 10.00\PDFMaker Office'\x6M\PDFMOfficeAddin.dil

Descrigao: Acrobat PDFMaker Office COM Addin

(¢ I T Suplementos do Excel W Ir...

Figura 75: Opc¢oes do Solver

2. Na caixa Gerenciar, clicar em Suplementos do Excel e, em seguida, clicar

em Ir.
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3. Na caixa Suplementos disponiveis, marcar a caixa de selecao Solver Add-in

e clicar em OK, como pode ser observado na figura 76.

2
Suplementos :
Suplementos disponiveis:

%Ferramentas de Analise OK

Ferramentas de Analise - VBA
|:_| Ferramentas para o Euro
o

Cancelar
Procurar...

Automacdo...

Solver

Ferramenta para otimizagdo e solucdo de equagdes

Figura 76: Suplementos

4. Apos execucao dos passos 1, 2 e 3, o comando Solver seré acrescentado no grupo

Analise da guia menu Dados da pasta de trabalho do Microsoft Excel.

7.8.4 Definindo e resolvendo um problema

1. Em Definir Objetivo, deve ser digitada a referéncia a uma célula ou um

nome para a célula objetivo, a qual deve conter a formula que define a funcao
objetivo do PPL.

2. Nas opcoes de Para, deve ser marcado o tipo de otimizacao a ser buscado:
caso o problema seja de maximizacao marca-se Max. e, caso seja de mi-
nimizagao, marca-se Min.. A otimizacao pode ser definida para um valor
especifio da funcao objetivo quando for marcada a opcao Valor de e digi-

tado o valor indicado na caixa correspondente.
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3. Na caixa Alterando Células Variaveis deve ser inserida a referéncia para
as células que contém as variaveis de decisao e que compoem a funcao ob-

jetivo e as restricoes do PPL.

4. Em Sujeito as Restrigoes, cada restricao serd acrescentada a partir do
seguinte procedimento:
a) Na caixa de didlogo Parametros do Solver, clicar em Adicionar.

b) Na caixa Referéncia de Célula, clicar em Adicionar, insirir a refe-
réncia a célula cujo valor deseja restringir.

¢) Clicar na relacao (<=, =, >=, int, bin ou dif) desejada entre a célula
referenciada e a restricao escolhida.

d) Ao escolher <=, = ou >= para a relagdo na caixa Restrigao, deve
ser digitado um ntimero, uma referéncia ou um nome de célula ou uma

formula.
e) A seguir, um dos procedimentos deve ser adotado:
e Para aceitar a restri¢ao e adicionar uma outra, clicar em Adicionar.

e Para aceitar a restricao e retornar a caixa de didlogo Parametros
do Solver, clicar em OK.
f) Na caixa de didlogo Parametros do Solver, clicar na restrigio que

deseja alterar ou excluir.

g) Clicar em Alterar e, em seguida, realizar as alteragoes ou clicar em

Excluir.
5. Clicar em Solucionar e sequir um destes procedimentos:

e Para que os valores das solucoes sejam mantidos na planilha, na caixa
de didlogo Resultados do Solver, clicar em Manter Solucao do

Solver.
e Para restaurar os valores originais antes de ter clicado em Resolver,

clicar em Restaurar Valores Originais.

6. O processo pode ser interrompido pressionando a tecla Esc. Nesse caso, o
Excel recalculara a planilha com os tdltimos valores obtidos para as células

das varidveis de decisdo.
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Exemplo 29. Para ilustrar o uso da ferramenta Solver, serd resolvido o problema de
programacao linear:
r+y <10

Max f(z,y) = 6z + Ty sujeito a 3x+ Ty <42
z,y 20

Solugao

O problema consiste em maximizar uma funcao real de duas variaveis reais e conti-
nuas x e y, definida em uma regiao do eixo xOy determinada pelas inequacoes z+y < 10
e 3x+ Ty < 42. Assim, faz-se necessaria a escolha de uma célula para o armazenamento
de cada um desses elementos.

As varidveis x e y serao armazenadas, respectivamente, nas células C'4 e C'5. Assim,
para se fazer referéncia ao valor da variavel x utilizar-se-4 C4 e, para vy, utiliza-se C5.
A funcao objetivo, f(x,y) = 6z + 7y serda armazenada em C7, observando referéncias
adotadas para z e y. Assim, em C7, digita-se a formula = 6 « C'4 + 7 x C5.

A figura 77 apresenta a planilha apos definicdo das células para as varidveis do

problema proposto.

SOMA v X  fr || wrcaTres~

A B C
2 Varidvel de Decisdo Valor
3
‘i b ]
5 ¥ f |
6
7 | Funcdo objetivo f{x, y) I:s*c4+?*c5 |

Figura 77: Definindo células

Os primeiros membros das inequacoes serao armazenados em C'10 e C'11 utilizando
procedimento similar ao que fora utilizado na definicao da funcao objetivo. Para a
primeira restricao, z + y < 10, digita-se, em C'10, = C'4 4 C5 e, para 3x + Ty < 42,
digita-se, em C'11, = 3% C4 + 7% C5. Ap0s insercoes, a planilha apresentara aspecto
seguinte com valores nulos ocorrendo em virtude da nao inicializacao das variaveis de

decisao definidas no problema, como se vé na figura 78.
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SOMA 4 X  Jxl| =srcarrcs~

A B C
2 Variavel de Decisdo Valor
3
4 X
3 ¥
6
F Fungao objetivo f{x, y) i}
8
9 Desigualdades (1° lado)

Inequacdol 1]

10
0
11| Inequagdo 2 |:3*c4+7*cs |

Figura 78: Definindo restri¢oes

Definidas as células que conterao variaveis de decisao, funcao objetivo e restricoes do
problema de programacao, seleciona-se a ferramenta Solver presente no grupo Anélise
da guia Dados. Sera apresentada a janela da figura 79, onde serao assinaladas células

e valores com elementos para resolucao do problema.

Parametros do Solver

Definir Objetivo: Havd 2.5
Para (@) Max. ) min. ) valor de:

Alterando Células Variaveis:

$C54:5C55

n
H

Sujeito ds Restrigdes:

1SC510 <= 10 T 7
SCS11 <=42 Adicionar

Alterar

Excluir

Redefinir Tudo

Carregar/Salvar

Tornar Variaveis Irrestritas Mio Negativas

Selecionar um Método de LP Simplex b Opcies

Método de Solugdo

Selecione o mecanismo GRG Mao Linear para Problemas do Solver suaves e ndo lineares,
Selecione o mecanismo LP Simplex para Problemas do Solver lineares. Selecione o mecanismo
Evolutionary para problemas do Solver ndo suaves.

Figura 79: Parametros do solver

Para cada restricao a ser acrescentada, clica-se em Adicionar e, na janela mostrada
na figura 80, escolhe-se a célula que contém o primeiro lado da desigualdade, o tipo e

o valor numérico que complementa a restricao do problema.

131



Adicionar Restricao

Referéncia de Célula: Restricdo:

5C511 Bl <= [v] |4z

]
1l

i

DK Adicionar Cancelar

Figura 80: Adicionar Restricao

Clicando em Resolver e, em seguinda, na janela Resultados do Solver, man-
tendo solugoes e pressionando em Ok, os dados serdao nas células definidas como varié-
veis de decisao. O valor 6timo para f é 63 para x e y valendo, respectivamente, 7 e 3,

como se vé na figura 81.

E14 ¥ fr -
A B C

2 Varidavel de Decisdo Valor

3

4 X 7

b ¥ 3

6

7 Funcao objetivo fx, y) 63

[a]

g Desigualdades (17 lado)
10 Inequacdo 1: 10
Inequacdo 2: a4z

Figura 81: Resultado

7.9 O problema da dieta

A seguir, apresentaremos a resolucao do problema proposto em 2.4.2, cujo objetivo

consiste em determinar, em uma dieta para reducao calorica, as quantidades de certos
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alimentos que deverao ser ingeridos diariamente, de modo que determinados requisitos

nutricionais sejam satisfeitos a custo minimo. O modelo
Minimizar C(zy,xe, x3,24) = 221 + 429 + 1,523 + 324

2331 + 21‘2 + 101’3 + 20374 > 11
50z + 20z9 + 1023 4+ 3024 > 70
80131 + 70LL’2 + 10I3 + 801’4 > 250
T1,29,x3,T4 > 0

Sujeito a

Na tabela 10, sao apresentados os elementos necessérios para resolugao do problema
proposto utilizando o Solver do Microsoft Excel. Para tal, foram delimitadas as células
para armazenar cada das varidveis de decisao x1, o, T3 € x4, € restricoes Ry, Ry e Rs.

O modelo elaborado é formado pelas variaveis e desigualdades conforme se vé em

Tabela 10: Solucao do problema usando o Solver

| Varidveis de decisdo: |

Xy 2,861
Xz 0,000
X3 0,000
Xy 0,264
Coeficientes
Xy . . X,
R, 2 2 10 20 11,0
R. 50 20 10 30 1510
Ry 80 70 10 80 250,0
Fungde 20 40 1,5 3,0 6,514

O valor 6timo da funcao objetivo, R$6, 514, ocorre para x; = 2,861, 25 =0, 23 =0
e ry = 0,264 e é obtido depois de 4 iteracoes do algoritmo simplex. Na tabela 11,
é apresentado o valor de cada uma das variaveis do problema, bem como o valor da

funcao objetivo no final de cada uma das iteragoes executadas.
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Tabela 11: Valor das variaveis e da funcao objetivo em cada iteracao

| Iteracbes |
B 2 3 a |
e 1,400 @ 3,152 3,064 2,861
X, 0,000 0000 0,000 0,000
X5 0,000 0000 0,487 0,000
X, 0,000 0000 0,000 0,264
Objetivo 2,800 0,304 0,859 6,514

Os resultados presentes nas tabelas 10 e 11 permitem a realizacao de inferéncias
sobre valores finais das variaveis, como os nulos obtidos para x5 e 3 que, provavelmente,
decorrem, respectivamente, do alto preco da carne frente aos demais itens e da baixa

quantidade das vitaminas C e D do peixo, quando comparado com os outros itens.

134



8 Teoria do Consumidor

8.1 Introducao

Considera-se como Teoria do Consumidor a &rea das ciéncias econdmicas que estuda
o comportamento do consumidor durante as suas decisoes de consumo e, para sua
formalizacao, é considerada a premissa de que os consumidores escolhem as melhores
coisas dentro daquilo que eles podem adquirir. Ao leitor interessado em mais detalhes

recomenda-se a obra de Mankiw [17].

Definicao 23. Uma cesta de consumo ou cesta de mercadorias € uma combinac¢ao de
diferentes mercadorias e cada uma em uma quantidade. Matematicamente, uma cesta

de n produtos € um vetor de n coordenadas

Q - {QIan7Q37 7Qn}

onde q; corresponde a quantidade do item i que compoem a cesta.

Admitindo a existéncia de somente dois bem para cada cesta, torma-se possivel sua

representacao no plano de coordenadas cartesianas zOy, onde os eixos coordenados
indicam as quantidades dos bens 1 e 2. As cestas A(1,1), B(2,5), C(4,3), D(7,0) e
E(0,4) estao representados na figura 82.

Q3

A
JB(2.3)
E(0, 4)

.C(@,3)

.A(l, 1)

D(7,0) o
Qq

Figura 82: Exemplos de cestas de consumo
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Embora pareca uma simplificagao que nao seja aplicada a pratica, essa hipotese de
dois bens pode ser bem factivel ao tomar como um dos bens todos os outros bens que o
consumidor deseja adquirir. Por exemplo, se quisermos estudar a demanda de laranjas
do consumidor, podemos fazer com que () represente o consumo de laranjas ao passo

que ()2 represente todos os outros itens que o consumidor gostaria de consumir.

8.2 Restricao Orcamentaria

Todo consumidor sé consegue adquirir o que seu orcamento pessoal lhe permite. Essa
limitacao imposta ¢ chamada de restricao orcamentéria e basicamente informa que o

consumidor nao pode gastar mais do que possui.

Definicao 24. Sejam p1,ps,...,pn precos unitdrios dos bens 1,2,...n € q1,q2, ..., qn

as respectivas quantidades. A renda minima R necessdria para a aquisicio da cesta

Q = {q17qQ7Q37 7%} ¢ dada por

n
Zpi(b' =p1q1 + P22+ ..+ Ppdn < R
=1

No espaco bidimensional, essa restricao se resume a p1q; + p2q2 < R, cuja represen-
tagdo grafica determina o triangulo retangulo de vértices (0,0), (0, pﬁ;) e (p%, 0), como

esta representado na figura 83.

p1qr +p2q2 <R

Figura 83: Restricao Orcamentaria

136



A hipotenusa desse tridngulo esta contida na reta de equacado piqi1 + p2q2 = R, €
chamada de reta orcamentaria e contém todas as cestas que exaurem a renda do con-
sumidor. Na forma reduzida, a equacao apresenta elementos geométricos importantes

como a inclina¢ao da reta e o intercepto com o eixo das ordenadas.

P R
Py +p2qe = R=poga = —prgin + R= 2 = —p—lm + p_
) 2

A incliacdo da reta orgamentaria, —p; /pe, contém um dado importante do consum-
midor: ela mede a taxa com a qual o consumidor esta disposto a substituir o bem 1
pelo bem 2. Assim, se a inclincao da reta orcamentéria for —3, o consumidor troca

uma unidade do bem 1 por trés unidades do bem 2.

8.3 Mudancas na reta orcamentaria

A reta orcamentéria pode variar em funcao de dois fatores: a primeira decorrente da
mudanca na renda do consumidor e segunda decorrente da mudanca dos precos dos
bens e serao abordadas geometricamente a partir de seus interceptos com os eixos

coordenados.

8.3.1 Mudancas na renda

Os interceptos da reta orcamentaria com os eixos coordenados sao (p—lj,O) e (0, pﬁ;) e
indicam quantas unidades dos itens 2 e 1 que o consumidor, dadas suas limitagoes
orcamentarias, consegue adquirir. Aumentando (ou reduzindo) a renda do consumidor
para R', R # R, os interceptos passam a ser (pil/, 0) e (0, %). A figura 84 ilustra esta
situacao.

Dados os novos interceptos da reta orcamentéaria, é possivel determinar sua equacao

G @ b1q1 | D2g2
7 Tw =1 R =1=pig +pege =R
p1 P2

Portanto, o aumento da renda do consumidor de R para R’ gera deslocamento da
reta orcamentaria no sentido de seu gradiente, paralelamente a reta original. Ana-
logamente, a reta p1q; + p2ga = R, R' < R, é o resultado do deslocamento da reta

orcamentaria no sentido contrario ao sentido de seu gradiente.
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P
piqr +p2q2 =R’
piqi +p2g2=R
>
R R U
Py Py

Figura 84: Aumento na renda do consumidor

8.3.2 Mudangas nos precos

O impacto gerando pela alteracao no preco de um bem da cesta esta associado a quanti-
dade de itens desse bem que o consumidor podera adquirir. Sem perda de generalidade,
caso o preco do bem 1 varie de p; para py/, o intercepto com o eixo (); passaria de
(1%7 0) para (p%, 0), conforme se vé na figura 85.

A reta orcamentaria é passara a ser:

q1 q2 qipr q2p2
TtE=1=F t T =l=apwtep==1

Dy P2

Portanto, a modificacao do preco de um bem desloca o intercepto da reta orcamen-
taria com o eixo que representa a quantidade desse bem. No caso de reducao no preco
de um item na cesta gera uma rotagao da reta orgamentaria, em torno de (0, pﬁ;), no

sentido anti-horario.

8.4 Uma situacao problema

Exemplo 30. Um investidor dispée de R$ 6.000,00 para compra de agoes dos tipos A
e B, com precos unitdrios pra aquisicao de R$ 5,00 e R§ 3,00 e rentabilidade anual

esperada de 30% e 35%, respectivamente. Supondo que o investidor nao deseje adquirir
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Q;

Figura 85: Mudanca nos precos

mais do que 1750 agoes e que lhe sejam disponiveis, para compra, 1000 acoes do tipo A
e 1500 acoes do tipo B, que quantidades deve comprar de cada tipo de acao, na hipotese

de que seja seu objetivo mazximizar o total de capital no fim de um ano?

Solucao:

Sejam z e y, respectivamente, as quantidades de acdes dos tipos A e B que serao

adquiridas. As informacgoes apresentadas possibilitam a elaboracao das restrigoes:

1. limitacao quando & quantidade de acoes do tipo A: x < 1000;
2. limitacao quando a quantidade de acoes do tipo B: y < 1500;
3. quantidade maxima a ser adquirida: x 4+ y < 1750;

4. limitagao orcamentaria: 5z + 3y < 6000;

Como A e B apresentam expectativa de rentabilidade anual da ordem de 30% e
35%, respectivamente, espera-se que as unidades das mesmas sejam vendidas, ap6s um
ano, por (140, 30)-R$5,00 = R$6,50 e (140, 35)- R$3,00 = R$4,05, a funcdo objetivo
serda f(z,y) = 6,50z + 4,05y. O modelo proposto é
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Maximizar f(x,y) = 6,50z + 4, 05y
x < 1000

y < 1500

x+y <1750

or + 3y < 6000

Sujeito a

8.4.1 Solucao pelo método geométrico

Por ser um problema de programacao linear definido no R?, uma alternativa de reso-
lucao consiste na utilizagao da interpretacao geométrica do Algoritmo Simplex. Para

tal, inicializa-se o Geogebra e desenvolvem-se os seguintes passos:

1. Clicar com o botao direito do mouse sobre a Janela de Visualizagao e marcar a
opcao Malha para exibir a malha quadriculada. A seguir, serd construido espaco

viavel, formado por todo (z,y) € R? que atendem a todas as restrigoes.
2. Em Entrada, digitar a : x <= 1000 e pressionar Enter;
3. Em Entrada, digitar b : y <= 1500 e pressionar Enter;
4. Em Entrada, digitar ¢ : x + y <= 1750 e pressionar Enter;

5. Em Entrada, digitar d : 5z + 3y <= 6000 e pressionar Enter;

A figura 86 mostra a janela de visualizacao do Geogebra com as restrigoes obser-

vadas no exemplo 30.

A regiao viavel, formada pela intersecao das quatro restricoes observadas, é cons-
tituida pela regiao mais escura cujos vértices sao determinados com o uso do

comando Interse¢ao[<objeto>, <objeto> do Geogebra.

6. Em Entrada, digitar P1 = Intersecao[5x + 3y = 6000, x + y = 1750] e

pressionar Enter;

7. Em Entrada, digitar P2 = Intersec¢ao[5x + 3y = 6000, x = 1000] e pres-

sionar Fnter;

8. Em Entrada, digitar P3 = Intersecao[x = 1000, y=0] e pressionar Enter;
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10.

11.

12.

13.

14.

b Janela de Visualizagio =

Figura 86: Representacao grafica das restricoes do exemplo 30

Em Entrada, digitar P4 = (0, 0) e pressionar Enter;
Em Entrada, digitar P5 = Intersecao[x = 0, y = 1500] e pressionar Enter;

Em Entrada, digitar P6 = Interse¢aoly=1500, x + y = 1750] e pressionar
Enter;

Na Janela de Algebra, clicar com o botdo direito do mouse sobre cada uma

das desigualdades e desmarcar a opcao Exibir Objeto

Em entrada, digitar Poligono[P1, P2, P3, P4, P5, P6] e pressionar Enter
para destacar a regiao vidvel do modelo proposto.
Em Entrada, digitar r : 6.5z 4+ 4.05y = 0 e pressionar Enter;

O valor méximo ocorre em um ponto extremo da regiao viavel determinado pela
reta paralela a r que ndo contém ponto interior da regiao viavel. Esse fato ocorre
em P1 = (375,1375), quando f(375,1375) = 8006, 25.
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A . ol #7e . =2
% o™ L el 7 Sl 1S Ll N Bl 232 <3 |
» Janela de Aigebra X | ¥ Janela de Visualizacio A
Desigualdade ~ $E5 b
a: x <1000
b:y <1500 i
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h:6.5x + 4.05y =0
I: 6.5% + 4.05y = 6075

8004
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< i >
Entrada: | 3

Figura 87: Poligono vidvel do exemplo 30

8.4.2 Solucao do problema proposto no exemplo 30 utilizando o Solver

A resolucao de um problema de programacao a partir da ferramenta Solver do Micro-

soft Excel envolve processo formado por trés etapas:

1. O processo ¢ inicializado pela definicao de células para armazenar as varidveis, a
funcao objetivo e as restricoes. Os valores das varidveis x e y serao armazenados
em C'4 e CH, respectivamente e, em C6, digita-se a formula = 6, 5xC4+4, 05xC5.
A seguir, nas células C8, C9, C10 e C11 escrevem-se os primeiros lados das
restricoes, ou seja, = C4, =CH, =(C44+Che =5%xC4+ 3 Ch.

Os valores nulos observados na figura 88 ocorrem em virtude da nao inicializacao
das células C4 e C5.

2. Na guia Dados, no conjunto Solver, clicar na opcao Solver. Na janela apre-
sentada, define-se como objetivo a célula $C'$6, o campo células variaveis com
$C$4 : $C$5 e completa-se as restrigdes associando cada uma das células do in-
tervalo C'8 : C'11 aos respectivos limites observado para cada uma. Na figura 89,

tem-se preenchimento dos campos da janela Parametros do Solver.
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2
3 Variavel Valor
4 b
5 i
6 Fung@o objetivo o
7 Restrigbes {1* lado)
g ¥ = 1000 o
9 y <1500 0
10 ¥+y£1750 ]
1 5x + 3y < 6000 0

Figura 88: Planilha do Excel com definicao de variaveis e restri¢oes

3. Clicar em Resolver e, na janela seguinte, clicar em Ok para consolidar a solucao
encontrada na planilha. Os valores de x e y obtidos pelo Excel serao armazenados
em C4 e C5, e serd determinado o valor 6timo da func¢ao objetivo, conforme é

mostrado na figura 90.

8.4.3 Solucao envolvendo método algébrico

A resolucao envolvendo procedimento algébrico envolve resolucao do sistema linear

gerado pela transformacao da forma canonica,

Maximizar f(x,y) = 6,50z + 4, 05y
x < 1000

y < 1500

r+y <1750

52 + 3y < 6000

Sujeito a

para a respectiva forma padrao acrescentando variadveis de sobra a cada uma das

restricoes observadas na fase de modelagem. Obtem-se entao o sistema linear:

T + s; = 1000 e
Yy + s9 = 1500 : es
r+y+ s3=1750 s es
9% 4 3y 4+ s4 = 6000 : ey

Em f(z,y) = 6,52 + 4,05y, como 6,5 = % > g—i = 4,05, infere-se que = deve ser

substituida utilizando equacao e;. Explicitando z em e; e substituindo-o nas demais
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Parametros do Solver

n
il

Definir Objetivo: 3056
Para: (@) Max. O Min, () valor de:

Alterando Células Varigveis:

n
il

SC54:8C85

Sujeito 4s Restricdes:

5C510 <= 1750

50311 <= 6000 Adicianar

5CS8 <= 1000

5C59 <= 1500 Alterar
Excluir

Redefinir Tudo

Carregar/Salvar

Tornar Variaveis Irrestritas Nio Megativas

Selecionar um Método de LP Simplex b Opcdes

Método de Solucdo
Selecione o mecanismo GRG Mao Linear para Problemas do Solver suaves e ndo lineares.

Selecione o mecanisma LP Simplex para Problemas do Solver lineares. Selecione o mecanismo
Evolutionary para problemas do Solver ndo suaves,

Figura 89: Parametros do Solver

equacoes do sistema, obtém-se:

xr = 1000 — s teg
y + s9 = 1500 : €9
Yy — S1+ s3 =750 les
3y — 981 + 54 = 1000 : eq

A funcdo objetivo passard a ser f(s;,y) = 6500 — 6,5s; + 4,05y, onde o tnico

3]

coeficiente que colabora para o crescimento de f é determinado por 8—5 =4,05>0

apontando y como variavel a ser substituida, o que seré feito utilizando eg. Entao

z = 1000 — s; tep
581 — S4 + 3s9 = 3500 : ey
251 +3s3 — 54 = 1250 : eg

__ 10004551 —s4 .
Y= 3 : €6

No atual estagio, a fungao objetivo, em funcao de eg, passa a ser f(s,s4) = 7850+

0,25s1—1, 3554 que sera otimizada ao substituir a varidvel s; utilizando eg. Explicitando
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Wra

Variavel Valor
4 b 375
5 ¥ 1375
B flx, v} = 6,5x + 4,05y 3006,25 funcdo objetivo
7 Restrigdes {1® lado)
a % = 1000 375
G ¥y = 1500 1375
10 x+y=1750 1750
1 Sx + 3y = 5000 6000

Figura 90: O valor méximo de f é indicado na célula D6

s1 em eg e substituindo-a na funcdo objetivo, obtemos f(ss, s4) = 8006, 25 — 0, 375535 —
0,16875s4 cujo maximo ocorre para s3 = s4 = (0. Para esses valores, conlui-se que

x =375, y = 1375, 51 = 675, s3 = 125 e f(z,y) = 8006, 25.
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9 Consideracoes finais

Em sua obra "Projeto de Pesquisa", publicada no ano de 2007, John W. Creswell, 8],

afirma que:

"... os problemas surgem a partir de questoes, dificuldades e prdaticas

correntes. O problema de pesquisa em um estudo comeca a tornar-se claro
quando o pesquisador perqunta "Qual é a necessidade deste estudo?"ou

"Que problema influenciou a necessidade de fazer este estudo?”

Muitos avangos tecnologicos ocorridos nas tltimas décadas, principalmente no pe-
riodo apos a segunda Guerra Mundial, decorrem das dificuldades e necessidades apre-
sentadas pelo ser humano. As redes de computadores e, por consequéncia a internet,
originaram-se em func¢ao da necessidade de se transmitir informagoes, com seguranca,
no periodo que hoje conhecemos com o nome de Guerra Fria. Na mesma dinamica,
desenvolveram-se diferentes areas do conhecimento humano como a engenharia, a eco-
nomia, a medicina, a fisica, a logistica, dentre varias outras. Muito desse desenvolvi-
mento foi impulsionado em funcao da grande capacidade de processamento dos super-
computadores atuais.

A criacao de algoritmos eficientes auxiliou no mapeamento do genoma humano,
no planejamento da producgao de grandes empresas e trouxe para a realidade termos
como inteligéncia artificial e realidade virtual. Assim, relacionamos a resolucao de
problemas ao planejamento necessario para sua realizagao, materializando a aplicagao
de algoritmos, uma das esséncias do saber matematico. As conquistas advindas do
desenvolvimento do raciocinio algoritmico devem ser elementos presentes na educagao

bésica, como afirma Jurkiewicz [14]:

O pensamento algoritmico pode e deve ser introduzido de forma edu-
cacitonalmente pertinente de maneira a fornecer as sociedades do século
XXI, nao programadores (embora também), mas cidadaos aptos a viver num
mundo onde a cultura dos procedimentos sequenciais se torna rapidamente

um padrao.

Neste trabalho, apresentamos nocao de algoritmo bem como fatores a serem ob-
servados em sua formulagao como notagoes comumente adotadas e eficiéncia compu-

tacional durante sua execucao. Propusemos diversas atividades com resolucao rapida,
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para serem desenvolvidas no Geogebra ou no Excel e apresentamos sequencializagao
de agoes que compoem o processo de resolucao do problema a ela associado, o que
caracteriza um algoritmo e apresenta elementos comuns com conceitos abordados em
disciplinas como Algoritmos e Estruturas de Dados, presentes em cursos como Ciéncia
da Computacao ou Sistemas de Informacao. A proposta aqui apresentada nao se ma-
terializa no ensino de linguagens de programagao como Java ou C para o ensino médio
mas sim utilizar elementos presentes na propria estrutura curricular da educacao bé-
sica para desenvolver habilidades de encadeamento de estruturas e fatos logicamente
dependentes.

Enquanto ferramenta auxiliar no processo de ensino, o estudo de algoritmos consolida-
se com a apresentacao do Simplex, principal algoritmo desenvolvido para resolucao de
problemas de programacao linear e apresenta duas versoes distintas aos quais denomi-
namos geométrica e algébrica. A versao geométrica consiste em determinar o ponto
de uma regiao do plano que maximiza ou minimia uma funcao linear, envolve concei-
tos da geometria analitica e se configura como importante circunstancia para uso do
Geogebra. Paralelamente, a versao algébrica deve ser vista como forma complementar
da versao algébrica e justifica seu correto funcionamento, além de possibilitar o uso da
planilha eletronica, ferramenta empregada como mecanismo de planejamento e suporte
a decisao em muitas institui¢oes da sociedade contemporanea.

Enfim, consideramos que o ensino de programacgao linear, construgdo de algorit-
mos e modelagem matematica oferecem importante contribuicao para um ensino que
evidencie a articulacao do saber matematico com assuntos relacionados a ciéncia e a
tecnologia, além de permitir abordar problemas de planejamento gerencial presentes
em situagoes concretas. Assim sendo, observamos que no ensino de programagao li-
near, existe uma grande oportunidade de contribuir para o ensino de Matematica que
seja experimental e contextualizado e esperamos que a abordagem aqui proposta possa
contribuir para a confirmacgao de uma filosofia de ensino vinculada ao quotidiano, na
qual conceitos sao devidamente fundamentados, justificados e nunca apresentados sem

o devido sentido.
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