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Resumo

Este trabalho traz uma proposta de estudos da relagao existente entre a Matematica
e a Musica, relacao esta que foi estabelecida desde os primordios da humanidade, e pode
ser observada de forma mais clara a partir dos estudos desenvolvidos por Pitagoras.
Abordamos a evolucao da Musica no contexto historico e introduzimos as no¢oes bésicas
de teoria musical, essencial ao estabelecimento de relacoes com a Matematica. Nossos
esforcos foram focados nos instrumentos com cordas, pelos quais apresentamos uma
relacao entre uma escala musical, denominada Cromaética, e as progressoes geométricas;
também apresentamos uma relacao entre intervalos musicais e os triangulos retangulos.
Apresentamos uma relagdo matematica entre a Misica e as cores, por meio de suas
respectivas frequéncias de som e luz. Também abordamos a matematica presente na
construcdo de alguns instrumentos com cordas, via Proporcao Aurea, e finalizamos o
trabalho apresentando algumas propostas de atividades que podem ser trabalhadas em

sala de aula, voltadas para alunos do Ensino Médio.

Palavras-chave
Musica, Matemaética, Escala Cromaética, Progressdoes Geométricas, Instrumentos

Musicais, Trastes do Violao, Cores e Luz, Propor¢ao Aurea.



Abstract

This paper presents a proposal for relationship studies between mathematics and
music, a relationship that has been established since the dawn of humanity, and could
be seen more clearly from the studies developed by Pythagoras. We approach the
evolution of music in the historical context and introduce the basics of music theory,
essential to establishing relationships with mathematics. Our efforts were focused on
instruments with strings, by which present a relationship between a musical scale,
called Chromatic and geometric progressions; also we present a relationship between
musical intervals and right triangles. We present a mathematical relationship between
music and colors, through their respective frequencies of sound and light. Also we
address the present mathematics in the construction of some instruments with strings,
via Golden Proportion, and finished the work presented some proposals for activities

that can be worked in the classroom, aimed at high school students.

Keywords
Music, Mathematics, Chromatic Scale, Geometric Progressions, Musical Instru-

ments, The Guitar Frets, Colors and Lights, Golden Proportion.
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1 Introducao

Desde as mais antigas manifestagoes humanas percebe-se uma estreita relagao entre
misica e matematica, como por exemplo, quando Pitagoras estica uma corda e analisa
o som produzido através da vibragao desta em funcao de um deslocamento aplicado.
Pitagoras provou que considerando metade da corda, a vibracao gera um som com
tonalidade igual aquela produzida com a corda inteira, mas uma oitava acima, ou seja,
com o som mais agudo. Ao testar novas divisoes, Pitdgoras descobriu que as principais
consonéncias (combinagoes de sons mais agradaveis) eram as oitavas, as quartas e as
quintas, que correspondem as divisoes exatas da corda esticada em um arco e sao a base
da harmonia para instrumentos de cordas. Posteriormente, Pitagoras associou nlimeros

. . .1
ao comprimento da corda, associando o nimero 1 com a corda inteira, 3 com a metade

da corda, % a um terco da corda e assim por diante. Como mostra esta experiéncia, a
relacao entre misica e matemética é muito mais evidente do que imaginamos e pode
ser vista como uma forma de descrever a natureza e de desenvolvimento da ciéncia.

Neste contexto, este trabalho propoe o estudo de algumas das diversas formas que
relacionam a matematica e a misica, inseridas num contexto histérico, avaliando as
possibilidades de tratamento musical com ajuda da matemética formal.

Considerando-se as varias intersecoes entre a teoria matemaética e a teoria musical
destacam-se os seguintes fatos, de acordo com Ortolon (2011):

No século XI, o italiano Guido d’Arezzo desenvolveu um algoritmo que substituia as
letras (vogais) por notas musicais, no canto eclesiastico. Para cada vogal era associada
uma nota. Este foi o primeiro algoritmo conhecido na histéria da musica. O algoritmo
¢ fundamental para a concepc¢ao de musica computacional, a qual usa algoritmos bem
mais complexos do que aqueles usados por d’Arezzo.

No século XVII, o astréonomo Kepler, em seu livro "A Harmonia dos Mundos",
estabelecia uma profunda relacao entre a matematica, a masica e a natureza. Kepler
associava a posicao dos planetas e de suas 6rbitas com nimeros relacionados com
as escalas musicais, de modo que, cada planeta possuia uma tonalidade musical e a
movimentacao em conjunto dos planetas produzia uma "melodia celeste". Ao elaborar
a sua Lei Harmonica, ele estabeleceu uma relacao correta entre os periodos das orbitas
dos planetas e as suas distancias do Sol.

Os grandes compositores da miisica classica universal também se valiam da matemé-

tica. No periodo Barroco, Bach aplicou os principios de simetria em suas composicoes,
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as quais tinham caracteristicas claras de raciocinio matematico. Posteriormente, Mo-
zart, apesar da sua forma intuitiva de criar, criou um sistema chamado atualmente de
"Jogos de Dados de Mozart", que aplicava os principios de probabilidade para organizar
e construir temas musicais.

No inicio do século XX, foi com o desenvolvimento da eletronica, que a associacao
entre a musica e a matematica passou a aparecer mais intensamente. Os compositores
Milton Babbit e Allen Fort desenvolveram pesquisas usando conceitos de Logica e
Teoria dos Conjuntos para formalizar tipos de processos de criacao musical.

A partir de 1945, com o final da Segunda Guerra, compositores como Stockhausen,
Karl Heins e Hebert Eimert, passaram a fazer experiéncias com sons eletronicos e
criaram um estidio na cidade de Colonia na Alemanha. A partir desta época, varias
tendéncias se abriram para a miusica eletronica, com o uso de sons sintetizados, filtros
de ondas sonoras e producoes transformadas eletronicamente.

A relacao entre matemaética e musica ficou ainda mais intima com o desenvolvimento
dos computadores. Em 1957, foi criada a primeira misica com a utilizacao de um
computador como objeto de criacao musical. Foi um marco histérico comparado a
invencao do algoritmo de substituicao de letras por notas, feito nove séculos antes por
Guido d’Arezzo.

Outros exemplos do século XX mostram novas aplicagoes da matemética na misica,
como o compositor Tannis Xenakis, que escreveu o livro "Formalized Music", onde
descreve e discute varias estruturas matemaéticas como principios de organizacao do som
e composicao musical. Por exemplo, Xenakis usava os Processos de Markov para fazer o
controle de massas sonoras evoluindo no tempo. Os Processos de Markov pertencem a
uma area da matematica que estuda os Processos Probabilisticos e Controle Temporal,
para determinar um proximo passo de um sistema fisico através de uma distribuicao
de probabilidade.

Mais recentemente, Valder Steffen Jr. e Romes Antonio Borges, aplicaram algorit-
mos genéticos como ferramenta de otimizacao na busca de novas composicoes a partir
de uma cancao conhecida.

Neste trabalho apresentamos inicialmente, no Capitulo 2, um breve historico da
misica, envolvendo a evolucao da notagao musical e da origem dos nomes das notas
musicais.

No Capitulo 3, com o intuito de permitir um melhor entendimento do capitulo
seguinte, é apresentada uma introducdo a teoria musical formal contemporanea.

O Capitulo 4 apresenta um paralelo entre a escala cromética e as progressoes geo-
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métricas, culminando num processo pratico para a determinacgao da distancia entre os
trastes de instrumentos musicais.

Posteriormente, no Capitulo 5, mostramos como relacionar, as frequéncias de notas
com as frequéncias de luzes no espectro visivel ao ser humano.

No Capitulo 6, ao mostrar a importancia da Proporcio Aurea, apresetamos como
alguns instrumentos sao construidos através desta porporgao.

Uma proposta de atividade com os alunos das 1* séries do Ensino Médio, apresen-
tada no Capitulo 7, afim de que esta seja uma importante ferramenta no processo de
ensino/aprendizagem dos alunos, no estudo de progressoes geométricas.

Finalmente, seguem as consideracoes finais e a bibliografia deste trabalho.
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2 Evolucao da Misica

2.1 Breve Historico da Misica

Segundo Ortolan (2011), uma tarefa verdadeiramente complicada é dizer precisa-
mente quando nasceu a misica, uma vez que nao existem relatos confidveis sobre as
primeiras manifestacoes musicais. As observacoes sobre os artefatos e desenhos primi-
tivos encontrados nas pesquisas arqueologicas, conduzem a deducao de que o homem
das cavernas usava a musica para presentear seus deuses. A musica de maneira geral
era associada a danca, as quais, juntas, assumiam um carater ritualistico.

O que se supoe, de acordo com Stoppa e Teixeira (2004), é que o ritmo tomava corpo
com o bater cadenciado de maos e pés, para celebrar vitorias na guerra, descobertas,
etc. Posteriormente, o homem primitivo em vez de usar s6 as maos e os pés, ritmavam
suas dancas com pancadas na madeira, e depois as trabalhavam para soarem de forma
diferente, propiciando o surgimento de um tipo primitivo de instrumento de percussao.

Com o passar do tempo, eles passariam a utilizar suas gargantas de um modo
diferente para emitir sons, aparecendo ali, uma forma rudimentar de canto a qual
juntamente com o ritmo, resultaria numa mistura de palmas, roncos, pulos, uivos,
batidas e berros.

Diante dos atuais conceitos musicais, essas manifestagoes teriam sido muito pobres
para entrarem numa categoria musical. Porém, numa contextualizagao historica, elas
foram muito importantes para o surgimento da musica.

Com o passar do tempo, a musica foi evoluindo, através da evolucao das notacoes, o
desenvolvimento dos instrumentos, que na maioria das vezes, eram criados e produzidos
com motivagao religiosa.

Assim, a musica evoluiu de simples roncos e palmas a uma teoria musical, incluindo

a miusica computacional, amplamente utilizada nos dias de hoje.

2.2 Evolucao da Notagao Musical

Os povos antigos (gregos, romanos e hebreus) procuravam na escrita uma forma de
representacao musical. Para tanto, varios tipos de sistema de escrita musical foram
experimentados. Uma das tentativas, segundo Bordini (2005), ocorreu por volta dos
séculos IV e V, com abreviacoes de expressoes latinas para cantar a mesma altura, um

tom acima, um tom abaixo, etc.
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No principio do século VII foram acrescentados no texto a ser cantado, sinais deri-
vados da gramaética grega: / \ A

Estes sinais, segundo Bordini (2005), receberam o nome neumas ("ar"em grego).
Os neumas ajudavam o cantor a se lembrar da direcao da melodia, mas nao indicavam
com precisdao as notas. Os neumas foram se desenvolvendo graficamente do século IX

ao XIII, da seguinte forma:

Neumas Tradugéao Grafia do séc. IX | Grafia do séc. XIlI Equ:r;laélncia
Punctum Ponto L " J’l
Virga Vara / 1 J‘]
Clivis Clava /7 [ + J"‘:.'
Pes/podatus Pé / : l1 ﬂ
Torculus Torcido ‘/1’ f- m
Porrectus Esticado A/' N J I ]
Climacus Escada /" 1 o‘ 1 0. ‘-ﬂ
Scandicus Subida . / : l ] -
A -
auiisma | Areserse | /7 ] fj:‘l

Figura 1: Desenvolvimento dos Neumas

Fonte: http://www.movimento.com/2011/09/historia-da-musica-ocidental/

Para indicar a altura exata, utilizava-se letras do alfabeto latino, entre os neumas e o
texto, pelo menos na primeira nota. Depois, utilizou-se uma linha horizontal vermelha,
para um tom central, para o qual foi escolhido o fa (abaixo do do central), que é uma
boa altura para a voz masculina. Mais tarde, colocou-se uma outra linha de cor amarelo
ou verde, sobre a anterior para indicar o d6 central.

No século X, de acordo com Bordini (2005), o monge italiano Guido D’arezzo (991-

1033), criou o tetragrama, ou conjunto de quatro linhas, todas em vermelho. As duas
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linhas que foram acrescentadas, eram colocadas uma entre as duas antigas e a outra
acima ou abaixo das outras duas antigas.

Somente no século XII, o pentagrama (que sao as atuais cincos linhas), foi utili-
zado a fim de escrever as primeiras musicas polifonicas, cancoes e dancas consideradas
profanas, e no século XVI, surgiram as linhas e espacos suplementares.

Mais tarde, houve a necessidade de usar as claves ("chaves"em latim), para deter-
minar as alturas e também abolir a coloracao de cada linha com uma cor diferente. A

grafia medieval e atual das claves podem ser observadas a seguir:

GRAFIA
ATUAL

FA -: *):
06 b 5

CLAVE | GRAFIA MEDIEVAL

Figura 2: Desenvolvimento da grafia das claves de FA e DO

Fonte: http://www.movimento.com/2011/09/historia-da-musica-ocidental/

E importante ressaltar que a clave de SOL, amplamente utilizada nos dias de hoje,

s6 surgiu em meados do século XIV.

2.3 Origem dos Nomes das Notas e Componentes Musicais

Havendo a necessidade de distinguir as notas musicais, as mesmas foram represen-
tadas inicialmente, por letras do alfabeto, sendo elas: A, B, C, D, E, F e G.

Mais tarde o monge Guido D’Arezzo, criador do pentagrama, procurando facilitar
a memorizacdo das melodias, adotou outros nomes para as notas (pois eram represen-
tadas por letras).

A inspiragao surgiu, segundo Bordini (2005), quando ao pesquisar centenas de can-
ticos, e observar que havia um em louvor a Sao Joao Batista (Santo dos misicos),
contendo versos que comecavam com alturas diferentes e cada um superior ao anterior.

Assim, ele trocou as letras pelas primeiras silabas de cada verso, como pode ser

observado na figura abaixo:
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Figura 3: Partitura do Cantico em louvor a Sao Joao Batista

Fonte: http://musica.ufma.br/bordini/not_mus/hist.htm#N7
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CRIGINAL TRADUCAO LIVEE | TRADUCAO LITERAL
Utqueant laxiz |DOce, sonore Para que oz servos

RE zonare fibris | RE =08 o canto Poszsam fazer ressoar com

Mlta gestorum [MInha garpanta As fibms cansadas as

LAbiireatum  |L Ava-meaculpa Condenagio do labio
Sancts Ioannes |O Sio Jodo! Manchado, 6 S3o0 Jodo!

Figura 4: Cantico em louvor a Sao Joao Batista
Fonte:

http://orquestrainfantil.blogspot.com.br/p/informacoes-adicionais.html

Vale ressaltar que o nome da nota SI, surgiu no final do século XV, com as iniciais
do Santo homenageado, Sancte Tonnes.

A nota DO usada atualmente, era Ut e foi modificada de Ut para DO, pelo com-
positor e teorico italiano Giovanni Battista Doni (1595-1647), que utilizou a primeira
silaba de seu nome DO (Doni), para facilitar o solfejo no idioma de seu pais.

Na mesma época, com a necessidade de rebaixar em meio tom o SI, a fim de evitar
o tritono, surgiram os nomes dos acidentes.

A letra mintiscula b era escrita acima da pauta, chamado de be molle (b suave,
b macio, em latim) ou be rotundum (b redondo). Quando se desejava o SI natural,
escreviam-no de forma quadrada, B, o qual recebia o nome de be quadratum (b
quadrado) ou be durum (b duro). Com os frequentes rebaixamentos das outras notas,
e suas respectivas voltas ao natural, estas expressoes se universalizaram.

O sustenido (elevado, em latim), decorre da mesma necessidade em relagdo ao
tritono, mas elevando-se em meio tom a nota Fa. Na época, era colocada acima da
nota uma cruz. Depois, seguindo os passos do bemol, todas as outras notas puderam
ser "sustenizadas". O uso sisteméatico dos acidentes s6 se deu no século XVII.

A grafia das duragoes (tempo de execugao ou nao-execuc¢ao de uma nota), naquele
momento nao era uma preocupacao fundamental dos padres, e s6 foi desenvolvida a

partir do século XIII, adaptada dos antigos neumas.
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3 Teoria Musical

3.1 Introducao

A musica, segundo Lacerda (1966), pode ser vista como uma arte ou ciéncia de
combinagao dos sons de modo agradavel aos ouvidos. De maneira usual, pode ser

composta por quatro propriedades:

a) Duragao: tempo de produgao do som;
b) Intensidade: define se o som ¢ fraco ou forte;
¢) Altura: os graves e os agudos;

d) Timbre: é a diferenciacao dos diversos sons.

3.2 Notacao Musical

A musica é representada por figuras ou sinais chamados notas, as quais variam de
acordo com a duracao do som, e recebem nomes distintos, como pode ser observado na

tabela da Fig. 5 abaixo:

semibreve | minima | seminima | colcheia | semicolcheia | fusa | semifusa

e [ Jl )12 b A4

Figura 5: Figuras Musicais e seus respectivos nomes
Fonte: Adaptada de http://magiadamusica.webnode.pt/figuras-musicais/
As figuras musicais (ou notas), de acordo com Lacerda (1966), sdo escritas no
pentagrama, que é um conjunto de cinco linhas horizontais, formando entre elas quatro

espacos. Acrescenta-se também ao pentagrama, quando necessario, linhas e espacos

superiores e inferiores, conforme se observa na Fig. 6.
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Figura 6: Pentagrama com linhas suplementares inferiores e superiores
Fonte: Adaptada de

http://www.guitarx.blogger.com.br/2003_10_26_archive.html

3.3 As Claves e as Notas Musicais

Séo sete as notas musicais: DO, RE, MI, FA, SOL, LA e SI. Mas para que as notas
recebam nome no pentagrama, é necessario a clave. Existem diversas claves que foram
utilizadas com o decorrer da evolucao da notacao musical, sendo que as mais usuais,
sao a clave de FA na quarta linha e a clave de SOL, as quais determinam a posicao,
respectivamente das notas FA na quarta linha e SOL na segunda linha. Cada clave &
representada por um sinal, indicado no inicio do pentagrama, conforme indicado na Fig.
6. As demais notas sao distribuidas no pentagrama de forma usual tanto ascendente
quanto descendente, obedecendo a posicao das notas que dao nome as claves, como

também pode ser vista na Fig. 7.
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Figura 7: Disposicio das notas musicais nas Claves de SOL e FA, respectivamente

Fonte: Adaptada de http://www.cifraclub.com.br
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Cada figura representativa da nota indica a duragao do som. De acordo com Lacerda
(1966), quando se quer representar o siléncio numa melodia, existem sinais especiais
correspondentes a cada uma destas figuras. Assim, para a semibreve, existe a pausa
de semibreve, para a minima, existe a pausa de minima e assim por diante como pode

ser observado na Fig. 8 abaixo:

Semibreve Minima Seminima Colcheia Semicolcheia Fusa Semifusa

hoa —/——F—F—F—F1—% "—— =
ESSE===—======

| | d
=

T

{

- 1 { 1 1
=== ;.'.‘f;%’f-??

.

Figura 8: Correspondéncia entre notas e pausas

Fonte: http://proascg3.pbworks.com/w/page/18659126/TEMPO%20DASY,20NOTAS

Estes simbolos indicam o tempo de execugdo (ou nao, no caso das pausas) de cada
nota. Comecando da semibreve, que é a que tem maior duracao, cada um dos simbolos

tem duas vezes o tempo de duracao do seguinte, conforme comparativo a seguir:

L]

5
/\/\/\/\/\ /\

/\ /\
MMM MMM M

Figura 9: Equivaléncia entre as notas musicais

Fonte: Método Musical Paschoal Bona
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3.4 Pontos de Aumento e Ligaduras

Existem algumas maneiras de aumentar o valor de uma nota ou pausa, merecendo
destaque os trés casos abaixo:
a) Ligadura: é uma linha curva que une duas notas da mesma altura, somando as

suas duragoes:

N
; X
& s ) Nradas

e “m—

Figura 10: Exemplos de ligadura

Fonte: Método Musical Paschoal Bona

b) Ponto de aumento: é um ponto que se indica & direita da nota para aumentar

metade de seu valor:

4
L

Figura 11: Exemplo de Ponto de Aumento

Fonte: Método Musical Paschoal Bona

¢) Fermata: é um sinal que se coloca sobre a nota ou pausa para sustenta-la por

um tempo que o musico achar adequado:

A )
He—"
3

Figura 12: Exemplo de Fermata

Fonte: Método Musical Paschoal Bona
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3.5 Compassos

Compasso é a divisao da musica em pequenas partes de duracao igual ou variavel,
que sao classificados em simples e compostos. Os compassos sao separados por barras

verticais. Na Fig. 13, observa-se um exemplo de compasso:

@5:3
Il

!.-] COMpass0 COMpass0 COMpass0

Figura 13: Exemplo de Compasso

Fonte: Método Musical Paschoal Bona

3.6 Tons e Semi-tons

Na miisica existem intervalos de um som para outro, usualmente considera-se que
um semi-tom é o menor intervalo entre dois sons consecutivos quaisquer, sendo que um
tom é a soma de dois semi-tons.

Por exemplo, em um piano a diferenca entre qualquer tecla preta e uma branca

adjacente é um semi-tom.

3.7 Sinais de Alteragao (acidentes)

Sinais de Alteracao ou Acidentes Musicais, sao sinais que sao utilizados para mo-
dificar a entonacao de uma nota, ou no caso das escalas, quando colocados juntos as
claves, indicam que todas as notas naquela linha ou posicao que eles foram colocados,
durante a execugao musical devem sofrer a alteracao por eles indicada.

Os Acidentes Musicais sao:

a) Sustenido: aumenta a nota em um semi-tom.

b) Bemol: diminui a nota em um semi-tom.

¢) Dobrado Sustenido: aumenta a nota em um tom.

d)Dobrado Bemol: diminui a nota em um tom.

e) Bequadro: anula o efeito do sustenido e/ou do bemol em uma nota.
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Figura 14: Acidentes Musicais

Fonte: http://www.baixista.com.br/artigos/didatica/leitura-musical-ii

3.8 Escala Cromatica

Escala, segundo Bona (1998), é uma sucessao de oito notas ordenadas de acordo
com suas frequéncias, do grave para o agudo (ascendente) ou do agudo para o grave
(descendente), que pode ser reproduzida de forma arbitraria.

Assim, uma escala é composta pelas notas (do, ré, mi, fa, sol, 14, si) havendo
repeticao de uma delas, mantendo-se esta ordem. Exemplos: do, ré, mi, fa, sol, 14,
si, d6 ou ré, mi, fa##, sol, 14, si, d6#, ré. A nota em que comeca a escala é chamada

tonica. Veja na Fig. 15 dois exemplos de escalas em um pentagrama.

Escala ascendente Escala descendente

Figura 15: Exemplos de Escala

Fonte: http://erices.uphero.com/7page_id=142
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De acordo com Lacerda (1966), as escalas podem ser classificadas em cromatica ou
diatonica:

i) Escala Cromatica é uma escala em que as notas sao ordenadas sucessivamente
apenas por semitons.

[l

o ]
[ ai t = iy

I"\Iu_'r"“ 118 — L & ] 'Itl.'l s #B itk 1
A= #ﬂr o e e i b

Figura 16: Escala Cromatica ascendente de DO
Fonte: Método Musical Paschoal Bona
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Figura 17: Escala Cromatica descendente de DO

Fonte: Método Musical Paschoal Bona

ii) Escala Diatdnica é uma escala em que as notas sao ordenadas sucessivamente
por tons e semitons.

e Tam Tom Tom Tom
f X\ /\ /\
Fl 7 e i i B 7 7 i
% ™ ) 7 i1 i SR T = iy
Fi 7 T 7 iy ol i
¥ LT o iy cr % Fi
1 = s ‘\/ \/
=emitom =emitom

Figura 18: Exemplo de escala diatonica
Fonte:

http://musicaeadoracao.com.br/26178/aulas-de-teoria-musical-aula-07/
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A teoria musical é bastante extensa e nao é o objetivo deste trabalho ressaltar todos
os aspectos desta teoria minuciosamente.
Assim, este capitulo vem apenas familiarizar o leitor com os jargoes usuais bésicos

da teoria musical, facilitando a leitura e compreensao dos capitulos seguintes.
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4 A Matematica nos Instrumentos com Cordas

Neste capitulo abordamos alguns topicos sobre a estreita relacao entre a Matemé-
tica e a Musica observada sobre os instrumentos com cordas, em especifico violoes e

similares.

4.1 Pitagoras e os Instrumentos com Cordas

Pitagoras, filésofo e matematico grego, teve uma grande contribui¢ao no desenvol-
vimento da misica e, em particular, na construcao de instrumentos com cordas.

Segundo Soares (2005), Pitdgoras teria observado os sons produzidos por martelos
de diferentes pesos em uma oficina de ferreiro, e estes sons proporcionavam uma sensa-
cao agradavel possuindo uma harmonia entre si. Tais martelos teriam pesos diferentes
e, através desta observacao colocou tais pesos sobre cordas iguais e observou que se

produziam os sons consonantes correspondentes.

g

PITAGORAS

Figura 19: Pitagoras utilizando pesos em cordas
Fonte: http://www.inovacaotecnologica.com.br/noticias/noticia.php?

artigo=codigo-secreto-platao#.VZIIdUauj-B
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Antes de proseguirmos, ressaltamos o significado das oitavas, quartas e quin-
tas: Na musica alguns intervalos de uma escala tem nomes especificos, como a relagao
de % que é chamada de unissono, de % que é chamada de oitava, — de quinta e § de
quarta. Em geral, a oitava é tida como intervalo de referéncia na formacao das escalas
e os outros intervalos sao subdivisoes da mesma.

Prosseguindo, Pitagoras estabeleceu uma genial relacao existente entre a harmonia
musical e os numeros. Pitdgoras teria esticado uma corda musical que produzia um
determinado som que tomou como fundamental, o tom. Fez marcas na corda que a
dividiam em doze secgoes iguais, este instrumento mais tarde seria chamado de mono-

cordio, o qual se assemelha a um violao, mas com apenas uma corda.

"‘I-i‘ 'u;r-l”;:: g _"‘"_'
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Figura 20: Monocordio
Fonte: http://www.ghtc.usp.br/server/Sites-HF/Lucas-Soares/monocordioy,

20de’%20pitagoras.html

. 1 .
Pitdgoras ao tocar a 6* marca (correspondente a 3 do comprimento da corda),
. . a 3
observou que se produzia a oitava, tocando a 9* marca (correspondente a 1 do com-

2
primento da corda) resultava a quarta e ao tocar a 8 marca (correspondente a 3 do

comprimento da corda) resultava-se na quinta. Veja como seria nas figuras abaixo:
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gy

Oitava

Figura 21: Oitava de Pitagoras
Fonte: http://www.ghtc.usp.br/server/Sites-HF/Lucas-Soares/monocordioy

20de%20pitagoras.html
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Quarta

Figura 22: Quarta de Pitagoras
Fonte: http://www.ghtc.usp.br/server/Sites-HF/Lucas-Soares/monocordioy

20de%20pitagoras.html
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Quinta

Figura 23: Quinta de Pitagoras
Fonte: http://www.ghtc.usp.br/server/Sites-HF/Lucas-Soares/monocordioy

20de%20pitagoras.html
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correspondiam a oitava, & quarta e a quinta, respectiva-

=~ w
Wl

7 7

N —

Assim as fragoes
mente.

A observacao feita por Pitagoras, pode ser ressaltada nos dias de hoje, em uma
guitarra, ja que posicionando o dedo na casa determinada pelos trastes 11 e 12, faz
com que a corda que produz som, seja exatamente a metade do seu comprimento
total sem dedo em qualquer casa, isto significa que esta metade, produzird o dobro da
frequéncia de vibracao da corda "solta", tornando-se a mesma nota, mas uma oitava
acima.

A frequéncia da nota, aumenta diretamente com a diminuicdo do comprimento da
corda. Esta ¢ uma parte matemética fundamental de todos os instrumentos de cordas.

Nao cabe neste trabalho, detalhar como seriam encontradas as demais fracoes do
comprimento da corda que produz as demais notas de uma corda de um instrumento
com cordas. Mas, vale ressaltar que, sabe-se que partindo da razao definida para a

. .2 . . . . .
quinta, ou seja —, determina-se o ciclo das quintas, obtendo entao as outras fracoes,

8 64 16 128
—, —,— e —, como ilustrado na Fig. 24.
98127 243

Observe na Fig. 24 a seguir, que os comprimentos da cordas determinados pelos

trastes da guitarra, podem ser encontrados por fracdes, como Pitagoras observou.
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Figura 24: Proporg¢oes de Pitadgoras em uma Guitarra

Fonte: http://passyworldofmathematics.com/guitar-mathematics/
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4.2 A Escala Cromatica e as Progressoes Geométricas

4.2.1 Intervalos

O ser humano pode detectar uma faixa de dudio em torno de 10 oitavas, ou seja,
numa faixa de 20 Hz a 20000 Hz. Na misica ocidental mais recente, utiliza-se escalas
cromaticas, lembrando que estas possuem 12 intervalos musicais.

A respeito de intervalo musical, a grande pergunta é a seguinte: E possivel estabe-
lecer um valor numérico para o mesmo em uma ou mais oitavas?

Na escala cromaética a frequéncia da tonica ao ser multiplicada sucessivas vezes por
um valor 7, resulta no dobro de sua frequéncia inicial, pois em uma oitava, apos 12
semitons a frequéncia dobra. Assim, denotando o tamanho de um semiton por i, e

finiciar como a frequéncia da tonica, tém-se:

finicial-ilz = 2-finicial
Z'12 =9
i= 2

1~ 1,0594631

Mas como determinar o valor numérico para o intervalo entre duas notas distintas
separadas por uma ou mais oitavas?

Inicialmente, determina-se se as notas estao em uma mesma oitava ou nao. Para
isso utiliza-se a equacao abaixo, que é dada pelo logaritmo na base dois da razao entre
as frequéncias das notas (utiliza-se logaritmo na base dois, pelo fato de que a cada

oitava a frequéncia de uma nota dobra):

ffinal
logs (— =
finicial

onde x é o nimero de oitavas que separam as duas notas relacionadas com suas res-
pectivas frequéncias.
Deste modo, se 0 < x < 1, entao as notas estao em uma mesma oitava, senao, ou

seja, se x > 1, as notas estao em oitavas diferentes.
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Encontrado o valor da(s) oitava(s), basta multiplicar este valor por 12.i = 12. ¥/2 ~
12, 71135572 (ja que em cada oitava temos doze intervalos i) que encontramos o valor
numeérico para o intervalo entre duas notas distintas quaisquer.

Para exemplificar, utilizamos a faixa audivel ao ser humano para determinar res-
pectivamente, o nimero de oitavas e um valor numérico associado ao intervalo dos
extremos desta faixa.

Na faixa de dudio de 20Hz a 20000Hz, tém-se:

20000
logs <T) = logs (1000) = =
27 = 1000 = 10?

log (2%) = log (10%)

zlog (2) = 3log (10)

~
~

0,30103
r ~9,96578441

ou seja, o intervalo na faixa de audio de 20Hz a 20000 HZ, corresponde aproximada-

mente a 9,96 oitavas.

E deste modo, multiplicando o valor das oitavas por 12i = 12 ¥/2 ~ 12, 71135572

obtemos um valor numérico aproximado de 126,6021.
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4.2.2 Distancia entre os Trastes dos Instrumentos com Cordas

Seguindo a ideia de Pitagoras, dado um instrumento musical com cordas em que ha
trastes, é razoavel pensar em como as distancias destes trastes sao determinadas, visto
que as fracoes correspondentes as mesmas nio seriam de facil deducdo. E importante
ressaltar que a frequéncia e consequentemente a nota musical, é dada nao somente pela
espessura e material que é feito a corda, mas também pelo comprimento da corda, que
no caso de um instrumento com cordas e trastes, pode ser alterado conforme a posicao
que se pressiona o dedo no brago do instrumento.

A fim de simplificar, ao invés de tratarmos de todos os instrumentos musicais com
cordas que tenham trastes, neste momento relatamos apenas o violao.

Abaixo, pode-se ver as partes de um violao para que haja uma melhor compreensao

do que mencionamos posteriormente.

LATERAL CAVALETE PESTANA

TARRAXAS

CABECA

RASTILHO

TAMPO

Figura 25: Violao e suas partes

Fonte: http://musicaplena.com/conhecendo-o-violao/

Os trastes de um violao sao colocados de modo que possam definir escalas cromé-
ticas. Deste modo, a partir da pestana, a cada doze trastes teremos a referida escala,
dai, como visto anteriormente, determina-se doze intervalos musicais. Neste contexto, a
nota determinada pelo 12° intervalo, possui o dobro da frequéncia da nota determinada

pelo primeiro intervalo.
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Entao, observando um violao, um questionamento comum é a forma como os trastes
foram distribuidos ao longo do braco do instrumento. Qual o significado daquelas
distancias?

A seguir sao apresentados dois graficos que procuram esclarecer matematicamente
a sequéncia das notas da escala cromética, os quais podem ser obtidos experimental-
mente.

O primeiro grafico (Fig. 26) refere-se a um valor y em fun¢ao do x-ésimo traste
de um instrumento com cordas, onde y = (2%2)96 O valor y ao ser multiplicado pela
frequéncia inicial da corda, ou seja, a frequéncia produzida pela corda "solta'resulta na
frequéncia da nota produzida pela "nova'"corda. Para exemplificar, o grafico ressalta
também as notas produzidas pelos respectivos trastes de uma corda MI de frequéncia
164,8 Hz. Assim, o traste 5 produz um valor que ao ser multiplicado por 164,8 Hz,

resulta exatamente em 220 Hz que é a frequéncia de uma nota LA.

&Y

1
5 y = b
. 112 .
s MI=164,8 Hz ——= LA= 164,8. |, =220 Hz
—U_f

1,33483 L
1

12 intervalos = 1 oitava 12 intervalos = 1 oitava

.

¢ b @

i

0 1 2 3 4 3 B 7 3 9 10 11 12 13 14 158 16 17 18 18 20 21 22 23 A
Ml FA FA# SOL SOL#[A)LA# SI DO DO# RE RE# MI

Figura 26: Sequéncias de notas - Escala Cromatica

Fonte: Propria
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O grafico seguinte (Fig. 27), relaciona um valor y em funcao do x-ésimo traste de

1\ —T
um instrumento com cordas, onde y = (212> . O valor y ao ser multiplicado pelo
comprimento inicial da corda, estabelece o comprimento da corda "produzido"pelo

respectivo traste ou se preferirmos a distancia entre o traste x e o rastilho.

&Y
1 1]1? —1F
0,8908 1 'y — (2 )
0,7074
0'5 @
0,3149 .
0,25
1)
0 1 2 3 4 8s B 7 B 9 10 M 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 x

Figura 27: Posicionamento dos trastes

Fonte: Propria

Ao analisarmos os graficos da Fig. 26 e da Fig. 27, obtemos que o comprimento
das cordas é inversamente proporcional a frequéncia da nota que ela "produz", deste

modo é possivel saber como crescem os comprimentos das cordas.
Entao, segundo Netto [199—7], a expressdo que permite calcular as distancias dos

trastes que produzem as frequéncias que se quer gerar é a seguinte:

onde t,, C. e n sao respectivamente, a distancia do n-ésimo traste em relacao ao

rastilho, o comprimento da escala (distancia entre os suportes, rastilho e pestana) e a

ordem do traste a partir da pestana.
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Para exemplificar a eficiéncia da férmula, aplicamos-na em um contrabaixo, cuja
distancia entre os suportes das cordas é de 864 mm, com 20 trastes, permitindo visu-

alizar como ficam distribuidas as distancias entre os trastes, como pode ser visto na
Fig. 28.

Ce = Comprimento da escala

| Ce= 864 mm |
' t1 = 8155001 '
t2 - 769,6605
t3 = 7264652

 trastes -=» § 4 -

== — e e -

L H* >

| tn+n=1 traste de ordem 1

tT‘" =2 traste de ordem 2

f

= n=3 traste de ordem 3

tn+n =20
traste de ordem 20

t

s distancia do traste de ordemn

Figura 28: Distancia dos trastes em um contrabaixo

Fonte: http://musicaeadoracao.com.br/25383/a-musica-e-os-logaritmos/

1

1y-1]"
Na equacao t,, = C.. {(2 12) } , se n =1 temos

1\ —1 1
t, = 864 {(212> ] ~ 815, 5074

A distancia do primeiro traste em relacao a pestana, é obtida da diferenca entre o
comprimento total da escala (C,) e o valor encontrado acima. Isto é,
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Ce —t1 = 864 — 815,5074 ~ 48,4926 mm

que é a distancia ente o primeiro traste e a pestana (traste "0"mais proximo a cabeca
do baixo).

Agora, se n = 2, temos:
15112
t, = 864. {(2) ] ~ 769, 7365 mm,
donde,

Ce —ty = 864 — 769, 7365 ~ 94, 2635 mm.

De maneira analoga, repetindo este procedimento, sao encontrados todos os valores
de t,, os quais devem ser subtraidos de 864 mm (C.), para se obter a posicao de cada
traste.

Uma outra maneira é considerar t,, como sendo a distancia entre o rastilho e o traste,
nao sendo necessaria as subtracoes do processo anterior como pode ser observado na
tabela da Fig. 29.

A = [ Fa e < S L
n|t =864|| 2‘2} N |t =864 2‘2] N\t =864 2‘2}
K \ X,
0 864.0000 i 576.6508 14 J84.8682
1 815.5074 3 544.2859 4] 363.2673
2 769.7365 9 513.7375 16 342.8786
3 726.5345 10 484.9036 17 323.6343
4 685.7573 1 457.6881 16 305.4701
5 647.2687 12 432.0000 19 288.3254
6 610.9403 15 407.7537 20 272.1429

Figura 29: Valores para 20 trastes do contrabaixo

Fonte: Prépria

Por outro lado, de acordo com Netto [199—7], e como pdde ser visto anteriormente,
a distancia entre o rastilho e os trastes, nada mais ¢ do que uma Progressao Geomé-

trica (sobre Progressdes Geométricas, veja a proposta de atividade 7.3 na pégina 70)
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1

decrescente com razao <§ 12 o 0,9438743, onde o primeiro termo ¢ o comprimento

da corda determinado pela pestana e o rastilho.
Deste modo, ao considerar como unidade o comprimento da corda determinado
pela pestana e o rastilho, basta multiplicarmos sucessivas vezes esta unidade pela razao
1\ 12
2
30, onde ty = 1 representa o comprimento inicial da corda, t,, representa o comprimento

~ 0,9438743 que encontramos as referidas distancias. Para ilustrar veja a Fig.

da corda determinado pelo rastilho e o traste n (foi utilizado a razao igual a 0,9438743
1

e . 1Y\ 12 . . .
para facilitar os calculos visto que <§ é um ntmero irracional e o mesmo nao

facilitaria os calculos).

COMPRIMENTO INICIAL DA CORDA =1

Matade da escalastrasts 12 <l Matade da escala=traste 12

09438743

\ t, = 08908987
8 t, - 08402964
~ 04719371 t, = 07937005

fy = 04454493 . = 07491535

t, = 07071067

tys = 04204481
t; = 06674159

tie = 03968502

ty; = 03745767 t; = 06299605

by = 0,3535533 ty = 05946035

tye = 03337099 tie = 05612309
ty, = 05297315

ty = 03149802
ty = 04999999

Figura 30: Distanciamento dos trastes em um violao

Fonte: Adaptada de http://musicaeadoracao.com.br
Por outro lado, é possivel determinar nao s6 a distancia de um traste até o rastilho
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mas também a distancia entre quaisquer dois trastes. Para tal, basta entender que
sendo C' o comprimento inicial da corda, entdao C.t, é a distancia entre o rastilho e
o traste n (observe que para n = 0 temos o comprimento inicial da corda), basta
determinar:

AC =Ct, —Cityp

= AC = C.(t, — tpir),
com 0 < n+ k <21, n ek nimeros naturais.
Entao, para um violao com comprimento de corda inicial de 65,5 cm, a distancia

entre as trastes b e 6, teremos:

AC = C.(t, — tysr)

= AC = 65,5.(0,7491534 — 0, 7071057)
= AC =~ 65,5.(0,0420477)

= AC = 2,75412435 cm
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4.3 Mausica e o Triangulo Retangulo

Uma das descobertas Matematicas ¢ o Teorema de Pitagoras, que estabelece rela-
cao entre os lados de um triangulo retangulo. O teorema afirma que: "Em qualquer
triangulo retangulo, o quadrado do comprimento da hipotenusa é igual a soma dos
quadrados dos comprimentos dos catetos". De forma similar o teorema também pode
ser descrito como: "Em qualquer triangulo retangulo, a area do quadrado cujo lado é
a hipotenusa ¢é igual a soma das areas dos quadrados cujos lados sao os catetos'.

Relembremos que:

i) triangulo retangulo é aquele que possui um angulo reto ou seja um angulo de
90°;
ii) o lado oposto ao angulo reto chama-se hipotenusa;

iii) os lados que formam o angulo reto chamam-se catetos.

B
hipotenusa
& cateto
[+]
A cateto c

Figura 31: Triangulo retangulo

Fonte: http://brainly.com.br/tarefa/677086 |

Deste modo, com ambas as afirmacoes temos:

A =a?+

onde ¢, a e b sa0, respectivamente, a hipotenusa e os catetos de um triangulo retangulo.
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Figura 32: ITlustragao do Teorema de Pitagoras

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Teorema_de_Pit}C3%Algoras

Tradicionalmente o Teorema de Pitagoras ¢é creditado ao matemaético grego Pitago-
ras (570 a.C. - 495 a.C.) pela sua descoberta e demonstragao, mas segundo Bogomolny
(1995), afirma-se que o conhecimento do teorema seja anterior a ele (ha muitas evi-
déncias de que matematicos babilonicos conheciam algoritmos para calcular os lados
em casos especificos, mas nao se sabe se conheciam um algoritmo tao geral quanto o
Teorema de Pitagoras). Por outro lado, vale ressaltar que o Teorema de Pitagoras é
um caso particular da lei dos cossenos, do matemético persa Ghiyath Al-Kashi (1380
- 1429).

De acordo com Netto [199—7], o mateméatico Bernardus Vallumbrosius, ao contem-

plar os valores constituintes da escala cromética, notou alguns valores que lhe parece-

ram familiares, tais como, 1,4142 ~ v/2 ¢ 0,7071 ~ 72, e imaginou possiveis relacoes
num triangulo retangulo isoésceles, de modo que a hipotenusa e os catetos congruentes
tivessem tamanhos semelhantes a estes valores.

Intrigado com essa possibilidade, Vallumbrosius resolveu construir triangulos retan-
gulos isosceles, cujas hipotenusas tivessem uma sequéncia constituida pelos valores que

representassem os sucessivos intervalos musicais e, descobriu que os catetos poderiam
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ser representados por poténcias com base 2 e expoentes miltiplos de Iz De fato,

1 n
tomando a hipotenusa como (212> e utilizando o Teorema de Pitagoras, onde C é o

valor dos catetos congruentes, temos:

=
2
()T
= (2 =
2
()"
= (2 =
2
o3
= (% =
2
= (C? = 221*“1
(2= 7
:> —
2
S0 = [(zfz)"‘j
= (C = (2%2)71_6

1\"Nn 1\ n—6
Logo, a hipotenusa seria da forma (212> e os catetos congruentes <212> .

Deste modo, ainda de acordo com Netto [199—7], foram construidos os tridngulos

retangulos isésceles, conforme a Fig. 33, como pode ser observado a seguir:
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Figura 33: Triangulos Vallumbrosianos

Fonte: Propria

Observemos que para os catetos, se tomarmos n = 0, obtemos:

1\ 0—6
(2%)

I
/N S
[\] [\
&= o
N———  ——
& &

|
o

I

[\]
i
I*

Il
[\
) [\
5= -



E para os mesmos catetos se tomarmos n = 12, obtemos:

o
y

/N

I =

-
e

I Il
O [\
M= e

I
=

Que sao exatamente os valores que Bernardus Vallumbrosius observou inicialmente

(V2e Q)
2
Como vimos anteriormente, os intervalos musicais da escala cromatica podem ser
representados em um triangulo retangulo isésceles.
Entretanto, no triangulo retangulo, também podem ser representadas as distancias
dos trastes nos instrumentos musicais com cordas, ou seja, o comprimento da corda
que produzem uma certa frequéncia (som).

De fato, como vimos na secao 4.2.2, a distancia dos trastes de um instrumento
BN N
com cordas, é dado por t, = C.. l(212> } , assim, tomando a hipotenusa por

1 -n
Ce. [(212” e utilizando o Teorema de Pitagoras, onde C sao os catetos congru-

entes, temos:




1
Logo, a hipotenusa seria da forma C.. [(2 ?
1\ —n—6
C.. <2ﬁ> .

A Figura 34 a seguir, ilustra como seriam os tridngulos retangulos isésceles que
representam através das hipotenusas, as distancias dos trastes.
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G (21%)_“_6

Figura 34: Triangulos Vallumbrosianos para os trastes

Fonte: Proépria

Logo, de acordo com Netto [199—7], as distancias dos trastes de um instrumento
com cordas a partir do rastilho, sao dadas por estas hipotenusas, C.. [(21712)] -
(n=0,1,2,...,20), onde n e C, indicam, respectivamente, a ordem do traste a partir
da pestana e o comprimento inicial da corda.

A Figura 35 a seguir, exemplifica o que foi mencionado acima, onde t1,...,620, de-
notam os valores aproximados para a hipotenusa, com n respectivamente igual a 1, 2,
...y 20, sendo C, = 1, tomando-se por base a distribui¢ao dos trastes no braco de um

violao.
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ESCALA=1

Metade da escala=traste 12 | Metade da escala=traste 12

t11=0,5297314
t10=0,5612309
t9 =0,5946034
t §=0,6299604
t 7=0,6674198
t 6=0,7071067
t 5=0,7491534
t 4=0,7937004
t 3=05408963
t 2=08905986
t16=0,3968501 ———— t 1=09438743

£15=0.4204481
t14=0,4454492

£20=0,3149801
t19=0,3337098

t13=0,471937
t12=0,500000

Figura 35: Distribuigao dos trastes em um violao
Fonte: http://musicaeadoracao.com.br/recursos/imagens/tecnicos/

matematica/luiz_neto/perc-escalall.gif
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5 A Matematica da Miusica nas Cores

5.1 Mhsica e as Cores

A Matemaética é uma ferramenta tao poderosa que, a mesma estabelece uma relacao
entre as cores e as notas musicais.

Vale ressaltar que, este trabalho nao tem a intengao de mostrar a deducao do método
e das formulas que sao utilizadas para relacionar sons e luz.

Segundo Netto [199—7], "quando estudamos a fisica do som, verificamos como os
sons sao percebidos pelos nossos ouvidos, com relacao as suas frequéncias, suas in-
tensidades e os timbres". Por outro lado, sabemos que as cores também podem ser
relacionadas com frequéncias, assim como as notas musicais. Entao poderiamos relaci-

onar as cores com os sons? A resposta é sim, e veremos como a seguir.

Em relacao a audicdo, o ser humano consegue ouvir uma faixa que vai de 20Hz
a 20000 Hz e, o espectro de luz visivel vai de 3,93.101“Hz (vermelho) a 7,86.10'* Hz
(violeta), que segundo Netto [199—7], corresponde a faixa de sons que vai de 357,4Hz
a 714,8 H.

Figura 36: Espectro de luz visivel

Fonte: http://pt.wikipedia.org

Deste modo, segundo Netto [199—7], para relacionarmos sons e luz, considera-se
que as frequéncias inicial e final do espectro de luz visivel, sao a mais baixa, que é a

do vermelho, e a mais alta, que é a do violeta, respectivamente:

vermelho = 3,93.10'Hz
violeta = 7,86.10'*Hz

A ideia de relacionar luz e notas, parte do principio de que a cada oitava as frequén-
cias das notas dobram, e deste modo, dada a frequéncia de uma nota qualquer, se
formos dobrando a frequéncia da mesma, em algum momento a frequéncia pertencera

ao intervalo das frequéncias do espectro de luz visivel.
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Utilizamos a escala cromatica para fazer a comparacao entre sons e luz, entao a
base escolhida para as poténcias sera 2%. A ideia inicial, é pegar esse valor minimo de
intervalo e, multiplica-lo por ele mesmo sucessivas vezes, até que cheguemos a maior
frequéncia do espectro de luz. Assim, é necessario encontrarmos um valor x, que seja

1
o expoente de 2", para chegarmos ao valor da frequéncia do vermelho, ou seja:

L xT
(212) — 7,86.10" =

el

212 7 86,10 =
log(2) = log(7,86.10') =
f%log(Q)::log(7,8611ﬂ4):>

z.log(2) = 12.log(7,86.10'*) =

~ 12.00g(7,86.10™)

log(2)

12.14, 895423

T~ —F
0,30103

x =~ 593, 77907.

Como cada oitava contém 12 intervalos, ao dividirmos 593,77907 por 12, obtemos
49,481589, que é o nimero de oitavas correspondentes a luz vermelha escolhida.

No entanto, vemos que a relacao entre o espectro de luz visivel e as notas musicais, é
somente em uma oitava, onde as frequéncias variam de 357,4 Hz a 714,8 Hz (lembrando

que em uma oitava a frequéncia dobra).

Os intervalos de frequéncias de algumas oitavas, a partir de 1 HZ, podem ser ob-
servados na Fig. 37.
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Qitava

Variac&ao de frequéncia (Hz)

1

1a?

Zad

4ad

a6

16 a 32

32 a 64

64 a 128

128 a 236

0| SO0 =] | T | P | LR

256 a 512

—
-

212 a 1024

Figura 37: Variacao das frequéncias nas oitavas

Ao analisarmos a tabela da Fig. 37, observamos que a variacao que foi citada

Fonte: Prépria

anteriormente (357,4 Hz a 714,8 Hz), esta na 9* e 10* oitava.

Assim, é possivel construir a correspondéncia entre sons e luz. Para isso é necessario
tomar a frequéncia de uma nota pertencente ao intervalo de 357,4 Hz a 714,8 Hz e
encontrar na tabela da Fig. 37, a que oitava a frequéncia da nota pertence.

Depois de encontrada a oitava da nota, subtrai-se o ntmero da oitava pelo total
de oitavas que foi encontrado anteriormente (49,481589) e posteriormente encontra-
se o valor da frequéncia da luz visivel correspondente a nota escolhida.

primeiramente devemos determinar a parte inteira do valor de y na equacao abaixo, ja

que queremos a oitava em que a luz esta.

49,481589 —x =y

onde x é o niumero da oitava onde se encontra a nota escolhida.

Posteriormente, utiliza-se a equacao a seguir para relacionar a frequéncia de uma

nota com a frequéncia de uma luz visivel:
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ﬁ 12.y
onde, f, e fi, sao, respectivamente a frequéncia da nota, a frequéncia da luz e,
y = 49,481589 — .

Para verificar a eficicia da férmula, determinamos a frequéncia da luz correspon-
dente a nota SOL(G3) ~ 391, 995392 Hz.

Primeiramente observando a tabela da Fig. 37, obtemos que a frequéncia da nota
SOL(G3) ~ 391,995392 Hz esta na 9* oitava, e assim determinamos o valor de y:
y ~ 49,481589 — x
= y ~ 49,481589 — 9

= y ~ 40, 481589 (pegar somente a parte inteira)

1

12.y
Entéo, substituindo y = 40 e f, ~ 391,995392 Hz em f,,. (212) = f1, temos,

1\ 12.40
— 391, 995392, (2) ~ fu,

= fiu ~ 391, 995302. (2%?)480
= fu ~ 391,995392.(1,0594631)*0
= fu ~ 391,995392.1,099514438.10'2
= fiu ~ 431, 0045931.10'2

= fu ~ 4,310045931.10"*Hz.

E deste modo, encontramos a frequéncia no espectro de luz visivel, correspondente
a nota SOL (G3).

Assim, se utizarmos o método anterior para as frequéncias das luzes vermelho =
3,93.10"Hz e violeta = 7,86.10'*Hz, encontramos, respectivamente as frequéncias das

notas 357,4 Hz e 714,8 Hz em valores aproximados.
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Ressaltamos que nao ha nada de novo no que fizemos, a intencao deste trabalho é
apenas demonstrar como as relacoes matematicas sao utlizadas no processo de relaci-
onar luz e sons.

Segue abaixo uma figura para ilustrar, de acordo com Netto [199—7], "a correspon-
déncia entre as notas musicais dentro de apenas uma oitava que encontra seu corres-

pondente dentro do espectro visivel de luz, no mundo das cores".

Crescimento da Frequéncia

Diminui o comprimento de onda

chinm | bobun _oinn
5 5 5 |6

4| 4 6 & 7
6/9 |2 5 8 |2 5 ¢ 8 c : to das F e
0 rescimento das Frequéncia
el mi 4, 211 2 .5 7 & 7 1
Mibre dof do si laf| la sol# 3
| 7 fa
faf 3492 Hz
sol 370 HE invisivel
392,00 Hz
415,30 Hz f
466,20 |
493 90 ‘
523,30
554,40
BB8T.3
6223
659.3 3574 Hz
6985 ———=
381.7 NM =—/i5V & | ——T63,4 nm
7148 Hz
————

Figura 38: Relacao entre sons e luz

Fonte: http://musicaeadoracao.com.br
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6 Proporcao Aurea na Construcao de Instrumentos

Musicails

Neste capitulo mostramos mais uma vez, como a Matemética é uma importante
ferramenta utilizada na Miusica.
Para tal, mostramos como a Matematica é utilizada, através da Proporcao Aurea,

na construcao de alguns instrumentos com corda, como os violinos e os violoncelos.

6.1 Proporcao Aurea

O Nuamero de Ouro, que é obtido através da Proporcido Aurea, ¢ uma constante
real algébrica irracional denotada pela letra grega ¢ (PHI), em homenagem ao escultor
Phideas (Fidias), e seu valor arredondado com trés casas decimais é 1,618.

De acordo com Netto [199—7], "quando uma linha segmento ¢ dividida em duas
partes de tal modo que a razao entre o segmento inteiro e a parte maior é igual a razao
entre a parte maior e a parte menor, essa relagao é chamada relagao durea, ou o niimero

obtido é o numero de ouro."

Figura 39: Segmento
Fonte: http://musicaeadoracao.com.br/25388/

segmento-aureo-aplicado-a-construcao-de-violoncelos-violinos/

Deste modo, no segmento AB da Fig. 39, de acordo com a afirmacao de Netto
[199—7], temos:
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Sal RS

a
Sendo 7= x, entao

1
1 + — = x (multiplicando por x)
T
=r+1=2a"

=22—r—1=0.

Resolvendo a equacao do 2° grau, obtemos

1 1—
+2\/5 ~1,618034 e x5 = V5

T =

<0,

1++5

sao positivos e deste modo a razao entre eles também. Deste modo, temos

onde 1 = ~ 1,618034 ¢ a solugao desejada, pois o comprimento dos segmentos

a

5~ 1,618034

b 1

~ 2~ 1618034

S

= —~0,618034

S

1++5

Vale ressaltar que 5

~ 1,618034 é chamado também de Numero de Ouro.

A Proporgao Aurea é presente na natureza, no corpo humano, em algumas flores
e plantas e, como o ser humano é muito sagaz, ha Propor¢ao Aurea até mesmo em
algumas construcoes civis. Vejamos nas figuras seguintes, exemplos de utilizagao da

Proporcao Aurea.
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Figura 40: Retangulos de Ouro

Fonte:

http://josiasviskoo.com.br/proporcao-aurea-e-o-retangulo-de-ouro/

concha do cefalépode marinho Nautilus

Figura 41: Proporcao Aurea em uma concha

Fonte: http://pt.slideshare.net/brunaofox/

razo-de-ouro-ou-nmero-de-ouro-presentation
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Grécia ® F3

Construido muitas centenas de anos depois (entre 447 ¢ 433 a.c.),
o Partenon Grego, templo representativo do século de
Péricles contém a Razio de Ouro no rectingulo que contém a
fachada (Largura / Altura), o que revela a preocupacio de
realizar uma obra bela e harmoniosa.

Figura 42: Proporcao Aurea em construcoes

Fonte: http://pt.slideshare.net/fragoso7/o-numero-de-ouro
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Leonardo da Vinci, em seus estudos
de Anatomia, trabalhou com wum
modelo padriao (o0 cemon) para a
forma de um ser humano, utilizando
Vitravio COmo modelo. Tais
dimensdes aparecem na gravura
abaixo. A notacio a:b=c:d ¢ uma

proporgio
[1
A

L
wPAmgm =y M

-

3

o4
5
'8
7

O ;MU B Wy

. (1]
10:11 = 11:12
13:14=14:16
15:16 =16:17 = G.T'iﬂ...

Figura 43: Proporcio Aurea no corpo humano

Fonte: http://pt.slideshare.net/fragoso7/o-numero-de-ouro
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6.2 Violinos, Violoncelos e a Propor¢ao Aurea

Um dos instrumentos mais belos, tanto na estética como na emissao de som, com
certeza ¢é o violino.

A construcao do violino, tanto na estética quanto nas proporgoes, é um fato intri-
gante para todos, mas um fato que talvez muitos nao saibam, é que, de acordo com
Netto [199—7], alguns violinos foram construidos a partir da Propor¢io Aurea e, de
acordo com Fernandes (2010), até "mesmo Stradivarius utilizava o Numero de Ouro
na construcao dos seus famosos violinos" (vale ressaltar que Stradivarius sao os violinos
mais valiosos do mundo, e que os mesmos foram construidos pela familia Stradivari

durante os séculos XVII e XVIII). Veja na Fig. 44 a Proporcdo Aurea em um violino.

p
Biorindo
Hurra A b
L
o c
it o
A Timens de
Qe

Figura 44: Proporcdao Aurea em um violino
Fonte: http://musicaeadoracao.com.br/25388/

segmento-aureo-aplicado-a-construcao-de-violoncelos-violinos/
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Do mesmo modo, alguns violoncelos também foram construidos por meio da Pro-

porcao Aurea, conforme podemos ver na Fig. 45 abaixo.

i RELACAO AUREA
f 34/21=1,614
55/34=1,618
89/55=1,618

21+34=55
34+55=69

Figura 45: Proporcao Aurea em um violoncelo
Fonte: http://musicaeadoracao.com.br/25388/

segmento-aureo-aplicado-a-construcao-de-violoncelos-violinos/
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7 Proposta de Atividade

Neste capitulo, apresentamos uma proposta de atividade, envolvendo Matemaética
e Misica, onde o publico alvo principal sao os alunos do Ensino Médio.

Tal atividade, tem como objetivo diversificar de forma atrativa as aulas de Mate-
mética, haja visto que, em geral, os alunos do Ensino Médio sempre questionam ao seu
professor e até a eles proprios: Onde uso tal contetido em minha vida?

Como a Matemética muitas vezes é vista como algo dificil e até mesmo nao atra-
ente para os referidos alunos, a proposta da atividade tem como ferramenta auxiliar
a musica, que esta sempre presente na vida dos discentes do Ensino Médio, vista pela
maioria como agradavel.

Para que a proposta de atividade fique mais clara, a mesma é apresentada em quatro

aulas.

7.1 Aula 01 (Conhecendo o Violao)

Apresentar, inicialmente aos discentes um breve texto (abaixo) ressaltando as partes
de um violao e posteriormente apresenta-lo para os mesmos de forma que cada discente
possa conhecer um violao com as "suas proprias maos".

Nao se sabe ao certo quando o violao foi criado. Segundo alguns historiadores o
violao teria sido originado a partir da "Citara Romana", e expandiu-se juntamente com

o dominio do Império Romano.

Figura 46: Estatua de Apolo com uma citara

Fonte:https://pt.wikipedia.org/wiki/M/,C3/BAsica_da_Gr%C3%A9cia_Antiga
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Por outro lado, arqueotlogos encontraram esculturas de figuras seminuas tocando
instrumentos musicais, semelhantes ao violao atual (1900-1800 a.C) na antiga Ba-
bilonia.

O violao atual é composto por vérias partes e algumas merecem destaque para que
um principiante possa compreender melhor tal instrumento.

Veja a figura abaixo:

Figura 47: Partes de um violao em detalhes

Fonte: http://blog.cancaonova.com/musicadedeus/anatomia-do-violao/

Vale ressaltar que as cordas de um violao possuem espessuras diferentes e deste
modo produzem notas diferentes. Geralmente, o violao é afinado de forma que contando
as cordas de cima para baixo, ou se preferir da mais fina para a mais grossa, tenha a
seguinte sequéncia: mi, SI, SOL, RE, LA, MI. Observe que temos duas notas mi, no
entanto, as mesmas possuem alturas diferentes, sendo uma mais aguda do que a outra,

e para simplificar denotamos como MI a grave e mi a aguda.
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Cordas mais grossas

Figura 48: Notas das cordas soltas de um violao

Fonte: http://www.comoaprender.com.br/como-aprender-a-afinar-violao/

Alguns anos atras, afinar um violao de maneira satisfatorio era tarefa dificil, para
os leigos. Mas com o avanco da tecnologia, e o surgimento de diapasoes eletronicos,
que podem até mesmo ser "baixado"em celulares, tal tarefa tornou-se mais simples, até
mesmo para leigos no assunto. Deste modo recomenda-se para os iniciantes que quando
forem comprar seu violao, optem por aqueles que ja possuem afinadores embutidos no

proprio violao.

Figura 49: Diapasao ou afinador eletronico

Fonte: http://todaoferta.uol.com.br
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Atividade 01

Com auxilio, do professor, os alunos poderao "conhecer"o violao com as suas pro-
prias maos, para tal recomenda-se que o discente possa "tocar"o violdao. Posterior-
mente, o aluno com o auxilio do professor e de um diapasao eletronico, de preferéncia
embutido no proprio violao, afinard o violao, que previamente esteja desafinado. Note
que para o desenvolvimento da atividade, um violao nao é suficiente, e deste modo o

professor deve analisar a melhor opcao para conseguir mais exemplares para tal ativi-

dade.

7.2 Aula 02 (Relagao entre Matematica e Musica)

Apresentar aos docentes o texto abaixo, e posteriormente aplicar os problemas:

Nao se sabe ao certo sobre a origem da Misica, mas sabe-se que desde os homens
das cavernas a mesma esteve presente, em forma de gemidos e através de sons de
percussao, que eram obtido com o "bater"das maos nos corpos ou em objetos.

Do mesmo modo, nao se tem certeza de quando o homem comecou a relacionar a
Matematica e a Musica, mas pelo menos em registros, tal relagao teria sido observada
pelo Matematico e Filésofo grego Pitagoras no século VI a.C.

Pitagoras fez observacoes em um monocérdio, instrumento semelhante a um violao
com apenas uma corda, e fez correspondéncias com fracoes aos sons emitidos com a
vibracao da corda. Observou que, alguns comprimentos de cordas produziam sons
que eram agradaveis. Pitagoras estabeleceu as Consonéancias Perfeitas, ou seja, oitava,

. . . _ 12 .
quinta e quarta, que sao notas produzidas pelas fracoes 3'3 e 1 do comprimento da
corda "solta".

Com o passar do tempo surgiram outras fracoes que produziram sons que também
sao agradaveis, surgindo a necessidade de se dar nomes a estes sons que seriam notas
musicais. As notas musicais, depois de um processo de nomeacao, atualmente tem-se

nomes de DO, RE, MI, FA SOL, LA e SI tendo também uma correspondéncias

com letras conforme a Fig. 50 a seguir.
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Figura 50: Correspondéncias entre as notas e letras

Problema 01

Com o auxilio de uma fita métrica ou uma trena, meca o comprimento da corda
de um violao, de modo que a medida seja feita da pestana até o rastilho. Calcule o
comprimento da corda que produz a oitava, a quarta e a quinta de cada uma das seis

cordas do violao. Descubra, utilizando um afinador, quais sao as notas produzidas

Fonte: Proépria

pelos respectivos comprimentos. Anote os resultados na tabela abaixo:

Corda

E(MI)

A

D

G

B

E(mi)

Comprimento

fcm)

Oitava

Quarta

Quinta

MNotas

Oitava

Quarta

Quinta

Figura 51: Tabela 01

Fonte: Prépria
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7.3 Aula 03 (Rever os principais conceitos e definigoes de Pro-

gressao Geométrica)

O objetivo desta aula é rever os principais conceitos de uma Progressao Geométrica,
com o auxilio do texto abaixo:

De acordo com Biachini e Paccola (2004), podemos definir Progressao Geométrica
(P.G.), como uma sequéncia a,, com n natural, cuja razao entre dois termos consecuti-
vos é constante, e essa constante é chamada de razao (q) da progressao geométrica,
ou seja:

Ant1

(an)nen € uma P.G. se, e somente se, = ¢ , onde q é constante.

n

Uma P.G pode ser classificada em:

i) crescente: quando cada termo é maior que o anterior, onde temos dois casos a
considerar:

1° caso: ag > 0 e ¢ > 1. Exemplo: (1,4,16,64,...)

2° caso: ag < 0e 0 < ¢ < 1. Exemplo: (—27,-9,-3,—1,...)

ii) decrescente: quando cada termo é menor que o anterior, onde temos dois casos
a considerar:

1° caso: ag > 0e 0 < ¢ < 1. Exemplo: (64,16,4,1,...)

2° caso: ag < 0 e ¢ > 1. Exemplo: (—1,-3,—-9,—27,—81,...)

iii) constante: quando todos os termos sao iguais, isto é, quando ¢ = 1.
Exemplo: (3,3,3,3,3,...)

iv) Oscilante: quando dois termos consecutivos tém sinais opostos, isto é, quando
q < 0.
3
Exemplo: (12, -6, 3, —g5 )

Termo Geral de uma Progressao Geométrica

Em uma P.G. de razao ¢, podemos definir o termo geral a,, por meio de uma férmula,
dada por
a, = a;.q" !
onde: a, é o termo geral, a; é o primeiro termo, n é a posigao do termo e ¢ ¢ a razao

da P.G.
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Atividade 01

Para combater certa enfermidade, Emanuel Carlos esta realizando um tratamento
no qual deve ingerir doses diarias de certo medicamento durante cinco dias. Veja
na figura abaixo, a quantidade de medicamento que Emanuel Carlos ingeriu em cada
dia. Verifique se as doses diarias ingeridas por Emanuel Carlos formam um Progressao

(GGeométrica, conforme os dias vao se passando.

Dia Medicamento (mL)
01 16
02 32
03 64
04 128
05 256

Figura 52: Doses diarias de certo medicamento

Fonte: Proépria

Atividade 02

Determine o 1° termo de uma PG cuja razao é —2 e seu 11° termo é 256.
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7.4 Aula 04 (Progressao Geométrica nos Trastes de um Violao)

Para esta atividade o aluno necessita de materias basicos para anotagoes e um

instrumento de medida milimetrado, de preferéncia uma trena métrica de 2 metros.

Figura 53: Trena métrica

Fonte: http://www.lojadomecanico.com.br

O professor deve pedir aos alunos que mecam as distancias de 20 trastes até o

rastilho do violao, de forma que a ordem do traste seja conforme figura abaixo:

PESTANA

s 8 8 7T 6 5 4 3 2

RASTILHO

Figura 54: Ordem dos trastes
Fonte: http://musicaeadoracao.com.br/25362/

os-triangulos-vallumbrosianos-e-o-dimensionamento-das-cordas-nos-instrumentos-mu
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Em seguida os alunos devem anotar os resultados obtidos em uma tabela similar a

da figura abaixo:

t1
t
ta
ts
ts
ts
t7
ts
to
tio

114
ti2
113
L3
tis

tis
ti7

tia
tio

t2o

Figura 55: Tabela para anotacoes 01

Fonte: Propria

Apos as anotacoes, o professor pede aos alunos que verifiquem se as medidas obtidas
formam uma P.G., determinando aproximadamente, a razao da mesma. Lembre-se que
para verificar se ¢ uma P.G., estamos considerando os termos da mesma na ordem dos

1 ,
com n € N é constante. Para

trastes e para encontrar a razao basta verificar se
n
facilitar utilize a tabela da figura a seguir:
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gl ol Rl o ol gl gl gl g

Figura 56: Tabela para anotacoes 02

Fonte: Propria
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Os alunos devem perceber que as distancias formam uma P.G. com razao de 0,94
aproximadamente, ja que as medigoes possuem uma margem de erro que deve ser
considerada.

A atividade pode ser ampliada, pedindo-se aos alunos que determinem o termo

geral desta P.G. e a soma dos 20 termos da referida P.G.
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8 Consideracoes Finais

Este trabalho foi importante no requisito de aplicacao da Matematica na Misica.
Por certo, o objetivo de demonstrar como a Matemaética faz parte do que gostamos no
nosso dia a dia, teve éxito neste trabalho.

A Matemaética é um instrumento utilizado em vérias areas, a qual a mesma foi
aplicada neste trabalho, na misica.

Como pode ser visto neste trabalho, existem relagoes entre a Matematica e a Musica,
donde existem relatos desta eminente relacao desde a era de Pitagoras, e as quais se
relacionam até nos dias de hoje na musica computacional.

Muitos consideram que a Matematica, é somente utilizada para elaborar célculos,
nao sabendo que ela teve e tem uma grande importancia na construcao de outras areas,
tais como a Misica. E certo que, pode ser visto neste trabalho que a Matematica tem
uma grande influéncia na elaboracdo da Misica e que ambas andam juntas para sua
projecao.

Acreditamos que que este trabalho pode ser uma ferramenta auxiliadora para aque-

les que procuram associar matemética no seu cotidiano.
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