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Resumo

Este trabalho visa estudar as isometrias e homotetias, conhecidas transformacoes
geométricas do plano, por meio da congruéncia e semelhanca de figuras geométricas pla-
nas. Afim de explorar e facilitar o entendimento dos conceitos dessas duas transformagoes
geométricas, algumas atividades com figuras geométricas congruentes e semelhantes sao
propostas num material didatico manipulavel criado para esse fim, denominado plano
1sométrico, e, também, no software GeoGebra. Essas atividades foram aplicadas para
uma turma de primeiro ano de ensino médio do Instituto Federal Goiano - Campus
Urutai, e, alguns comentérios (resultados observados) acerca dessa aplica¢ao, sao apre-

sentados.

Palavras-chave: congruéncia de figuras geométricas, isometrias, homotetias,

semelhanca de figuras geométricas.



Abstract

The aim of this paper is to study the isometries and homotheties, known geometric
transformations of the plane, by means of the congruence and similarity of plane geometric
figures. In order to explore and facilitate the understanding of the concepts of these two
geometric transformations, some activities with congruent and similar geometric figures
are proposed in a manageable teaching materials which were created for this purpose,
called isometric plane, and also in GeoGebra software. These activities were applied to
a first-year high school class of the Instituto Federal Goiano - Campus Urutai, and some

comments (observed results) about this application, they are presented.

Keywords: congruence of geometric figures, isometries, homotheties, similarity

of geometric figures.
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Introducao

Um fato sobre o trabalho de conclusao de curso que eu deveria fazer para finalizar
o Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT)
e que aqui apresento: ele trataria de um tema na area de geometria. Primeiro, porque
sou um amante dessa area e, segundo, porque essa area tem sido um pouco esquecida
pelos professores de matematica na educagao basica. Sei que esse nao é o momento e
nem o espaco adequado para travar uma discussao sobre os motivos que levam o professor
de matematica a nao ensinar geometria na educacao basica, mas, ¢ indiscutivel, que em
qualquer um dos Parametros Curriculares Nacionais (PCN’s) do Ministério da Educacao
(MEC), seja do ensino fundamental ou do médio, conteidos de geometria estao inseridos
nos conteudos de matematica que devem ser trabalhados junto aos alunos, em todas as
séries.

Outro fato sobre esse trabalho de conclusao de curso é que ele deveria trazer
propostas de materiais concretos para que fossem trabalhados com o tema escolhido da
area de geometria. A justificativa é imediata, eu acredito que a utilizacdo de materiais
desse tipo nas aulas, auxiliam no processo de aprendizagem dos alunos.

Entao, depois de pesquisar diversos temas dentro da area de geometria e depois de
intimeras conversas com o professor orientador, ele sugeriu um assunto pouco conhecido
por mim, mas que achei muito interessante e que me chamou a atencao de imediato. Ao
ler um pouco mais sobre esse assunto, percebi que os dois fatos sobre meu trabalho de
conclusao do curso, acima citados, poderiam acontecer no estudo desse tema.

E esse tema é: congruéncia e semelhanca de figuras geométricas planas, por meio



de transformacgoes geométricas no plano. Para ser mais especifico, congruéncia e seme-
lhanca de figuras geométricas planas, por meio de isometrias e homotetias no plano.

Num primeiro momento, a proposta era estudar a congruéncia e a semelhanca
das figuras geométricas, por meio dessas transformacgoes geométricas no plano. Porém,
com o andamento da pesquisa a proposta foi invertida, isto é, ela mudou para o estudo
dessas transformacoes geométricas no plano, por meio da congruéncia e semelhanca de
figuras planas.

O que mais chamou a atencao nesse tema foi a possibilidade de entender a con-
gruéncia e a semelhanca de triangulos, de forma mais abrangente do que aquela que ge-
ralmente aparece nos livros didaticos do ensino basico e da qual estamos mais habituados,
na qual dois triangulos sao congruentes se tem os lados e angulos internos corresponden-
tes congruentes. Com essa abordagem, dois triangulos sao congruentes, se for possivel
deslocar um deles continuamente pelo plano, até coincidir com o outro. O mesmo vale
para o caso da semelhanca de triangulos, acrescentando o movimento de ampliacao ou
de redugao. O que torna possivel deslocar e ampliar/reduzir uma figura até outra, sao
duas operacoes geométricas no plano, as isometrias e homotetias, conceitos que nao sao
muito explorados no ensino de geometria, principalmente na educacao bésica, mas que
apresentam muitas aplicabilidades. Algumas delas sao citadas no decorrer do trabalho.

Perceba que usamos a palavra triangulos no paragrafo anterior. Isso porque
também estamos habituados a atribuir congruéncia e semelhanga somente a triangulos.
Esse trabalho procura “quebrar”essa imagem, ao trabalhar a congruéncia e a semelhanca
de outras figuras planas também.

Afim de facilitar a compreencao dos conceitos dessas duas operagoes geométricas,
as isometrias e as homotetias, algumas atividades envolvendo pares de figuras congruentes
e semelhantes foram elaboradas.

Essas atividades, que foram posteriormente aplicadas, foram desenvolvidas para

serem trabalhadas em duas frentes: uma que utiliza um material didatico manipulavel,



que foi desenvolvido pelo autor e chamado de plano isométrico, e outra que utiliza o
computador, mais especificamente, o software GeoGebral!. Assim como defendemos a
utilizagao de materiais concretos no ensino de matematica, também defendemos a uti-
lizagao de tecnologias de informatica no ensino de matematica.

Assim sendo, no Capitulo 1, as definicoes de congruéncia e semelhanca de figuras
planas, via isometrias e homotetias, s@o apresentadas, confrontando com as defini¢oes
das quais estamos habituados. As isometrias e as homotetias também sao apresentadas
nesse capitulo.

Porém, é no Capitulo 2, que essas isometrias e essas homotetias sao detalhada-
mente exploradas. Nele, as principais propriedades, bem como algumas aplicabilidades,
sao apresentadas. Primeiramente, as isometrias sao abordadas e, em seguida, as homo-
tetias. Ao final do capitulo, uma rapida discussao dessas transformacoes geométricas
enquanto coordenadas do plano é apresentada.

Esses dois primeiros capitulos nao apresentam maiores novidades sobre o tema,
pois tratam de um apanhado bibliografico sobre as transformagoes geométricas no plano
envolvendo congruéncias e semelhancas de figuras planas. Na verdade, chamar de apa-
nhado bibliografico é até um abuso de expressao, dado que os trabalhos que deram a base
para esses dois capitulos, foram os de Lima (2006, 2007, 2008 e 2013).

As novidades aparecem no Capitulo 3, em que algumas atividades para que es-
sas transformacoes geométricas sejam trabalhadas sao propostas. Julgamos importante
ressaltar novamente a dinamica dessas atividades: dois pares de figuras congruentes, ou
semelhantes, sdo dados, e os alunos tem que identificar quais sao as isometrias e/ou
homotetias que “garantem”essa congruéncia, ou semalhanga.

Basicamente falando, esse capitulo esta dividido em duas partes bem definidas.
Incialmente, o plano isométrico, material concreto desenvolvido para trabalhar especifi-

camente com isometrias, é apresentado. Uma discussao acerca das atividades propostas

LSoftware livre de matemé&tica dindmica que foi elaborado por Markus Hohenwarter e equipe, que

retine elementos de geometria, algebra e céalculo.



nesse material e os resultados obtidos vem em seguida. Num segundo momento, as
atividades no GeoGebra sao apresentadas. O objetivo dessas atividades é trabalhar as
isometrias e também as homotetias. Claramente que uma discussao acerca da aplicagao
dessas atividades também é apresentada nesse capitulo.

De antemao, podemos dizer que os resultados obtidos pela ocasiao da aplicacao
dessas atividades foram, digamos.... Nao! Melhor nao! Melhor nao dizer nada agora.
Sinta-se convidado a descobrir que resultados foram esses, ou, antes disso, que atividades
foram essas, chegando até as consideracoes finais desse trabalho, cujo objetivo principal,
¢é ensinar as isometrias e homotetias no plano, por meio da congruéncia e semelhanca de
figuras planas, tendo como ferramentas para esse fim, o plano isométrico e o software

GeoGebra.



Capitulo 1

Congrueéncia e semelhanca de figuras

geométricas planas

Neste capitulo serao apresentadas definigoes de congruéncia e semelhanca de fi-
guras planas, a partir de transformacoes geométricas do plano. Logo, as transformacoes
geométricas no plano serao aqui apresentadas.

Nesse momento, nao haverd a preocupacao de formalizacao dos conceitos ou, até
mesmo, demonstracao de algumas propriedades que serao citadas. Tal formalizagao vira
logo em seguida, no Capitulo 2.

Antes de comecarmos, porém, faz-se necessario, para facilitar a leitura, apresentar
algumas das notagoes que serao empregadas no decorrer do texto, embora elas sigam o
padrao da maioria dos livros de geometria encontrados na literatura.

Nesse sentido, serao utilizadas letras maitsculas e mintsculas do nosso alfabeto,
o latino, para designar pontos e retas, respectivamente, e letras minusculas do alfabeto
grego para designar planos. Essas tltimas também serao utilizadas para designar angulos.

No caso dos segmentos de reta, utililizaremos os pontos de suas extremidades para
indica-los. Como exemplo, se um segmento de reta tem P e () como extremos, entao P(Q)
serd a notacao para esse segmento. Claro que se um ponto A pertence a esse segmento e
difere de P e @), entao A estd entre os pontos P e (), cuja indicacao serd P*A*(Q). Assim

sendo, o simbolo * (asterisco) sempre serd utilizado para indicar a ordenagao dos pontos,



seja numa reta, num segmento de reta ou numa semirreta. Falando em semirretas, sua
indicacao levard em conta o ponto de origem e o ponto que da sentido a ela. Como
exemplo, a semirreta que tem o ponto P como origem e tem o sentido do ponto @) sera
indicada por Spg.

Ao considerarmos duas semirretas de mesma origem, estamos falando de angulos,
que, como ja foi citado anteriomente, tem letras gregas mintsculas por notagao. Porém,
utilizaremos também outra notagao para indicar angulos, que envolvem os pontos indica-
dores das semirretas que o compoe. Se, por exemplo, o angulo é formado pelas semirretas
Soa € Sop, entao o indicaremos por AOB. Vale esclarecer que, geralmente, as letras gre-
gas sao empregadas para indicar a medida do angulo, embora, nesse trabalho, elas nao
terao especificamente essa funcao.

Por falar em medidas, sempre que o segmento aparecer com uma barra sobre
as letras que o denominam, entao estaremos tratando da medida do segmento (ou do
comprimento do segmento). Assim sendo, PQ representa o comprimento do segmento
P@. Claramente que o comprimento de um segmento e a distancia entre os pontos
extremantes desse segmento representam a mesma medida (mesmo nimero). Inclusive,
a distancia entre dois pontos sempre serd indicada por d. No nosso exempo anterior,
d(P, Q) sera a distancia de P até Q e, ainda, d(P,Q) = PQ.

Caso dois segmentos ou dois angulos tenham a mesma medida, entao eles sao
congruentes e, a notacao para congruentes, sera o simbolo =. Logo, supondo que os
segmentos AB e P() tenham a mesma medida, entao significa que AB é congruente com
PQ, ou seja, AB = PQ (ou, equivalentemente, AB = PQ , ou, ainda, d(AB) = d(PQ)).
Da mesma forma, se dois angulos AOB e PEQ tém a mesma medida, dizemos que eles
sao congruentes, e denotamos por AOB = PEQ.

Claro que o conceito de congruéncia nao se resume apenas a segmentos ou angulos,
mas a qualquer figura geométrica, incluindo os poligonos e, para indicar poligonos

(triangulos, quadrados, pentdgonos, etc), vamos utilizar os pontos que representam os
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seus vértices. Afim de exemplificar, um triangulo que tem por vértices os pontos A, B e
C, sera indicado por ABC'; um quadrilatero que tem por vértices os pontos M, N, O e
P, sera indicado por M NOP; e assim sucessivamente.

Ainda sobre a congruéncia de triangulos, vale rassaltar aqui os casos de con-
gruéncia, uma vez que alguns deles serao utilizados no decorrer do texto. Sao eles, LAL
(Lado-Angulo-Lado), LLL (Lado-Lado-Lado), ALA (Angulo-Lado-Angulo) e LAA (Lado-
Angulo-AnguIO), além, claro, do caso especial de congruéncia de triangulos retangulos,
CH (Cateto-Hipotenusa).

Impossivel falar de congruéncia de triangulos e nao se lembrar da semelhanca
de triangulos, cuja representacao para semelhante sera o simbolo ~. Logo, a notagao
ABC ~ EFG nos diz que o triangulo de vértices A, B e C' é semelhante ao triangulo
de vértices F/, F' e G. Assim como na congruéncia, vale lembrar os casos de semelhanca
de triangulos, AA (Angulo—Angulo), PPP (Lado proporcional-Lado proporcional-Lado
proporcional) e PAP (Lado proporcional-Angulo-Lado proporcional).

E, para fechar essa parte de terminologias, falaremos da notagao vetorial, uma vez
que vetores vao aparecer com certa frequéncia no decorrer do texto. Para tal, utilizaremos
a notacao usual o, isto é, a “setinha” para indicar o vetor. Caso se queira indicar o vetor
que tem origem num ponto e extremidade num outro ponto, por exemplo, origem no
ponto A e extremidade no ponto B, entao a representacao serd E .

Circunferéncias e outras figuras (ndo poligonais) nao terao representagoes es-
pecificas nesse texto e, caso alguma terminologia diferente das anteriormente apontadas

apareca, ela sera devidamente apresentada.

1.1 Congruéncia de figuras geométricas planas

Geralmente o conceito de congruéncia de figuras planas aparece na literatura de
forma restrita a congrueéncia de triangulos. E, em praticamente todos os livros didaticos

de geometria, esse conceito de congruéncia de triangulos é formalizado via congruéncia
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dos lados e angulos internos do triangulo.

Afim de exemplificar, Barbosa (2006), define a congruéncia de triangulos como:
“dois triangulos sao congruentes se for possivel estabelecer uma correspondéncia biunivoca
entre seus vértices de modo que lados e angulos correspondentes sejam congruentes” (p.
45). A partir dessa defini¢do, os casos de conguéncia de triangulos passam a ser explora-

dos, depois de admitir o caso ‘LAL’ como um axioma.
E, mesmo na educagao basica, essa forma de definir congruéncia de triangulos é

a que prevalece. Como exemplo, basta olhar a definigado dada por Dolce e Pompeo (2005):

“Um triangulo é congruente (simbolo =) a outro se, e somente se,
é possivel estabelecer uma correspondéncia entre seus vértices de
modo que: seus lados sao ordenadamente congruentes aos lados do
outro e seus angulos sao ordenadamente congruentes aos angulos do

outro.”(DOLCE e POMPEO, 2005, p. 38)

Ja Muniz Neto (2013 a), apresenta uma definicdo um pouco diferente: “dizemos
que dois triangulos sao congruentes se for possivel mover um deles pelo espaco, sem
deformé-lo, até fazé-lo coincidir com o outro” (p. 25). Logo apds essa defini¢ao, os casos
de congruéncia de triangulos sao abordados.

Diante dessa pluralidade de defini¢coes, fomos buscar uma definicao dada pelo
prépiro Euclides®. Para isso, buscamos um registro mais antigo: ‘Os elementos’ de Eu-
clides. Nele, Euclides nao define a congruéncia de triangulos, mas no decorrer do Livro
I, cita proposicoes relativas aos casos de congruéncia de triangulos, bem como apresenta

a demonstracao. Segundo ele:

IMatemético grego, que foi diretor da drea de Matemdtica do Museu de Alexandria. Considerado o
maior gedmetra de todos os tempos, ensinou geometria e escreveu ‘Os Elementos’ (livro mais famoso da

matematica), além de outros titulos, por volta de 300 a. C..
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“Caso dois triangulos tenham os dois lados iguais [aos] dois lados, cada
um a cada um, e tenham o angulo contido pelas retas iguais igual ao
angulo, também terao a base igual a base, e o triangulo sera igual ao
tridngulo, e os angulos restantes serao iguais aos angulos restantes, cada
um a cada um, sob os quais se estendem os lados iguais.” (EUCLIDES,

2009, p. 101)

A demostracao é apresentada em seguida, desse que seria o caso ‘LAL’ de con-
gruéncia de triangulos. Perceba que o ‘igual’ que aparece na proposi¢ao tem o sentido de
congruencia.

Citamos essa proposicao para dizer que, embora Euclides nao tenha definido a con-
gruéncia de triangulos, a escrita dessa proposigao sugere que ele entendia a congruéncia
de triangulos como a definida por Barbosa (2006), anteriormente citada. Repetindo, a
escrita SUGERE. Trata-se aqui de uma opiniao particular.

Ainda no ambito de opiniao particular, consideramos que a definicao dada por
Muniz Neto (2013 a) se torna mais adequada, uma vez que com ela, o conceito de con-
gruéncia pode ser expandido para todo o grupo de figuras planas. Isso porque a defini¢ao
que utiliza a congruéncia de lados e angulos pode ser utilizada apenas a poligonos, des-

considerando, por exemplo, figuras como a Figura 1.1 2.

Figura 1.1: Figura plana nao poligonal.

Assim sendo, segue a definicao de congruéncia de figuras geométricas planas que

consideramos ser a mais adequada e que sera usada nesse trabalho:

2 As figuras desse trabalho, com excecdo das fotos e das imagens retiradas da internet, foram confec-

cionadas no GeoGebra pelo autor, adaptadas de [6], [8] e [9].
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Definicao 1.1. Duas figuras geométricas planas sao ditas congruentes se, por meio de
movimentacoes livres pelo espaco, for possivel mover uma delas, sem deformé-la, até

fazé-la coincidir com a outra.

Figura 1.2: F’ é resultado do deslocamento horizontal de F.

A definicao fica clara quando é abservada a Figura 1.2. Nela, o poligono F é con-
, S el
gruente com o poligono F’, pois ¢ facil perceber que basta fazer um pequeno deslocamento
horizontal de F para fazé-la, sem deforma-la, concidir com F’.

Surge, entao, uma pergunta natural: Como fazer para movimentar figuras? Fxis-
tem, basicamente, trés maneiras de movimentar figuras sem deforma-las, a saber, elas
podem ser transladadas, refletidas ou rotacionadas. Vale salientar que outros tipos de
movimentos podem ser efetuados, mas como veremos mais adiante, trata-se de com-

posicoes desses trés movimentos. Vamos, entao, conhecer cada um deles.

Definicao 1.2. Quando todos os pontos de uma figura geométrica sofrem um deslo-
camento de mesma distancia, direcao e sentido, entao o movimento dado a figura é

denominado translacao.

Perceba que esse foi exatamente o movimento efetuado de F para F’ na Figura

1.2.

Definicao 1.3. Quando todos os pontos de uma figura geométrica sao refletidos em
relacdo a uma reta fixa, entao o movimento dado a figura é denominado reflexdo em

relagao a reta em questao.



1.1 Congruéncia de figuras geométricas planas 11

Figura 1.3: F’ é a reflexao de F em relacao a reta r.

A Figura 1.3 apresenta a figura geométrica F’ como resultado de uma reflexao em

relacao a reta r, da figura geométrica F.

Figura 1.4: F’ é a rotacao de F sob angulo de 90° em torno do ponto P.

Definicao 1.4. Quando todos os pontos de uma figura rodam um mesmo angulo em torno
de um ponto fixo, preservando as distancias em relacao a este ponto, entao o movimento

dado a figura é denominado rotacao.

Observe que na Figura 1.4, considerando o ponto fixo P, o triangulo F sofre uma
rotacao de 90° no sentido anti-horario, resultando no triangulo F’.

Note que cada um desses movimentos levam pontos do plano em outros pontos
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do plano, sob determinada condicao. Logo, esses movimentos sao pensadas como trans-
formacoes (ou fungoes) do plano no plano. Essas sdo ditas transformagoes geométricas

no plano.

Definicao 1.5. Uma transformacao geométrica no plano é uma funcao que faz corres-
ponder a cada ponto do plano outro ponto do plano. Em outras palavras, dado o plano
m, uma transformacgao geométrica é uma funcao ¢ : m — m, que associa a cada ponto

P € 7 outro ponto ) = ¢(P) € 7.

Na defini¢ao acima, @) é a imagem de P pela transformacgao ¢. Nesse sentido, cada
uma das figuras F’ das Figuras 1.2, 1.3 e 1.4, anteriormente apresentadas, sao as imagens
de uma transformacao geométrica aplicada nos pontos correspondentes das figuras F.

Assim sendo, torna-se importante conhecer um pouco mais sobre essas trans-
formacgoes geométricas. Comecamos dizendo que uma transformacao geométrica ¢ no

plano 7 pode ser classificada como:

Definigao 1.6. i) Injetiva: quando dois pontos distintos quaisquer P, P; € m sempre
tem imagens p(P) e ¢(P;) distintas, isto é, se P # Pj, entdao ¢o(P) # ¢(P).

Equivalentemente, ¢ é injetiva quando ¢(P) = ¢(P;), entdo P = P.

ii) Sobrejetiva: quando todo ponto P, € m é imagem de pelo menos um ponto P € T,

isto é, para qualquer ponto P, € 7, exite um ponto P € 7, tal que p(P) = P;.

iii) Bijetiva: quando ¢ é injetiva e sobrejetiva, isto é, para qualger ponto P, € 7, existe

um unico ponto P € 7, tal que p(P) = P;.

Toda transformacao bijetiva do plano admite uma transformacao inversa, a qual

é apresentada na préxima defini¢ao.

Definicao 1.7. Dada uma transformacao geométrica bijetiva ¢ : @ — 7, a trans-

1

formacgao inversa o~ : m — w é tal que para qualquer ponto P; € 7, sua imagem

¢~ 1 (P;) é um tnico ponto P € 7, sendo que ¢(P) = Py,
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Um exemplo de transformacao do plano bijetiva é a transformacdo identidade,
indicada por I, onde para qualquer ponto P € m, a imagem de P por [ é o proprio P,

isto é, [ : m — 7 é tal que I(P) = P, para todo P € 7.

Definicao 1.8. Dadas duas transformacoes ¢, ¥ : @ — m no plano, a composta

po1:m—> 7 é a transformagao que associa a cada ponto P de m o ponto ¢(1(P)) de
T, isto &, (¢ oY) (P) = p(¥(P)).

Claramente que se uma transformacao ¢ : @ —— m é bijetiva, entao

=y lop =1, sendo I a transformacao indentidade.

pop
Perceba que é a composicao dessas transformacgoes quem viabiliza “aumentar”

o numero de movimentos das figuras no plano, fato que ja tinha sido anteriormente

mencionado.

Figura 1.5: F’ é uma reflexao seguida de uma translacao de F.

Na Figura 1.5, o poligono F’ é imagem de uma composicao de uma reflexao do
poligono F em relagao a reta r, seguida de uma translagao horizontal. Essa composicao,
que é bastante recorrente nas movimentacoes de figuras no plano, recebe um nome espe-

cial.

Definicao 1.9. Quando todos os pontos de uma figura geométrica sofrem uma reflexao
em relagao a uma reta dada, seguida de uma translagao, entao o movimento dado a figura

¢é denominado reflexao deslizante.
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Nosso trabalho agora, sera redefinir a translacao, a reflexao, a rotacao e re-
flexao deslizante, levando em conta essa nova linguagem das transformagoes geométricas
no plano. Assim sendo, vamos reescrever a translacdo como sendo a transformacao
geométrica Typ : m — 7 do plano 7, onde dado X € m, sua imagem X' = Typ(X)

é o quarto vértice do paralelogramo que tem AB e AX como lados.

Figura 1.6: XX’ é resultado de uma translagao de AB.

Ressaltamos que T4p(X) assim definida vale apenas para o caso em que os pontos
A, B e X sao nao colineares, embora, no caso em que eles sao colineares, trata-se ainda
de uma translacao, sé que na reta. Nesse trabalho nao trataremos das translagoes na
reta, logo, para maiores detalhes, sugerimos [8].

Outro fato importante que deve ser observado na definicao da T4, é que a ordem
em que os pontos A e B foram mensionados deve ser levado em consideracao, dado que
Tap ¢ diferente da Ts4, embora AB = BA. Nesse caso, Tga = (Tap)*.

Outra forma de pensar a translacao, é utilizar a notagao vetorial para caracteriza-
la, isto é, ao considerar o vetor v = 1@, entao podemos admitir T4y = T%. Uma
justificativa para essa notacgao vetorial da translacao é que dados o segmento orientado
AB eoponto P, P ¢ AB, no plano 7, existe um tnico ponto ) € 7 tal que os segmentos
orientados AB e P() sao equipolentes, isto é, J@ = zﬁ = (que é a definicao de
vetores). Geometricamente falando, @) é o quarto vértice do paralelogramo que tem AB
e AP como lados. Logo podemos escrever () = P + 7, o que significa que o vetor

v = ﬁ transportou o ponto P para a posi¢ao @), ou seja, QQ = Tap(P) = T (P).
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Figura 1.7: Q ¢é obtido pela translacao de P segundo .

Como sabemos, dois vetores no plano podem ser somados e subtraidos e, geome-
tricamente falando, essa soma e essa subtragao (em mddulo) representam as diagonais
do paralelogramo formado por esses dois vetores. Diante disso, fica facil entender como
funciona a composicao das translagoes no plano. Dados os vetores U = E eV = z@ ,
entao o ponto D, tal que zﬁ — U+, é0 quarto vértice do paralelogramo formado

pelo vetores de. Logo Ty oTy =Ty o1y =T %

B v D

=|
=l
_|_
<
=)

<

Figura 1.8: D ¢é obtido por uma composi¢ao de translacoes.

Perceba que, por definicao, se v = z@, entao CTZX = —7, logo, é natural
conceber que (Ty)™ ' =T_ .

Passamos agora a tratar da reflexao em relacao a uma reta, que, uma vez fixada
uma reta r de m, serd a transformagao geométrica R, : m — 7, onde R,.(X) = X, se
Xer, eR.(X)=X' se X ¢rearectar é mediatriz do segmento X X'.

Note na Figura 1.9 que o ponto Y, intersecao de X X' e r, é o ponto médio de
X X', dado que r é a mediatriz do mesmo. Note também que R,.(R,(X)) = X, isto é,

R, o R, = I, sendo I a transformacao identidade. Logo, isso é equivalente a dizer que



1.1 Congruéncia de figuras geométricas planas 16

R'=R,.

Figura 1.9: XX’ é resultado de uma reflexao de X em relagao a r.

Antes de fechar essa parte, é importante dizer que o ponto X', obtido pela reflexao
de X em relacao a r, pode ser também chamado de simétrico de X em relagao a r. Na
reta, podemos encontrar o simétrico de um ponto, em relagao a outro ponto distinto
desse.

Para redefinir a rotacao, vamos considerar um ponto O do plano 7 e a = AOB
um angulo com vértice em O. Assim, a rotacao do angulo o em torno do ponto O serd a
transformagao geométrica po o : T — 7, onde pp o(O) = O e, para todo ponto X # O,
po.o(X) = X’ é o ponto de 7 tal que d(X,0) = d(X',0), XOX' = a e o “sentido de

rotacdo”de X para X’ é o mesmo de A para B.

Figura 1.10: XX’ é resultado de uma rotagao de AB ao redor do ponto O.

E importante esclarecer sobre o sentido de rotagao acima citado, que esta inti-
mamente ligado a ordem das semiretas Sp4 e Spop. Ao considerar Sp4 como sendo a

primeira e Spp como sendo a segunda, entdao o angulo « = AOB torna-se orientado de
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Soa para Spp e a rotagao segue nesse sentido de orientacao. Geometricamente falando,
dizer que a rotacao deve ter o mesmo sentido, significa dizer que os angulos X' OA e
XOB devem ter a mesma bissetriz.

Também é importante ressaltar que ao considerar a orientacao contraria da es-
tabelecida, isto é, ao considerar primeiramente Spg, entao o angulo que estabelece a
orientacao passa a ser o angulo B@A, que indicaremos por —a e, assim, po _o = (po.a) "

Falta entao, ver como fica a definicao da reflexao deslizante. Para isso, sejam o
um vetor nao-nulo e r uma reta paralela a 7 no plano 7. Assim, a reflexao deslizante
é a transformacao geométrica TR = T o R, : m — m, obtida fazendo a translacao T

seguir-se a reflexao R,. A Figura 1.11 mostra o ponto X', imagem de X pela T'R.

X

<

*
|
|
|
|
|
|
|
|
|

¢ —m - -

R/(X)
Figura 1.11: X’ é resultado da translagao seguida da reflexao em relacao a r de X.

E importante dizer que T3 o R, = R, o T+, devido ao fato de que T é paralelo a
r e, com essa informacao, fechamos as “redefini¢oes” das transformagoes geométricas que
possibilitam fazer movimentagoes de figuras pelo plano.

Na verdade, dizemos que essas transformacoes geométricas no plano tratam-se,

na realidade, de isometrias no plano, assunto que sera abordado no proximo capitulo.

1.2 Semelhanca de figuras geométricas planas

Assim como no caso da congruéncia de figuras planas, a semelhanga também
aparece na literatura de forma restrita a semelhanca de triangulos. E, da mesma forma

que na congruéncia, em praticamente todos os livros didaticos de geometria, o conceito
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de semelhanca de triangulos é formalizado via congruéncia dos angulos internos e a pro-
porcionalidade dos lados do triangulo.

Vamos novamente tomar como exemplo, Barbosa (2006). Nele, o autor define
a semelhanca de triangulos como: “diremos que dois triangulos sao semelhantes se for
possivel estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre seus vértices de modo que os
angulos correspondentes sejam iguais e lados correspondentes sejam proporcionais” (p.
109). A partir dessa definicao, os casos de semelhanca de triangulos passam a ser explo-
rados.

Recorremos novamente a Dolce e Pompeo (2005), para verificar que na eduagao
basica a definicao de semelhanca também é dada como anteriormente. Segundo eles:
“dois triangulos sao semelhantes se, e somente se, possuem os trés angulos ordenadamente
congruentes e os lados homélogos proporcionais” (p. 198).

Serd que Muniz Neto (2013 a) apresenta uma a definicdo de semalhanca deferen-

ciada, como foi no caso da congruéncia? Segundo o autor:

“Dizemos que dois tridngulos sao semelhantes quando existe uma
correspodéncia biunivoca entre os vértices de um triangulo e o outro
de modo que os angulos em vértices correspondentes sejam iguais e a
razao entre os comprimentos de lados correspondentes seja sempre a

mesma.” (MUNIZ NETO, 2013 a, p. 148)

Depois que essa definicao é apresentada, os casos de semelhanca de triangulos sao
explorados. Ou seja, mesmo Muniz Neto (2013 a), que havia apresentado uma definigao
de congruéncia de triangulos diferenciada, a definicao de semelhanca segue como nos
demais livros. Porém, logo depois da defini¢ao, o autor faz um comentario interessante, a
saber: “fisicamente, dois triangulos sao semelhantes se pudermos dilatar e/ou girar e/ou
refletir e/ou transladar um deles, obtendo o outro ao final de tais operagoes” (p. 148).
Veja que esse comentario apresenta algumas transformacoes geométricas que ja foram

aqui trabalhadas.
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Em ‘Os elementos’ de Euclides, no livro VI, o autor, diferentemente da con-
gruencia de triangulos, dd uma definicao de semelhanca de triangulos. Segundo ele, “figuras
retilineas semelhantes sao quantas tém tantos os angulos iguais, um a um, quantos os
lados ao redor dos angulos iguais em proporgao” (p. 231). Perceba entdo, que a defini¢ao
dada por Euclides, vai a encontro da definicao que aparece nos livros didaticos atuais,
porém, abrangendo um conjunto maior de figuras, que seriam as figuras retilineas.

No Livro I de ‘Os elementos’, Euclides d4 a seguinte definicao para figuras re-

tilineas:

“Figuras retilineas sao as contidas por retas, por um lado, trildteras, as
por trés lados, e, por outro lado, quadrilateras, as por quatro, enquanto
multildteras, as contidas por mais do que quatro retas.”(EUCLIDES,

2009, pg. 98)

Em linguagem atual, essas figuras retilineas sao os poligonos. Mas e as figuras
que nao sao retilineas, como a Figura 1.17 Afim de contemplar todos os tipos de figuras,
segue, como fizemos no caso da congruéncia de triangulos, a definicao de semelhanca de

figuras geométricas planas que consideramos ser a mais adequada:

Definicao 1.10. Se duas figuras planas ficam exatamente uma sobre a outra por meio
de movimentagoes livres e/ou ampliagoes e redugoes sobre as figuras, entao elas sao ditas

semelhantes.

A definicao fica clara quando é abservada a Figura 1.12. Nela, o poligono F é
semelhante ao poligono F’, pois é facil perceber que F foi ampliado continuamente até

obtermos F’. Perceba que isso vai a encontro do comentario feito por Muniz Neto (2013

a).
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fr

t
[

Figura 1.12: F’ é resultado de uma ampliacao de F.

Surge entao a necessidade de estudar melhor essas “ampliacoes”ou “redugoes”’no
plano, que, a exemplo das movimentagoes no plano estudadas na secao anterior, sao
tranformacgoes geométricas no plano. Essas transformacoes geométricas que tem a funcao
de dilatar ou reduzir continuamente as figuras, recebem o nome de homotetias, que serao

detalhadamente estudadas no préximo capitulo.



Capitulo 2
Isometrias e homotetias no plano

Neste capitulo, apresentaremos os conceitos de isometrias e homotetias no plano,
os quais abrangem tudo que foi apresentado no capitulo anterior.

Na secao 2.1, trataremos especificamente das isometrias no plano, buscando for-
malizar o conceito de congruéncia apresentado anteriormente. A seguir, na secao 2.2,
vamos conhecer as homotetias no plano que, como veremos, trata-se de um caso espe-
cial da transformacao semelhanca no plano. Claramente que essa secao visa dar sentido
a definicao de semelhanca de figuras dada no capitulo anterior. Na secao 2.3 que fe-
cha o capitulo, veremos as isometrias e as homotitas tratadas de forma analitica, isto é,
enquanto coordenadas do plano.

Gostaria de ressaltar que esse capitulo trata-se de uma interpretacao livre dos
livros [8] e [9] do Elon Lages Lima, embora, algumas demonstracoes foram modificadas
para falicitar o entendimento das mesmas. Inclusive nesses livros, é possivel encontrar
resultados sobre as isometrias na reta que serao utilizados no decorrer do texto, mas nao
serao nele apresentados.

Varias demonstracoes que serao apresentadas no decorrer do capitulo utilizam
diversos resultados da geometria Euclidiana plana que nao serao aqui apresentados, porém
eles podem ser encontrados em [1], [11] e [12]. O mesmo vale para os conceitos e resultados

de geometria analitica que vao aparecer no final do capitulo, que podem ser encontrados

21
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nos livros [6] e [7] do Elon Lages Lima.

2.1 Isometrias no plano

Definicao 2.1. Uma isometria no plano m é uma transformacgao geométrica ¢ : 7 — 7
que preserva distancias. Em outras palavras, sendo A e B pontos distintos de 7, entao

d(A,B) =d(A',B’), onde A" = ¢(A) e B' = ¢(B) também sao pontos distintos de .

Equivalentemente, para quaisquer dois pontos distintos A e B de 7, tem-se

AB = A'B'.
Proposicao 2.2. Toda isometria ¢ : 1 — m transforma retas em retas.

Demonstracao. Com efeito, considere uma reta » em 7 e sejam A e B dois pontos
distintos de r. Considere também a reta r’ que contém os pontos distintos A" = p(A) e

B’ = ¢(B). Qualquer ponto X de r é tal que um dos pontos A, B e X estd entre os outros

dois. Vamos supor, sem perda de generalidade, que X*A*B, entao XB = XA + AB.

Logo, fazendo X' = ¢(X), entao X'B' = XB = XA+ AB = X'A'+ A’B’, o que significa
que X'*A'*B’ e, portanto, concluimos que X', A’ e B’ sao colineares. Logo, qualquer
X em r implica X’ em 7/, 0 que mostra que a restricdo ¢ a r é uma isometria entre r

e r’. Mas como toda isometria na reta é sobrejetiva (ver a parte de isometrias na reta

referéncia [8]), segue que p(r) =1’ m

Proposicao 2.3. Toda isometria @ : 1 — 7 transforma retas perpendiculares em retas

perpendiculares.

Demonstracao.
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Figura 2.1: Tlustracao representativa para demonstracao da Proposigao 2.3.

Consideremos as retas perpendiculares r e s no plano m, cuja interse¢ao entre as duas
é o ponto A. Tome os pontos B e C' em r, ambos equidistantes de A e tome também o
ponto D em s, diferente do ponto A. Observe que é formado o triangulo BC'D, isosceles
de base BC, com DA sendo sua altura (bissetriz e mediana) relativa a base. A isometria
¢ leva o triangulo iséceles BC'D no triangulo isésceles B'C'D’, sendo que B’ = ¢(B) e
C" = p(C) estao contidos em uma reta . Além disso, ¢ transforma a mediana DA na
mediana D' A" do triangulo B'C'D’, com D' = ¢(D) e A" = ¢(A). Note que A’ pertence a
reta r’ (pois a isometria transforma retas em retas), e ele juntamente com D’ determinam
a reta . Como D'A" é também altura de B'C'D’ e, D' A" esté contido em ', segue que

s’ é perpendicular a r’. [

Proposicao 2.4. Toda isometria ¢ : 1 — 7 € bijetiva, cuja inversa @~ :m — 7 €

ainda uma isometria.

Demonstragao. Vamos mostrar inicialmente que ¢ ¢é injetiva. De fato, se tomarmos
dois pontos X e Y em 7, distintos, entao XY > 0. Como XY = X'Y” sendo X' = ¢(X)
e Y = p(Y) pontos distintos de 7, entao X'Y’ > 0. Segue que X' # Y’ e, portanto,

segue que ¢ injetiva.
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Figura 2.2: ITlustragao representativa para a demonstracao da Proposicao 2.4.

Para mostrar que ¢ é sobrejetiva, vamos tomar um ponto X’ € 7 e encontrar um outro
ponto X € 7, tal que X’ = ¢(X). Considere uma reta r no plano 7. Pela Proposicao
2.2, a imagem de r pela ¢ é uma reta r’ também de m. Se X’ € 1/, entao existe um X
em r, tal que X’ = p(X). No caso em que X' ¢ /', considere a reta s’ perpendicular a
r’, passando por X’. Seja Y’ o ponto de interse¢ao de s’ e r'. Como Y’ € 7/, entao existe
um ponto Y em r, tal que Y’ = p(Y). Seja s a reta perpendicular a r, pasando por Y.
Pela Proposicao 2.3, a imagem de s pela ¢ é uma reta perpendicular a r’, que contém Y.
Logo, devido a unicidade da perpendicular a s’ pelo ponto Y’ ¢(s) = s’. Como X' € ¢,
existe X € s, tal que X’ = ¢(X). Isso prova a sobrejetividade de . Portanto, sendo ¢
injetiva e sobrejetiva, entao ¢ é bijetiva. [

Sobre a composicao de isometrias no plano, temos o seguinte resultado:

Proposicao 2.5. A composicio de duas isometrias @, ¥ : 71— m, Y o, € ainda uma

1sometria.

Demonstracgao. De fato, dados os pontos X e Y em 7, distintos, entao pela ¢ obtemos
os pontos distintos X’ e Y/, com X' = ¢(X) e Y’ = p(Y). Como ¢ ¢ isometria, entao
d(X,Y) =d(X',Y'). Pela 1, aplicada nos pontos X’ e Y’, obtemos os pontos distintos
X"=9y(X")eY" =¢(Y’). Como ¢ é isometria, entdao d(X',Y") = d(X",Y"). Segue que
d(X,Y)=d(X",)Y"), X" =¢(p(X)) e Y =19(p(Y)). Portanto, ¢ o ¢ é isometria. =

Os resultados a seguir configuram algumas propriedades das isometrias no plano.
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Proposicao 2.6. Toda isometria ¢ : m — w transforma retas paralelas em retas para-

lelas.

Demonstracao. Com efeito, sejam r e s retas paralelas de 7. As imagens de r e s pela ¢
sao as retas r’ e s, que também sao paralelas, pois se nao o forem, ' e s’ interceptariam
num ponto Py, P, = ¢(P), P € r, e P, = ¢p(Q), @ € s. Mas ¢ é injetiva, logo,
obrigatoriamente, P = () e, portanto, r e s teriam um ponto em comum, contrariando o

fato de serem paralelas. m
Proposicao 2.7. Toda isometria ¢ : 1 — w preserva circunferéncias.

Demonstracao. De fato, uma circunferéncia de centro O e raio a é a uniao de todos os
pontos X de 7, tais que OX = a. Sua imagem pela ¢ sao todos os pontos X’ do plano
7 tais que O'X’ = OX = a, O’ = ¢(0O). Logo, temos uma circunferéncia de centro O’ e

raio a. |
Proposicao 2.8. Toda isometria ¢ : 1 — m preserva quaisquer angulos.

Demonstracgao. De fato, seja ABC um angulo qualquer do plano 7. As imagens dos
pontos A, B e C pela ¢ sdao os pontos A, B' e C'. Como uma isometria preserva
distancias, entao os triangulos ABC e A’B'C" sao congruentes pelo caso ‘LLL’. Portanto
B'A'C' = BAC. =

Fica claro que, pela demonstracao da Proposicao 2.8, uma isometria sempre leva
um triangulo num outro triangulo congruente a ele. Na realidade isso vai acontecer com
qualquer poligono convexo, uma vez que a isometria preserva as distancias.

O comentério desse pardgrafo nos chama a atencao pelo fato de estarmos es-
tudando as isometrias no plano. Lembre-se que no capitulo anterior, quando o as-
sunto congruéncia foi tratado, algumas transformacoes geométricas que viabilizam as
movimentacgoes das figuras geométricas pelo plano foram apresentadas, relembrando, a

translacao, a reflexao, a rotacao e a reflexao deslizante. Fechamos o capitulo anterior
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dizendo que essas transformagoes na verdade tratavam-se de isometrias, fato que sera

demonstrado nas quatro proposigoes a seguir.
Proposicao 2.9. A translagao Tag : 1 —> m € uma isometria.

Demonstracao. Sejam X e Y dois pontos de 7 distintos entre si e distintos de A e B
e sejam X' = Typ(X) e Y’ = Tup(Y) suas imagens. Devemos mostrar que XY = X'Y".
Consideremos a reta r que passa por X e Y e a reta s que passa por A e B. Temos dois
casos a considerar. Primeiramente, se r for igual ou paralela a s, entao T4pg sera restrita
ar, o que configura uma isometria na reta r (ver [8]). Caso r e s ndo sejam nem paralelas

e nem coincidentes, entdo, teremos formado os paralelogramos ABY'Y e ABX'X.

Figura 2.3: Ilustragao representativa para a demonstracao da Proposicao 2.9.

Por serem paralelogramos, entdao YY’' = AB e AB = X X', onde segue que
XX'"=YY' Temos ainda que Y'Y’ é paralelo a X X', dado que Y'Y’ é paralelo a AB e
AB é paralelo a X X’. Logo, por esses dois motivos, o quadrilatero YY’'X'X também é

um paralelogramo! e, portanto, XY = X'Y”, isto é, XY = X'Y". [
Proposicao 2.10. A reflexdo R, : 1 — m € uma isometria.

Demonstragao. Dada a reta r, devemos considerar os casos em que X e Y, pontos
distintos de 7, estao em um mesmo lado de r e o caso em que X e Y estao em lados

opostos de r. Em qualquer um desses casos, sejam X’ e Y, os pontos que sao obtidos da

'Proposicdo sobre paralelogramos cujo enunciado e demonstracio podem ser encontrados em BAR-

BOSA, 2006, pg. 92.
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reflexdo de X e Y em relacdio & r. Devemos mostrar que XY = X’Y’. Comecamos com
o caso em que X e Y estao em um mesmo lado de r. Nesse caso, X’ e Y/ também estao
em um mesmo lado de r, porém, no lado oposto ao lado em que estao X e Y. Aqui,
temos duas possibilidades a considerar, quando o segmento XY é paralelo a r e quando
XY nao é paralelo a r. Quando XY é paralelo a r, entdao o segmento XY’ também o
serd e, assim, o quadrildtero XYY’X’ é um retangulo (r é mediatriz de X X' e de YY)

e, portanto, XY = XY, ou seja, XY = X'Y".

X Y
] B
T
] L]
a B
X' Y

Figura 2.4: Ilustragao representativa para a demosntracao da Proposi¢ao 2.10, para o

caso em que XY ¢é paralelo a reta r.

Por outro lado, quando XY nao é paralelo a r, entao podemos tomar os pontos

Ae A= R,.(A), no segmento Y'Y’ tais que XA e X'A’ sejam paralelos a .

Y
X :
v 1A
|
T : |
' =
|
. i
AF
Xl
Yl

Figura 2.5: Ilustragao representativa para a demosntracao da Proposi¢ao 2.10, para o

caso em que X e Y estao em um mesmo lado de r, mas XY nao é paralelo a r.

Observe que sao formados os triangulos X AY', retangulo em 121\, e X'A'Y’' retangulo
em 2’, congruentes pelo caso ‘LAL’, pois XA = X’A’ (caso anterior), A=A =90° e

YA =Y'A’ (pois r é também mediatriz de AA’). Segue que XY = X'Y’ ou XY = X'Y".
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Passamos agora ao caso em X e Y estao em lados opostos de r. Pela R,, X' e Y’
também estarao em lados opostos de r, com X e Y’ em um mesmo lado de r, assim como
X’ e Y. Novamente temos duas possibilidades a considerar, caso XY seja perpendicular
a r e caso XY nao seja perpendicular a r. Na primeira possibilidade, X, Y, X' e Y’
serao colineares, todos contidos numa reta s, que intercepta r perpendicularmente num

ponto A.

YF

Figura 2.6: Ilustragao representativa para a demosntracao da Proposi¢ao 2.10, para o

caso em que X e Y estao em lados opostos de r e sobre uma reta perpendicular a r.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que Y*X*X’*Y. Como r é mediatriz

de XX edeYY’ entao AX = AX'e AY = AY”’. Dai, XY’ = AY'—AX = AY —AX' =

= X'Y. Assim, XY = XX' + XY = XX+ XY' = XY

No outro caso, agora onde XY nao é perpendicular a r, o segmento X X’ inter-
cepta r perpendicularmente no ponto B, XY intercepta r no ponto A e Y'Y inercepta r
perpendicularmente no ponto C'. Consideremos ainda os segmentos X’A e AY’. Perceba
que sao formados os triangulos retangulos X BA e X'BA, que sao congruentes pelo caso
‘LAL’, pois XB = BX/, XBA = X'BA = 90° (ambos pelo fato de r ser mediatriz de
XX') e BA é um segmento comum aos dois triangulos. Segue que XA = X'A. De forma

analoga, mostra-se que triangulos retangulos ACY e ACY’ também sdo congruentes e,
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entao, AY = AY"’.

DYp

Figura 2.7: Ilustragao representativa para a demosntracao da Proposi¢ao 2.10, para o
caso em que X e Y estao em lados opostos de r e nao estao sobre uma reta perpendicular

ar.

Com essas informacoes, podemos dizer que os triangulos XX'A e YY'A sdo
isosceles de bases XX’ e YY’, respectivamente. Como AB e AC sao as alturas des-
ses triangulos, logo, também sao as bissetrizes dos angulos X AX' e Y'AY. Segue dai que
a=def=p" (denotamos a = XA\B, o = X’A\B, 8= Y'AC e g = YA\C). Por outro
lado, observe que o = [/, por serem angulos opostos pelo vértice em A. Assim sendo,
obtemos que a + o/ = [+ . De posse dessas informacoes, X'AY =a+d + XAY' =

=B+0+ XAY' = XAY = 180°, o que mostra que X', A e Y’ sdo colineares. Portanto,

XY =X'A+AY' = XA+ AY = XY. [
Proposicao 2.11. A rotagdo po : ® — ™ € uma isometria.

Demonstracao. Sejam O um ponto de 7 e & um angulo com vértice em O. Conside-
remos os pontos X e Y, distintos e diferentes de O, e sejam X’ e Y’ suas imagens pela

PO, Devemos mostrar que XY = X'Y".
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Figura 2.8: Ilustracao representativa para a demostracao da Proposicao 2.11.

Ao considerarmos os segmentos XY e XY’ sdo formados os triangulos Y/'OX'
e YOX, que sdo congruentes pelo caso ‘LAL’, dado que OY’ = OY (fato decorrente da
rotacao po.a), YOX' =YOX =a+YOX' e OX' = 0X (fato que também decorre da

rotacgdo po o). Segue dai que Y'X' =YX, ou, XY = X'Y". [
Proposigao 2.12. A reflexao deslizante TR =T+ o R, : 1 — 7 é uma isometria.

Demonstracao. Vimos na Proposigao 2.5 que a composicao de isometrias é uma isome-
tria e como ja mostramos que a translacao T% e a reflexao R, sao isometrias, o resultado
segue. n

Vale salientar mais uma vez que existem outras isometrias no plano obtidas a par-
tir da composicao das quatro isometrias anteriormente citadas. Inclusive, mais adiante,
no fechamento dessa secao, vamos mostrar que existem apenas essas quatro isometrias
no plano. Antes porém, gostaria de dizer que as isometrias podem ser divididas em dois

grandes grupos, proprias e improprias.

Definicao 2.13. Uma isometria ¢ : 1 — 7 no plano é dita prdpria, quando ¢é a etapa
final de um movimento no plano. Por outro lado, ¢ sera impropria quando nenhum

movimento do plano termina com ¢.

Geometricamente falando, uma isometria é propria quando é possivel, apenas
com movimentos no plano, movimentar uma figura até a outra. Logo, se para chegar de
uma figura até a outra for necessario “sair”’do plano, entao a isometria é impropria. Ao

observar a Figura 2.9, essa ideia fica bem clara.
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Figura 2.9: Figura F4 como resultado de isometiras aplicadas na figura F1.

Perceba que ¢ intuitivamente plausivel aceitar que podemos transladar a figura
F1 até a figura F2, sem sair do plano. Também ¢é facil aceitar que a figura F3 é resultado
de uma rotagao da figura F2, em torno do ponto P, de 90° no sentido anti-horario, sem
sair do plano. Ja a figura F4, que é resultado de uma reflexao da figura F3 em relacao a
reta r, nao é possivel de ser obtida, sem “tirar”a figura F3 do plano.

Assim sendo, as translagoes e as rotacoes sao isometrias préprias e as reflexoes
em relagdo a uma reta e as reflexdes deslizantes sao isometrias impréprias (na verdade,
mostra-se isso. Para mais detalhes, ver [8]). Também mostra-se que a composi¢ao de
isometrias préprias é propria, a composi¢ao de uma isometria prépria com uma isometria
imprépria é imprépria e a composiao de isometrias impréprias é prépria (ver os detalhes
também em [8]).

Agora que conhecemos as isometrias, gostariamos de chamar a atengao para o
fato de que nao é muito dificil de observa-las no nosso meio. Na verdade, as isometrias
sao muito mais comuns no nosso cotidiano do que imaginamos. Afim de darmos alguns
exemplos, vamos apresentar a seguir algumas imagens em que podemos perceber a pre-
sencga de algumas delas. Comecamos exibindo algumas imagens onde é possivel perceber

translagoes.
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Figura 2.10: Mosaico de figuras geométrias. Fonte: http://pt.made-in-china.com/co-
voglusmosaic/product-Polished-Decoration-Long-Hexagon-Tile-Stone-Mo-  saic-Marble-

eygsnishg.html.

Figura 2.11: Pavimentagao do plano: calgadao de Copacabana. Fonte: http://coisasdagil.
blogspot.com.br/2011/03/rio-de-janeiro-calcada-de-copacabana.html.

Figura 2.12: Arte: translagdes na obra de Escher. Fonte: http://www.educ.fc.ul.pt/
cm/icm2000/icm33/Escher.htm.
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Figura 2.13: Pavimentacao do plano: ceramicas. Fonte: http://www.crqd.org.br/ quimi-

caviva-ceramica-boschi.

A seguir veremos algumas imagens onde aparecem as rotagoes.

Figura 2.15: Arte: kirigamis. Fonte: https://www.flickr.com/photos/62572859N08/
8389353417/.
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Figura 2.16: Construgao civil: vitral da Catedral de Notredame. Fonte: https:// poder-

secreto.wordpress.com/category /civilizacoes-antigas-2 /page/2/.

Figura 2.17: Arte: pavimentagao Escher. Fonte: http://ma-tematica.blogspot.com.br/.

Figura 2.18: Arte: origamis. Fonte: http://www.ikuzoorigami.com/standard-origami-

modular-star/.
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Algumas imagens com reflexoes sao apresentadas a seguir.

Figura 2.19: Pavimentagoes do plano. Fonte: https://sites.google.com/site/nemesvv

/pavimentagoes.

Figura 2.20: Arte: caleidoscépios. Fonte: http://jdieckmann.blogspot.com.br/2012-09-
Ol-archive.html.

— .

PERDIGAO

Figura 2.21: Logomarcas. Fonte: http://jornalestrada.blogspot.com.br /20070819ar-
chive.html.
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Figura 2.22: Paisagismo e urbanismo: eixo monumental de Brasilia. Fonte: http://

viajarpelomundo.com.br/brasilia-principais-pontos-turisticos/.

Figura 2.23: Natureza: borboleta. Fonte: http://efacarregaldosal.blogspot.com.br/.

2010/10/matematica-e-natureza.html

Os frisos sao principais exemplos de reflexdo deslizante. A seguir temos alguns

RISTRIST,

Figura 2.24: Fonte: https://catiaosorio.wordpress.com/2011/02/.

exemplos.

Figura 2.25: Fonte: http://www.atractor.pt/simetria/matematica/materiais/ exercicios.

htm.
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Uma vez familiarizados com as isometrias, vamos mostrar que, a menos de com-
posicoes, sO existem esses quatro tipos de isometrias no plano. Em outras palavras,
exitem outras isometrias no plano além das quatro anteriormente vistas, porém, todas

elas sao obtidas pela composi¢ao desses quatro tipos.

Proposicao 2.14. Ezistem apenas quatro tipos de isometrias no plano, além da identi-
dade, que geram todas as isometrias do plano. A saber: translacao, rotacdo, reflexdo e

reflexao deslizante.

Demonstracao. De fato, seja ¢ : m — 7 uma isometria no plano 7, diferente da
identidade, e seja A um ponto de 7. Logo, exite um ponto A" # A em 7, A" = ¢p(A).
Considere A” = p(A’). Como ¢ é isometria, entdo A’/A” = AA’. Sobre as posicdes de A,
A’ e A", temos trés casos a considerar: A, A’ e A” sao distintos e nao colineares, A, A’ e

A" sao distintos e colineares e A e A” sao coincidentes.

A B

Figura 2.26: Ilustracao representativa para a demonstragao da Proposicao 2.14, para a

situacdo em que os pontos A, A" e A” nao sao colineares.

No primeiro caso, os pontos distintos A, A’ e A” formam o tridngulo AA’A”, cuja
imagem pela isometria ¢ serd um triangulo congruente a esse e que terd A’ e A” como
vértices. Logo existem duas possibilidades para o terceiro vértice p(A”): o ponto B’, que
fica do mesmo lado de A, relativamente a reta r que contém A’ e A” e o ponto B”, que
relativamente a reta r, fica no lado oposto ao ponto A, conforme exibido na Figura 2.26.

Na primeira possibilidade, B’ forma com A, A’ e A” um quadrilatero (ver Figura

2.27) em que AA' = A’A" = A"B’ e AN A" = AA' B (fatos decorrentes da congruéncia

dos triangulos AA’A” e A’A” B’ pelo caso ‘LLL"). Note que ao considerarmos as diagonais

AA” e A'B’, obtemos AAB = AﬁB’, pois AA'B’ = AA” B’ pelo caso ‘LLL’. Decorre
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dai que AA’A”B’ pode ser inscrito numa circunferéncia? de raio de medida OA, onde O é
obtido pela interse¢ao das mediatrizes dos segmentos AA’, A’A"” e A”B’. Seja O' = ¢(0).
Como OA = OA’ = OA”, entao O'A = O'A’ = O'A” e, portanto, O’ pertence as

mediatrizes dos segmentos AA" e A’A”. Como a intersecao dessas mediatrizes é o ponto

O, segue que O' = O. Logo, se considerarmos a rotacao p de centro O e angulo o = AOA' ,
teremos poo(A) = A" = ©(A), poa(A) = A" = p(A") e po.o(A") = B' = p(A”). Isto é,

nesse caso, ¢ = p é uma rotacao.

Figura 2.27: Situagdo em que os pontos A e B’ = p(A”) estao do mesmo lado da reta r.

J& na segunda possibilidade, B” forma com A, A" ¢ A” um paralelogramo em que

AA" e A”B” sao lados opostos, assim como os lados AA” e A’B” (portanto, congruentes).

Figura 2.28: Situacdo em que os pontos A e B = ¢(A”) estdo em lados opostos da reta

r.

Note que A’A” é uma de suas diagonais. Consideremos os pontos médios M, P e N
dos lados AA" e A”B” e da diagonal A’ A", respectivamente. Observemos que os triangulos

MA'N e PA"N sao congruentes pelo caso ‘LLL’ (MA’ = A”P, pois AA' = A"B" e M

2Proposicio sobre quadrildteros inscritiveis cujo enunciado e demonstracio podem ser encontrados

em MUNIZ NETO, 2013 b, p. 137.
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e P foram tomados como pontos médios desses segmentos; A’/N = NA”, pois N é o
ponto médio de A’A” e MN = NP por serem as bases médias dos triangulos AA’A” e
A'A"B", cujas bases AA” e A'B” sao congruentes). Logo, A'NM = A"NP. De posse
desse fato e observando que A’/NB” = A"NM (opostos pelo vértice), entdao M NP =
= MNA' + ANP = A"NP+ MNA" = MNP = 180°, o que significa que os pontos M,
N e P sao colineares. Seja s a reta que passa por esses trés pontos. Se considerarmos
a isometria TR = Tyn o Ry : m — 7 (obtida fazendo a translacdo Ty,y seguir-se a
reflexdo Rs; em torno de s), entdo, TR(A) = A" = ¢(A), TR(A") = A" = p(4') e
TR(A") = B" = p(A”). Logo, nesse caso, ¢ = T'R é uma reflexdo delizante. Portanto,
nesse primeiro caso, em que A, A" e A” sdo distintos e nao colineares, ¢ é uma rotacao
ou uma reflexao deslizante.

Passamos entao ao segundo caso, onde A, A" e A” sao pontos distintos e colineares

a uma reta t.

A" t

Figura 2.29: Ilustragao representativa para a demonstracao da Proposicao 2.14, para o

caso em que os pontos A, A" e A” sao colineares.

Como AA’ = A’A”, entao A’ serd o ponto médio do segmento AA” e assim, ao
considerarmos a translacdo Taas : t — ¢ (trata-se de uma isometria na reta, ver [9]),

entdo Tya(A) = A" = p(A) e Tya(A") = A" = p(A’). Logo, ¢ = Taa é uma translagao.

B B'

A" t

- ___{1__ =
v

B"

Figura 2.30: Situacao em que o ponto B esta fora da reta t.

Consideremos B um ponto fora de t. O triangulo AA’B é transformado pela
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isometria ¢ num outro triangulo congruente a ele e que tem A’ e A” como vértices.
Assim como no primeiro caso, temos novamente duas possibilidades para a posicao do
terceiro vértice ¢(B): o ponto B’, que fica do mesmo lado de B relativamente a t e o
ponto B”, que fica, relativamente a t, no lado oposto ao ponto B.

Claramente que B” é simétrico de B’ em relagao a t (fato que segue ao olhar-
mos as alturas congruentes dos triangulos A’A"B’" e A’A”B", que tem o mesmo pé da

perpendicular D em t).

Figura 2.31: Situacdo em que B e B’ = p(B) estdao em um mesmo lado da reta t.

Na primeira possibilidade, ao considerarmos o segmento BB’, formamos o qua-
drilatero AA’B’B.  Da congruéncia dos triangulos AA'B e A’A"B’, segue que
BAA' = B'AA". Logo, pensando na reta ¢ como uma transversal a reta que passa
por A e B e a reta que passa por A" e B’, entdo esses angulos sao correspodentes e,
consequentemente, os segmentos AB e A'B’ sao paralelos. Aliado ao fato deles também
serem congruentes, segue que AA’B'B é um paralelogramo. Portanto, considerando a
translac@o Taa : m — m, entdo Tya(A) = A" = p(A), Tua(A") = A" = p(A) e

Taa(B) = B' = ¢(B) e, assim, conclui-se que ¢ = Ty4 é uma translagao.

Figura 2.32: Situagao em B’ e B” = ¢(B) estao em lados opostos em relagao a reta t.

Ja para a segunda possibilidade, devemos também considerar a altura BC' do

triangulo AA'B, em relacao ao lado AA’. Como triangulos congruentes tem alturas con-
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gruentes, fica evidente que ABC = A’B’D pelo caso especial de congruéncia de triangulos
retangulos ‘CH’. Segue dai que AC' = A’'D e, consequentemente, os segmentos AA" e CD
serao congruentes (ja que C'A’ é comum aos dois). Logo, diante desse fato e uma vez
observado que B” é simétrico de B’ em relacao a t, basta considerar a reflexao deslizante
TR = Tya o Ry : m — 7, pois assim, TR(A) = A" = p(A), TR(A) = A" = p(A) e
TR(B) = B" = ¢(B). Logo, ¢ = TR é uma reflexao delizante. Portanto, nesse segundo
caso em que A, A" e A” sao distintos e colineares, ¢ é uma translacdo ou uma reflexao
deslizante.

Para fechar a demonstragao da proposicao, resta-nos ver o terceiro caso em que A
e A” sao coincidentes. Como eles sao coincidentes, entao ¢ transforma AA’ em si mesmo
(pois AA” = A’A”). Segue dai que se M é o ponto médio de AA’, entdo (M) = M
(pois ele seria levado no ponto médio de A’A”, que é congruente a AA’). Além disso, pelo

mesmo motivo, a mediatriz v de AA’ (que passa por M), é transformada nela mesma

pela .

A e All |_ M All

u

Bl

Figura 2.33: Tlustracao representativa do caso em que A e A” sdo coincidentes.

Seja B um ponto de v, diferente de M. Temos duas possibilidades para o ponto
©(B): o préprio B (devido ao fato da mediatriz ser levada nela mesma) ou o ponto B’
pertencente a v e simétrico de B em relacdo a reta u, que é a reta que passa por Ae A’. Na
primeria possibilidade, ao considerar a reflexdo R, : m — 7, entdo R,(A) = A" = p(A),
R,(A)=A"=A=p(A) e R,(B) =B = ¢(B). Logo ¢ = R, ¢ uma reflexao.

Agora na segunda possibilidade, observe que considerando a rotacao
pmasee @ ™ — 7 (isto é, a rotacdo em torno de M com angulo de 180°,) entdo
PM,1800(A) = A = SO(A)> pM,180°(A/) =A"=A= SO(A/) S pM,lSOO(B) = DB = SO(B)-

Logo, ¢ = parisee ¢ uma rotagao e portanto, para esse terceiro e ultimo caso, em que
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A= A" distinto de A, p é uma translagao ou uma rotagao. ]

E importante frizar, novamente, que exitem outras isometrias no plano além das
quatro citadas na proposicao anterior, porém, todas elas sao obtidas pela composicao des-
ses quatro tipos. Alids, sdo essas composigoes que viabilizam a movimentagao de figuras
geométricas pelo plano, as quais, como ja vimos, viabilizam a definicao de congruéncia
de figuras geométricas dada no primeiro capitulo.

Inclusive, fechamos a secao relembrando essa definicao de congruéncia, agora

usando a linguagem de isometrias.

Definicao 2.15. Duas figuras planas sao ditas congruentes, quando uma é imagem da

outra pela aplicagao de uma isometria ou uma composicao de isometrias.

Afim de exemplificar, basta observar que o triangulo ABC da Figura 2.24 é con-
gruente ao triangulo EFG, uma vez que esse tltimo é resultado das seguintes isometrias
sobre o triangulo ABC: uma reflexdo deslizante (em relacao a reta r) seguida de uma
rotagdo de 90°, no sentido horario, ao redor do ponto G (imagem do ponto C com a

plicacdo da reflexao deslizante).

B C

Figura 2.34: ABC é congruente a EFG

Esse exemplo serve de motivacao para a construcao de um material didatico, o
qual estamos chamando de plano isométrico, para, através de congruéncia de figuras
planas, estudar as isometrias no plano. Esse material concreto serd o assunto abordado
no Capitulo 3.

Antes de passarmos para as homotetias, porém, chamamos a atencao para o

fato de que como uma isometria preserva distancias e angulos, entao faz todo o sentido
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darmos a definicao de congruéncia de triangulos como sendo aquela vista no Capitulo 1

que aparece em praticamente todos os livros didaticos de geometria plana.

2.2 Homotetias no plano

Homotetias sao transformacgoes geométricas que “ampliam” (ou “reduzem”) de forma
continua qualquer figura geométrica. Antes porém, faz-se necessario formalizarmos a
transformacao geométrica semelhanca no plano, ja apresentada no Capitulo 1, uma vez

que ela vai auxiliar no desenvolvimento do estudo das homotetias.

2.2.1 A transformacao semelhanca

Definigao 2.16. Seja k um ntmero real positivo. Uma semelhanca de razao k no plano
7 é uma transformacao o : m — 7 que multiplica por k£ a distancia entre quaisquer
dois pontos distintos A e B de m. Em outras palavras, d(A’, B") = k - d(A, B), sendo
A" =0(A) e B' = 0(B) também pontos distintos de .

Equivalentemente, quaisquer dois pontos A e B distintos de m, tem-se
A'B’' = k- AB e, geometricamente falando, a semelhanca ¢ vai “ampliar” (ou “reduzir”) o
segmento AB continuamente até o segmento A’B’; de tal forma que os seus comprimentos
sejam proporcionais.

Caso a semelhanca o tenha razao k = 1, entao ela trata-se de uma isometria
no plano (assunto tratado na segdo anterior). Logo, serdo abordadas nessa segao as

semelhancas cuja razao k é diferente de 1.
Proposicao 2.17. Toda semelhan¢a o : 71 — w transforma retas em retas.

Demonstracao. Considere uma reta r em 7 e sejam A e B dois pontos distintos de
r. Considere também a reta 1’ que contém os pontos distintos A" = 0(A) e B’ = o(B),
com A/B’ = k- AB. Vamos tomar um ponto X de r e mostrar que o ponto X’ = o(X)
pertence a reta . Com efeito, se X € r, entao ele é tal que um dos pontos A, B e X
estd entre os outros dois. Suponhamos, sem perda de generalidade, que A*X*B. Logo
AB = AX + XB, com AX' = k-AX e X'B" = k- XB. Assim, AAB’ = k- AB =
= k(AX + XB) = k(AX) + k(XB) = A’X’ + X'B’. Segue que A*X"*B’ e, portanto,

X e =
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Proposicao 2.18. Toda semelhanca o : m — 7 transforma retas perpendiculares em

retas perpendiculares.

Demonstracao. Consideremos as retas perpendiculares 7 e s no plano 7, cujo ponto de
intersecao das duas é o ponto A. Tomemos os pontos B, em r, e C', em s, ambos distintos
de A. Observemos que é formado o triangulo ABC, retangulo em A. A semelhanca o,
de razao k, leva o triangulo ABC no triangulo A’B’'C’, sendo A" = 0(A), B’ = o(B) e
C' = 0o(C) e, também, A/B' = k- AB, AC' =k - AC e B'C" = k- BC. Afirmamos que
A'B'C" é retangulo em A'.

B!

Figura 2.35: Ilustracao representativa para a demonstracao da Proposicao 2.18.

Com efeito, (B'C")? = (kBC)? = k*(BC)%. Pelo Teorema de Pitdgoras, apli-
cado no triangulo ABC, (BC)? = (AB)? + (AC)?. Logo, (B'C")* = k*(BC)* =
= k*((AB)*+ (AC)?) = k*(AB)?+k2(AC)? = (k(AB))*+ (k(AC))? = (A B')* 4 (A'C")2.

Segue da reciproca do Teorema de Pitagoras, que A’B’'C’ é retangulo em A’. Logo, o
leva as retas perpendiculares r e s nas retas perpendiculares 1’ e s', sendo 7’ a reta que

passa por A’ e B’ e s’ a reta que passa por A’ e C'. [

1

Proposicao 2.19. Toda semelhanca o : 1 — w € bijetiva, cuja inversa o~ :m —> T €

ainda uma semelhanca.

A demonstragao dessa proposicao utiliza argumentacoes andlogas aos utilizados
na demostracgao da Proposi¢ao 2.4, que versa sobre a bijetividade das isometrias no plano.
Algo importate a se dizer aqui, é que se a semelhanca o tiver razao k, entao a semelhanca
inversa 0! terd razao % Geometricamente, havera uma “reducao”da figura no plano,

isso se kK > 1. Caso k < 1, entao havera uma “ampliacao”da figura.
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Proposicao 2.20. Toda semelhanca o : m —> m transforma retas paralelas em retas

paralelas.

A demostracao dessa proposicao ¢é idéntica a demostracao da Proposicao 2.6, no

caso em que isometrias no plano levam retas paralelas em retas paralelas.
Proposicao 2.21. Toda semelhanca o : 1 — © preserva quaisquer angulos.

Demonstracao. De fato, seja ABC um angulo qualquer de 7. As imagens dos pontos
A, B e C pela o, de razdo k, sao os pontos A', B’ e C’, de modo que A’B’ = k - AB,
A'C"=k-AC e B'C'" = k-BC'. Decorre dai que ABC ~ A’B'C" pelo caso ‘PPP’. Portanto
B'A'C' = BAC. =

Fica claro que, pela demonstracao da Proposicao 2.21, uma semelhanca sempre
leva um triangulo num outro triangulo semelhante a ele. Na realidade isso vai acontecer
com qualquer poligono convexo, devido ao fato de semelhanca transformar segmentos em

outros segmentos proporcionais a estes.

Proposicao 2.22. Toda semelhanca o : m1 — w de razao k transforma uma circun-

feréncia de raio a numa circunferéncia de raio ka.

Demonstracao. De fato, consideremos a circunferéncia de centro O e raio a. Essa
circunferéncia é a uniao de todos os pontos X de m, tais que OX = a. Sua imagem pela
o sao todos os pontos X’ do plano tais que O’X’ = k- OX, em que O = p(0). Segue

que O’ X' = ka, que representa a circunferéncia de centro O’ e raio ka. [

Definicao 2.23. Dadas duas semelhancas o, w : @ — 7 no plano, de razoes k e k/, a
. ‘ 5 / ;
composta o ow : m — 7 serd uma semelhanca de razao kk’, que associa a cada ponto

P € m o ponto o(w(P)) € 7, isto é, (0 ow)(P) = o(w(P)).

Essa definicao, na verdade quer nos dizer que a semelhanca é uma transformacao
transitiva, com o detalhe que coo~! = I, sendo I a transformacao identidade. E, dentre

todos os exemplos de semelhancgas no plano, as homotetias sao os exemplos mais simples.

2.2.2 As homotetias

Definicao 2.24. Seja k um numero real positivo e seja O um ponto do plano 7. Uma

homotetia de centro O e razao k é uma transformagao pu: 7 — 7 tal que p(O) = O e,

para todo ponto X # O, X' = u(X) é o ponto da semirreta Spx, tal que OX' =k-0X.
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S
X

Figura 2.36: X’ é resultado de uma homotetia em X para o caso k£ > 1.

Decorre da definicao que uma homotetia p transforma toda semirreta de origem
no ponto O em si mesma e, evidentemente, transforma toda reta que passa por O em si

mesina.

Proposicao 2.25. Toda homotetia p : 1 —> 7 de centro O e razdo k # 1 transforma

toda reta que nao contém O numa reta paralela a ela.

Demonstragao.

Figura 2.37: Ilustracao representativa para a demonstracao da Proposicao 2.25.

De fato, seja X um ponto diferente de O. Temos que X' = pu(X) é tal que X' € Spx
e OX' = k-OX. Tomemos um ponto Y ¢ Spy. Logo exite Y’ € Soy, tal que Y’ = u(Y)
e OY' = k-OY. Claramente que Y’ ¢ Spx. Consideremos as retas r, que passam por X

eY, er’, que passa por X’ e Y. Obeserve que nenhuma delas contém o ponto O. Como

OX'=k-0X e OY' = k- OY, segue que as retas 7 e r’ sdo paralelas pela reciproca do
Teorema de Tales?. m

Outro fato que pode ser observado na Figura 2.37 é que OXY ~ OX'Y’ pelo caso
‘PAP’, uma vez que o angulo O é comum aos dois triangulos e os lados OX e OX’, assim
como OY e QY| sdo proporcionais. Logo, os lados XY e X'Y’ também sao proporcionais

e, portanto, X'Y’' =k - XY.

3Corolario do Teorema de Tales cujo enunciado e demonstracio podem ser encontrados em MUNIZ

NETO, 2013 b, p. 154.
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Isso demonstra que, de fato, toda homotetia é uma semelhanca. Logo, toda
homotetia p : @ — m, de centro O e razao k, é bijetiva e sua inversa p~' é a homotetia
de centro O e razao % Além disso, toda homotetia leva um triangulo num outro triangulo
triangulo semelhante a ele.

Pela Proposicao 2.25, AB e A’ B’ sao paralelos, assim como AC e A’C’ e também
BC e B'C'. Logo, a homotetia leva um triangulo num triangulo semelhante e ele, com o
detalhe de que os lados correspondentes sao paralelos (ver Figura 2.38). Isso vai acontecer

também com qualquer poligono.

Figura 2.38: A’'B’C’ ¢ semelhante a ABC por uma homotetia.

E importante ressaltar que a aplicacao da homotetia ocasionou uma “amplia¢ao”
continua do triangulo ABC' no triangulo A’B’'C’. Isso sempre vai acontecer com qual-
quer figura geométrica quando £ > 1. Quando 0 < k£ < 1, a homotetia vai causar
uma “reducao”continua da figura, que, aproveitando esse mesmo exemplo, basta olhar a
redugao do triangulo A’B’C" até o triangulo ABC. No caso em que k = 1, a homotetia
reduz-se a tranformacao identidade e no caso em que k = 0, temos um caso degenerado
da homotetia, que reduz-se a um ponto, a saber, o centro da homotetia.

As vezes, € convinente considerar transformacgoes A : 1 — 7, que consistem numa
homotetia 1 de centro O e razao k > 0, seguida de uma rotagao de 180° em torno de O.

Nesse caso, A serda também uma homotetia, a qual é abordada na proxima definicao.

Definicao 2.26. Seja k£ um numero real positivo e seja O um ponto do plano 7. Uma
homotetia inversa de centro O e razao —k é uma transformacao A\ : @ — 7 tal que
AO) = O e, para todo ponto X # O, X' = A\(X) é o ponto da semirreta oposta a Spy,
tal que OX’ = —k - OX.
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X
‘\‘\‘_\.X\.
O
SOX

Figura 2.39: X’ é resultado da homotetia inversa em X.

Pensando em triangulos, a imagem pela homotetia inversa de um triangulo sera
um triangulo semelhante a ele, de razao k, porém ele estard “invertido”em relacao ao

outro.

Figura 2.40: X’Y’Z’ é semelhante a XYZ por uma homotetia inversa.

Observe na Figura 2.40, que triangulo “invertido” X'Y’Z’ sofreu uma ampliacao
do triangulo XY Z. Isso sempre vai acontecer com qualquer figura geométrica no plano
quando a homotetia inversa tiver razao k < —1. Quando —1 < k£ < 0, a homotetia
inversa vai causar uma reducao na figura. No caso em que k = —1, a homotetia inversa
serd uma isometria, no caso, uma rotacao de 180° em torno do centro da homotetia. E
se k = 0, temos o mesmo caso degenerado da “homotetia normal”.

Esse fenomeno de “inverter”as figuras na homotetia inversa vai acontecer com
qualquer figura geométrica, incluindo circunferéncias. Por falar em circunferéncias, sem-
pre vai existir uma homotetia que relaciona duas delas, desde que elas nao sejam concéntricas.
Algo mais interessante vai acontecer quando tomamos duas circunferéncias distintas, onde
uma nao ¢ interior a outra e nao existe ponto de intersecao entre elas.

Nesse caso, vao existir duas homotetias que as relacionam, uma “normal”e uma
inversa e, para encontrar os dois pontos O e O dessas duas homotetias, basta conside-
rar os pontos de intersecao das retas tangentes comuns as circunferéncias. Note que em
relagdo ao ponto O (ponto de intersegao de uma das duas possibilidades de retas tan-

gentes comuns as duas circuferéncias), a circunferéncia Cy é resultado de uma homotetia
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“normal”sobre a circunferéncia C. Agora, em relagao ao ponto O (ponto de intersegao da
outra possibilidade de retas tangentes comuns as duas circunferéncias), a circunferéncia

(5 é resultado de uma homotetia inversa aplicada a circunferéncia C'.

Figura 2.41: Homotetias de circunferéncias.

Agora, diferentemente das isometrias, as homotetias nao sao facilmente observa-
das ao nosso redor, embora elas aparecem em alguns casos. A seguir temos dois exemplos

onde elas podem ser observadas.

Figura 2.42: Arte: pavimetagoes de Escher. Fonte: http://somenteboasnoticias. word-
press.com/2012/03/27/o-mundo-magico-de-escher-rj-a-exposicao-mais-vista -do-mundo-

em-2011/.



2.2 Homotetias no plano 50

Figura 2.43: Fractais: triangulo de Sierpinski. Fonte: http://shadowlotus.wordpress
.com/2007/05/29 /fractales/ .

Para fechar essa se¢ao, apresentamos a proposigao a seguir, que relaciona tudo o

que estudamos até agora.

Proposicao 2.27. Toda semelhanca o : 1 — m € igual a uma isometria sequida de uma

homotetia.

Demonstracao. Seja ¢ : 7 — 7 uma semelhanga de razao k. Fixado um ponto O
de 7, considere a homotetia u : m — 7, de centro O e razao também k, cuja inversa,

-1

como sabemos, é a homotetia ! : 7 — 7, de razao % A composta n = pu~ oo é uma

semelhanca de razao % -k =1, ou seja, n ¢ uma isometria. Logo, aplicando  em ambos

Lo, obtemos o = pon. n

os membros de n = u
Ou seja, é essa proposicao que nos inspira a dar a definicao de semelhanca de
figuras geométricas dada no primeiro capitulo, que pode ser reescrita como na proxima

definicao, agora em linguagem de homotetias e isometrias.

Definicao 2.28. Duas figuras planas sao ditas semelhantes, quando uma é imagem da
outra pela aplicagdo de uma isometria (ou uma composi¢ao de isometrias) seguida de

uma homotetia.

Claramente que em alguns casos, devemos considerar apenas homotetias. Logo,
nesse caso, a isometria seria a transformacao identidade e a definicao continuaria con-

templada.
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Figura 2.44: ABCD ¢ semelhante a EFGH

A titulo de exemplo, observe que, na Figura 2.44, o quadrilatero ABCD é seme-
lhante ao quadrilatero FF'GH, pois este é resultado de uma translagao seguida de uma
homotetia do quadrilatero ABCD. Esse exemplo, alids, é a motivacao para as atividades
com o GeoGebra que serao propostas no préoximo capitulo, afim de se utilizar semelhanca
de figuras planas para se estudar homotetias no plano.

Gostariamos de chamar a atencao, antes de fecharmos essa segao, para o fato
de como uma homotetia transforma segmentos em segmentos proporcionais e preserva
angulos, entao, faz-se todo o sentido dar a definicao de semelhanca de triangulos como
sendo a que aparece na maioria dos livros didaticos de geometria plana, definicao esta ja

citada no Capitulo 1.

2.3 As isometrias e homotetias enquanto coordena-

das no plano

O objetivo principal dessa secao é estudar as isometrias e homotetias no plano 7,
agora pensado como um sistema de eixos ortogonais OX e OY', que tem a mesma origem
O. Nesse plano, que denominaremos por XQY, cada ponto P serd representado por suas
coordeandas x e y, sendo x, que se encontra no eixo OX, a abcissa e y, que se encontra
no eixo OY, a ordenada. Assim sendo, cada ponto P de 7 sera representado pelo par
ordenado P = (z,y).

Iniciamos falando das isometrias. A primeira delas sera a translacao Tz : m — 7,

que como vimos no Capitulo 1, é a transformacao geométrica do plano que associa cada
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ponto P do plano ao ponto Q) = T%(P) =P + .

Y|

Figura 2.45: Translagao em coordenadas.

Se as coordenadas de U sdo (c,d), entao, para cada ponto P = (x,y) de , as
coordenadas (z/,4/) de Q serdo Q = T (P) = P+ U = (z,y) + (¢,d) = (z + ¢,y + d).
De forma geral, toda figura F' do plano é transformada numa figura F’ = T%(F'), cujos
pontos P + o de F’ sdo obtidos transformando-se todos os pontos P de F' pela mesma
T%.

Passamos agora a tratar da reflexao R, : @1 — m, cujo objetivo é encontrar as
coordenadas de Q = (2/,y'), resultado da reflexdo de P = (z,y), nao pertencente a r, em

relacao a reta r. Aqui vamos analisar quatro casos, que correspondem as possibilidades

das posicoes de r no plano.

Y,
Jlo p
d IM r
Yims ilQ
|
O x=Xx X

Figura 2.46: Reflexao em relagao a uma reta horizontal.
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Inicialmente, vamos tratar do caso em que a reta r seja horizontal, isto é, coinci-
dente ou paralela ao eixo OX. Nesse caso, a reta r tem equagdo y = d, d € R (Figura
2.46). Decorre da defini¢ao da reflexao que M = (x,d) é ponto médio do segmento PQ).
Logo, PM = M@. Entao, para encontrar as coordenadas de (), basta fazermos uma
translacdo de M pelo vetor o = ﬁ/[ =M —P = (z,d) — (z,y) = (0,d — y). Assim,
Q=Ty(M)=M+7 = (x,d) + (0,d — y) = (z,2d — y).

Y
T
, P M
Y=Yi-——-2 ?Q
| |
| |
| |
| |
@] X c X' X

Figura 2.47: Reflexao em relagao a uma reta vertical

Agora vamos considerar r como sendo uma reta vertical, isto é, paralela ou coin-
cidente com o eixo OY, de equacdao x = ¢, ¢ € R. Assim, como no caso anterior, para
encontrar as coordenadas de (), basta, também, fazer uma translacao de M, pelo vetor
T =PM=M-P= (¢,y) — (z,y) = (¢ — x,0). Logo, Q = Ty(M) = M + 7 =
(e.y) + (c—2,0) = (2c — 2,).

Vamos agora, considerar uma reta r, nao-vertical e nao-horizontal, de equagao
y=azr,a € Rea+#0, que passa pela origem do sistema coordenado e faz um angulo «
com o eixo OX (Figura 2.48).

Como r é mediatriz de PQ, entao PM = MQ e PMO = QM\O = 90°. Isso,
aliado so fato de o lado OM ser comum aos triangulos OPM e OQM, podemos dizer,
pelo caso ‘LAL’, que OPM = OQM. Segue que OP = OQ. Porém, OP = d(O, P) =
= V(@-02+(@y—-02 = /22+y2 Da mesma forma, OQ = d(0,Q) =
= /(@ =02+ (y —0)? = \/W Segue que \/m = a?+y? =

— 22 =22+ y? . (1)
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Y,
Y-+~ P T
|
|
y+y' oo Lo O
2 i
| |
o /oA L \Q
y r : |
| |
R
0 L [CA
X X—I—Xf X' X
2

Figura 2.48: Reflexao em relacao a uma reta que passa na origem.

Por outro lado, observando o triangulo OAM, retangulo em g, temos que

AM / /
tga = i Como M é ponto médio de PQ, entao M = <x —g L , i —g Y ) Assim sendo,
y+y
AM !
lgo = — = 2 - = vty . Mas tga = a, que é o coeficiente angular da reta
OA r+uw x4+
2
y+y : / : :
T. Segueque,x+$/:a:y+y:a(x+x):>y+y:ax+ax:>

—y —ar’ =ar —y. (2)
Conclusao, as coordenadas (z',y') de @) sdo tais que satisfazem as equagoes dadas

em (1) e (2), isto é, devem satisfazer o sistema formado por essas duas equagdes. A

2 2

equacao (1) pode ser reescrita como 2% — 2 = ¢y — y% e, como P ¢ r, entao z # 2’ e,

portanto, 2% — 2% # 0, o que significa que podemos dividir 22 —2"? = y"* —y? por 22 — 22,
Y2 — g2
= 1.

obtendo 5
T2 —x

W =y +v)
(x — ') (x + a')

/_

Y y/a =1l=z—-2ad =aly —y = 2—2 =ay —ay =

Essa equacao pode ser reescrita como = 1. Segue, do fato de

/

vty _ . que
x+a ’ T—
— ay +2' =x+ay. (3)

Logo, 2’ e ¥ s@o tais que satisfazem as equagoes dadas em (2) e (3). A solugao
1—a? N 2a ) 2a 1—a?

x ey = T —
1+a " 1+a2’ Y T 1@’ T 1+ a”
coordenadas de @), que, relembrando, é resultado da reflexdo de P = (x,y) em relacao a

tnica desse sistema é ' =

que sao as

r de equagao y = ax.

Resta, entao, considerar a reta r de equagao y = ax +0b, a e b reais e diferentes de
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zero, que representam uma reta nao-vertical e nao-horizontal, que nao passa na origem
do sistema cartesiano. Vale relembrar que o coeficiente b é o coeficiente linear de r, que é
o valor da intersecao de r com o eixo QY. Logo, para encontrar as coordenadas do ponto
Q, reflexao de P em relagao a r, basta fazer uma trnslagao vertical de P sob um vetor
de médulo b, depois uma reflexao em relacao a reta s, de equagao y = ax, paralela a r e
que passa pela origem, e , finalmente, fazer outra translacao vertical, também de moédulo

b, porém de sentido contrario a translacao anteriormente feita.

Y,
T
T P
v
yE-<7\Q
P1 8
/b } .
%)

|
O : IP2

X X' X

Figura 2.49: Reflexao em relacao a uma reta que nao passa na origem.

Temos que P, = Ty (P), onde ¥y = (0,—b). Logo, P, = P+ Uy = (x,y)+
+(0,—b) = (z,y —b). J& P5 é areflexdo de P em relacdo a s. Como visto anteriormente,

1—a? 2a 2a 1—a?

Py = r+ (y—10), x— (y —b)). Finalmente, @ = T (P), onde
1+ a? 1+ a? 2

2 2a 2a 1—a?

1+ a? 1+a?
1—a
Uy =(0,b). Logo Q = Py+ Uy = ( 2(y—b),1+a2313—1+a2
(y —b) +b), que sao as coordenadas

—-b
) 1—|—a2x+1+c2z (y ))+
1—a 2a 2a 1—a
0,b) = —b _

de @, reflexo de P em relacao a r de equacao y = ax + b. Perceba que PP P(Q) é

um parlelogramo, e isso justifica toda a construcao feita para encontrar as coordenadas
(2',y') de Q.

De posse dessas coordenadas da reflexao e uma vez entendido a translacao, fica
bastante simples exprimirmos as coordenadas de uma reflexao delizante, onde, para tal,
basta somarmos as coordenadas do vetor que estabalece a translacao as coordenadas do
ponto obtido pela reflexao em relacao a reta. Sé lembrando que esse vetor em questao é

paralelo a reta utilizada na reflexao.
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Resta-nos entao, falarmos da rotagao po, : @ — m. Inicialmente, fixamos
O como sendo a origem do sistema de coordenadas XOY e « um angulo qualquer de
rotagdo. Seja P = (z,y) um ponto qualquer do plano e seja Q@ = poo(P). Vamos

o o
encontrar as coordenadas @ = (2/,y').

Y,
y' _____________ \_\Q
N
| \
| A
y_______________:___\'\P
: I
| Iy
[ b
| [
o ' !
| |
I
B B mA
O X' X X

Figura 2.50: Rotacao em coordenadas na origem do sistema.

Observe que sao formados os triangulos O AP, retangulo em E, e OBQ), retangulo

em §, sendo que, no triangulo OAP, temos:

AP _
>senﬁzﬁz>sen5:O:yP:>y:OP~senB

OA S
>cosﬁ:%ﬁcosﬁz%éx:OP-cosﬁ.

Por outro lado, agora no triangulo OBQ):

>sen(ﬁ+a)—g;g:>56n(ﬁ+oz)—%:>y’—0_-sen(ﬂ+a)
> cos(6+a):%:>cos(ﬂ+a):% 7' =0Q - cos(B + a).

Assim, a partir dessas equagoes e observando que OP = O(Q), obtemos:

» 7' = O0Q - cos(f + a) = OQ(cosB - cosa — senf3 - sena) =
=0Q - cosf3 - cosa — OQ - senf3 - senac = OP - cosf3 - cosoe — OP - senf3 - sena =

=T CosStx — Y - Sena.
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>y = 0Q - sen(B + a) = OQ(sen - cosa + sena - cosf) =
=0Q - senf - cosa + OQ - sena - cosfB = OP - senf - cosa + OP - cosf3 - sena =

=y -cosSa + T - Ssena = T - SENC + Y * COSAL.

Conclusao, Q = (x - cosa — y - sena, T - sena + y - cosa), isso, lembrando, O foi
tomado como a origem do sistema coordenado. Agora, tomando O = (¢, d), ¢ e d reais
e nao simultaneamente nulos, e & um angulo de rotacao qualquer, vamos determinar as
coordenadas de Q) = po o(P) = (2, ).

Inicialmente, vamos fazer uma translacao do segmento O’'P, segundo o vetor
o1 = (—¢,—d), que vai resultar no segmento OP,, onde O = Ty(0') = O' 4+ 1] =
= (¢,d) + (—¢,—d) = (0,0) é a origem do sistema de coordenadas XOY e P, = T (P) =
= P+ 0] = (2,9) + (—¢, —d) = (z — ¢,y — d). Fazendo a rotacio de Py, fixado o ponto
O e segundo o angulo «, obtemos o ponto P, = pp o(P1), que, como anteriormente visto,

terd coordenadas ((z — ¢) - cosa — (y — d) - sena, (x — ¢) - sena + (y — d) - cosa).

Y)
Vool ____Q
™
AP
e A
I
! | |
db-—+—-—=—- 9 (.
4 ‘ T_J) = o
141 I 2 Uy :
Py L
| B [
[ Pl
\ ‘.Pl [l
\ ! [l
1 -
0] c X' X X

Figura 2.51: Rotacao em coordenadas ao redor de um ponto fora da origem do sistema.

Ao transladar P, segundo o vetor v = (c,d), obtemos o ponto @, que junta-
mente com os pontos O', O e Py, formam um paralelogramo. Como O’'PP;O é também
um paralogramo, assim como QPP P,, entao os triangulos P,OP; e QO'P sao con-
gruentes pelo caso ‘LLL’, o que resulta que P26P1 = Qb\’P = «. Assim sendo, @)
pode ser interpretado como a rotacao de P, fixado o ponto O’ e segundo o angulo

a, isto é, @ = po.(P). Logo, suas coordenadas (z',y'), as quais estamos procu-
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rando, sio Q = T(Py) = Py + 03 = ((z — ¢) - cosa — (y — d) - sena, (x — ¢) - sena+
+(y—d)-cosa)+(c,d) = ((x—c)-cosa—(y—d)-sena+c, (x—c)-sena+(y—d)-cosa+d).

Com isso fechamos essa parte de coordenadas de isometrias no plano e, para
encerrarmos a se¢ao, vamos ver como fica a homotetia enquanto coordenadas no plano.
Para isso, seja g uma homotetia de centro O e razao k. Vamos inicialmente supor que O

seja a origem do sistema coordenado XOY .

Y
S
' OP
¥ I R N T Q
|
|
P
y|----= |
| | _
@] X X' X

Figura 2.52: Homotetia com centro na origem do sistema coordenado

Para qualquer P = (z,y) do plano, as coordeandas (2’,y’) de @ = u(P) serdo tais
que OQ = k-OP. Isso é equivalente a dizer que Oﬁ = kO? — Q-0=kP-0)=
= (¢,y) = (0,0) = k((z,y) = (0,0)) = (2", ¢/) = k(z,y) = («,y) = (kz, ky), isto
é, Q = (kz, ky).

Y,
\ Q
Y- ‘ SO'P
P -
| —— $-i= v,
df-—-—- o : |
AV 2 - Sop,
P, | 2 }
| [
; | I -
O c X X X

Figura 2.53: Homotetia com centro fora da origem do sistema coordenado

Caso O seja tomado fora do sistema coordenado, basta fazermos uma translacao
que o faga coincidir com o centro do sistema e basta procedermos como foi feito na rotagao,

quando o ponto foi tomado diferente da origem do sistema coordenado. Suponhamos,
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entao, que O" = (¢,d), ¢ e d nimeros reais e nao simultaneamente nulos, seja o centro da
homotetia p. Note que O'P é levado no segmento O P;, pela translacao segundo o vetor
7 = (—¢,—d), sendo O a origem do sistema coordenado e P, = (z — ¢,y — d). A
homotetia p leva P, no ponto Py = (k(z — ¢),k(y — d)) e, finalmente, Q = T3 (), com
5 = (¢,d), coincide com a homotetia de centro O’ apliacada em P. Logo, as coordenadas
(/) de Q = pu(P) sio Q = Tx(P) = P+ 03 = (k(z — ¢),k(y — d)) + (¢,d) =
= (k(zr — ¢) + ¢,k(y — d) + d). Perceba que, mais uma vez, sdo paralelogramos que
viabilizam essas conclusoes.

Antes de finalizarmos, vale um comentario. Como provamos na Proposicao 2.27,
que toda semelhanga é uma isometria seguida de uma homotetia e, sabendo as coorde-
nadas das isometrias e das homotetias, entao é sempre possivel, também, determinar as

coordenadas de uma semelhanca no plano.



Capitulo 3

Propostas de atividades que
exploram as isometrias e as

homotetias no plano

Esse capitulo tem por objetivo propor algumas atividades para que as isometrias
e homotetias sejam exploradas por meio das congruéncias e semelhancas de figuras pla-
nas. Basicamente, sdo propostas duas atividades: 1) atividades num material concreto
para se trabalhar isometrias e 2) atividades no GeoGebra para se trabalhar isometrias e
homotetias.

Na secao 3.1, serao apresentadas atividades para se explorar isometrias no plano
via congruéncia de figuras geométricas. Serao propostas duas atividades, uma que sera
desenvolvida num material concreto que desenvolvemos, e que chameamos de plano
isométrico, e outra que sera desenvolvida no GeoGebra. Discussoes acerca da aplicagao
dessas atividades serao apresentadas nessa secao.

Na secao 3.2, que fecha o capitulo, apresentaremos algumas atividades no
GeoGebra que trabalham homotetias via semelhanca de figuras geométricas, bem como,
algumas consideracoes acerca da aplicacao dessas atividades.

E importante destacar que as consideragoes que sao feitas acerca da aplicagao des-
sas atividades sao opinides particulares que foram observadas no decorrer da aplicacao.
Claramente que essas atividades, independente das nossas consideracoes, ficam como
sugestoes para que os professores da educacao basica, alidas, das licenciaturas em ma-

tematica, inclusive, possam utiliza-las para o ensino das isometrias e homotetias no plano.

60



3.1 Trabalhando isometrias no plano isométrico 61

3.1 Trabalhando isometrias no plano isométrico

O plano isométrico ¢ um material didatico manipulavel por nés desenvolvido, cujo
objetivo é incentivar os alunos, por meio de movimentacoes livre de figuras geométricas no
plano, descobrir qual ou quais isometrias caracetrizam a congruéncia das figuras planas

apresentadas.

Figura 3.1: O plano isométrico.

Ele ¢é constituido, basicamente, de uma placa de metal, de dimensoes 38 cm por
27 cm, pintada em cinza, e um adesivo, de dimensoes 37 cm por 26 cm, cuja estampa
branca é um quadriculado preto de 1 cm por 1 cm, como um sistema de coordenadas,
fixada na placa de metal.

Observe que na Figura 3.1 dois triangulos azuis estao fixados no plano de metal.
Esses triangulos, assim como varias outras figuras geométricas que foram confeccionadas,
também fazem parte do material didatico manipulavel. Essas figuras foram feitas em
folhas de Espuma Vinilica Acetinada (EVA), de diversas cores, que tem na parte inferior,
um adesivo imantado fixado. E esse adeviso que faz com que a figura fique “presa’no
plano de metal.

Mas porque uma barra de metal e figuras imantadas? O material foi pensado
assim para que as figuras, ao serem deslocadas pelo plano, nao se “desprendam”do plano,
garantindo que a movimentacao das figuras de fato aconteca. Além disso, a ideia é
trabalhar com o plano na vertical, como se ele fizesse o papel do quadro negro.

Voltando a Figura 3.1, note que para se chegar de um triangulo no outro, basta
fazer uma reflexao. Esse exemplo simples mostra claramente a metodologia das atividades

propostas no plano isométrico. Sao dadas duas figuras congruentes no plano e o estudante
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tem que deslocar uma figura até coincidir com a outra e, anotar como esse deslocamento
foi realizado. E importante dizermos que, dependendo da configuragao das figuras no
plano, pode existir mais de uma maneira de se levar uma figura na outra. O estudante
deve anotar todas as isometrias ou composi¢oes das mesmas que ele observar.

E fato que cada uma dessas configuragoes foram previamente pensadas, exata-
mente para que todas as isometrias possam ser exploradas pelo estudante. Inclusive
foram pensadas configuracoes com varias possibilidades de caminhos. O objetivo dessas
atividades é evidente, uma vez manipulando e descobrindo quais isometrias caracterizam
a congruéncia das figuras planas, o estudante fixa o conceito das diversas isometrias.

Essas atividades foram aplicadas numa turma de primeiro ano do ensino médio,
composta por trinta e nove alunos, no Instituto Federal de Educacao, Ciéncia e Tecnologia
Goiano - Campus Urutai. Essa turma foi escolhida porque esperava que o conceito de
congruencia de triangulos fosse trabalhado até o nono ano do ensino fundamental. Na
verdade, nao foi isso que foi constatado nessa turma. Apenas trés alunos estudaram
congruéncia de triangulos no ensino fundamental. Detalhe, os estudantes dessa turma
vivem em dez cidades diferentes, dos estados de Goias, Minas Gerais e Mato Grosso.

Isso nao parece assustar tanto, porque é sabido que a geometria muitas vezes nao
e ensinada pelos professores no ensino fundamental. Mas deixando essa discussao para
uma outra oportunidade, devido ao fato de os estudantes nao conhecerem congruéncia de
triangulos, foi feita uma explanacao desse conceito “tradicional”que aparece na maioria
dos livros didéticos (conceito apresentado no Capitulo 1). Alguns exemplos foram feitos
até que o conceito fosse apreendido. Em seguida, apresentamos o conceito de congruéncia
de triangulos que utilizam movimentagoes livres no plano (conceito também apresentado
no Capitulo 1).

Evidente que cada uma dessas movimentagoes foram apresentadas a eles e, fi-
nalmente, formalizadas como isometrias no plano. Esse momento de explanacao termina
quando o conceito de congruéncia de triangulos é generalizado para congruéncia de figuras
geométricas via isometrias (Defini¢ao 2.15).

Afim de fixar os conceitos das diversas isometrias apresentados na explanacao, os
planos isométricos foram distribuidos entre os estudantes e, em duplas, eles realizaram
varias atividades em que deveriam descobrir qual ou quais isometrias determinavam as

congruéncias de pares de figuras geométricas planas congruentes, distribuidas em diversas
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configuracgoes diferentes no plano.

Porém, antes de apresentarmos as configuragoes que foram propostas e as respecti-
vas discussoes acerca dos resultados observados, julgamos necesséario dizer da importancia
da utilizacao de materiais didaticos manipulaveis desse tipo, cujo principio central é que

o aluno possa aprender fazendo. Passos (2012) diz que:

“Reys (apud Matos Serrazina, 1996) define materias manipuldveis
como “objetos ou coisas que o aluno é capaz de sentir, tocar, manipular
e movimentar. Podem ser objetos reais que tém aplicagao no dia a dia
ou podem ser objetos que sao usados para representar uma ideia”. Os
materiais manipuldveis sao caracterizados pelo desenvolvimento fisico
dos alunos numa situacao de aprendizagem ativa.”(PASSOS, 2012, p.

78)

Diante desse exposto, com a utilizacao desses materiais em sala de aula, o aluno
deixa de ser um receptor de informacoes e passa a ser o agente de descoberta dessas
informacgoes, uma vez que ainda é notério que a educacao brasileira funciona como o
professor, que detém o conhecimento, é quem passa esse conhecimento para o aluno, que
de forma passiva, o recebe, sem que esse conhcimento faga sentido para ele. Quando o

4

assunto é matematica entao, vemos que essa pratica de que o professor passa “verdades
matematicas” para o aluno, acontece ainda com mais frequéncia.

Segundo Lorenzato (2012):

“para o aluno, mais importante que conhecer essas verdades ma-
tematicas, é obter a alegria de descoberta, a percepcao da sua
competéncia, a melhoria da autoimagem, a certeza de que vale a
pena procurar solugoes e fazer constatagoes, a satisfagao do sucesso, e
compreender que a matemaética, longe de ser um bicho-papao, é um
campo de saber onde ele, o aluno, pode navegar.” (LORENZATO, 2012,

p. 25)

Fica evidante que deve haver uma mudanga de postura por parte dos professores

de matemaética. Essa mudanga também é defendida por D’Ambrosio (1996). Segundo
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ele, “o professor que insistir no seu papel de fonte de transmissor de conhecimento esta
fadado a ser dispensado pelos alunos, pela escola e pela sociedade em geral” (pg. 73).
Isso sem citar Paulo Freire, que a muito tempo nos chama atencao sobre essa pratica de
transmitir conhecimentos por parte dos professores.

E nesse cenario, que vemos na utilizacao de materiais manipulaveis, claro que de
forma preparada e bem direcionada pelo professor, uma forma bem sucedida de provocar
nos alunos a experimentacao e a consequente construcao do conhecimento que se deseja,
isto é, vemos nessa pratica, uma ruptura com a metodologia de transmissao de conheci-
mento. Claramente que o professor que se propor a realizar atividades dessa natureza,
deve elaborar o mateiral com objetivos muito bem definidos e conduzir as atividades com
amplo preparo, para que os resultados pretendidos sejam alcancados, afinal de contas, o
material em si, nao substitui o professor, ele apenas serve como mediador no processo
professor/aluno/ensino/aprendizagem.

Sobre a melhor forma de preparar materiais desse tipo, Passos (2012) sugere al-
guns critérios para elaboracao ou selegao de materiais manipulaveis que devem ser levados

em consideracao. Segundo ela:

“os materiais devem proporcionar uma verdadeira personificagao do
conceito matematico ou das ideias a serem exploradas; os materiais
devem representar claramente o conceito matemadtico; os materiais
devem ser motivadores; os materiais, se possivel, devem ser apropriados
para usar quer em diferentes anos de escolaridade, quer em diferentes
niveis de formacao de conceitos; os materiais devem proporcionar uma
base para a abstracao; os materiais devem proporcionar manipulagao

individual.” (PASSOS, 2012, p. 88)

Tomamos esses critérios como norte para a construcao do material manipulavel
que estamos propondo, o plano isométrico e, todas as atividades que foram propostas,
foram elaboradas com objetivos bem definidos para aquele fim, no caso, para explorar
aquela ou aquelas determinadas isometrias.

Assim sendo, a seguir, passamos a descrever as atividades que foram propostas
e algumas consideracoes sobre os resultados observados. No total, foram dez atividades,

que representam dez configuragoes com as figuras, para que os alunos pudessem descrever
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as isometrias que garantiam a congruéncia de triangulos. Cada configuracao foi pensada

para que uma isometria, ou uma composicao especifica de isometrias, fosse trabalhada.

Figura 3.2: Atividade proposta no plano isométrico que trabalha a translagao.

Na configuracao proposta na Figura 3.2, o objetivo é que os alunos percebam
que a isometria que garante a congruéncia dessas figuras é uma simples translacao. Ja
na Figura 3.3, o objetivo é que os alunos percebam que uma reflexao deslizante leva um
triangulo no outro. O fato é que em todas as dez configuragoes propostas, todos os alunos
da sala conseguiram, com certa facilidade, movimentar as figuras no plano isométrico e
identificar a ou as isometrias pensadas para aquele caso. O que nos surpreendeu, foi o
fato de, em algumas configuragoes, os alunos perceberam caminhos diferentes para levar

uma figura até a outra, diferente do caminho pensado para aquela atividade.

Figura 3.3: Atividade proposta no plano isométrico que trabalha a reflexao deslizante.
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Figura 3.4: Atividade proposta no plano isométrico que trabalha rotacao e translacao.

Na Figura 3.4, a configuracao é pensada para o aluno realizar uma translagao e
uma rotagao (usaremos a notagao: translagao-rotagao). Além dessa configuragao, alguns
alunos perceberam uma reflexao deslizante, uma rotacao-reflexao e ainda, uma rotagao-

translacao-reflexao.

Figura 3.5: Atividade proposta no plano isométrico que trabalha rotacao-translacao-

reflexdo

O mesmo aconteceu com a configuracao da Figura 3.5, uma configuracao mais
sofisticada, cujo objetivo pensado é uma translacao-rotagao-reflexdao. Porém, os alunos
constataram outras configuragbes que permutam essas trés, como rotacao-translacao-
reflexdo, por exemplo.

Encerro essa parte mostrando mais uma configuracao na Figura 3.6, cujas isome-
tria a ser percebida era uma simples reflexdao. Porém, poucos alunos a perceberam. A
maioria percebeu uma rotacao-translacao-reflexao, ou uma permutacao delas. Também

perceberam uma translagao-reflexao.
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Figura 3.6: Atividade proposta no plano isométrico que trabalha a reflexao.

A dica para os professores que se interessarem por esse material didatico ma-
nipuldvel, é que eles facam diversas figuras geométricas diferentes, bem como varias
configuragoes, algumas mais sofisticadas, para que todas as isometrias e composicao de-
las, sejam trabalhadas. Quando dizemos para que figuras diferentes sejam feitas, é para
desvincular a congruéncia somente dos triangulos.

Fazendo um relato de experiéncia, achei bastante significativo a aplicagao dessas
atividades. Ao meu ver, os alunos se envolveram na atividade, se sentiram motivados e
entenderam bem as isometrias, que era o principal objetivo.

Essa minha opiniao é partilhada pelos alunos da turma onde a atividade foi apli-
cada. Eles relataram que gostaram muito da atividade, do material e aprenderam as
isometrias. Disseram também que mais aulas assim deveriam acontecer, pois torna o
aprendizado mais interessante.

Na aplicacao dessa atividade, contamos com a colaboragao de trés alunas do curso
de Licenciatura em Matematica do Instituto Federal Goiano - Campus Urutai. Elas
também acharam a atividade significativa e, inclusive, se interessaram em fazer trabalhos
de conclusao de curso que proponham materiais didaticos manipuldveis que possam ser
utilizados no ensino de geometria.

Além delas, o professor de matemaética da turma, que gentilmente cedeu o horario
para a aplicagao das atividades, também acompanhou toda a aula. Segundo ele, “ativi-
dades com materiais assim, concretos, ajudam no ensino do assunto de matematica, o
que facilita sua formalizacao depois, num segundo momento. Acho importante os alunos

aprender o assunto mexendo no material”. Inclusive, numa conversa posterior, ele suge-
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riu varios contetidos em que esse plano metélico pode ser trabalhado, como por exemplo,
contetidos de geometria analitica.

Também estava presente na sala de aula, uma professora que acompanha um
aluno publico alvo da educagao especial. No caso, ele tem uma deficiéncia motora. A
professora, que auxiliou o aluno durante as atividades, relatou que ficou surpresa com
a desenvoltura e participagao do aluno nas mesmas. Ela disse que tem “total certeza
que ele conseguiu aprender o contetido que estava sendo proposto. Eu até parabenizo a
iniciativa sua de propor um material assim. Para os alunos portadores de necessidades
especificas, é fundamental para a aprendizagem esse tipo de material. Percebo que isso
falta muito nas aulas de matematica”.

E, a exemplo do professor de matematica da turma, ela disse que, na sua vasta
experiéncia em acompanhar alunos publico alvo da educacao especial nas aulas de ma-
tematica, esse material pode ser aproveitado para ensinar outros assuntos de matematica.

Ela ainda disse que seria melhor se a atividade fosse aplicada individualmete,
e nao em duplas como aconteceu. Explicamos que a atividade aconteceu em duplas,
porque a turma tinha quase quarenta alunos e foram confeccionados apenas vinte planos
1sométricos. Esse numero reduzido se deve ao fato de, primeiro, se tratar de um material
experimental, portanto, nao havia a necessidade de muitos, e, segundo, devido ao custo
dos materiais para a confeccao. Inclusive, esse é o inico ponto negativo, se podemos assim
dizer, que conseguimos identificar em todo o processo que transcorreu desde a elaboracao
até a aplicacao dessas atividades. Claro que a agitacao dos alunos frente a uma atividade
diferenciada também pode ser tratada como ponto negativo, embora essa agitacao pode

ser utlizada no processo metodolédgico.

3.2 Trabalhando isometrias e homotetias no GeoGe-
bra

Nessa secao, mais algumas atividades envolvendo isometrias serao apresentadas,
porém, agora, no GeoGebra. Além dessas atividades, também serao apresentadas ativi-
dades que trabalham homotetias, via semelhanca de figuras geométricas planas.

Como citamos na introducao do trabalho, o GeoGebra é um software livre de

matematica dinamica que trabalha, principalmente, geometria. Por ter uma plataforma
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simples e com diversas opgoes, inclusive no espaco, o GeoGebra vem sendo bastante uti-
lizado em sala de aula e em diversas pesquisas, realizadas por pesquisadores e professores
em todo o mundo. Devido a essa facilidade de manuseio, softwares que trabalham ge-
ometria como o Régua e Compasso® e o Cabri-Geometry? vem caindo em desuso pelos
profissionais da educagao, devido a essa pequena desvantagem em relagao ao GeoGebra.

Porém, trabalhar com softwares em sala de aula é uma pratica que divide opinioes
entre os educadores. Tem alguns que defendem que novas tecnologias informaticas podem
sim ser utilizadas num ambiente educacional, assim como tem aqueles que descartam o uso
dessas tecnologias em suas aulas. Nés compartilhamos do grupo que defende a utilizacao
da informatica na educagao. Para nds, assim como no caso dos materiais concretos
manipulaveis, a utilizacao da informatica na educagao possibilita novas metodologias e
se apresentam como uma tentativa de resolver problemas da pratica do ensino tradicional
que, como ja falei anteriormente, ainda vigora no Brasil.

Para Borba e Penteado (2010), “uma nova midia, como a informatica, abre pos-
sibilidades de mudancas dentro do préprio conhecimento e que é possivel haver uma
ressonancia entre uma dada pedagogia, uma midia e uma visao de conhecimento” (p. 45).

Ainda segundo eles, essa pratica de utilizacao de novas tecnologias informaéticas,

“estd também em harmonia com uma visao de construgao de conheci-
mento que privilegia o processo e nao o produto-resultado em sala de
aula, e com uma postura epistemoldgica que entende o conhecimento
como tendo sempre um componente que depende do sujeito.” (BORBA

e PENTEADO, 2010, p. 46)

Claramente que a utilizagao dessas tecnologias informéaticas, como a utilizacao de
um software matematico, por exemplo, exige preparagao por parte do professor. Assim
como no caso dos materiais manipulaveis, o professor tem que elaborar as atividades

focadas naquele objetivo que se deseja alcangar. Segundo Borba e Penteado (2010),

L Software livre de geometria dindmica que foi elaborado por René Grothmann e equipe, que explora

principalmente costrugbes geométricas com régua e compasso.
2Software de construcdo em geometria desenvolvido por cientistas da informdtica, especialistas em

educagéo e professores do Institut d’Informatige et de Mathematiques Appliquees em Grenoble (IMAG).
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“quando decidimos que a tecnologia informatica vai ser incorporada
em nossa pratica, temos que, necessariamente, rever a relevancia da
utilizacao de tudo o mais que se encontra disponivel. Certamente, ao
fazermos nossas opgoes, corremos o risco de deixar de lado certas coisas
que julgavamos importante. Mas, aqui, novamente, é preciso considerar
qual é o objetivo da atividade que queremos realizar e saber se ela
nao pode se desenvolvida com maior qualidade pelo uso, por exemplo,
de sum software espefifico. Nao significa que vamos abandonar as
outras midias, mas temos que refletir sobre sua adequagao.”(BORBA e

PENTEADO, 2010, p. 64)

Conclusao, ao se pensar numa midia para se trabalhar determinado assunto, nao
s6 o aluno passa por um periodo de aprendizagem, mas o professor também, que tem que
dominar detalhadamente aquele determinado software para o qual a atividade estd sendo
proposta.

Esse seria o gargalo e a justificativa principal para a resisténcia de alguns professo-
res em utilizar essas tecnologias nas salas de aula. Para eles, essas atividades demandam
tempo e principalmente, atualizagao continua, pois as novidades nessa area de informatica
sugem a cada dia num ritmo muito veloz. Na verdade, existe um despreparo por parte
dos professores em trabalhar com computadores, embora, isso tem melhorado a cada dia.

Além desse problema, os professores criticam bastante os laboratérios de in-
formatica nas escolas, que, quando existem, apresentam problemas estruturais e maquinas
ultrapassadas. Claramente que esse problema existe, mas é notorio que, cada vez mais,
os governos tém investido na costrugao de laboratérios de informatica nas escolas e na
manutencao dos mesmos, principlamente por causa da internet, que de uma forma ou
de outra, ja faz parte das nossas vidas e é inegavel que estd completamente inserida no
ambiente educacional.

Enfim, é diante dessas reflexdes expostas, e apesar dos problemas existentes, que
enxergamos na utilizacao das tecnologias de informatica, aliados na educacao, principal-
mente na matematica. Pense como é bem mais simples visualizar graficos de determinadas
fungoes no computador, por exemplo. Mas é importante dizer que, assim como no caso
dos materiais manipuldveis, o computador nao substitui o professor, ele é apenas um

instrumento mediador dessa complicada relagdo ensino/aprendizagem. E nesse contexto,
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que propomos o GeoGebra como ferramenta para trabalhar as isometrias (ou homote-
tias), cujas atividades propostas seguem a mesma dinamica das atividades realizadas no

plano isométrico.
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Figura 3.8: ABC ¢é semelhante a EFG via homotetia.

Basicamente, algumas configuragoes de figuras geométricas congruentes (ou se-

melhantes) sao propostas no GeoGebra e, o estudante, tem que deslocar uma figura até a

outra, descbrindo quais isometrias (ou homotetias) foram utilizadas para esse fim. Afim
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de exemplificar, o triangulo ABC é congruente ao triangulo EFG na Figura 3.7. O estu-
dante deve perceber que uma simples translagao horizontal leva um triangulo no outro.
Ja na Figura 3.8, os triangulos ABC e EFG semelhantes. O estudante deve perceber que
uma homotetia de razdo k = 3 e com centro no ponto O(0,5), garante essa semelhanga.
Para realizar a movimentacao das figuras, assim como a “ampliacao”’ou “redugao”
delas no Geogebra, o estudante deve utilizar ferramentas que trabalham as isometrias e a
homotetia que se encontram na nona aba da barra de ferramentas horizontal, localizada
na parte superior da janela de visualizacao do GeoGebra. Essa aba é representada por

dois pontos, um vermelho e um azul, separados por uma reta.
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Figura 3.9: Aba das isometrias e da homotetia no GeoGebra.

Ao clicar na seta que se encontra no canto inferior direito dessa aba, aparecem seis
opcoes dispostas numa barra vertical, que trabalham as isometrias e a homotetia. Dessas
seis opgoes, quatro serao utilizadas na aplicacao das atividades. A primeira delas, que
¢ a primeira opcao da barra vertical, cuja representacao sao dois pontos separados por
uma reta, trata-se da reflexao em torno de uma reta. Para realizar a reflexao, o objeto a
ser refletido é selecionado e, em seguida, a reta de reflexao também é selecionada. Feito
isso, o obejto selecionado aparece refletido em relacao a reta selecionada.

Vale ressaltar que a reta que vai possibilitar a reflexao deve ser construida e, o que
possibilita a construcao de retas no GoeGebra, é a terceira aba da barra de ferramentas
horizontal da janela de visualizacao do GeoGebra, cuja representacao é uma reta com

dois pontos azuis. Assim para construir uma reta, basta selecionar essa aba e, depois,
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selecionar dois pontos distintos no plano cartesiano?.

A segunda opcao que serd utilizada, aparece na quarta aba da barra vertical, cuja
representacao sao dois pontos e um angulo. Trata-se claramente da rotagao em torno
de um ponto. Para efetuar a rotacao, trés elementos devem ser selecionados: o objeto
a ser rotacionado, o ponto que sera o vértice do angulo de rotacao e, claro, o angulo de
rotacao. Ao final dessas indicagoes, o objeto selecionado aparece rotacioando.

Para construir pontos no GeoGebra, o estudante deve utilizar a segunda aba da
barra de farramentas horizontal, cuja representacao é um ponto azul com a letra A. Ao
clicar nessa aba, o estudante basta clicar no local em que se deseja construir o ponto no

plano cartesiano.
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Figura 3.10: EFG é resultado de uma translacao de ABC.

A terceira opg¢ao, que se encontra na quinta aba da barra vertical e tem dois
pontos e dois vetores por representacao, trata-se da translacao. Para efetuar a translacao,
0 objeto a ser transladado deve ser selecionado e, em seguida, o vetor que possibilitara a
translagao deve ser informado. O resultado, claro, serd o objeto selecionado transladado
segundo o vetor indicado. Para facilitar na visualizacao, vimos na Figura 3.7, que uma
simples translagao horizontal leva o triangulo ABC no triangulo EFG. Ao obervar a figura
3.10, podemos ver como essa translagao é efetuada, onde o triangulo ABC foi selecionado
e um vetor « foi deslocado do ponto A até o ponto E, culminado no deslocamento do

triangulo ABC até o triangulo EFG.

3 Axioma de Determinacdo da geometria plana: por dois pontos distintos, passa uma tnica reta.
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Por fim, a quarta opcao que sera utilizada nas atividades, encontra-se na sexta
aba da barra de ferramentas vertical. Essa aba trata-se das homotetias e tem por re-
presentacao, dois pontos azuis e um vermelho e a letra k. Para realizar a homotetia, o
estudante deve selecionar o objeto que vai sofrer a homotetia, o ponto que sera o centro
da homotetia e a razao k. Para exemplificar, dissemos que o triangulo ABC é semalhante
ao triangulo EFG na Figura 3.8. Note que a Figura 3.11 traz a sequéncia que leva um
triangulo no outro, onde, para isso, o triangulo ABC foi selecionado, em seguida o ponto
0O(0,5) foi marcado e selecionado para ser o centro da homotetia e a razao k = 3 foi

indicada.

7 Atividade 8.9gb =N Bl 5

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

[kv /7;1_—%\?.7 ®7 IQ '&J‘—'

| L al |
» Janela de Algebral | # Janela de Visualizagio

A
L ]

o

e (@

1 '
-0 Gy .- \
-0 K=1(0,5)

P -2+
@ 0=(0,5)

- Rata
4 T 2

Entrada: ©

Figura 3.11: EFG ¢é resultado de uma homotetia de ABC.

Claramente que existe uma dificuldade em identificar o ponto que serd o centro da
homotetia, bem como a razao da mesma. O mesmo pode acontecer quando o estudante
for encontrar o ponto que sera o vértice do angulo de rotacao, bem como o angulo de
rotacao. A escolha dos pontos que determinam a reta de reflexao pode também nao ser
simples mas, os comandos para realizacao dessas agoes no GeoGebra, como anteriormente
mostrados, sao bastante simples para o estudante.

Temos clareza que essa rapida explanacao sobre os comandos no GeoGebra nao fo-
ram suficientes para aqueles que ainda nao conhecem o software. Sugerimos que o interes-
sado em conhecer o software, bem como fazer o download, acesse o sitio www.geogebra.org,

onde tutoriais explicativos que versam sobre suas ferramentas e sua utilizagao, podem
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ser encontrados.

Voltando as atividades propostas, antes de qualquer atividade ser aplicada, os
comandos no GeoGebra que seriam utilizados foram apresentados aos estudantes e tra-
balhados até que eles conseguissem ter o total dominio deles. Somente depois é que as
atividades foram propostas. E detalhe, cada configuracao seguinte apresentava um nivel
de dificuldade maior que a anterior, exatamente para ver até onde eles conseguiam iden-
tificar as isometrias e/ou homotetias que caracterizavam as congruéncias ou semelhancas
dos pares de figuras geométricas propostas.

A apliacacao das atividades aconteceram nas dependéncias do laboratério de in-
formatica do curso de Licenciatura em Matematica do Instituto Federal Goiano - Campus
Urutai. Contamos com a colaboracao de duas alunas desse curso na aplicacao dessas
atividades que, claro, foram aplicadas para os mesmos alunos que trabalharam com as
atividades no plano isométrico. Por se tratar de uma turma numerosa e devido ao fato do
laboratério de informatica ter apenas vinte e quatro computadores, a turma foi dividida
em duas e as atividades foram aplicadas ao longo de quatro aulas, durante duas semanas.
Primeiramente foram trabalhadas as isometrias e depois, as homotetias.

Resumido tudo que foi falado até agora, as atividades seguiram a seguinte sequéncia
didatica: explanagao sobre congruéncia/semelhanca de figuras planas; exploracao dos co-
mandos que trabalham as isometrias e homotetias no GeoGeobra (juntamente com outros
comandos envolvidos, como a criagdo de pontos, retas e angulos), por meio atividades
simples preparadas para esse fim; aplicagdo das atividades (configuragbes com duplas
de figuras congruentes/semelhantes, como foi feito no plano isométrico) e discussao dos
resulados acerca da aplicacao das atividades.

Nas secoes seguintes, algumas dessas atividades, bem como algumas consideracoes

sobre a aplicacao delas, serao apresentadas.

3.2.1 Trabalhando isometrias no GeoGebra

Com o simples objetivo de ensinar os comandos no Geogebra que realizam cada
uma das isometrias, quatorze atividades iniciais foram propostas para os alunos. Cada
uma dessas atividades foram pensadas para que uma tnica isometria fosse trabalhada.

Afim de exemplificar, as Figuras 3.12 e 3.13 foram configuracoes propostas. A

primeira representa uma simples reflexao em relagao a reta x = 7, enquanto que a segunda
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representa uma rotacao de 90° no sentido anti-horario, em relagao a origem do sistema.
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Figura 3.12: A figura FGHIJ é reflexao da figura ABCDE.
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Figura 3.13: A figura EFGH ¢ rotacao da figura ABCD.

Uma vez entendido os comandos no GeoGebra, quatro configuracoes foram pro-

postas para que os alunos pudessem identificar as isometrias que garantiam a congruéncia

do par de figuras geométricas propostas e, em todas as atividades propostas, praticamente

todos os alunos conseguiram “levar’uma figura na outra, sem apresentar muitas dificul-

dades e, detalhe, varias formas diferentes de solucao foram apresentadas.
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Figura 3.14: Atividade 1 de congruéncias aplicada no GeoGebra.

A Figura 3.14, que traz o triangulo ABC congruente ao triangulo EFG, foi a
primeira configuragao proposta. Ela foi pensada para que o aluno pudesse trabalhar com
uma translagao e uma rotacao. Dos trinta e nove alunos participantes, trinta e seis alunos
apresentaram translagoes e rotacoes em suas respostas, como a resposta representada na

Figura 3.15.
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Figura 3.15: Resultado 1 da atividade proposta na Figura 3.14.
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Figura 3.16: Resultado 2 da atividade proposta na Figura 3.14.

Dois alunos apresentaram respostas que continham translacgoes e reflexdes, como

a resposta representada na Figura 3.16 e apenas um aluno nao conseguiu realizar a

atividade.

A segunda atividade proposta, cuja configuracao pode ser vista na figura 3.17,

traz o poligono ABCDE congruente ao poligono FGHIJ. Essa configuracao foi pensada

para que, novamente, a congruéncia das figuras fosse garantida por uma translagao e uma

rotagao.
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Figura 3.17: Atividade 2 de congruéncias aplicada no GeoGebra.
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Diferentemente da primeira atividade proposta, todos os alunos conseguiram re-
alizar essa atividade utilizando, a menos de ordem, translagoes e rotagoes. A Figura 3.18
apresenta a resposta que mais apareceu nas respostas dadas pelos alunos. So6 a titulo
de curiosidade, grande parte dos alunos utilizaram a funcao de angulos do GeoGebra
(oitava aba da barra de ferramentas horizontal) para descobrir qual o angulo de rotagao

que deveria ser utilizado.
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Figura 3.18: Resultado da atividade proposta na Figura 3.17.
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Figura 3.19: Atividade 3 de congruéncias aplicada no GeoGebra.

A Figura 3.19 traz a terceira configuragao proposta. Nela, os quadrilateros ABCD

e EFGH sao congruentes e, uma simples reflexao garante essa congruéncia. Porém, diante
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de todas as respostas apresentadas, nenhum aluno percebeu que uma simples reflexao

garante a congruéncia. A Figura 3.20 apresenta a resposta dada por vinte e seis alunos,

que utilizaram translagoes e rotagoes para “levar’um quadrilatero no outro.
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Figura 3.20: Resultado 1 da atividade proposta na Figura 3.19.

J& onze alunos utilizaram rotacgoes, tranlagoes e reflexoes. Um dessas respostas

pode ser vista na Figura 3.21. Dois alunos nao conseguiram realizar a atividade.
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Figura 3.21: Resultado 2 da atividade proposta na Figura 3.19.
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A quarta e ultima atividade proposta, um pouco mais sofisticada, pode ser con-

ferida na Figura 3.22. Nela, os poligonos ABCDEF e GHIJKL sao congruentes. Para

garantir essa congruéncia, translagoes, reflexoes e rotagoes sao necessarias.
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Figura 3.22: Atividade 4 de congruéncias aplicada no GeoGebra.

Dentre todos os alunos, apenas um nao conseguiu realizar a atividade. Os de-

mais conseguiram, utilizando-se de translacoes, reflexoes e rotacoes, “levar”’uma figura

na outra.

As Figuras 3.23 e 3.24 trazem as respostas que mais foram dadas pelos alunos.
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Figura 3.24: Resultado 2 da atividade proposta na Figura 3.22.

Devido ao pequeno nimero de alunos que nao conseguiram completar as ativida-
des e pela pluralidade de respostas apresentadas, julgamos que o objetivo foi alcancado
e que eles conseguiram entender cada uma das isometrias, assim como o conceito de
congruéncia de figuras geométricas. Essa opiniao também é partilhada pelo professor
da turma que acompanhou a aplicacao das atividades, bem como pelas alunas do curso
de Licenciatura em Matematica, que auxiliaram na aplicacao das mesmas. A professora
acompanhante do aluno publico alvo de educagao especial, também considerou as ati-
vidades satisfatérias. Ela ainda salientou que “o computador vem sendo utilizado cada
vez mais nas escolas e tem se tornado um elemento fundamental quando o assunto é a
inclusao dos alunos na escola”.

O fato é que todos os alunos, a exemplo do que aconteceu na aplicacao das
atividades no plano isométrico, se sentiram motivados e participaram das atividades,
o que mostra que, de fato, atividades devem sim ser desenvolvidas no laboratério de
informaética das escolas. Aproveitamos a oportunidade para perguntar sobre as instalagoes
dos laboratérios de informatica das escolas que eles cursaram o ensino fundamental. O
que motivou essa rapida pesquisa, foi a fato deles terem vindo de regioes diferentes de
trées estados, fato que ja haviamos mensionado nesse capitulo.

As respostas deles vém confirmar a suspeita de que os laboratérios, quando exis-
tem nas escolas, estao com muitas maquinas defeituosas e que os professores de ma-

tematica geralmente nao utilizam o laboratério.
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Antes de fechar essa segao, gostariamos de deixar uma sugestao para os professores
que se interessarem em aplicar atividades como essa no GeoGebra, para trabalhar isome-
trias via congruéncias de figuras geométricas. A sugestao é que facam as configuragoes de
modo que elas explorarem ao méximo cada uma das isometrias. E importante que figuras
geométricas de diversas formas sejam utilizadas, exatamente para quebrar a imagem que
temos de que somente triangulos sao congruentes, e que as configuracoes apresentem um
grau de dificuldade cada vez maior. Também é importante que os comandos do GeoGe-
bra sejam muito bem trabalhados junto aos alunos antes da apliacacao das atividades,
pois julgamos que, em parte, essa foi a causa de alguns alunos nao terem concluido as

atividades propostas nesse trabalho.

3.2.2 Trabalhando homotetias no GeoGebra

As atividades propostas no GeoGebra para trabalhar homotetias seguem a mesma
dinamica das atividades propostas para se trabalhar isometrias. Isto é, configuracoes com
duas figuras geométricas semelhantes sao apresentadas e o aluno tem que identificar quais
isometrias e qual homotetia possibilitam essa semelhanca.

Porém, antes de passar propriamente para as atividades, uma explanagao sobre
semelhanca de figuras planas foi feita, a exemplo de como foi feito quando as atividades
sobre congruéncias foram aplicadas no plano isométrico. O conceito de homotetia foi
apresentado, assim como, a Definicao 2.28 do Capitulo 2. E importante ressaltar que
somente dois alunos ja haviam estudado superficialmente as semelhangas de triangulos.

Depois dessas consideragoes iniciais sobre a semelhanca, foram aplicadas onze
atividades que continham configuracoes de pares de diversas figuras geométricas seme-
lhantes, para que os alunos pudessem conhecer e familiarizar o comando do Geogebra
que trabalha com homotetias. Ja é sabido por nds que, nesse comando, a aluno deve
identificar e informar o centro da homotetia, bem como a razao da mesma.

A configuragao apresentada na Figura 3.25, por exemplo, foi uma configuragao
proposta para os alunos, onde o quadrilatero EFGH, semelhante ao quadrilatero ABCD,
¢é obtido deste, via uma homotetia de centro na origem do sistema e razao k = 2.

Uma vez familiarizados com o comando da homotetia no GeoGebra e, de posse dos
comandos que trabalham as isometrias, quatro atividades que apresentam duas figuras

geométricas semelhantes foram propostas, para que os alunos pudessem identificar as
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isometrias e a homotetia que “levam”uma figura na outra.
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Figura 3.25: Quadrilatero ABCD é semelhante ao quadrilatero EFGH.

A primeira atividade proposta pode ser vista na Figura 3.26. Nela, os poligonos
ABCDEF e GHIJKL sao semelhantes e, foi pensado numa reflexao em relagao a reta
x = 1, seguida de uma homotetia de razao k = 4 e centro no ponto O(2,—3), para que
ABCDEF fosse “levado”em GHIJKL. Todos os alunos conseguiram “levar”uma figura na
outra, porém, nenhum, realizou a movimentacgao da forma como foi inicialmente pensada,

embora a reflexao tenha sido a isometria que mais apareceu nas respostas dos alunos.
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Figura 3.26: Atividade 1 de semelhangas aplicada no GeoGebra.

A Figura 3.27 traz a resposta que mais se repetiu, onde a reflexao e, claro, a
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homotetia, foram utilizadas. No total, vinte e uma respostas foram dadas com essas duas

operagoes geométricas.
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Figura 3.27: Resultado 1 da atividade proposta na Figura 3.26.

Em segundo lugar, treze respostas similares, que utilizam translagoes, reflexoes e

homotetias, foram dadas. Um exemplo é dado na Figura 3.28.
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Figura 3.28: Resultado 2 da atividade proposta na Figura 3.26.

A segunda atividade proposta pode ser vista na Figura 3.29. Nela, uma simples

homotetia com centro no ponto O(—8,5,—4) e razdo k = 3, aplicada no quadrildtero

ABCD, configura a semelhanca entre os dois quadrilateros.
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Figura 3.29: Atividade 2 de semelhancas aplicada no GeoGebra.
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Figura 3.30:

Resultado da atividade proposta na Figura 3.29.

Para essa configuragao, a resposta foi unanime. Na Figura 3.30 é possivel ver a

resposta de um dos alunos. Aqui vale um comentario interessante sobre essa atividade.

Os alunos descobriram o centro da homotetia ao considerar as retas que passam pelos

vértices correspondentes das duas figuras. E percebemos que foi esse o método utilizado

pelos alunos para descobrir o centro da homotetia em todas as atividades propostas.

A terceira atividade proposta, que pode ser vista na Figura 3.31, traz o triangulo

ABC semelhante ao triangulo EFG. Essa semelhancga acontece devido a uma rotagao de

ABC de 45° em relagao a C no sentido horario, seguida de uma homotetia de razao k = 3

e centro no ponto O(—

2,-2,5).
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Figura 3.31: Atividade 3 de semelhancas aplicada no GeoGebra.

Somente um aluno nao conseguiu completar a atividade. Dos demais, dezessete

alunos apresentaram a resposta como a que foi pensada. A Figura 3.32 traz uma dessas

respostas.
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Figura 3.32: Resultado 1 da atividade proposta na Figura 3.31.

As demais respostas dos alunos, embora diferentes da anterior, apresentaram

rotagoes seguidas de homotetias. A Figura 3.33 traz a solucao que foi dada com maior

frequéncia.
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Figura 3.33: Resultado 2 da atividade proposta na Figura 3.31.

A Figura 3.34 mostra a quarta e tltima configuragao que foi proposta. Nessa

configuragao, um pouco mais sofisticada, ABCDE é semelhante a FGHIJ e, foi pensada,

para que uma reflexao, uma rotacao e uma homotetia fossem feitas para “levar”uma

figura na outra.
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Figura 3.34: Atividade 4 de semelhancas aplicada no GeoGebra.

Dos trinta e nove alunos, trés nao completaram a atividade. Os demais apresenta-

ram intimeras respostas, porém, em todas elas, as reflexoes, rotagoes e, claro, homotetias,
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aparecem.
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Figura 3.35: Resultado 1 da atividade proposta na Figura 3.34.

Na Figura 3.35 é possivel observar a resposta que apareceu com maior frequéncia

e, na Figura 3.36, a resposta com a segunda maior frequéncia.
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Figura 3.36: Resultado 2 da atividade proposta na Figura 3.34.

Ao término da aplicacao dessas atividades que trabalham semelhancas, julgamos

que elas, a exemplo do que aconteceu com as atividades sobre congruéncias, alcancaram
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o objetivo pretendido e os alunos conseguiram assimilar as homotetias e o conceito de
semelhanca de figuras planas.

Mais uma vez o alunos se envolveram nas atividades e, a menos de alguns casos,
eles conseguiram realizar com sucesso as atividades propostas. A dispersao de alguns
alunos pode acontecer no decorrer da aplicacao das atividades, mas isso nao acaba sendo
um fator que atrapalha o processo.

Deixamos novamente a sugestao aos professores que se interessarem em trabalhar
com essas atividades, para que elaborem configuracoes bem definidas sobre a homotetia
que se deseja trabalhar. Fazer figuras geométricas diversas também é importante para
quebrar a idéia de que somente existe semelhanca de triangulos.

E claro, uma vez aplicada as atividades e, na certeza de que os alunos compre-
enderam cada uma das isometrias e homotetias, é chegada a hora de formalizar esses
conceitos, a exemplo do que foi feito no Capitulo 2, pois, as atividades sao somente um

componente inicial na exploracao de um determinado conteuido.



Consideracoes Finais

Diante de tudo que foi exposto no terceiro capitulo, frente aos resultados obser-
vados pela ocasiao da aplicagao das atividades propostas, podemos inferir que o objetivo
proposto para esse trabalho (s6 lembrando: propostas de atividades que exploram as
isometrias e as homotetias no plano por meio da congruéncia e semelhanca de figuras
geométricas planas) foi alcangado e que ele se apresenta com certa relevancia para o en-
sino das transformacoes geométricas no plano, bem como para o ensino de congruéncia e
de semelhanca de figuras geométricas planas.

Foi notavel o envolvimento dos alunos nas atividades propostas e a consequente
compreensao do tema proposto. Julgamos que eles compreenderam que congruéncia e
semelhanca vao além da congruéncia e da semelhanca de triangulos e que as isometrias
e homotetias no plano sao operagoes geométricas simples e de facil aplicabilidade. Esse
julgamento se concretiza frente a quantidade diferente de solugoes para cada uma das
configuragoes propostas nas atividades.

Esse trabalho também serviu para apimentar a discugao sobre a utilizacao, ou
nao, de materiais didaticos manipuldveis e/ou tecnologias de informdtica na pratica do
professor em sala de aula. E, sem querermos parecer generalistas, pelo menos para esse
conteudo, a utilizacao desses materiais mostrou-se completamente 1til na aprendizagem
dos alunos.

E se nos perguntarem qual das metodologias foi melhor, o material didatico mani-
pulavel ou a tecnologia de informatica, diremos que as duas foram relevantes para aquilo
que foi proposto, cada uma com sua particularidade.

Outro ponto que julgamos importante citar sobre esse trabalho, é que ele propoe
atividades sobre assuntos de geometria, disciplina que, como ja haviamos mencionado
no inicio desse trabalho, vem sendo “deixada de lado” pelos professores de matematica da

educacao basica. E isso fica evidente quando acontece de numa turma de trinta e nove
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alunos do primeiro ano do ensino médio, apenas trés saberem o que é uma congruéncia,
ou uma semelhanca de triangulos, que sao conteudos que deveriam ser trabalhados no
ensino fundamental. A pergunta natural que surge é: a geometria esta sendo trabalhada
no ensino fundamental? E se estd sendo trabalhada, é de forma adequada?

Afim de amenizar essa problematica vigente quanto ao ensino de geometria, acre-
ditamos que, a exemplo do que foi proposto nesse trabalho, atividades diferenciadas com
temas de geometria, chamam a atencao do aluno para o assunto e podem, definitivamente,
trazer a geometria de volta para a sala de aula.

Gostariamos de salientar, mais uma vez, que essas atividades devem ser bem
elaboradas e bem conduzidas pelo professor, para que elas alcancem o objetivo para o
qual foram inicialmente pensadas. Temos total clareza que elas exigem tempo e dedicacao
do professor, mas o resultado que elas podem alcancar junto aos alunos, podem compensar
aulas e mais aulas tedricas sem muita compreensao por parte dos estudantes.

Quanto as atividades no computador, outros softwares matematicos, diferentes do
GeoGebra, podem ser utilizados. Sugerimos o GeoGebra pela facilidade de manipulagao
e pela pluralidade de ferramentas. Quanto ao plano isométrico, atividades que envol-
vem homotetias também podem ser pensadas. Inclusive, pesquisas futuras que apontem
atividades para esse fim serao realizadas.

Outras atividades, como as que envolvem as coordenadas dos vértices das figuras
geométricas, podem ser pensadas. Embora as coordenadas das isometrias e homotetias
tenham sido exploradas no Capitulo 2, nesse trabalho nao foi proposta nenhuma atividade
com essa finalidade, devido ao fato dos alunos da turma em que as atividades foram
aplicadas ainda nao terem o dominio do contetido de geometria analitica. Esse coteido
s6 é ministrado no terceiro ano do ensino médio e essa série nao era o foco desse trabalho.

Além de atividades que envolvem as coordenadas, sugerimos que, no GeoGebra,
atividades com homoteitas que tenham razoes inteiras negativas e também razoes nao
inteiras (positivas e negativas) sejam realizadas, pois nesse trabalho sé foram realizadas
homotetias com razoes inteiras positivas. O tempo de elaboragao e realizacao do tra-
balho aparece como a principal justificativa, embora, atividades com essas razoes serao
propostas futuramente.

Pensando no ensino superior, disciplinas como a Geometria Euclidiana Plana ou

a Geometria Analitica, de cursos de Licenciatura em Matematica, por exemplo, algumas
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atividades, tanto no plano isométrico, como no GeoGebra, podem ser aplicadas para os
alunos, mostrando que, em qualquer nivel, do fundamental ao superior, as atividades
propostas nesse trabalho podem ser utilizadas pelos professores na sua pratica docente.

E por falar em pratica docente, enquanto professores, nao poderiamos finalizar
esse trabalho, sem dizermos o quanto ele nos foi significativo. Primeiro, porque tivemos
a oportunidade de aprimorarmos nossos conhecimentos em geometria e, segundo, porque
atestamos que novas possibilidades metodologicas podem ser utilizadas com éxito no

ensino de geometria.
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