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RESUMO

Neste trabalho apresentaremos um estudo das Funcoes Hiperbolicas e suas
aplicagoes. Iniciamos com uma andlise de como essas funcoes sao abordadas em
alguns livros de célculo diferencial comumente usados nos cursos de graduacao na
area de exatas, constatando que sao feitas através de sua definicao exponencial. Em
seguida expusemos uma abordagem utilizando-se da hipérbole como curva geratriz
a partir do estudo de angulos hiperbélicos. As defini¢oes se deram paralelamente
a construcao das fungoes trigonométricas circulares, analisando suas semelhancas
e diferencas. Por fim apresentamos algumas de suas aplicacoes, em especial e de

forma mais detalhada a catenéria.

Palvras-chave: Funcoes hiperbolicas, Angulos hiperbolicos, Catenaria.
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Abstract

In this work we present a study about the Hyperbolic functions and their
applications. We start with analysis of how these functions are approached in some
differential calculus books commonly used in graduate courses in exact sciences,
noting that are made through its exponential setting. Then we exposed an approach
using hyperbole as generating curve from the study of hyperbolic angles. The
definitions given it in parallel with the construction of the circular trigonometric
functions, analyzing their similarities and differences. Finally we present some of its

applications, in particular and in more detail the catenary shape.

Keywords: Hyperbolic functions, Hyperbolic angles, catenary.
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Introducao

A abordagem de um conteido matematico deve apoia-se na conceituacao,
manipulacoes e aplicacoes, ou seja, definir o objeto matematico em estudo, exercitar
o que foi definido e principalmente encontrar aplicacoes reais que estimulem e
justifiquem o porqué de se estudar tal contetudo.

Ao lermos o texto As Fungoes Hiperbolicas (referéncial5]) nos deparamos com
a frase "achei muito engracado pensar-se em juntar duas palavras como seno e

hipérbole para nomear um

(Sonia, 1988).

Percebemos que nao se trata de um sentimento isolado e que apesar de tanto
tempo a abordagem das Funcoes Hiperbélicas acontece da mesma maneira nos cursos
de Matematica nas Universidades. E, o desejo de aprofundar o conhecimento desse
contetido, tornando-o mais significativo foi o motivo da realizacao desse trabalho.

Primeiramente, mostramos que as Funcoes Hiperbolicas sao abordadas nos livros
de Calculo I de forma igualitaria a partir das exponenciais e” e e~ *, essa abordagem
nao proporciona uma compreensao clara da relacao existente entre as definicoes das
funcoes com a hipérbole.

As Funcoes Hiperbolicas surgiram da comparacao da area de uma regiao limitada
por uma hipérbole, dando origem as defini¢des e identidades. O matemético suico

Johann Heinrich Lambert (1728-1777) foi a primeira pessoa a estudar essas fungoes.



Visando ampliar o entendimento da conceituacao dessas funcgoes, vamos fazer
uma abordagem a partir da hipérbole como curva geratriz, definindo angulo
hiperbélico e fazendo um paralelo com as definicdes das fungoes trigonométricas
circulares para definir as Funcoes Hiperbolicas.

Por fim, desejamos instigar o estudo das Func¢oes Hiperbolicas, mostrando
algumas de suas aplicacoes. Como essas fungoes surgem fortemente nas areas de
engenharia e arquitetura, pois, trazem consigo o estudo da catenaria, que descreve
uma familia de curvas planas semelhantes as que seriam geradas por uma corda
suspensa pelas suas extremidades e sujeitas a acao da gravidade, a tensao interna
formada entre os dois pontos extremos da condi¢oes para a construcao de varias
obras importantes, como por exemplo, a ponte Juscelino Kubitschek, em Brasilia,
no Brasil e o Gateway Arch, em St. Louis.

Com isso queremos contribuir para que professores e alunos possam compreender,
efetuar e controlar os processos mateméticos envolvidos na conceituagao,

manipulacoes e aplicagoes das Funcoes Hiperbodlicas.



Capitulo 1

Abordagem das Funcoes

Hiperboélicas nos livros de Calculo

A abordagem de um determinado contetido matematico deve fundamentar-se em
trés etapas: conceituacao, manipulacoes e aplicagoes.

Neste Capitulo faremos uma andlise critica de como o conteido Funcoes
Hiperboélicas ¢ abordado em livros de Calculo .

Tendo em vista a necessidade de uma melhor compreensao dos resultados das

Funcgoes Hiperboélicas, em especial o seno hiperboélico

x —T

et —e
senhx =
2
e cosseno hiperbolico
et 4+ e "
coshy = ——
2 b

voltamos a nossa atencao para os livros de Calculo , tendo como foco a abordagem
desse conteudo nos exemplares. Foram analisadas seis obras denominadas A, B, C,
D, E e F tabelal.1, que sao utilizadas direta ou indiretamente pelas Universidades

nos cursos de Matemaética.



Capitulo 1. Abordagem das Fungoes Hiperbolicas 1.1. Resumo do contetdo

Tabela 1.1: Livros analisados

LIVRO OBRA EDITORA AUTORES
A Céalculos das Funcgoes de uma Variavel LTC Geraldo Avila
B Calculo LTC Mustafa A. Munem e
David J. Foulis

C Célculo ABDR George B. Thomas

D Célculo CENGAGE James Stewart

E Célculo A PEARSON | Diva M. Flamming e
Mirian Buss Gongalves

I Um Curso de Célculo LTC Hamilton L. Guidorizzi

1.1 Resumo do contetido nas obras

1.1.1 Livro A

As Funcoes Hiperboélicas

As funcoes hiperbolicas: seno hiperboélico, co-seno hiperbélico, tangente
hiperbolica e co-tangente hiperboélica, designadas pelos simbolos senh, cosh, tanh e
coth, respectivamente, sao assim definidas:

et —e et +e*
senhx = — cosh = —5

x

senhr e —e”
tanhx = = ,
coshx et +e %

coshx ef+e’*
cothx = = .
senhxy e —e %

1.1.2 Livro B

As Funcoes Hiperboélicas

Certas combinacoes de funcoes exponenciais, que estao relacionadas com uma
hipérbole aproximadamente da mesma maneira com que as funcoes trigonométricas
estao relacionadas com o circulo, provaram ser importantes em matematica aplicada.

Essas fun¢oes sdo chamadas funcdes hiperbélicas e suas semelhancas com as funcoes
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trigonométricas sao enfatizadas chamando-as de seno hiperbélico, co-seno hiperbélico,
tangente hiperbdlica, e assim por diante. Elas sao definidas da seguinte maneira:

Definicao 1: As funcgoes hiperboélicas

. et —e™ " B et 4 e %
(1) senhx = — (i) cosh = ———
h r _e % . h x + —x
(1i1) tanhx = SEnAT_ € — ¢ (1v) cothx = cosny_ € Te
coshr  e*4e® senhr  e* —e™®
1 2 1 2
(v) sechx oshe oo (vi)cschx e

1.1.3 Livro C

Funcgoes hiperbélicas
As funcdes hiperbolicas sao formadas a partir de combinacdes de duas funcoes

~*.  As fungoes hiperbolicas simplificam muitas expressoes

exponenciais e* e e
matematicas e sao importantes em aplicacoes praticas. Sao usadas, por exemplo,
em problemas tais como calcular a tensao em um cabo suspenso pelas extremidades,
no caso de uma linha de transmissao elétrica, por exemplo. Também tém papel
importante na determinacao de solugoes para equacgoes diferenciais. Nesta sec¢ao,
faremos uma breve apresentacao das funcoes hiperbolicas, seus graficos, como suas
derivadas sao calculadas e por que elas sao consideradas primitivas importantes.

As partes par e impar da fungao exponencial

Recorde as definicoes pares e impares vistas na Secao 1.2 e a simetria de seus
graficos. Uma fungao par f satisfaz a condigao f(—z) = f(x), enquanto uma funcao
impar satisfaz f(—z) = —f(z). Toda funcao f que seja definida em uma intervalo

centrado na origem pode ser escrita de uma maneira Gnica como a soma de uma

funcao par e de uma funcao impar. A decomposicao é

fla) = f(x) +2f(—$) L 1@ _zf(_x>'
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Se escrevermos e” dessa maneira, teremos
e*+e* ef—e "

2 * 2

e’ =

As partes par e impar de e*, denominada cosseno hiperbélico e seno hiperbélico
de x, respectivamente, sao tteis a sua maneira. Elas descrevem o movimento de
ondas em solidos elasticos e a forma dos fios suspensos da rede elétrica. A linha
central do Portal do Arco do Oeste em St. Louis é uma curva ponderada de cosseno
hiperbélico.

Definicao e identidades

As fungoes de cosseno hiperbolico e seno hiperbolico sao definidas pelas duas
primeiras equacoes da Tabela 7.3. Essa tabela também apresenta as definicdes de
tangente, cotangente, secante e cossecante hiperbolicos. Como veremos, as fungoes
hiperbolicas possuem uma série de similaridades com as funcoes trigonométricas das

quais seus nomes derivam.

Figura 1.1: Tabela 7.3
TABELA 7.3 As seis fungdes hiperbolicas basicas FIGURA 7

L2

. - e
Seno hiperbolico de x: senhx = €

Cosseno hiperbélico de x: cosh.x 5

senhy _ ¢' - ¢

Tangente hiperbélica: ygh 1 = g
. coshy '+ e

~ coshx ‘e v
Cotangente hiperbolica: cotgh x Ak £ 2 !
8 s senhy o' - e

X ) ‘ 1
Sceante hiperbolica: sech y = ; ;
cwoshx ~ ¢ 4 e 2L

i
Cossecante hiperbdlica: cosech x =
senh x




Capitulo 1. Abordagem das Fungoes Hiperbolicas 1.1. Resumo do contetdo

1.1.4 Livro D

FUNCOES HIPERBOLICAS

Certas combinacoes das fungoes hiperbdlicas e” e e surgem frequentemente
em matematica e suas aplicacoes e, por isso, merecem nomes especiais. Elas sao
analogas, de muitas maneiras, as fungoes trigonométricas e possuem a mesma relagao
com a hipérbole que as funcoes trigonométricas tém com o circulo. Por essa razao
sao chamadas coletivamente de fungoes hiperbélicas, e, individualmente, de seno

hiperbélico, cosseno hiperboélico e assim por diante.

DEFINICOES DAS FUNCOES HIPERBOLICAS
senhx = ce-ce’ cossechr = L
. 2 senhx
coshr = etre’ sechx =
coshx
sen%m coshx
tghr = cotghx =
coshz senhx

Os gréaficos do seno e cosseno hiperbodlico podem ser esbocados usando uma

ferramenta grafica.

1.1.5 Livro E

Funcoes Hiperbdlicas
As expressoes exponenciais

et —e™™ e+ e”*
e
2 2

ocorrem frequentemente na Matemaética Aplicada.
Estas expressoes definem, respectivamente, as fungoes seno hiperbélico de x e
cosseno hiperbolico de z.

O comportamento dessas funcoes nos leva a fazer uma analogia com as funcoes

trigonométricas.
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SENO HIPERBOLICO E COSSENO HIPERBOLICO
A fungao seno hiperbélico, denotada por senh, e a funcao cosseno hiperbodlico,

denotada por cosh, sao definidas, respectivamente, por:

T _ o

ha —
sennx 2

coshx = i.

O dominio e a imagem das funcoes senh e cosh sao:
D(senh) = (—o00, +00),

D(cosh) = (—o0, +00),

Im(senh) = (—o0, +00) e

Im(cosh) = (1, +00).

1.2 Analise qualitativa dos seis exemplares

Os livros A, B, C, D e E tratam das Funcoes Hiperbolicas, principalmente o seno
e cosseno hiperbolicos de forma igualitaria. Todos usam as funcoes exponenciais para
defini-las, a partir dos resultados da soma e subtracao de uma exponencial crescente
e’ e uma exponencial decrescente e~*, de forma direta, sem demonstragoes, como
visto nos resumos. Deixando algumas interrogacoes e até indagacoes "achei muito
engracado pensar-se em juntar duas palavras como seno e cosseno hiperbdlicos para

nomear um

(Sonia Pinto de Carvalho)[1].
Quando estudamos Func¢oes Hiperbolicas por um desses exemplares nao fica clara

a associacao dessas fungoes com a hipérbole e por isso achamos estranho e até sem
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sentido o nome hiperbolico. Todos relatam a semelhanca que existe entre as funcoes
trigonométricas e as funcoes hiperboélicas e que a mesma relagdo que as fungoes
trigonométricas tem com o circulo a hiperboélica tem com a hipérbole, no entanto,
nao encontramos essas semelhancas, ou seja, a tinica semelhanca sao os nomes dados
acrescentados de hiperbolico.

Os livros A, D e E trazem a justificativa da nomenclatura hiperbélica a partir
da identidade cosh®x — senh?x = 1. "A identidade demonstrada no Exemplo 1(a)
fornece um indicio para a razao do nome fun¢ao hiperbolica"(Calculo I - James
Stewart. p.238), cuja demonstragao se faz a partir da substitui¢ao dos valores dados

et —e™” e’ +e*
a senhr = ——— e coshxy = ————
2 2

Demonstragao:

e’ +e*
cosh*v — senh*r = (————

_€2m+2+e—2z €2z_2+e—2z_4_1
B 4 4 4

[

A partir dessa identidade os livros fazem uma comparacao entre o circulo unitério
2?2 +y? =1 e a hipérbole 22 — y? = 1, justificando o nome hiperbdlica.

Na sequéncia, foram analisadas as aplicagoes dessas funcoes na natureza.

Os livros A e B nao mencionam nenhuma aplicacao dessas funcoes, ou seja, por
que e para que estuda-las?

C e E trazem de forma bastante resumida algumas das aplicacoes das Funcoes
Hiperbolicas, como a catenaria e sua importancia na solucao de equacoes diferenciais.

D tem a preocupacao de mostrar que alguns fené6menos, como na ciéncia e
na engenharia, que o decaimento de uma entidade como a luz, a velocidade, a
eletricidade ou a radioatividade pode ser representado por Funcoes Hiperbolicas.

O livro F, nao mencionado até aqui, nao traz esse contetido. O que consideramos
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uma falha, pois, como veremos no capitulo 3 desse trabalho, as Fun¢oes Hiperbolicas
tém muitas aplicagoes, o que torna seu estudo importante.

"As funcoes hiperbolicas sdao andalogas, de muitas maneiras, as funcoes
trigonométricas e possuem a mesma relacao com a hipérbole que as fungoes
trigonométricas tém com o circulo"(Célculo - James stewart. p.236).

Entao por que nao obté-las utilizando-se da hipérbole como curva geratriz e fazer
a andlise como ¢é feita com o circulo nas funcoes trigonométricas, proporcionando
aos estudantes ideias e métodos que lhe permitam apreciar o valor das Funcoes

Hiperbélicas e a sua natureza?

10



Capitulo 2

Estudo das Funcoes Hiperbodlicas

2.1 A hipérbole

Definicao 1 Sejam F| e F, pontos distintos do plano, ¢ = %d(Fl,FQ) e 0 numero
a tal que 0 < a < c¢. Chama-se hipérbole a curva do plano formada pelos pontos P

do plano que satisfazem a relacdo

| d(P, F}) — d(P, F%) |= 2a. (2.1)

F e F; sao pontos da hipérbole denominados focos e as distancias d; = d(P, F})
e dy = d(P, Fy) sdo raios focais de ponto P. A reta que contém os focos chama-se
eixo focal. O centro da hipérbole é o ponto médio entre F; e F5. A medida c é a
distancia focal da hipérbole, ou seja, a distancia de cada foco ao centro. A reta
perpendicular ao eixo focal que intersecta o centro da hipérbole é denominada eixo
normal. Os pontos que intersectam o eixo focal sdao os vértices V] e V5.

Veja que a Equacao (2.1) equivale a

d(PJFl)_d(P7F2>:j:2a‘7

11



Capitulo 2. FEstudo das Fungoes Hiperbolicas 2.1. A hipérbole

logo, consideremos primeiramente

Neste caso a distancia de P ao foco I} é maior que a distancia de P ao foco Fj,
d(P, Fl) > d(P, F2)7

ou entao podemos ter

d(P, Fy) = d(P, F}) + 2a. (2.3)

Agora, tem-se o contrario, a distancia de P ao foco F} é menor que a distancia de

P ao foco F5,
d(P, Fl) < d(P, FQ)

Um ponto P, nao pode satisfazer simultaneamente as Equagdes (2.2) e (2.3).
Isto é, a hipérbole ¢ formada por dois conjuntos disjuntos de pontos como mostra a

figura 2.1.

Figura 2.1: Hipérbole
e

12
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Esses conjuntos de pontos sao os ramos da hipérbole. Os pontos sobre o ramo
da direita satisfazem a Equacdo (2.2) enquanto, os pontos sobre o ramo da esquerda
satisfazem a Equagdo (2.3).

Veja que a figura (2.1) mostra um caso especial da hipérbole, cujos eixos focal e
normal coincidem com os eixos cartesianos Ox e Oy, respectivamente, logo o centro

da hipérbole é a origem O dos eixos.

2.1.1 A equagao canénica da hipérbole

Vamos determinar a equacao da hipérbole em relacao a um sistema de eixos

oXY

Hipérbole com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo OX

Considerando a hipérbole da figura 2.1 cujo eixo focal e normal coincidem com os
eixos cartesianos Oz e Oy respectivamente, o centro coincide com a origem O = (0, 0)
dos eixos coordenados, os focos terdo coordenadas F; = (—c¢,0) e Fy = (¢,0), ¢ > 0.
Sendo o ponto P = (z,y) ponto qualquer da hipérbole, desenvolvendo a equacao

(2.1) temos:

Ve +e2+y2— (e —e)?+y? = +2a.

Depois de eliminarmos os radicais, elevando ao quadrado, obtemos:

(z+c)’+y'=(r - +y’ £da+/(z — ) +y?

ou seja,

4ac — 4a* = +4ar/(x — c)? + 2

13
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consequentemente

cx — a* = +a\/ (v — ¢)? + y2.

Elevando os membros dessa iltima igualdade ao quadrado vem,

?x? — 2cra® + a* = a*(2* — 2we + A + )

portanto

Ar? 4+ a* = d*(2® + A + ),

entao:

222 — a?) — a%? = (2 — a?)

como ¢ > a, defina b = v/¢2 — a?, logo,

b2$2 o &2y2 — b2a2
dividindo ambos os membros por b%a?, temos:

IZ y2

A Equacao (2.4) é denominada equagao canodnica da hipérbole de centro na origem

e reta focal coincidente com o eixo OX.

Hipérbole com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo OY

Onde 2b ¢ a distancia entre os vértices e a é tal que ¢ — b? = a®.

Neste caso, o eixo focal e normal coincidem com os eixos OY e OX
respectivamente. Temos F} = (0,—c), Fy, = (0,¢),4; = (0,—a), A2 = (0,a), B; =
(=b,0) e By = (b,0).
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Capitulo 2. FEstudo das Fungoes Hiperbolicas 2.1. A hipérbole

Fazendo como no caso anterior, encontramos a equacao

2 2
T g (2.5)

a?  b?
A Equagao (2.5) é denominada equagao canédnica da hipérbole de centro na

origem e reta focal coincidente com o eixo OY'.

2.1.2 Assintotas da hipérbole

O retangulo ABC'D abaixo de lados 2a e 2b mostrado na figura 2.2 e tangente

a hipérbole nos vértices Vi e V, é denominado retangulo de base da hipérbole.

Figura 2.2: Assintotas

2_

a c 2 \

A—b

As retas que contém as diagonais do retangulo de base sao as assintotas da
b

hipérbole, e tém inclinacao +— em relacao a reta focal. Em especial, quando a = b,
a

as assintotas sao perpendiculares entre si. Nesse caso, a hipérbole recebe o nome de

equilatera.
b
Logo, as assintotas da hipérbole sao as retas r1 :y = -z ery:y = ——=x.
a a
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Capitulo 2. FEstudo das Fungoes Hiperbolicas 2.2, Angulo sobre a hipérbole

Teorema 1 As assintotas nao interceptam a hipérbole.

- . b :
Demonstracao: Consideramos a assintota r; : y = —x da hipérbole H. Suponha
a
que exista um ponto Q = (xg,yo) tal que r1 N H = Q.

Entao as coordenadas de @) deve satisfazer a equacao da reta rq, isto é,

b
Yo = —Zo
a
e, também a equacao da hipérbole
o> yo2 1
@

b

Substituindo yo = 2x¢ na equagao da hipérbole, temos,

zo? _ (2%)2

a? b2

=1,

o que resultara

que é um absurdo. =

Ou seja, nao pode existir um ponto comum a assintota e a hipérbole. O mesmo
vale para 7.

Existem pontos da hipérbole tao proximos das assintotas quanto queiramos, mas,

jamais as assintotas interceptarao a hipérbole.

2.2 Angulo sobre a hipérbole

Consideremos o plano cartesiano com os eixos x e y e a partir de uma rotacao

™ . . ..
de 1 dos eixos coordenados, obtemos mais dois eixos X e Y.

1
Seja M um ponto que esta sobre o grafico zy = 2’ tal que suas coordenadas sao:

16



Capitulo 2. FEstudo das Fungoes Hiperbolicas 2.2, Angulo sobre a hipérbole

2=0P,y=0Q,X =0DeY = DM.

Assim,
T T
r=0P=0F—-PE = ODcosZ — DMsenZ
2
V2 oy
2
e7
s ™
y=0F+FQ = ODCOSZ + MDsenZ
2
V2% 4y
2
Entao:
2 2
Ty = \/__(X —Y)(X—G—Y)g ==
1
2(X2_yhy=Z
(X*—¥?) = ¢
X?-v?=1

Como mostra a figura 2.5.

1
Figura 2.3: Representacao grafica da equacao xy = 3

1
Ou seja, o grafico da equacao zy = 3 ¢ uma hipérbole equilatera com a = b = 1.
O angulo hiperbodlico é uma figura geométrica que divide a hipérbole, tendo uma

relagao comum com o angulo no circulo.
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Capitulo 2. FEstudo das Fungoes Hiperbolicas 2.2, Angulo sobre a hipérbole

Por isso para definirmos o angulo sobre a hipérbole vamos fazé-lo paralelo ao

angulo definido no circulo de raio 1.

B
1
0L/6 c
1 Olo 1

A medida de um angulo num circulo de raio 1, M um ponto sobre a hipérbole
em radianos, mede 6 radianos se o arco X? - Y? =1 que define um setor
circular subtendido entre ele mede 6 unidades hiperbolico AOM e um angulo
de comprimento. AOM como mostra a figura.
Sabemos também que um angulo 6 radianos Entdo o angulo AOM mede 6
pressupoe um setor circular de area g, no circulo | quando a area de setor AOM
de raio 1. Assim podemos dizer que um angulo vale g unidades de area.
mede # radianos se o setor subtendido entre ele
mede g unidades de area.

Vamos ver de forma detalhada.
1
Retornando aos eixos = e y, com a hipérbole xy = 2 figura 2.4, tome M e N

dois pontos quaisquer no mesmo ramo da hipérbole.

O ponto M tem coordenadas z = OP e y = OQ.
O ponto N tem coordenadas x = OR e y = OS.

A area dos retangulos OPM@Q e ORN S denotaremos por:

18



Capitulo 2. FEstudo das Fungoes Hiperbolicas 2.2, Angulo sobre a hipérbole

1
Aopmg = OP x 0Q = zy = B%

1
AORNS:ORXOS:xyzi

respectivamente.

1
Figura 2.4: Ramo direito da hipérbole xy = 3

Y

ol P X

Logo, Aopmg = Aorns, 0 que implica Agryg = Aprnt-

Para calcular a area do setor OM N, vamos girar a figura (2.4) de % e retornar
a hipérbole X? — Y? = 1, figura 2.5.

Veja que

1 1
Aopm = §AOPMQ = §AORNS
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Capitulo 2. FEstudo das Fungoes Hiperbolicas 2.2, Angulo sobre a hipérbole

Aornyv = Aopm + Aprnv = Aorn + Apr-

Por outro lado
Aornm = Aorn + Aonm-
Logo,
Aonm = Aprnu-

Em um raciocinio analogo vemos que a Aonny = Agsvym = Aprvm-

Figura 2.5: Representacio grafica da hipérbole 2% — y? = 1.

Portanto o que precisamos definir é a drea PRN M que é bem mais pratico na

1
hipérbole zy = 5 nos eixos x e y figura (2.4). A area PRNM é a area sobre o

1
grafico de y = 20 compreendida entre z = OP e x = OR.
x
Logo:
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Capitulo 2. FEstudo das Fungoes Hiperbolicas 2.2, Angulo sobre a hipérbole

OR 1 1
APRNM = / —dx| = —’anR — anP|
op 2% 2
1 ; OR
—2|"op|
Se M esta a esquerda de N entao
1. OR
A = —Iln—-.
PRNM 9 nOP
E se M esta a direita de N, entao
1. OP
A = —Iln—-.
PRNM 9 nOR
1
De forma analoga, podemos calcular Agnpg integrando a funcao z = 75’
Y
obtendo

1. OS
A = —Iln——.
SNMQ 9 nOQ

Observe que se M = N entdao Apryy = 0 e se M # N entao Apryy > 0.

Quando M se afasta de N pela direita, o seguimento O P cresce indefinidamente.

1
(InOP — InOR) cresce

Assim, como o tamanho OR estda fixo, Aprny = 5

indefinidamente.

Quando M se afasta de N pela esquerda, o seguimento OP tende a zero
e InOP decresce indefinidamente. Entao, Appyy = %(anR — InOP) cresce
indefinidamente.

Logo, Aony = Aprya varia de 0 a 4-o00.

Convencionando, temos:

e Se 0 ponto M esta acima do eixo dos X's, o angulo que ele define tem medida
positiva.

e Se 0 ponto M esta abaixo do eixo dos X's, o angulo que ele define tem medida
negativa.

Portanto, um angulo hiperbolico, assumira valores entre —oo e +00.
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Capitulo 2. FEstudo das Fungoes Hiperbolicas 2.3. Funcoes Hiperbolicas

Lembremos que isso nao ocorre no circulo, esses angulos medidos no circulo, seus

. ™ s
valores estariam entre _Z e +Z.

Apesar de varias semelhancas, existem algumas diferencas interessantes do an-

gulo sobre a hipérbole e o angulo sobre a circunferéncia.

0l/b C 0
I
1 Olo 1 O 2
Na circunferéncia o angulo é periddico, Na hipérbole o angulo nao ¢é periédico,
de periodo 27 radianos, pois, a uma vez que a curvatura nao é constante,
circunferéncia tem curvatura contante. a area cresce indefinidamente, logo o

logo o angulo é limitado. angulo hiperbolico ¢ ilimitado.

2.3 Funcoes Hiperboélicas

As Funcoes Hiperbolicas sdo definidas da mesma maneira que as funcoes
trigonométricas, logo vamos fazer um estudo das Funcgoes Hiperbolicas usando a
hipérbole equilatera como curva geratriz, da mesma maneira que as trigonométricas
com o circulo, ou seja, daremos as Funcoes Hiperbolicas o mesmo tratamento que
as funcoes trigonométricas e desenvolveremos algumas relagoes.

Para ficar mais clara essa semelhanca, vamos fazer o estudo de forma paralela.
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Capitulo 2. FEstudo das Fungoes Hiperbolicas 2.3. Funcoes Hiperbolicas

Colocando os resultados sobre o circulo unitario X? +Y? = 1 a esquerda e os resul-

tados sobre a hipérbole equilatera X2 — Y2 = 1 na coluna da direita.

X24Yv2=1 X2 -v?i=1
Y Y
R
M
0
1 Olo N A X

Seja M um ponto sobre a circunferéncia | Seja M um ponto sobre a curva de modo
de raio 1 e centro na origem dos eixos que o setor OAM tenha area g Entao o
cartesianos de modo que o setor AOM angulo AOM tem medida 6.

tenha area g Entao o angulo tem medi-

da 6 radianos, pois

AOM 0
Aoan = 5 x 12 = 3 Seja AR a reta tangente a hipérbole em A.
Seja AR a reta tangente & curva em A. | Assim de forma andloga definimos as funcoes
Assim, hiperbdlicas como:

ON = cosf, NM = senfl e AR = tg#. coshl = ON, senhf = NM e tgh = AR

Portanto, As demais funcoes hiperbdlicas sao:
cot@zizizﬂ coth = L1 cosh

AR tgh  senf’ AR tgh  senhl’
secQzL:L sech@ziz L

ON 10050 1 ON 1cosh@
e cossect) = NI send e cossech) = N~ senhi’
Temos para o ponto M, as relagoes. Vamos deduzir algumas relacoes entre

estas funcoes.
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2.3. Funcoes Hiperbolicas

Temos para o ponto M, pelo teorema de
Pitagoras

X2 +Y?=(ON?*+(NM)?*=1

e logo,

cos?0 + sen’ = 1.

Sendo o triangulo ON M semelhante ao

triangulo OAR, entao
AR NM
1~ ON
tem-se,
senf)

tgh =
g cosf
Como,

cos’0 + sen?0 = 1

dividindo ambos os membros por cos?6

sen?6 1
1+ = :

cos20  cos?60
ou seja,

1+ tg?0 = sec?d.

E se dividirmos por sen?6, entao:
cos?0 1

sen2f

sen?0
logo,

cot?d + 1 = cossc?8.

Para o ponto M de coordenadas X = ON
Y = NM, assim

X2 -Y?=(ON)*—-(NM)*=1

e logo,

cosh?0 — senh?0 = 1.

Sendo o triangulo ON M semelhante ao

triangulo OAR, entao,
AR NM
1 ON

Como,
cosh?0 — senh?f = 1

dividindo ambos os membros por cosh?f
senh*9 1
" cosh20 — cosh20’
ou seja,

1 — tgh®0 = sech??.

E se dividirmos por senh?d, entdo:

cosh?@ 1
senh?20 senh?20
logo,

coth?0 — 1 = cossch?6.

Apesar das fungoes trigonométricas e as fungoes hiperbolicas serem semelhantes,
possuem algumas diferencas.

Vejamos algumas:

Trigonométricas Hiperbélicas
a) O senf e cost sao periddicos, com | a) O senh e o cosh nao possuem

periodo 2. periodo.
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b) A fungdo senf é limitada, com b) A fungao senhf é ilimitada,
—1 < senf <1 e o cosf também varia | variando de —oo até +o0o e o coshf
entre —1 e +1. varia de +1 a +oo0.

¢) A tgf pode assumir qualquer valor | ¢) A tghf é limitada, —1 < tghf < 1.

entre —oo e +00.

Demonstragdo: a) No caso das fungoes cosseno hiperbolico e seno hiperbolico,
ndo existe um nimero 7" # 0 tal que f(t +7T) = f(t) € R. O seno hiperbélico é
estritamente crescente e o cosseno hiperbolico para qualquer T' € R, f(t+T) < f(t)
ou f(t+7T) > f(t). Portanto essas func¢oes nao sao periodicas.

b) Para § € R e 6 < 0, temos que —f > 0, sendo assim, ¢/ < e’  portanto
0 _ 0
e’ —e
e — e ? <0, entdo — < 0, logo senhf < 0 x, e para § € Re 6 > 0, temos
0 _ 0

) . e
que —0 < 0, sendo assim, e~ < ¢’ portanto ¢/ — e~ > 0, entdo — > 0, logo

senhf > 0 xx.

Entao de * e x*, temos que senhf é ilimitado, variando de —oo a +o0.
0 ,—0
e +e
Para 0 = 0, temos que coshQ) = — = 1 %, eparaf € Re 6 # 0, temos
(e — 1) > 0, portanto €* + 1 > 2%, se ¢ > 0 para qualquer § € R, entdo

e? +e?

> 1 % .
2
Logo, de * e x* temos que coshf varia de 1 a +oo.
0 0 el —e ! el + e
c) Para 0 € R, temos —e? < e’ entao 5 < 5 portanto

senhf

senhf < coshf, como tghf = 7 logo, | tghf |< 1, ou seja, —1 < tghf < 1.

Teorema 2 As funcoes cosh e senhf satisfazem as sequintes iqualdades,
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Demonstracgao:

Figura 2.6: Hipérbole 22 — ¢y =1
L

Conforme Figura (2.6), seja M um ponto sobre a hipérbole X? — Y2 = 1, de
forma que determine um angulo de medida 6, entao Aony = 7 Nos eixos X e Y,

o ponto M tem coordenadas
X =0F =coshf e Y = FM = senhf
nos eixos x e y, as coordenadas sao:
r=0Pey=0Q
Substituindo nas equacoes abaixo, temos:
V2

OP =z = T(X -Y)= g(coshe — senhf)
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oQ=y= ?(X +Y)= ?(coshe + senhf).

As coordenadas do ponto N, nos eixos X e Y

X=1eY =0

€ N0S eiXos T € ¥,
2 2
x:OR:\/T_ey:OSzg.

Logo podemos calcular as areas das regioes PRNM e QSN M por:

V2
1 OR 1 x= 1
A = —In— = —In 2 =——In(coshf — senhf
PR oP T 2 %ﬁ(coshG — senhf) 2 ( )

1. 0 1 Y2(coshl + senhf) 1
Agsnm = §ln0_66% = §ln 2 NG ) :Eln(coshé’ + senhf).
2

Como, Aony = Apryu, temos

6 1
5= —Eln(coshﬁ — senh@) (2.6)
e como Aony = Agsnm, temos
6 1
5= iln(coshe + senhf). (2.7)
Aplicando a fun¢ao exponencial em (2.5) e (2.6), vem
e = cosh® — senhd (2.8)
e
(2.9)

e’ = coshb + senhb.

Para determinarmos o coshfl, basta somarmos as equagoes (2.7) e (2.8)
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9 —9
e? + e = 2coshh = coshf = %7

e senh@, subtraindo (2.7) e (2.8)
e — e = 2senhfh = senhf = ¢

[ |
A partir do teorema anterior e usando as relacdes entre elas, podemos deduzir
que:

senh e —e?

tghf = = :
g coshl €9 40’
1 1 e? + e
tgh = —— — - :
oL tght EZI—E:Z et —e0’
1 1 2
sechf = = =

1 1 2

senhf % el —et’

cossechf =

Temos que, O coshf é uma funcao par e o senhfl é uma fungao impar.

Considerando a hipérbole unitaria H : X? — Y? = 1, seja P um ponto sobre

0

a hipérbole figura(2.7), tome o setor OAP de é4rea 3, podemos dizer que as

coordenadas de P sao,
X =coshf e Y = senhf.

Agora, vamos considerar o caso de uma &area negativa, ou seja, uma area abaixo
do eixo X. Para uma &rea —5 vamos encontrar um ponto simétrico a P, vamos
chama-lo de P’.

Lembre-se que a hipérbole unitaria H é simétrica em relagao ao eixo X, entao
basta tracar uma reta paralela ao eixo Y passando por P. A interseccao dessa reta

com H é o ponto P’ e o setor OAP’ teré area —g. As coordenadas de P’ sao,
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Figura 2.7: Representacao grafica da hipérbole unitaria

X = cosh(—0) e Y = senh(—0).

Mas, observe no grafico (2.7) que a coordenada = de P’ é igual a coordenada x
de P, devido a simetria da hipérbole unitéria.

Logo, o coshf é uma funcao par, pois

coshfl = cosh(—0)

No caso das ordenadas y dos pontos P e P, temos d(O,y) = d(O, —y).

Logo, o senhf é uma fungao impar, pois

senhf = —senh(—0).
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2.3.1 Gréaficos do cosseno hiperbélico e seno hiperbdélico

Esbocaremos os graficos a partir do comportamento das fungoes cosseno
hiperbélico e seno hiperbélico.

Para o grafico cosseno hiperboélico

coshx = {(x,y) 1y = coshx = i}.

Temos, que:

1. cosh(0) =1

2. cosh(—x) = cosh(x), pois y = coshx & uma fun¢ao par. Assim,seu grafico é
simétrico em relacdo ao eixo dos y's.

d d

3. d—(coshx) = senhx > 0sex >0e d—(coshx) = senhx < 0 se x < 0, portanto
x x

y = coshx é decrescente se x < 0, crescente se z > 0 e tem um minimo global em

x = 0. Logo, cosh > 1.
2

4. p(coshm) = coshx > 1 e logo y = coshx é sempre concavo para cima.
x

5. lim, o, coshx = lim,_, ., coshx = 400, ou seja, a imagem da funcao y = coshx

é o intervalo [1,+00).

6. Como e* > 0, e > 0 para todo = entao —e ™™ < e —e ™ < €*. Logo
—T X
— < senhxr < —.
2 2
7. limg,, o (coshx — 5) = limg oj0o — = 0" e lim,_,_ (coshx— 5 ) =
eI
limm%,oo 5 = O+.

. . ) e’
Pelas propriedades analisadas, temos que: coshx se aproxima de 5 quando x

—T

. € , .
cresce e se aproxima de — quando x decresce, mas é sempre maior do que ambas.

A Figura (2.8) representa as funcoes
ea:
yzcoshx,yz;ey:——,

no sistema de eixos coordenados xy .
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Figura 2.8: Cosseno Hiperbélico

y = coshx

Agora vamos analisar o comportamento e o esbogamento do grafico de y = senhx

senh = {(w,y) 1y = senhx = %} :
Temos:
1. senh(0) =0
2. senh(—z) = —senh(x), pois y = senhx é uma fun¢do impar. Logo se

conhecermos seu grafico para z > 0 basta tomar o simétrico em relacdo a origem
para completéa-lo para x < 0.
d . - .
3. d—(senhx) = coshx > 0 para todo z, ou seja, a funcao senhx varia de —oo a
x

+00. Uma funcao estritamente crescente.
2

d
4. ﬁ(senhx) = senhx, pois se x > 0 entdo y = senhx é concavo para cima e
T

concavo para baixo se x < 0.

T —T x —X

. . —¢€ . . e"—c
5.lim,_, ., senhx = lim,_ — = 400 e lim,_,_,, senhx = lim,_, — =

—00 ou seja, a imagem da fun¢do y = senhx é todo intervalo (—oo, +00).

6. Como e¢* > 0, e > 0 para todo z entao —e ™™ < e — e ™ < €”. Logo

—x x

< hx < —.
B sennx 5
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7. lim, <senhw — %) = lim,_, —% = 0" e limy, o (senha:+ %) =

< o
2
xr
Estas propriedades nos mostram que y = senhx se aproxima de 5 quando x

limg o

. : : e : .
cresce, vindo por baixo, e se aproxima de —5 quando z decresce, vindo por cima.

A Figura (2.9) representa as func¢oes
eCE
yzsenh&:,yzE ey =———.
no sistema de eixos coordenados xy.

Figura 2.9: Seno Hiperbolico

e | -
Y=~ -~
_________ 2-"" o X
f T T T I L
3 -2 -1 0 _--t7" . 2 3
L -7 —e
7 Uy =
L YT
’ -1
7
/7
d
/
/
’
7 -2+
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Aplicacoes das Funcoes Hiperbolicas

As Funcoes Hiperbodlicas surgem em movimentos vibratérios, dentro de solidos
elasticos e, mais genericamente, em muitos problemas da engenharia.

De acordo com a Revista Arvore [4] as Funcdes Hiperbolicas sdo muito eficientes,
para geragao de curvas de indice de local. De acordo com o método utilizado
para andlise e da procedéncia dos dados, as curvas de indice de local podem ser

anamorficas ou polimoérficas.

Figura 3.1: Curvas de indice de local

urva-gu i Equagdo das diferengas
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Curvas anamorficas sao aquelas em que a tendéncia do crescimento em altura é
a mesma para todos os locais. A inclinacao é comum e constante, variando apenas o
ponto de interseccao. Ja as curvas polimérficas nao apresentam a mesma tendéncia
de incremento em altura para todos os locais. Figura (3.1).

A funcdo mostrou-se eficiente na descricao de diferentes tendéncias de

crescimento, figura (3.2).

Figura 3.2: Crescimento em altura dominante

A » B

» =iy n T
5 = - =

J S
L - © AT s
u -0z & .

0016
5 a:=14376 i @= 19,204
20,529 w@=0273

o » “ “w 0 100 o » w & w 100

p paradados de parcelas permanentes
distintos.

ic funciion to express the growih in dominani height for daia of permanent plois of
eight different genetic marerials

Sabe-se ainda que a Funcao Hiperbolica possui flexibilidade e realismo biolégico
adequado, para classificagio da capacidade de povoamentos equifnios (também
designados por povoamentos regulares ou cuténeos), podendo ser usada com éxito.

Também ocorrem quando um cabo flexivel e homogéneo é suspenso entre dois
pontos, o que forma uma curva denominada catenaria, a qual serd analisada com

mais detalhes.
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3.1 A Catenaria

Proposto por Leonardo da Vinci, este problema foi interpretado de forma errada
por Galileu(1564-1642), supondo ter encontrado uma outra aplicacdo da parabola
na curva de suspensao de uma corda ou cadeia flexivel.

Apenas em 1690, James Bernoulli chamou atencao sobre esse problema, sendo
resolvido um ano depois por Leibniz, Huyghens e Johann Bernoulli, irmao de James.
Leibniz foi quem deu o nome catenaria a curva ocupada pelo cabo (do latim catena

que quer dizer corrente)

Figura 3.3: Catenaria

Catenaria

4 comprimentos =
iguais

F

Fonte: http://alfaconnection.net/pag_avst/for0203.htm

Johann Bernoulli, anos depois, escreve uma carta para um amigo contando
sua proeza. Pequeno trecho da carta diz "Os esforcos do meu irmao nao tiveram
sucesso; eu fui mais feliz, pois tive a habilidade (digo isso sem presungao, porque
deveria eu esconder a verdade?) de resolver o problema e reduzi-lo a retificacdo da
parabola. E verdade que isso me fez trabalhar durante uma noite. Isso representou
muito naqueles dias e para a minha pouca idade e experiéncia, mas na manha

seguinte, transbordando de alegria, corri até meu irmao, que ainda estava lutando,
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miseravelmente, com o né gordio sem chegar a lugar nenhum, sempre pensando
como Galileu que a catenéria era uma parabola. Pare! Pare! Disse-lhe eu, nao se
torture mais, tentando provar a identidade de uma catenéria e de uma parabola,
pois isso é inteiramente falso. A parabola serve na construcao da catenaria, mas as
duas curvas sao tao diferentes que uma é algébrica e a outra transcendente".

A catenaria a primeira vista aparenta a forma geral da parabola, mas nao é, ela
¢ descrita pela funcdo cosseno hiperboélico. Como mostrado em [I1].

Considere um sistema de coordenadas com origem no ponto mais baixo da curva,
sendo a curva situada no plano xy e o eixo y perpendicular a curva considerada.

Atingindo o equilibrio, é evidente que o cabo ficara contido em um plano, o plano

vertical que passa por suas extremidades,veja figura (3.4).

Figura 3.4: Representacao grafica de um ponto do cabo

|
|Tsen9

YU — — — — — — — — — — — 1
Y Tcos

|
|
|
|
|
|
|
|
1
T

T
O
O

Para determinar a equacao denotemos por P(x,y) um ponto qualquer da corda.
Existem trés forgas que atuam sobre esse ponto: a forca da gravidade que o empurra
para baixo, e outras duas forcas resultantes dos outros pontos adjacentes. Essas duas
forcas em parte sao dirigidas para os lados, também integrando uma componente
vertical, pois, os pontos adjacentes nao estao no mesmo nivel que o ponto P.

Essas forcas associam-se para produzir uma forca resultante, que atua sobre o
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ponto P.

Consideremos agora o arco OP, que devido a agao das trés forcas estard em
equilibrio.

Definamos:

T é a tensao que atua, tangencialmente, em P e forma um angulo 6 com o eixo

H ¢é a tensao da corda no ponto O, agindo horizontalmente.

Q@ é o peso do trecho OP da corda, cujo comprimento é s e age verticalmente.

Vamos admitir que todos os pontos da corda tém o mesmo peso, pois, se um
ponto fosse mais pesado que os outros, nao terifamos uma catenaria. Isso implica
que, se houvesse uma forca resultante atuando sobre o ponto, ele aceleraria a direcao
dessa forca, afastando-se da localizacao atual. No entanto vamos assumir que a corda
estd imovel e atingiu uma forca estavel, logo, todas as forcas resultantes que atuam
sobre cada ponto sao iguais a zero.

A forca de tensao é variavel ao longo da corda. Por ser flexivel expressa-se
matematicamente, dizendo que a forca de tensao tem sempre a direcdo tangente a
curva. Nao ocorrendo forcas internas, a corda nao oferece nenhuma resisténcia para
curva-se na direcao da tensao.

A soma dessas trés forgas que agem sobre OP ¢é nula

H+T+Q=0.

Decompondo essa equacao de equilibrio sobre os eixos, temos:

—H +Tcosf =0

—Q + Tsenf = 0.
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Dividindo as equacoes membro a membro, temos:

Q

tg0 = 2.
9=

Tendo Q = ps, p é o peso por unidades de comprimento do arco OP, logo:

tghd = & - s.

Note que o peso p e a tensao H sao constantes, logo % = k.

d -
Sendo tgfl = 32, entao,

dy _

S
- 3.1
dr k (3.1)

Mas, o comprimento do arco OP é dado por
z dy 2
= (/1 — | d
S /0 + ( dx> z

ds dy 2
— =4/1 —= . 3.2
dz * <d ) (3:2)

Por outro lado, ds/dz podemos calcula-lo diferenciando ambos os lados da

e logo

equagao (3.1) relativamente a z, isto é

*y  1ds

de? ~ kdx

e entdo substituindo em (3.2) temos a seguinte equagao diferencial

0 dy\?
SV _ i+ (Y.
dx? dx
E esta é considerada a equacao diferencial da catenéria.

Para uma melhor compreensao, vamos usar um artificio, simplificando a equacao,
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) ~
tomamos — = p, o que nos leva a equagao

dx

d
R

=+/1 2,
dx tp

O que vai resultar em uma equacao diferencial de primeira ordem com variaveis

separadas:
d d
L (3.3)
Vitp? Ok
Com integragdo de ambos os membros da equagao (3.3), temos
d d
/ _ / o (3.4)
V14 p? k

Resolvendo a equacao do lado esquerdo, obtém-se:

dp —n 5
/ﬁ_l (p+ 1+ p?)

In(p + \/1+p2):%+c

Para x = 0, temos p(0) = ¢/(0) = 0, logo, ¢ = 0 e a equagao acima resulta em

In(p + \/1+p2)=%

entao a solucao sera da forma

pH+ V14 pE=ek

ou ainda,

1+p?=er —2p\/1+4p% — p2,
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A Catendria

e como er — p = /1 + p2, substituindo temos:

L+p* =e® —2p(ef —p) —p?

1+p2:e27z—2pe%—|—2p2—p2

Zpe% :e% —1

e% — e_%
P="
x
Portanto, p = senh <—>
dy ek —e k )
Sabemos que p = — e p = ———, assim
dx 2
dy ek —e k
de 2

integrando ambos os membros, temos:

Para, y(0) = b, temos
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A Catendria

chegando a solucao geral na forma,

é a equacgao da catenaria.

E bastante comum supor que k = b. Entdo a solucio tem a forma

y(x) =k - cosh (%) :

Sendo a catenaria uma curva cuja forma assumida é de um cabo suspenso pelas

extremidades sob a agao do seu proprio peso, isto ¢, em que as tensoes internas

equilibram naturalmente o peso. E utilizada em diversas situacoes.

Exemplo apresentado no capitulo 7 em [2].

Exemplo 1 Um cabo de 100 pés estd preso pelas pontas no alto de dois postes de

50 pés posicionados a 90 pés de distancia, veja figura(3.5). A que altura acima do

solo estd o ponto médio do cabo?

Solucao: Vimos que, o cabo forma uma catendria

y(x) = kcosh (%) +b—k

vamos considerar b — k = ¢, onde a origem estd no solo a meio caminho entre os
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Figura 3.5: Modelo matemaético

50
40
30
20

10

o
—45 45

dois postes. Usando a formula do comprimento do arco OP, temos

45 2
IOO:/ “1+<d—y) dx
—45 dx
45 2
= 2/ 1+ <@) dx
0 \/ dx

= 2/045 \/1 + senh? (g)dx
= 2/45 cosh (%) dx
= 2a - senh (g)ﬁs = 2a - senh (%) .

Usando o recurso numérico de uma calculadora para resolver

100 = 2a - senh (4—5)

a

em a obtemos a = 56,01. Entao

45
50 = y(45) = 56,01 - cosh <m> +cr 7508 +c

de modo que ¢ = —25,08. Assim, o ponto médio do cabo estd a y(0) ~ 56,01 —
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25,08 = 30,93 pés acima do solo.

Por suas propriedades e beleza, a catenaria invertida é uma excelente forma
para construcao de arcos monumentais que se sustentam pelo proprio peso, o que

despertou a imaginacao de engenheiros e arquitetos, vejamos alguns exemplos.

3.1.1 O St. Louis Gateway Arch

Gateway Arch é um monumento elegante de expansao para o oeste dos EUA.
Localizado as margens do rio Mississippi, em St. Louis. Tem a forma de uma
catenéria invertida, que é uma estrutura muito estavel.

Foi projetado pelo arquiteto finlandés Eero Saarinen em parceria com o
engenheiro alemao Hannskrl Bandel em 1947 para homenagear a expansao para
o Oeste durante o século XIX. Com 192 metros de altura, é o maior monumento em
solo norte-americano. Sua construgao teve inicio em 1963 e foi concluida em 1965,

tendo sido inaugurada em 1968.

Figura 3.6: Gateway Arch

Fonte: http://en.wikipedia.org/wiki/Gateway _ Arch

Em todo o mundo encontramos construcoes com a catenaria invertida, como as

do arquiteto espanhol Antoénio Gaudi (1823-1926).
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Figura 3.7: (a)Arco Catendrio, casa Mila e (b)Arcos na Basilica da Sagrada Familia
em Barcelona

Fonte: http://alfaconnection.net/pag_avst/for0203.htm

No Brasil, entre outros, temos a Ponte Juscelino Kubitschek, um dos pontos

turisticos de Brasilia, a qual foi utilizada a equacgao

T
-1 Bl ——
80cos (—180>

Figura 3.8: Ponte Juscelino Kubitschek

Fonte: http://www.comerciojardimbotanico.com.br /pontos-turisticos-de-brasilia/
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3.1.2 Linhas de Transmissao

Suas propriedades sao utilizadas também na ferrovia, a catenéria é um sistema

de distribuicao e alimentacao elétrica aérea.

Figura 3.9: Lmhas de Transmissao

Fonte: http://pt.wikipedia.org/wiki/Caten C3Alria_(caminho_de_ferro)

E diferente das distribui¢oes de alta/média/baixa tensdo, pois permite uma
captacao direta de energia do cabo por meio de um pantografo. Esses cabos sao
fixos por tensao e trocados a cada nimero determinado de postes, existindo um
peso superior ao de % do cabo em cada extremidade que o estica até apoiar nos
fixadores. Esta forma de fixacao permite que haja uma superficie lisa de contato
por todo o cabo. Esse sistema de distribuicao ja é utilizado por Trolebus, Bondes
elétricos, Metros de superficie, Locomotivas e Automotivas ferroviarias.

No Brasil os sistemas metroviarios (com excegao do Metrd de Sao Paulo e do Rio
de Janeiro), adotam o sistema de catenaria com tensao de 3kvce.

Segundo [I] essa belissima e elegante curva é também utilizada por designs na
construgao de moveis (mesas, cadeiras, etc) no mundo inteiro.

Devido suas caracteristicas, também ¢é transportada para as mais diversas pecas
estruturais.

As principais caracteristicas destas pecas sao:
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e leves e muito estaveis;
e bastante resistentes a ventos;
e beleza e harmonia as pegas.

* Superficies formadas por uma revolucao de catenaria.

Figura 3.10: (a)Casas de uma fazenda organica na India e (b)Fornos para ceramica
resistentes a altas mudancas de temperaturas

Fonte: http://alfaconnection.net/pag_avst/for0203.htm
* Superficies formadas por uma translacao de catenaria.

Figura 3.11: (a)Cobertura esbelta com grande vao e (b)Dulles Internacional Airport-
Estados Unidos

Fonte: http://alfaconnection.net/pag_avsf/for0203.htm

* Formas das superficies geradas pela catenaria utilizadas nos desenhos

de moéveis.
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Superficie gerada
pela revolugio de
uma catanaria

Figura 3.12: Moveis

(b)

Fonte: http://alfaconnection.net/pag_avst/for0203.htm

A catenaria também esta presente na natureza, como no contorno de asas de

borboletas, colmeias, teias de aranhas, etc.
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