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Resumo

Os ntmeros morficos sao ntimeros relacionados a forma e que, de alguma ma-
neira, estabelecem uma concepcao de beleza, estética e harmonia. Esses ntmeros
possuem uma série de aplicagoes em varios ramos do conhecimento, como geome-
tria, aritmética, arquitetura e engenharia. Existem apenas dois ntimeros morficos,
o nimero de ouro e o nimero plastico, o primeiro deles é estudado desde a antiga
Grécia e o segundo passou a ser estudado no século XX, o que torna o assunto rela-
tivamente novo. Traremos neste trabalho uma colecao de informacoes acerca desses
numeros, sejam propriedades aritméticas, algébricas ou geométricas, estabelecendo
um paralelo muito forte entre os mesmos e também como eles se relacionam com as
sequéncias de Fibonacci e Padovan.

Palavras-chave: nameros morficos, nimero de ouro, nimero plastico, Padovan
e Fibonacci.



Abstract

Morphic numbers are numbers related to the form and, somehow, they establish
a conception of beauty, aesthetics and harmony. These numbers have important of
applications in various branches of knowledge, such as geometry, arithmetic, archi-
tecture, and engineering. There are only two morphic numbers, the golden number
and the plastic number. The first one has been studied since ancient Greece, and
the second one has only become a subject of interest in the twentieth century, what
makes the plastic number a relatively new branch of research. In this work, we will
analyze a data collection concerning arithmetic, algebraic or geometric properties
of these numbers, by establishing a straight relation between the morphic numbers
and the Fibonacci and Padovan sequences.

Keyword: morphic numbers, golden number, plastic number, Padovan and
Fibonacci.
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Notacoes

Notacoes Gerais

e ¢ é o Numero de Ouro.

e ¢ é o oposto do inverso do Nimero de Ouro.

1 é o Niumero Plastico.

e (a,) ¢ uma sequéncia de nimeros com o indice n € N.
e a, ¢ 0 n-ésimo termo da sequéncia (ay,).

e f, é 0 n-ésimo termo da sequéncia de Fibonacci.

e P, é o n-ésimo termo da sequéncia de Padovan.

Zai =ay+as+ ...+ ay.
i=1

| . ., . .
(") = —*— ¢é o numero binomial n sobre p.
P p!-(n—p)!

[x] é o menor inteiro maior do que ou igual a z.

|x] & o maior inteiro menor do que ou igual a x.

xii



Introducao

No presente trabalho trataremos sobre os Ntimeros Mérficos e suas relagoes com
as sequéncias de Fibonacci e Padovan. O tema é, em partes, relativamente novo,
pois alguns assuntos comecgaram a ser estudados no século passado, apesar de outros
terem suas origens na Grécia antiga. No que diz respeito a literatura brasileira, o
tema ainda foi pouco explorado, e por esta razao, com o intuito de contribuir com
mais um tema tao interessante para que os professores do ensino médio e até mesmo
de disciplinas como Aritmética e Teoria dos Nimeros trabalhem em suas aulas, é
que escrevemos este trabalho.

Os numeros moérficos sao nimeros que, de alguma forma, estao associados a
concepcao de beleza e harmonia, mais precisamente, eles estao relacionados com a
ideia da clareza de percepcao. Assim, esses niimeros possuem varias aplicacoes na
geometria, o que torna o tema ainda mais interessante. Foi provado que existem dois,
e apenas dois numeros morficos, a saber, o Nimero de Ouro e o Numero Pléstico.
Nesse sentido dividimos o trabalho em trés capitulos.

O primeiro capitulo trata da natureza dos niimeros morficos, trazendo a definicao
e a prova de que existem apenas dois deles. Procuramos trazer uma demonstracao
formal para tal resultado, mas também uma demonstragdo (ou, pelo menos, uma
pesquisa acerca do mesmo) mais intuitiva, para que o leitor o compreendesse sem
que precisasse de resultados mais complexos associados a equacoes polinomiais.

O segundo capitulo é para tratar do Nimero de Ouro, ntimero este que é estudado
desde a Grécia antiga. Traremos um pouco de historia, algumas de suas propriedades
algébricas e geométricas. Também falaremos sobre a sequéncia de Fibonacci, suas
propriedades e suas relagoes com o niimero de ouro.

O terceiro e ultimo capitulo ¢ dedicado ao Numero Pléastico, que passou a ser
estudado no século passado por arquitetos e matematicos. Vale ressaltar que alguns
matematicos o tratam como um nimero negligenciado ou esquecido, isso por que,
comparado ao numero de ouro, este ultimo se sobressai e fica sempre em evidéncia.
Mas, traremos aqui, que o niimero plastico assume, no espaco, o papel que o ntimero
de ouro assume no plano. Abordaremos um pouco da histéria desse nimero, suas
propriedades algébricas e geométricas. Também falaremos sobre a sequéncia de
Padovan, suas propriedades e como ela se relaciona com o nimero plastico.

Os dois dltimos capitulos foram construidos numa mesma perspectiva, assim o



leitor pode estar, a todo momento, estabelecendo comparacgoes entre o nimero de
ouro e o nimero plastico, também o pode fazer para as sequéncias de Fibonacci
e Padovan. Dispomos no apéndice deste trabalho uma segao sobre o Principio da
Inducao Finita, pois muitas demonstragoes foram feitas utilizando esse principio,
mas sempre que possivel, procuramos trazer demonstracoes alternativas para alguns
resultados, algumas delas, por exemplo, usando manipulacoes algébricas.

Segundo Djairo Guedes de Figueiredo, a grande relevincia da Matemdtica jaz
no fato de que, além de sua vida propria como ciéncia, com suas teorias € Seus
problemas, ela tem a caracteristica impar de poder penetrar, como uma arma 1mpor-
tante e, as vezes, imprescindivel em muitos outros ramos do conhecimento humano.
Assim, enaltecemos o tema como algo motivador para o estudo da matematica,
despertando no aluno o interesse e a curiosidade, mais ainda, levando o aluno do
ensino médio, por exemplo, a estudar uma matematica um pouco mais rebuscada
e elegante. Desta forma, sugerimos ao professor do ensino médio, que, se possivel,
aborde o tema em suas aulas, fazendo as devidas adaptacoes, outro sim, levando
para as aulas de preparacao para olimpiadas de matematica.



Capitulo 1

Numeros Moérficos

Existem varias escalas de comparacgao de grandezas dos ntimeros, poderiamos di-
zer também sistemas de medidas, algumas delas sao as sequéncias em que a diferenca
entre dois termos consecutivos ¢ constante, este é o caso das progressoes aritméti-
cas, cuja importancia ¢ tamanha. Outras progressoes, nao aritméticas, também
influenciaram bastante na arte ocidental, a saber, a sequéncia de Fibonacci, a qual
descreveremos ao longo do trabalho. No entanto, quando comparamos medidas ge-
ométricas no plano ou no espaco somos remetidos, de maneira muito intuitiva, as
progressoes geométricas, onde o quociente entre dois termos consecutivos ¢ sempre
constante, mais ainda, o quociente (¢"™ —¢")/(¢"™! + ¢") independe do valor de n.

Sendo ¢ o ntimero de ouro, o qual descreveremos mais adiante, a progressao
geométrica assume outras duas propriedades curiosas:

e A soma entre dois elementos consecutivos é igual ao proximo elemento da
sequéncia, isto &, ¢" ' + ¢" = ¢"*!, donde 1 + ¢ = ¢%

e A diferenca entre dois elementos consecutivos é igual ao elemento anterior, ou
seja, ("t —¢" = ¢!, donde ¢ — 1 = ¢ L.

n

A presenca e o protagonismo da divina propor¢ao na arquitetura e no desenho
se deve, especialmente, porque se pode definir um sistema de medidas baseado no
nimero de ouro e, nesse sentido, tomaremos um sistema de medidas como uma
sequéncia de segmentos de comprimentos em progressao geométrica de razao p > 1,
com a condicao de que se “adicionarmos” ou “subtrairmos” duas medidas consecutivas
do sistema, obtemos uma outra medida do sistema, ou seja,

Pl 4 =
Pt —p =1t

comi,jk €Zej>i+1ek <i dai, se dividirmos ambas as equacoes por p' e
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fizermos j —i=m e k —i= —n, com m,n € N, temos:

p+1l=p”
p—1l=p™

Sendo assim, a partir das propriedades supracitadas referentes a razao aurea
e das condicoes para se ter o sistema de medidas em questao, somos levados ao
seguinte questionamento:

“Para que niumeros reais p > 1 existem niumeros naturais m e n de modo que
p—l=pmep+l=pn?”

Hans Van der Laan designou as solucoes do referido problema como Numeros
Morficos e segundo ele, os nimeros morficos constituiriam as escalas geométricas
ideais para a concepcao de objetos espaciais.

n

1.1 Numeros Mobrficos

Esta secao é dedicada a definicao de nimeros morficos e a demonstracao de que
existem dois e apenas dois deles, para tanto, tomamos como referéncia [1] e [4].

Definicao 1.1 Um nudmero real p > 1 é chamado nimero mdrfico quando existem
numeros naturais m e n tais que:

ptl=p" ep-1l=p™

Se substituirmos m e n por 2 e 1, respectivamente, obteremos o niimero de ouro.
Vejamos:

+1= 9
1_ ., =P —p-1=0,
cujas raizes sao p = f = . Como p > 1, temos que p = 1+2\/g (Razdo
Aurea).
Veja a ilustracao na figura e note que a razao aurea, de fato, satisfaz as

condicoes para o sistema de medida definido por Van der Laan.
Se substituirmos m e n por 3 e 4, respectivamente, obteremos o niimero plastico.

Vejamos:
1=7p3 S_p—1=
ptl=p  _ Jr—p 0 ’
p—1=p" p’—p'—1=0
cuja Unica raiz real é p = \/9+*ﬁ + \/ (Ntumero Plastico).
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Figura 1.2: Escala geométrica cuja razao é o nimero plastico

Veja a ilustracao na figura [1.2| e note que o numero pléastico, de fato, também
satisfaz as condigoes para o sistema de medida definido por Van der Laan.

Continuando a investigacao, quando trabalhamos com valores para m maiores
do que 3, o processo comeca a ficar um pouco mais dificil e trabalhoso. Mesmo
assim, com a ajuda de uma calculadora grafica (usaremos aqui o GEOGEBRA)
podemos investigar se para m = 4, por exemplo, existe um n natural, tal que o
sistema de equacoes da Definicao tem uma tunica solucao. Para tanto, per-
cebamos inicialmente que a raiz de uma equacao do tipo p + 1 = p™ é raiz da
fungdo fn(r) = 2™ — x — 1 e essa fungdo ndo tem raiz para m = 1, mas para
m = 2,3,4,5,6,... tem sempre uma tnica raiz irracional E] maior que 1. Apenas
para fins de ilustragao, na figura|l.3| perceba que ao passo que m aumenta, as raizes
positivas maiores do que 1 convergem para o 1.

Voltando entao para o caso m = 4, temos que a solucao real e maior do que 1
da equacdo ' — 2 — 1 =0 ¢é 1,220744084.... Agora o processo ¢ inverso, temos que
descobrir qual o valor de n para o qual a funcio g, = 2™ — 2" ! — 1 tem o mesmo
zero, isto ¢, qual das equagoes

1 2 3 4 5 6

r—1=xr"z—-1=2r“z—-1=x",z—-1=x%2rz—-1=2",z—-1=2", ..,

!Ndo h4 raizes racionais, pois se houvesse, deveria ser igual a +1, pelo teorema das raizes
racionais para um polinémio de coeficientes inteiros.
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f2

I
)

Figura 1.3: Gréafico das fungoes do tipo f,(z) = 2™ —x — 1
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99

fr

Figura 1.4: Gragico das fungoes do tipo g,(x) = 2™ — 2" 1 — 1

tem a mesma solucao. Para isto, representemos no gréfico da figura a funcao
fi=a*—x —1eas funcoes g, = 2" — 2" ! —1,comn=1,2,3,4,5,6,7,8,9.

Observe que paran = 2, 3,4,5,6, 7, 8 as raizes de g,, sao maiores do que 1, 220744084
e a partir de n = 9, essas raizes serao menores, de modo que, as raizes de g,,, a me-
dida que n cresce, formam uma sucessao estritamente decrescente. Sendo assim,
nao existe nenhum nimero morfico associado a m = 4. Para os demais valores de
m, poderiamos prosseguir da mesma forma na investigagao, todavia nao teriamos
como encontrar, caso houvesse, todos os outros ntmeros morficos associados a esse
valores de m.

Resta-nos saber agora se existem outros niameros, além do nimero de ouro e do
ntmero plastico, que satisfazem a Definicao [1.1]

Em 1998, Kruijtzer em [§] conjecturou que existiriam apenas dois ntimeros mor-
ficos, a saber, o nimero de ouro e nimero plastico, mas foi apenas em 2001 que
Jan Aarts, Robbert Fokkink e Godfried Kruijtzer mostraram em [I] que tal con-
jectura era de fato verdadeira. Para que possamos demonstrar que existem apenas
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dois niimeros moérficos, notemos, inicialmente, que um nimero morfico é solucao das
seguintes equagoes:

2 —rx—1=0 e a2"—z"1—-1=0.

Em ambas as equacoes, o primeiro membro corresponde a um trinémio. Selmer
provou em [20], que o trinémio 2" — x — 1, com n > 3, é irredutivel, isto é, nao
pode ser decomposto como um produto de grau inferior que nao seja a unidade e ele
proprio. Posteriormente, Tverberg, em [21], estendeu este resultado para trindmios
do tipo 2™ + 2 £ 1, com m > e 1 < k < m. De modo que este trinémio ou é
irredutivel ou pode ser escrito como produto de dois polinémios, neste tltimo caso,
o primeiro é irredutivel (ou constante) e o segundo polindémio tem raizes de modulo
1. Sendo assim, a partir do exposto e das referéncias [20] e [21], podemos enunciar
o seguinte resultado:

Lema 1.1 Os polinémios do tipo ™ — 2™ ! — 1, com m > 3, sao irredutiveis ou
escritos como produto de um irredutivel pelo polindmio x®> — x + 1.

Prova: Se o trinomio ™ — x™~! —1 for irredutivel, nao ha o que fazer. Entretanto,

se 0 trinomio ™ — x™~1 — 1 for redutivel, pelo resultado de Tverberg em [21], ele
pode ser escrito como um produto de um polinémio irredutivel por um polinémio
cujas raizes tém modulo igual a 1. Assim sendo, essas raizes satisfazem a equagao

" Nz —1)-1=0,
ou equivalentemente,

m—1 — 1
[z — 1]

|z

Dai, se ¢ ¢ uma raiz do polinomio 2™ — 2™ — 1 e ela tem modulo 1, entdo sua
distancia até a origem é 1, e pela equacao acima, sua distancia ao ntimero real 1
também é 1, isto é,

ol =1efo—1]=1,
sendo o = a + bi, com a,b € R, temos

a2+ =1 _ 1 V3
(a—1)2+b=1 2 2

Veja a figura
Logo,
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| Re

AR S SR
22

Figura 1.5: Raizes do polindémio 2™ — 2™ ! — 1 cuja distancia & origem e ao nimero
real 1 & 1.

e, portanto, o trindmio é divisivel por

1 V3 1 V3 )
— =+l |e-|z—— || =2 -2+ 1
x 2—1— 5 x 5 5 x T+

Agora, de posse do Lema [I.I} podemos mostrar o teorema a seguir:

Teorema 1.1 FExistem dois, e somente dois, numeros morficos, a saber, o nimero
de ouro e o niumero pldstico.

Demonstracao: O que estamos investigando é se existem nimeros reais maiores
que 1 que sdo raizes dos polindomios 2™ —x — 1 e 2™ — 2"~ ! — 1. Para o caso em que
m =n = 2, os polindmios sao idénticos e suas raizes sao o niimero de ouro %‘?’ eo

simétrico do seu inverso %5 Entretanto, para o caso em que m e n sao maiores ou

iguais a 3, afim de termos para os polin6mios uma raiz comum, os trindémios devem
ter um fator comum, mas como o primeiro é irredutivel, isto s6 podera acontecer se
o primeiro dividir o segundo, e pelo Lema temos

(g™ —z—-1)-(2®—o+1)=a"—2" " -1
Efetuando, portanto, o desenvolvimento do lado esquerdo, temos a identidade
xm+2_mm+1+xm_$3_1:xn_xn71_1

e a partir dela, constatamos que m = 3 e n = 5, e, neste caso, a solu¢ao é o niimero
plastico. m
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Para mais informacoes acerca das equacoes referentes aos ntimeros morficos,
o leitor também pode consultar [19]. Nos proximos dois capitulos traremos uma
abordagem mais detalhada de cada um dos ntimeros morficos e suas relagoes com
as sequéncias de Fibonacci e Padovan.
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Capitulo 2

Ntuimero de Ouro

O ntumero de ouro, desde a antiguidade, tem intrigado bastante os homens pelas
propriedades aritméticas que possui, assim como pelas muitas propriedades geomé-
tricas, trazendo a ideia de beleza e harmonia. O ntimero de ouro tem uma propri-
edade muito particular chamada ubiquidade, que esta relacionada com o poder de
estar presente em diversos lugares, de modo que o mesmo aparece no corpo humano,
na natureza, nas espirais, na geometria, na arquitetura, na musica, etc.

Esse ntmero, também conhecido como Numero Aureo, Razio Aurea, Seccdo
Area, Proporcao Divina ou Divina Proporcao, em 1899, foi indicado pelo matematico
americano Mark Barr pela letra grega phi () em homenagem ao escultor grego
Phidias que viveu entre 490 e 430 a.C., pois 0 mesmo usou tal nimero em algumas
de suas obras, como por exemplo o Phartenon e a estatua de Zeus.

2.1 Numero de Ouro

Dedicaremos esta secao ao nimero de ouro, trazendo propriedades aritméticas e
geomeétricas.

Definicao 2.1 O numero de ouro € definido como sendo a raiz real positiva da
equacao polinomial do 2° grau

??—r—-1=0

e ele é expresso por

H
_|_
B

= = 1,6180339887498948482045868...

Vamos inicialmente resolver a equacao 2 —x—1 = 0. O discriminante da mesma
¢ A=(—1)>—4-1-(—1) =5 e suas raizes sao

11



2.1. NUMERO DE OURO

<
S

145 1
p="7"ep="5

sendo esta tltima o nimero de ouro. I imediato perceber as seguintes relagoes entre
pe g

2.1.1 Propriedades Algébricas

Proposicao 2.1 O numero de ouro pode ser representado pela interacao de infinitas
raizes quadradas pela erpressao:

@:\/1+\/1+\/ﬁ

Demonstracao: De fato, elevando os dois membros da equacao supracitada ao

quadrado, temos:
g02:1+\/1+\/1+\/1+...:>g02:1+90

Logo, ¢ = \/1 ++/1++/1+ ... é uma raiz real positiva da equacio 22 —x — 1 =0,
sendo, portanto, o nimero de ouro. Tal manipulagao s6 ¢ possivel, pois a sequéncia
(x,) dada pela recorréncia =, = /1+x, 1, com ;1 = 1 & convergente. Com
enfeito, a sequéncia é mondtona crescente, pois r1 = 1 < v/1+1 = x5 e, supondo
Tno1 < Ty, temos 22 = 1+x,_1 < 14z, = 22, donde z,, < z,41. Além disso, (z,,)
é limitada. E facil ver que é limitada inferiormente, pois seus termos sio positivos.
Agora, se ¢ é a raiz positiva da equacao 2> — z — 1 = 0, ou seja, > = 1 + o,
tem-se x, < ¢ para todo n € N. Isto é verdade paran = 1 e, de =, < ¢, temos
2 =14z, <1+ p=¢? logo x,41 < ¢. Portanto (z,) é convergente. Fazendo
n — oo na igualdade 22, =1+, vé-se que limz, = . =

Proposicao 2.2 O niumero de ouro pode ser representado através de fragoes conti-
nuas pela erpressao

1
Y= 1+ 1
1
pe==
Demonstracao: De fato, pois
1 1,
p=l+ ——F—=p=1+—=p"=p+1,
1+ v

1+...

sendo, portanto, ¢ a raiz real positiva da equacao 2> —x —1 = 0. Tal manipulacao s6
é possivel, pois a sequéncia (z,) dada pela recorréncia x, = 1+ ﬁ, comx; =1,¢
e

12



2.1. NUMERO DE OURO

convergente. Com efeito, observe que x,, > 1 para todo n € N, pois vale paran =1
e, supondo a validade para n, entao vale para n + 1, pois z,41 = 1 + i Observe
também que |z, x,| > 2 para todo n € N, pois substituindo z,,,; = 1+ ;%v temos

1
|Tpa1 - x| = ’(1 + —) T
T,

1

Tny1 - Tn

= |z, + 1] > 2.

Segue entao que

1
<_7
-2

multiplicando ambos os membros por |z, — x,], temos:

Tn — Tn+1 < |xn+1 - xn‘
— ?
Tni1Tn 2
dai,
1 1 1 Tpt1 — T
|, 1 | |
Tn41 L, Tn+1 Ty 2
Tn42 Tn+1
e assim
|xn+2 - CUn—l—l| S a5 |xn+1 - xn|

2
e consequentemente a sequéncia é de Cauchy E] e portanto, convergente ﬂ Sendo
limz,, = L, temos

1
L=14+—-=L*-L-1=0

L
14456
- =

dai
L

@Y.
|

Da identidade ¢? = ¢ + 1, temos véarias outras relagdes envolvendo poténcias de
© que usaremos no decorrer deste trabalho, sao elas:

!Para ver mais sobre Sequénia de Cauchy, ver pagina 125 de [9]
2Uma outra demonstragio para a convergéncia desta sequéncia, ver pagina 173 de [10]
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2.1. NUMERO DE OURO

Pr=p+1
multiplicando (2.1) por ¢ : Y=’ 4+
multiplicando (2.2) por ¢ : ot = 3 + p?
multiplicando (2.1) por "' : Pt = 4 ! (
multiplicando (2.1) por ™ : Pt =t 4 o (
fazendo (2.5) - (2.4) : "2 — ptl = prtl — ol (
de (2.6) e (2.4) : T2 — ot = 0 (

Proposicao 2.3 Seja ¢ o nimero de ouro, as sequintes afirmacoes envolvendo soma

infinita de poténcias negativas de ¢ sao verdadeiras:

i ¢2:Zé
k=0
, =1
1. O = k_oﬁ
AN o
2 — S031@

Demonstragao: Lembre-se que a série geométrica

-1 O Ot =~
e N N S

i1_1+1+1+1+ 1
*F P ¢ ¢ ¢ 1—q
k=0
Assim
=1 1 1 1 1 1 © © )
i —=—4+ —+—+—+..= = = =
gwk S00 4’01 S02 903 1_é ()0_1 (’0_1
=1 1 1 1 1 1 ©? ©?
i — = —S+—+t—=+..= = =
,;so% 0 et b 1-5% ¢*=1 (e+D(p-1)
2
LAy,
ot
=1 1 1 1 1 ©° ©°
iii — =t =+ttt = =
kz_ow?”“ 0P b 1-5 ¢=1 (p-DE+e+1)
v i
QO_I 2¢2 2
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2.1. NUMERO DE OURO

Proposicao 2.4 Mais geralmente, temos:

oo

s+l 1,1 1 1, 1 _
P SOnk 900 " S0271 Spén 1— (an o — 1

2.1.2 Propriedades Geométricas

Geometricamente, o nimero de ouro foi definido pela primeira vez ha 300 anos
a.C. por Euclides, quando, no livro VI de Os Elementos de FEuclides de Alexandria,
ele chamou esse nimero de “razao extrema e média”.

Definicao 2.2 Diz-se que um linha reta € cortada na razao extrema e média quando,
assim como a linha toda estd para o maior segmento, o maior segmento estd para o
menor.

Pela definicao acima e observando a Figura temos que AC' > AB > BC' e

AC  AB
AB  BC
@ &® @

A B C

Figura 2.1: Divisao de um segmento na razao extrema e média

Fazendo AB = a e BC' = b, queremos determinar ¢ = g—g = 7. Assim:
AC  AB _a+b a 9 2
AB~BC T 4 gy @ e =0

Dividindo a tltima equacio por (b*) e fazendo w = ¢, temos:

a\? «a
(3) -2-1=0=uw?-w-1=0
b b
cujas raizes ja determinamos e sao w; = %‘F’ e Wy = %5 Como 7 & positivo,

1+V5

5 ¢ a razao aurea.

temos que ¢ =

O matematico grego Endoxus percebeu dentre os retangulos que um deles trazia
uma relagao entre seus lados de notavel harmonia, de modo a chamar mais atencao
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2.1. NUMERO DE OURO

dos que os outros, ele o denominou de retangulo Aureo. Atualmente, o formato
dos cartoes de crédito, dos outdoors, de revistas, fotografias, tém como referéncia o
retangulo aureo, por, de alguma forma, se tornar mais belo aos nossos olhos.

Definicao 2.3 Chama-se retdngulo dureo qualquer retingulo tal que, se dele su-
primirmos um quadrado cujo lado é o menor dos lados do retingulo, o retdngulo
restante serd semelhante ao retingulo original. Mais precisamente, o retdngulo du-
reo € o retdngulo cujas medidas dos lados estao na razao durea.

F E D

t e ?
|
b:
|

+ @ o ®

A M B C

Figura 2.2: Retangulo Aureo

Para construirmos o retangulo aureo, acompanhe a figura 2.2] basta construir
um quadrado ABEF de lado b, tomar o ponto médio M do lado AB, tracar um
arco de centro M e raio M E determinando o ponto C' no prolongamento de AB,
sendo AC e AF os lados do retangulo AC DF procurado.

Note entao que, pelo Teorema de Pitdgoras, M E = %5, logo

/5 <1+\/5>

b
a C + MC 2—1— 5 b 5

sendo assim, a razao a/b entre os lados do retangulo ¢ igual a razao aurea ¢. Veja
também que se suprimirmos o quadrado ABEF do retangulo ACDF', obtemos o
retangulo CDEB que é semelhante a ACDF', pois

CD b b

BC a—b b-(p—-1) 7~

Prosseguindo assim nessa tarefa, isto é, suprimindo agora um quadrado do re-
tangulo aureo BC'DE, obtemos um outro retangulo aureo interior a este, e assim,

16



2.1. NUMERO DE OURO

Figura 2.3: Auto-propagacio do Retangulo Aureo

realizando este procedimento infinitas vezes, através do que chamamos de auto-
propagacao, construiremos infinitos retangulos aureos como se vé na figura [2.3

Em ([11], p. 104), a referida sequéncia de retangulos continuamente decrescentes
converge para um ponto que, devido as propriedades “divinas” atribuidas a Razao
Aurea, o matematico Clifford A. Pickover se referiu ao mesmo como “O Olho de
Deus”.

Veja também que a partir dessa sequéncia infinita de retangulos dureos, podemos
construir uma curva formada pelos infinitos arcos de 1/4 de volta inscritos em cada
um dos quadrados (com centros nos vértices desses quadrados) e concordantes entre
si. A esta curva damos o nome de Espiral Aurea. Ver a figura

Figura 2.4: Espiral Aurea

Uma propriedade interessante envolvendo o retangulo aurea é vista na proposicao
a seguir:

Proposicao 2.5 Seja R um retingulo de base a e altura b (a > b) e seja R' o
retdngulo obtido rotacionando R em torno de P de um dngulo reto no sentido hordrio
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2.2. SEQUENCIA DE FIBONACCI

de modo que b se torne a base. A condicao necessdria e suficiente para que 0s pontos
O, A e B estejam alinhados € que R seja um retdngulo dureo. (Figum

A

y

O a P b@

Figura 2.5: Rotacdo do Retangulo Aureo

Demonstracao: De fato, os pontos O, A e B estao alinhados se, e somente se,
a b

a+b a
que nos conduz, como ja vimos, a razao a/b = ¢, ou seja, o retangulo R é um
retangulo dureo. m

Uma outra propriedade envolvendo a razao durea ¢ dada na proposicao a seguir:

Proposicao 2.6 Consideremos uma elipse de semieizos a e b (a > b) e dois circulos
de raios a e b, respectivamente, sendo a elipse e o0s circulos concéntricos. A fim de
que a drea da elipse seja equivalente a diferenca entre as dreas dos dois circulos é
necessdrio e suficiente que a elipse seja uma elipse de ouro, isto é, a/b = .

Demonstragao: Sabendo que a area de uma elipse de semieixos a e b ¢ dada por
7 - a-b, queremos que
Tmoa-b=m-a>—7- b

que por sua vez nos fornece a equacao a®> — ab — b> = 0 e como ja vimos, isto nos
proporciona a/b=¢. =

2.2 Sequéncia de Fibonacci

Nascido na Italia, em 1175, na cidade de Pisa, Leonardo Fibonacci foi um grande
matematico da Idade Média. Fibonacci nao era seu sobrenome propriamente dito,

18



2.2. SEQUENCIA DE FIBONACCI

a

Figura 2.6: Elipse de Ouro

mas o diminutivo de “Fillius Bonacci”, que significava “filho de Bonaccio”. Também
conhecido com Leonardo de Pisa, Fibonacci fez muitas viagens, apos regressar de
uma delas, escreveu as seguintes obras referentes a seus estudos: Liber Abbaci (1202),
Practica Geometrie (1220), Liber Quadratorum (1225) e Flos (1225).

Segundo [24], no livro Liber Abacci de Leonardo, no capitulo 12 (De solutionibus
multarum positarum questionum), temos o problema da reproducao de coelhos,
provavelmente oriundo do papiro de Rhind, que motivou a construcao da sequéncia
de Fibonacci.

“Um homem pds um par de filhotes de coelhos num lugar cercado de muro por
todos os lados. Quantos pares de coelhos podem ser gerados a partir desse par em
um ano se, supostamente, todo més cada par dd o luz a um novo par, que é fértil a
partir do sequndo més?”

Considerando as condigoes do problema, analisemos o processo de reproducgao
meés a mes:

~» 1° Més: O casal inicial é filhote, temos, portando, um casal de coelho.

~ 2° Més: Temos ainda o mesmo casal de coelho, mas ja adulto, e portanto,
fértil.

~» 3% Més: Temos o casal acima mais um casal de filhotes que é gerado por eles.
Assim, temos dois casais de coelhos.
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2.2. SEQUENCIA DE FIBONACCI

~» 4° Més: Temos o casal adulto inicial, mais o casal jovem do més anterior, que
j& é fértil, e mais um novo casal do primeiro casal de adultos. Temos assim,
trés casais de coelhos.

~» 5% Més: Temos o casal inicial de adultos, que produz um novo casal de filhotes,
o segundo casal de adultos, que produz outro casal de filhotes e o casal de
filhotes produzidos no més anterior que se torna fértil. Temos, portanto, cinco
casais de coelhos.

~» 6° Més: Temos trés casais de adultos que produzirao trés casais de filhotes,
mais dois casais de filhotes. Logo, teremos oito casais de coelhos.

~» 7° Més: Teremos 13 casais de coelhos.

Como ilustracio da situacdo descrita, ver figura’|[2.7]

Nimero de Pares

P
y;;:{;_xs 1
Pares de coelhos
Recém-nascidos
Adultos ——m—
Sobreviventes =~ ——— %3‘ &j’/ 1
Eert
';‘9'; e 2 <‘::) [r-'f"? 2
et berbsd
) S (‘\\f) 2 3
DY e q D ,
A it B
\ B o / \
\ £ Ly A% o L e
Y 07 ? %2 P oY e )
PLED jo¥es, PLED 7160 s

&

S 7@ P B2 ©
Feptsd

ke X D 0P ) <5
B B B

Figura 2.7: Coelhos de Fibonacci

*Figura extraida de http://infinito-matematica.co/curiosidades/, acesso em 11.03.2015, as
15:33.
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2.2. SEQUENCIA DE FIBONACCI

Note assim que, a partir do terceiro més, o numero de casais de coelhos num
certo meés é exatamente igual a soma do nimero de casais dos dois meses anteriores.
Logo, obtemos a sequéncia, onde cada elemento representa o niimero de casais de
coelhos e sua posicao na sequéncia representa 0 més:

(1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89, 144).

E isso levou Fibonacci a definir a sequéncia que, mais adiante, no século XIX, o ma-
tematico francés Edoard Lucas (1842-1891) a denotaria por Sequéncia de Fibonacci.

Definicao 2.4 Chama-se sequéncia de Fibonacci a sequéncia definida por
(1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, ...)

onde os termos dessa sequéncia chamam-se nimeros de Fibonacci, os quais deno-
taremos por f, como sendo o nimero de Fibonacci encontrado na posi¢cao n. Note
entao, que a sequéncia de Fibonacci pode ser definida recursivamente por:

i=f=1
fn = fn—l + fn—Qavn > 2.

Podemos ainda fazer uma construcao geométrica que ilustra de maneira simples
e pratica o crescimento dos termos dessa sequéncia como se pode ver na figura 2.8
de modo que os lados dos quadrados sao os termos da sequéncia de Fibonacci e
os retangulos gerados trazem sempre como seus lados dois termos consecutivos da
mesma sequéncia. E assim, pela Proposicao que provaremos mais adiante, os
retangulos gerados convergem para o retangulo dureo.

13

21
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Figura 2.8: Construgao geométrica da Sequéncia de Fibonacci

Observe também que a partir dessa construcao podemos construir a Espiral de
Fibonacci, tal qual fizemos com a Espiral Aurea. Ver figura
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2.2. SEQUENCIA DE FIBONACCI

s
\

Figura 2.9: Espiral de Fibonacci

2.2.1 Propriedades

Proposicao 2.7 (Identidade de Cassini) ﬁ Seja (fn) a sequéncia de Fibonacci,
entao, para todo n > 2, vale a relagao

fn-1- fn+1 - fﬁ - (_1)n-

Demonstragao: Faremos essa prova por inducao sobre n.
A identidade é verdadeira para n = 2, pois

f2—1'f2+1—f22:f1'fs—f22:1'2_12:1:(_1>2~

Temos, portanto, a base da inducao. Agora, suponhamos, como hip6tese de indugao,
que a afirmacao é verdadeira para n = k, ou seja,

foe1 - fo — fR = (=D,
e provemos que ela também vale para n = k 4+ 1. Com efeito,

Jerio1 - e —f1?+1 = fk'fk+2_f13+1
= fo frro = frr1 - frn
= fo fere = fron o (fe + foo1)
= fk'fk+2_fk+1'fk_fk+1'fkfl

Pela hipotese de inducao, temos:

frsrer forior — fogn = Joe Sorz = fosr - fo— fro — (=1)"

fi v o — fiolfoen + fr) + (=1)F!

= fur frro— fir fope + (=)
(_1)k+1.

4Jean Dominique Cassine descobriu essa identidade em 1680, ver [5]
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2.2. SEQUENCIA DE FIBONACCI

Logo, pelo principio da indugao matematica, a identidade de Cassini é verdadeira
para todo natural n > 2.
Uma outra demostracao para identidade de Cassini sera dada a partir do Teorema

4 m

Teorema 2.1 Sejam f, os numeros de Fibonacci, entdo, dados n,m € N*, com
n > 2, € verdade que

fn+m = fn—lfm + fnfm-H-

Demonstracao: Uma demonstracao classica para esta proposicao seria usando o
Principio da Inducao Matematica, todavia, daremos uma demostracao alternativa
para a mesma.

Sejam Y, = foim € 2m = fmfoo1 + fma1fn. Temos que (y,) e (z,) satisfazem
a recorréncia T, o = Tpi1 + Tn, VN € N. Por outro lado, yo = fu, y1 = fai1,

20=0-foa+1l-fu=fo=vwezn=1-fn1+1-f,= fni1 =1, e portanto, como
antes, 2z, = Yp, VR € N. =

Corolario 2.1 Do Teorema 2.1 temos:
a. fon = fn2+1 — [y
b. fon—1 = fi i+ f7.

¢ fa=fla+fi—fi.

Demonstragao: Fazendo m = n na expressao do Teorema temos:

foin = Facifat foforr = falfoitfoc1) = (fasi—fao)) (fai +faa) = fo—fro0

E isso prova (a). Note ainda, que fy, é divisivel por f,.

Agora, fazendo m = n — 1 na expressao do Teorema [2.1] temos:

Jrtn—1 = faifoo1 + fafno141 = 3—1 + fq% E isso prova (b)

Entretanto, se fizermos m = 2n e utilizarmos as relagdes (a)) e (b) deste corolario,

teremos:

fSn = fn+2n = fn71f2n + fnf2n+1 = fnfl( 7%+1 - 371) + fn<f73 + f13+1> = fnflferl -
T = e ) e = -,

Proposicao 2.8 Para todo n € N, com n > 2, valem as relagoes

1 — 1 _ 1
fnflfnle fnflfn fnfn+1 :

0.

Demonstracao:

1 . 1 _ Jati—=fa1 fn _ 1
fnflfn fnfn+1 fnflfnfn+1 fnflfnfnqu fnflfn'

i.
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ii +§ L _ ! + ! + ! + _(L—fz)—l-(]lz—]lz)ﬁ-
Py ST ¥ M A A A Y S 9 M VA Ay
1 1 1
(777 ) =g !

Obviamente, a manipulacao feita nesta tultima etapa s6 é permitida, pois a
sequéncia de somas parciais (S5,,) dada por

i 1
S, =) ——
; fk*lfkﬂ“l

é convergente. Com efeito, note que

Sp = b by
Y Nl ffs fsfs T faafan

- (flfz JZ) <ZZ 74+ +<%1fn i)

fnfn-i—l

E pelo Lema que veremos mais adiante, temos que "2 < f,, < ¢", ou seja,

1
<

1
=

<

1

o que implica
1 1 1

2n+1 — f f+1 S 2n—3’

e assim, fazendo n — oo, temos

1
fnfn-H

— 0

e, portanto, S, — 1. =

Proposicao 2.9 Seja (f,) a sequéncia de Fibonacci. Entdao, para todo n > 0, valem
as propriedades:

. Zf%—l = .f2n-
i—1

0. Zf% = font1 — L.
i—1
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iii. Y fi = farz = L.
=1

Demonstracao: Da recorréncia f, = f,_1 + fn_2, temos:

fa = fa+ fi
fi = J3+ fa x(—1)
s = i+ f3

fo = f5+ fa x(=1)
f2n71. ; fon—2 + L‘f2n73
an = f2n71 + f2n72 X(_l)

Jont1 = fon + fona
S+ (fs—f)+(fr—=fo)+ .+ (fonr1 = fon) = St hi
Assim,
Lo+t fitfatfst+ fon1=fon +1
e portanto,

fH+fas+fs+ .+ fon1 = fon = Zfzi—1 = fon

e isso prova (i).
Da recorréncia inicial, temos ainda que:

fs = fo+ fi x(-1)
Ji = J3+ fa
fs = fa+ fs x(=1)

fe = J5s+ fa

anfl. = f2n72+}12n73 X(_l)
fon = fono1 + fon—2

Jons1 = fon+ fonmr  X(—1)
Jonv2 = fonr1+ fou
(fa=Tf3)+ (fo = fs) + o+ (fonsz — fons1) = S — fi
Assim,
fot fit o+ fon = fony1 — 1
e portanto,

Z f2i—1 = f2n
=1

e isso prova (ii). Para provamos (iii) usaremos (i) e (ii). Inicialmente vamos dividir
a demonstracao em dois casos:
1° Caso: Se n for par, temos:

25



2.2. SEQUENCIA DE FIBONACCI

Y fi= fikfot it fat et ot fa = (fi fobofum) + (fat fab ot fu) =

i=1
f% +‘jh+& —1 ::j%+2'_ 1.
2" Caso: Se n for impar, temos:

Zfz—f1+f2+f3+f4+ vt St o=+ L+ fo) (ot fat o+ faa) =

fn+1'+’jh —1 _—(fn+2 - L
E isso encerra a demonstracao de (iii).
]

Proposicao 2.10 Seja (f,) a sequéncia de Fibonacci. FEntao, para todo n > 1,
valem as propriedades:

i Y fi=ta a1
1=1

0. Zfz fz+1 f2n+1

2n—1
e 2
. E Ji+ Jiv1 = Jop-
i=1
Demonstracgao:

i. Inicialmente, observemos que
Je ferr = feor - fo = [

De fato, pois fi fre1—fe—1-fr = fo-(fro1—foo1) = fo-fr = 2. Agora vejamos:

12 = f1f2

5 = fafs— fifs
5 = fafa— fofs
T = fafs— f3f

22 = fufuor— furhy
f1+f2+f3+f4+ +f2 = fnfn+1

e portanto 3 12 = fu- et
=1
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2.2. SEQUENCIA DE FIBONACCI

ii. Podemos reescrever a identidade de Cassini, vista na Proposi¢ao 2.7 como
fn—l ’ fn+1 - fﬁ = (_1)n = (fn—i-l - fn)fn—i-l - fn2 = (_1)n

\
fg-‘rl - fg - (_l)n = fnfn+1~

A partir desta ultima igualdade, podemos fazer:

[y

fife = fi—-f— (=1
fofs = f5—f5 = (=1)°
fsfs = fi—f5—(=1)

—(=1)"

fifs = fE—1i

foneifon = f2 —f2 | — (-1
Fonfonir = fingn = fon = (=1

Somando membro a membro as equagoes acima, temos:

2n
Zfi fin = f22n+1 —fi= f22n+1 -1
i=1

iii. Usando um procedimento analogo ao do item (ii), excluindo apenas a tltima
equacao da lista inicial, teremos, ao somar membro a membro,

2n—1

N ficfm=tf - fH1=13,
=1

Estes resultados também poderiam ser demonstrados por indugao matematica.
[

Um resultado surpreendente envolvendo soma de ntimeros de Fibonacci e nime-
ros naturais ¢ dado por Zeckendorf] quando ele afirma que qualquer niimero inteiro
positivo pode ser claramente representado como a soma de um ou mais niimeros de
Fibonacci distintos, de tal forma que a soma nao inclui quaisquer dois ntmeros de
Fibonacci consecutivos. A essa representacao damos o nome de representacao Zec-
kendorf de m. Por exemplo, a representacao Zeckendorf de 100 é 89 + 8 -+ 3, note

®Edouard Zeckendorf (1901-1983) nascido na Bélgica, graduou-se em medicina pela Universidade
de Liége, serviu ao exército belga no corpo médico e no meio matemaético ficou conhecido por seu
trabalho envolvendo ntimeros de Fibonacci.
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2.2. SEQUENCIA DE FIBONACCI

também que, apesar de existirem outras formas de representar 100 como a soma
de nimeros de Fibonacci, por exemplo, 89 + 8 + 2 + 1 ou 55 + 34 + 8 + 3, elas
nao sao representacoes Zeckendorf, haja vista, 1 e 2 serem ntmeros de Fibonacci
consecutivos, tal qual, 34 e 55.

Teorema 2.2 (Zeckendof) Todo nimero natural pode ser unicamente escrito como
a soma de niumeros de Fibonacci de indices maiores que 1 e nao consecutivos, mais
precisamente, se m € um numero inteiro positivo, existem naturais t; > 2, com
tiv1 —t; > 1, tal que

m = thz = fu+ fo, + .+ [,
i=1

onde f, € o n-ésimo numero de Fibonacci

Demonstragao: Vamos dividir o resultado em duas etapas, provaremos primeiro
a existéncia depois a unicidade da representacao em questao. Facamos a prova por
inducao sobre m. Para m = 1,2, 3 o resultado é imediato. Suponha entao que, para
um certo n > 3, todo m < f,, possa ser escrito unicamente da maneira pedida e
tome f, <m < f,i1. Se m = f, 11 nada hé a fazer. Do contrario,

0<m_fn<fn+1_fn:fn—1<fn-

Pela hipotese de inducao, existem r > 1 e inteiros 1 < t; < ... < t,. < n tais que

m — fn = ft1 + “'ftw

com tjyg —t; > 1 paral < j <r. Dal, m = fi, +..fi, + f, e afirmamos sem
qualquer problema que n —t, > 1. De fato, se n — t, = 1 teriamos

m Z fn + ftr - fn + fn—l - fn-‘rla

o que contradiz o fato de m ser menor que f, 1. Assim, garantimos, por indugao, a
existéncia de uma representacao de todo natural como descrito.

Passemos, agora, & prova da unicidade da representacao, a qual também sera feita
por inducao sobre m. Por hipotese de inducao podemos supor que se m < f,,, entao
a representacao descrita anteriormente é tinica. Para garantirmos a unicidade da
representacao para os m € N tais que f,, < m < f,11, consideremos dois casos:

a. m = f,.1: ha dois subcasos. Primeiro, suponha

o1 =fo + o + o+ fr,

onder >1, 1<t <ty <..<t <netj —t; >1paral <j<r. Entao
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for1 = fut St f, < fuatfutfotot+f
ft1+1+ft2+...+ftT < ft271+ft2+ft3+~-~+fn
forr+fos++f, < foat St h

< ftr-i-l an<fn+1
o que ¢ um absurdo. Agora, se f,11 = fi, + ... fr, + fn, entao

ft1 +..F ftr = fn-i—l - fn = fn—l

e, pela unicidade da representacao de f,_1, teriamos que outra representacao
de f,.1 seria f,411 = fn + fn_1, @ qual nao satisfaz as condi¢oes do enunciado.

b. f, < m < f,y1: mostremos que f, é necessariamente um termo da represen-
tacao. Com efeito, se

m = ftl + ftz +o Tt ftr7

com t, < m, entdo um argumento anilogo ao do primeiro subcaso do caso (a)
nos daria o absurdo de que m < f,,. Portanto, para uma representacao de m
como no enunciado, devemos ter, forgosamente,

m = fo, + fo, + .o+ fo. + fa,

com t, < n— 1. Dai, como m — f, < fui1 — fn = fu_1, a unicidade da
representacao de m segue da unicidade da representacao de m — f,,.

% Observacao 2.1 Para qualquer inteiro positivo dado, uma representacao que
satisfaz as condicoes do teorema de Zeckendorf pode ser encontrada usando um “al-
goritmo quloso” , escolhendo o maior numero possivel de Fibonacci em cada etapa.
Para mais informacoes, ver [23].

2.2.2 A Sequéncia de Fibonacci e o Triangulo de Pascal

O Triangulo de Pascal recebeu este nome em homenagem ao matematico e filésofo
francés Blaise Pascal (1623-1662), pois foi ele o primeiro escrever um tratado sobre o
triangulo aritmético, o Traité du triangle arithmétique (1653), nele Pascal descreveu
um triangulo tabular infinito e simétrico formado por ntimeros inteiros expressos
por coeficientes binomias. Este tridngulo aritmético também é ficou conhecido como
Triangulo de Tartaglia, pseudonimo do italiano Niccold Fontana (1500-1557), pois
foi ele um dos primeiros a publicar na Europa.

Este triangulo aritmético é repleto de propriedades, algumas bem intrigantes,
uma delas relaciona os termos da sequéncia de Fibonacci com a soma de coeficientes
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Figura 2.10: Os primeiros 160 inteiros (no eixo X) dividido em representagao Zec-
kendorf. A cor de cada retangulo corresponde a um nimero de Fibonacci e sua
altura corresponde com o valor do niimero.
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binomiais, a saber, em 1876, F. Eduoard A. Lucas mostrou que cada nimero de
Fibonacci f, é definido como a soma dos elementos da n-ésima “diagonal inversa”
do Triangulo de Pascal, isto é:

= () () () e G2 ()

onde j é o maior inteiro que é menor do que ou igual a (n — 1)/2.
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Proposicao 2.11 (Teorema de Lucas) Para qualqguern > 1, os termos da sequén-
cia de Fibonacci sao dados por

|_’IL<2Fl k
n —
=2 (k:—l)’

k=1

onde |5+ | representa o maior inteiro menor ou igual a ”T“
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n—k L
( ) e quando n ¢ impar, temos

B
Obviamente, quando n é par, temos f,, = Z E 1
k=1

n+1

~(n—k
ey (i %)
Demonstracao: A prova serd feita utilizando o Principio da Inducao Finita.

Evidentemente a relagao é vélida para n =1 e n = 2, pois:

141

h=2i0) - )=

€ 2
2 (2 k 1
=2 (1) (o)
k=1
Suponhamos agora que a relacao valha para 1,2,--- ,n. Queremos mostrar que

1252

) n+1—k
a mesma também vale para n + 1, isto é, f,,1 = Z ( b1 ), para tanto
k=1

consideremos os seguintes casos:
1° Caso: Para n par, temos n — 1 e n + 1 impares e assim:

n n—1+1
‘/n—k 2 n—1—p
fn+1:fnfl+fn = Z(k_1>+z< p—1 )
k=1 p=1
: n—=k : (n—1)—p
- Z(k—1>+z< p—1
k=1 p=1
Fazendo p = k — 1 e considerando (["f/];) = 0, temos:
n+2 n+2
~(n—k : n—=k
k=1 k=1
n+2
B 2 n—=k N n—=k
— k—1 k—2)1
pela Relagao de Stifel, temos:
(nt1)1
n+1)—k
fn+1:fn71+fn = <( k—>1 >
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e isso encerra o primeiro caso.
2° Caso: Para n impar, temos n — 1 e n 4+ 1 pares e assim:

ntl n-1
~(n—k ~/n—1—p
foir = fui 4 fu = z(k_1)+z( - )
k=1 p=1
Fazendo p = k — 1, temos:
n+1 n+1

fn+1 = fn—l + fn -

T[]
V)
VRS
>~ 3
[
—
~~
+
ol
7N\
—~
ol
|3
= |
|W‘
—_
~_

3
+

I
M

[V
| — |
VR
> 3
[
=
~__
+
7N\
> 3
[
(NI
~_
_ 1

Pela Relacao de Stifel, temos:

for1 = foi + fn = Cn+w—k>

e isso encerra o segundo caso.

Portanto, pelo Principio da Inducao Finita temos que a relacao é verdadeira para
todos os naturais.

Outra demonstracao para este resultado pode ser feita via Polinémios de Bell
(ver [3]). m

Um outro resultado bem interessante envolvendo coeficientes binomiais e os nt-
meros de Fibonacci é apresentado na proposi¢ao a seguir:

Proposicao 2.12 Seja f, os numeros de Fibonacci, com fo = 0 e fi = 1, as
wdentidades a sequir sao verdadeiras:

a. () o+ (A+ Gt 4 () fa = fon
b. (ﬁ)fl + (?)fz + (g)fs +oee (Z)fn+1 = font1

Demonstragao: Faremos a demonstracao das duas proposicoes ao mesmo tempo
por indugao sobre n. Esse artificio é conhecido como inducao simultanea. Obvia-
mente as identidades sao verdadeiras para n = 1 e n = 2, pois, para n = 1, temos

(W fot (Nfi=1=fo=fou,
((1))f1 + (})fQ =2= f3= fa1q1,

e para n = 2, temos
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() fo+ ()1t (5)f2=3=fi= fao,

(3)f1 + (?)fQ + (§)f3 =5=f5= fa241-

Supondo agora que as relagoes sejam validas para um nimero natural n maior que
2 e usando a Relacao de Stifel, temos para a primeira relacao:

("g ) fo+ (T A+ () fat o4 () ot (1) faen =

(o) fo+ () + ] A+[C)+ G Lot + () + C)] ft ( ) frir =

(G fo+ A+ Gt + OB+ QA+ )t G s+ + () fan] =
f2n + f2n+1 = f2n+2 = f2-(n+1)-

Agora, a segunda identidade:

(”“)f + (") +(”+1)f3 + () farn £ () oz =
(6)f1 + () + ()] f2 [() G f -+ [(0) + C)] farr + () fa

(@4 D+ G st Q) ana £ 2+ () fs 4 G fa b+ Tfn+1+(2)fn+z]=

Jonir+(5) o+ )+ (3) (fitfo)+(5) (fotfa)+ -+ (") (FamrH fu)+ () (fat fasr) =

ot [(§)fo+ () e+ G fa b oo 4 Q)] [ Fr + () 2+ G) oo 4 () ] =

Jont1 + fon + font1 = font2 + font1 = fonez = for)+1
Logo, pelo Principio da Indugao Finita, as relagoes (a) e (b) sao verdadeiras para
todon € N*. =

2.2.3 Formula de Binet

Quando é dada uma recorréncia, um problema importante é determinar uma
formula para o termo geral da sequéncia, uma férmula posicional, sem recorrer aos
termos anteriores. Nesse sentido nos questionamos se é possivel encontrar uma
formula fechada que expresse um termo qualquer da sequéncia de Fibonacci em
funcao apenas de sua posicao.

A resposta foi dada por Abraham de Moivreﬁ (1667-1764) em 1718, mas ficou
conhecida como Formula de Binet, em homenagem ao matemaético francés Jacques
Phillipe Marie Binet['] (1786-1856) que a redescobriu em 1843.

1

Teorema 2.3 Os termos f, da sequéncia de Fibonacci podem ser obtidos pela for-
fn = ="

mula posicional
145\ [(1-v5)
(G Il G I

6 Abraham de Moivre (1667-1764) foi um matemaético francés que ficou conhecido pela Féormula
de De Moivre, a qual relaciona os nimeros complexos e a trigonometria, e por seus trabalhos sobre
distribuicao normal e teoria das probabilidades.

"Jacques Phillipe Marie Binet (1786-1856) foi um matematico francés precursor nos estudos dos
fundamentos da teoria matricial.
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Demonstracao: O polinémio caracteristico da formula de recorréncia f,, = f,—1+
fn_o € 2% = x +1 cujas raizes sdo ¢ = %5 e o= %5 Entao existem constantes a
e b tais que f, = a-¢" +b-¢", para todo n € N. Essas constantes devem satisfazer
as condigoes iniciais f; = fo = 1, desta forma podemos encontré-las resolvendo o
sistema:

ap +bp =1

ap? + bg* =1

Assim, multiplicando a primeira equacao por —¢ e somando com a segunda, obte-

mos:
1—¢ 1+V5

alp’ —pp)=1-¢=>a= 75 =32 = .
Agora, multiplicando a primeira equazgéo por —p e somando coma a segunda, obte-
mos:
2 1y _ 5P
N~ ) =1—p=b= L2 =3

2

S
S

Portanto,
fom e o7 f = o [ = ]
n \/5 % \/g n \/5 ¥
[ ]
Note que, apesar da sequéncia ter sua definicao recursiva extremamente simples,
a formula posicional se apresenta bastante complicada e mesmo nao sendo algo

trivial de se visualizar, o lado direito da equacao [2.8/ ¢ um niamero inteiro.

Lema 2.1 Sejam ¢ = %5 ep= %5, entao

P
¢‘<1.

Prova: Note inicialmente que o =1 — ¢, ¢ > 0e ¢ <0 e assim:

¢:1b:¢’_—1:1_$<1. [

® ® ®

Proposigao 2.13 (Kepler) Seja (f,) a sequéncia de Fibonacci e ¢ o nimero de
ouro, entao
fn+1

lim =
n——~oo

n

Demonstracgao:

1 n+1 n+1
VA
lim Jni1 — lim ¥ T ( )

= lim _ <%>n+1

- (8) ]

= ¢
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]
Veja a Tabela 2.1}

n Jn+1 In %

1 1 1 1

2 2 1 2

3 3 2 1.5

4 5) 3 1,666666...

5) 8 5) 1,6

6 13 8 1,625

7 21 13 1,615384...

8 34 21 1,619047...

9 %) 34 1,617647...

10 89 59 1,618181...

11 144 &9 1,617977...

12 233 144 | 1,618055...

13 377 | 233 | 1,618025...

14 610 | 377 | 1,618037...

15 987 | 610 | 1,618032...

16 1597 | 987 | 1,618034...

17 2584 | 1597 | 1,618033...
n — 00 % — @

Tabela 2.1: Razao entre nimeros de Fibonacci consecutivos

A partir da Formula de Binet, podemos demostrar outros resultados interessantes
como os das proposigoes a seguir:

Proposicao 2.14 Sendo f, os

Jat+fet+ fot ot fan=

Demonstracao:

Jatfet+fot ot fan =

numeros de Fibonacci, entao

a2 —1
g

¢3—¢3+906—¢6 ¢! — ¢’
V5 V5 V5

s03+906+“'('03n_¢3_¢6

A - G+ 3
o — 1 B — 1

+

1
=

Sl-d
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Lembrando que ¢> =2p +1, ¢ =2¢+1e - ¢ = —1, temos:

S03n+3 _ 903 ¢3n+3 _ ¢3}

L 2 2¢

‘¢¢3n+3 _ ¢§03 _ S0¢3n—+—3 + 90¢3:|
200

"_¢3n+2 + 902 + ¢3n+2 _ ¢2:|

fstfetfot -t fon =

—2

Sl- 5l 5l

1 S0_3n+2 _ ¢3n+2 (102 _ ¢2
T2 NNV }
1
= §(f3n+2 - f2)
1
= §(f3n+2 - 1)

[ ]

Também é oportuno analisar a rapidez com que crescem os niimeros de Fibonacci
frn a medida que o indice n aumenta. E nesse sentido a Formula de Binet também
nos é bastante util. Assim, os lemas seguintes nos darao uma boa comparacao dos
termos da sequéncia de Fibonacci com as poténcias de .

Lema 2.2 O numero de Fibonacci f, € o inteiro mais proximo ao nimero :"/—%, ou
seja, € o inteiro mais prorimo do n-ésimo termo da progressao geomélrica cujo
primeiro termo é :/‘% € cuja razao € .

Demonstracao: Basta mostrar que o valor absoluto da diferenca entre f,, e -"\”/—% é
sempre menor que 1/2. Mas

n

L[| _ler
VA Vb vl Vb
Dado que ¢ = —0,61803..., temos que |¢| < 1, mais ainda, |¢[* < 1, para todo

n € N*, e portanto % < % ja que v/5 > 2. E assim finalizamos a demonstracao.
]

" _‘w”—aﬁ” ©

Desta forma, podemos encontrar f,, por arredondamento, ou através das funcoes:
o= L%%—%J ou f, = [%],CongO.

Lema 2.3 Seja f,, um nimero de Fibonacci qualquer, entao vale a estimativa:

go”_z < fn<e", VYnéeN.
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Demonstracao: Provemos as desigualdades pela segunda forma do Principio da
Indugao Matematica. Note inicialmente que as desigualdades valem para n =1 e
n = 2, pois:

paran =1: o' = 2 = 2 <2 =1=f<b_

paran =2: 0?2 = o =

Agora suponhamos que "2 < f, < " Vk < n. Queremos mostrar que as
desigualdades valem para n + 1. De fato,

o+ ) =" P+ " P < foi= ot a1 ST =" e+ 1),

como ©? = ¢ + 1, temos

n—

) 1 — 90”_3902 S fn+1 S Spn_1§02 — Q0n+1-
Logo, pelo principio da inducao matematica,
PP f <"

é verdadeira para todon € N. =

Uma divida que pode surgir é se um dado niimero inteiro positivo x é ou nao
um numero de Fibonacci. Para responder este questionamento, é necessario atentar
para o fato de que z serd um ntmero de Fibonacci se, e somente se, um ou ambos
522 + 4 ou 5a? — 4 é um quadrado perfeito E], do contrario, o logaritmo da equacgao
2.9/ sequer é um niimero racional.

Agora facamos o seguinte rearranjo na Formula de Binet:

fnZ%'[ "—cb"]:»ﬁ-fn:w—(%)n:ﬁ-fnzwiﬁ,

multiplicando a tltima igualdade por 40", temos:
4 fo VB = 4™ £ 4 = 407" — 40" - f, - V/b = 4,

somando 5 - f? a ambos os membros da tltima equagao, temos:

2
Ao — A" [ VB5 f2 =5 [l d = (2" = V) =5 fiE4

22]

nao traremos a demonstracao deste resultado nesse texto, para vé-la, o leitor pode consultar
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extraindo a raiz quadrada de ambos os membros da tltima igualdade e, sabendo

que 2¢" — fn\/g >0 (ver Lema , temos:

\/W=2¢”—fn-\/5:>¢”=f"'\/g+2V5'f5i4

e portanto

fo-VB+/5 L4 29)
: . :

Posto isso, é possivel encontrar a posicao do nimero x na sequéncia de Fibonacci
pela equacao [2.9

n = log,

2.2.4 Poténcias de ¢

Ainda estabelecendo uma correspondéncia entre as poténcias de ¢ e a sequéncia
de Fibonacci, encontramos uma relacao bem curiosa que decompoe poténcias de ¢
como combinacao linear de poténcias mais baixas, a saber ¢ e 1, por exemplo. Para

tanto, calculemos algumas poténcias de ¢ = %5
2
« = <1+2ﬁ> =38 =11y
e =g p=(1+p)p=pF+p’=p+l+p=1+2

=(14+20)p=p+20>=p+2(1+p) =2+ 3yp;
Yo =20+ 3p? =20+ 3(1 + @) = 3+ 5y;

= (3+5¢p)p =3p+5p*> =30 +5(1+¢) =5+ 8y;
Yo =5p + 8p® =5p+8(1+ ¢) =8+ 13¢p;

Observe agora os dados obtidos organizados na Tabela

n 1 2 3 4 Y 6 7

" O0+¢ 1+ 14+ 2¢ 2+ 3p 3+ 5p d+8p | 8+13p

O | fot+ fro | fit foo | fot+ fao | [+ fap | fat [so | f5+ fep | fo+ fro

Tabela 2.2: Relacao entre as poténcias de ¢ e os ntimeros de Fibonacci
Assim percebemos que os termos constantes e os coeficientes de , na ordem em

que aparecem, correspondem aos termos da sequéncia de Fibonacci. Sendo assim
enunciemos a proposi¢ao a seguir:
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Proposicao 2.15 Para todo nimero natural n > 1, vale a identidade

90” = fo1+ fn- 2
onde f, representa os numeros de Fibonacci e, convenientemente, fo = 0.
Demonstragao: Provemos essa proposicao usando a indugao matemaética sobre n.
E 6bvio que a relacdo vale paran = 1, pois ¢! = fo+ fio = 0+1p = . Suponhamos
agora que a igualdade seja verdadeira para n = k, ou seja, ©* = fi_i + fr-p e
mostremos que a mesma vale para n = k + 1. Com efeito,

P = rp

= (fisr +fo )y
Jr10 + [
Jom1o+ fr(1+ )
Je—10+ fi + frp
= fo+ (feor + fo)e
= it fer1p

Portanto ¢**! = f. + fir41 - ¢ e pelo principio da inducdo finita, a igualdade é ver-
dadeira para todo natural n > 1.

Uma outra demonstracao para esta relacao pode ser feita usando a Formula de

Binet g
(p _
fo= 2
V5
De fato,
f 1+f o - (pnfl_qbnfl—’_(p-spn_gbn
B e Vb
1 _ e n n—
— ﬁ[t}onl_(b 1+90+1_§0¢¢ 1]
1 - n— n n—
— ﬁ[(pnl_qh 1+S0+1+¢ 1}
L], 2
= =¥ |PT =
Vb 5
V5
| |
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2.2. SEQUENCIA DE FIBONACCI

2.2.5 Funcao Geradora

“Uma funcao geradora € uma corda de estender
em que penduramos uma sucessao de numeros
para mostrd-los.”

Herbert Wilf

No tratamento de sequéncias de nimeros, uma maneira poderosa de fazé-lo é
manipulando séries que geram tais sequéncias. Esse tratamento teve sua origem nos
trabalhos de Abraham De Moivre, onde utilizou as fungoes geradoras para mostrar
como encontrar diretamente os niimeros de Fibonacci, sem ser necessario calcular
todos os ntimeros que o precedem, sendo também muito usado por Leonhard Euler
(1707-1783), Pierre Simon Laplace (1749-1827) e Nikolaus Bernoulli (1687-1759).

Uma funcao geradora de niimeros ¢ uma série formal cujos coeficientes codificam
informagoes sobre uma sucessao (a,), com n € N, mais precisamente é uma fungao
G(an, x) definida pela série:

o0
G(anp,x) = E a, 2" =ag-2°+ay -zt +ag -2t + ...
n=0

Nesse sentido, as funcoes geradoras sao expressoes fechadas num argumento for-
mal x, e por serem séries formais, nao consideramos nem analisamos sua convergén-
cia para todos os valores de z, entretanto podemos estuda-la num valor especifico
de x. Sendo assim, vale observar que as fungoes geradoras nao sao realmente fun-
coes no sentido usual, ou seja, nao estabelece propriamente uma relacao entre dois
conjuntos.

Proposicdo 2.16 A fungio geradora da sequéncia de Fibonaccf| é

Glfas2) an e
Demonstragao:

G(fn,x) = f0+f1'ZL’—f-fQ'172—|—f3'133+f4'1’4+f5'5175+... (2.10)
v-G(fn,r) = forx+fi-a®+ fo-a® 4 fa-at + fi-2® .0 (2.11)
G(fn,z) = fo-2?+ fi- 2+ fo-at+ fs-2°+..0 (2.12)

Fazendo [2.10]- [2.11] + [2.12], temos:

G(fml’)'(1—95—352):fo+(f1—fo)'95+(f2—f1—fo)'$2

9Utilizaremos, por uma questdo de conveniéncia, fy = 0.
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2.2. SEQUENCIA DE FIBONACCI

x
G(fn,z) = ———
|

Um exemplo pratico para o uso da fun¢do geradora da sequéncia de Fibonacci é

um problema da Olimpiada Brasileira de Matemética.

Exemplo: [OBM-2003| Na sequéncia de Fibonacci 1, 1, 2, 3, 5, 13, 21, 34, 55, ...
cada termo, a partir do terceiro termo, ¢ igual a soma dos dois termos anteriores.
Quanto vale a soma infinita

SR A
24816

onde 0 n-ésimo termo é o n-ésimo termo da sequéncia de Fibonacci dividido por 2"7

Para resolvermos este problema, vamos usar a funcao geradora da sequéncia de
Fibonacci fazendo x = 1/2, ou seja,

1y 1.1, 2 38 X fi 1
G — = — — — R e — L = 2 :2
(f’“’2> SRR T sz -1 (L)
k=0 2 2

&

% Observacao 2.2 A formula de Binet para os nimeros de Fibonacci também pode
ser demonstrada usando fungoes geradoras, assim para ver esta demonstracao e para
um estudo mais aprofundado sobre o fungées geradoras, sugiro a leitura [23].

2.2.6 Matrizes e a Sequéncia de Fibonacci

O que iremos investigar agora sao propriedades dos nimeros de Fibonacci em
relacao com matrizes, isto é, investigaremos propriedades concernentes a sequéncia
de Fibonacci a partir de matrizes especiais de segunda ordem.

. , o . 11
Por exemplo, o que ocorreria se calculassemos as poténcias da matriz () = [ 10 ?
Vejamos:
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2.2. SEQUENCIA DE FIBONACCI

o=l
@ = axa = [1]<[13] - [1

Pelo que observamos, as poténcias de (Q trazem consigo os ntimeros de Fibo-
fn+1 fn
fn fnfl

nacci, de modo que somos levados a crer que Q)" = [ }, e i8so é o0 que

provaremos no teorema seguinte.

Teorema 2.4 Seja () = [
n > 1.

1 é ], entdo Q" = [ f;zl f{: ] para todo n € N e

Demonstracao: Usaremos o Principio da Inducao Finita sobre n.
Para n = 1 o resultado é verdadeiro, pois:

1 |11 | fo £
@—{101—@1 fo}

Suponhamos agora que a relacao seja valida para n = k, isto é,

P B /TS
“ ‘[ fi f“]

Devemos mostrar entdo que a relacdo vale para n = k + 1. Sabendo que Q**! =
QF x Q, temos:

k+1 _ Ak [ e S 11
O =@ xQ = S fk—l]x{l 0}
_ [ ferr + S fk+1}
| fet fir e
_ [ fiso fk—&-l}
| S Je

Portanto, o resultado vale para n = k + 1 e pelo Principio da Inducao Finita o
relagao é verdadeira para todon >1. =
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2.2. SEQUENCIA DE FIBONACCI

A partir deste resultado envolvendo Q-Matriz de Fibonacci podemos obter uma
outra demostracao para a Identidade de Cassine como descrito na Proposi¢ao
Passando o determinante na identidade provada no Teorema 2.4

L] [ farr fa
1 0 fn fn—l ’
temos pelo Teorema de Binet para determinantes que

w([1]) - [ f] > v s

Um outra situacao muito interessante ocorre quando compomos uma matriz
quadrada de ordem dois de modo que o elemento a;; seja um numero de Fibonacci
qualquer, o elemento seguinte da sequéncia de Fibonacci seja o elemento a;s da
matriz, o proximo nimero de Fibonacci seja o elemento as; e o seguinte seja o
elemento as, isto €, uma matriz do tipo

_ fn fn+1
An = [ fosr s }

Dai, temos, por exemplo:

1
1

a=hn] s
w5 5= 1s s
w515 s
AA’:_?Q jzi_:_g 153

Sendo D,, o determinante da matriz A,,, observa-se que os dois possiveis resulta-
dos para D,,, com n € N*, sao 1 e o0 —1, como se vé nos exemplos supracitados:

Di=1-3-1-2=1
Dy=1-5—-2-3=-1
D3=2-8—-3-5=1
Dy=3-13-5-8=-1

Do exposto temos a afirmacao a seguir:
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2.2. SEQUENCIA DE FIBONACCI

fn fn+l

fn+2 fn+3
A, assume apenas os valores, 1 e —1, mais precisamente, D, = (—1)
lentemente, vale a rela¢do fr - fois — fos1 * for2 = (=)™

Afirmacgao 2.1 Seja a matriz A, = [ ], o determinante D, da matriz

o Equiva-

Prova: Primeiramente, devemos lembrar da Identidade de Cassine, vista na Pro-
posi¢ao 2.7] donde
f2 = faiforr — (1)

Assim,

D, = fn fn+1 = fn’fn+3_fn+1‘fn+2

fn+2 fn+3

= fn(fn+1 + fn+2) - fn+1(fn + fnJrl)
fnfnJrl + fnfn+2 - fn+1fn - f73+1
fn(fn + fn+1> - fT2L+1
fTQL + fnfn—l—l - fr%—&-l
fn—lfn—i—l - (_1)n + fnfn+1 - f?%-i—l
fort(fami + fu) = fon — (=1)"
ni1— fap (1)

— (_1)n+1

[
Se, entretanto, estendermos a construcao que acabamos de fazer para matrizes
quadradas de ordem superior ou igual a 3, isto é, se dispusermos os elementos da
sequéncia de Fibonacci numa matriz quadrada de ordem maior do que ou igual a 3,
de modo a obedecer a sequéncia por linhas, de cima para baixo, e em cada linha,
da esquerda para a direita, onde o elemento a;; da matriz € um elemento qualquer
da sequéncia de Fibonacci, o determinante dessas matrizes seré sempre igual a zero,
pois sempre teremos uma fila como combinagao linear de outras duas da matriz. Por
exemplo:

1 1 2 3

1 1 2
5 g§ 13 21
A=| 3 5 8 |eB=
13 21 34 34 55 89 144

233 377 610 987

2.2.7 Aplicacoes a Combinatoéria

Nesta secao traremos algumas situacoes envolvendo contagem cujas solucoes po-
dem ser dadas através de recorréncias, especialmente a recorréncia de Fibonacci.
Entretanto, deixamos a cargo do leitor demonstrar tais resultados, para mais, vide
[7] e [12].

1. Uma escadaria tem n degraus. Vocé sobe tomando um ou dois a cada vez. O
nimero de maneiras que vocé pode subir é f, 1.
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2.2. SEQUENCIA DE FIBONACCI

2. Temos n reais para gastar. Todo dia compramos um picolé por R$1, 00, ou um
sorvete por R$2,00. O nimero de maneiras que podemos gastar o dinheiro é

fn+1-

3. O nimero de subconjuntos do conjunto {1,2,...,n} que nao contém dois intei-
ros consecutivos é f,1o.

4. O numero de maneiras que podemos cobrir um tabuleiro de xadrez de 2 x n
usando dominés é f,.1.
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Capitulo 3

Numero Plastico

O holandés Hans van der Laan (1904-1991), comecou a estudar arquitetura em
1923, em Delft, sob orientacao do professor Granpé-Moliére e decidiu abonar os estu-
dos em 1927 para se dedicar a religiao, se tornando um monge da ordem beneditina
da abadia de Oosterhout. Em 1928, pouco depois de ter abandonado seus estudos
de arquitetura, Hans van der Laan construiu um novo sistema de medidas, diferente
de todos os outros sistemas de proporcoes arquitetdnicas anteriores em varios as-
pectos fundamentais. Sua construcao tem como base um nimero irracional que ele
denominou de “Numero Plastico”, nimero este, que segundo Padovan ([18], p. 96),
foi descoberto em 1924 por Gérad Cordonnier, um francés estudante de arquitetura,
o qual chamou-o “Numero Radiante” e usou a letra . Entretanto, foi Hans van
der Laan quem explicou como este niimero se relaciona com a percep¢ao humana de
diferencas de tamanhos entre objetos tridimensionais, de modo que sua derivacao
de uma equacao cubica, e nao de uma quadréatica como o nimero de ouro, se torna
uma resposta tridimensional ao nosso mundo, sendo sua principal premissa a relacao
do mesmo ser verdadeiramente estética no sentido grego original, ou seja, que sua
preocupacao nao ¢ “beleza”’, mas a clareza de percepcao.

Figura 3.1: Hans van der Laan
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3.1. NUMERO PLASTICO

3.1 Numero Plastico

Definicao 3.1 O numero pldstico € definido como sendo a tnica solucao real da
equacao cubica
P=1+zx

e ele é expresso por

9 69 9 — V69
P = §/+1—;/_ + §/1—8\/_ = 1,3247179572447460259609085...

Proposicao 3.1 A equacio polinomial x* = 1 + x possui uma unica raiz real | e
duas raizes complexas xr1 = a e x9 = 8 conjugadas dadas por:

3/9 4+ V69 izkr 319 — V69 izkr
Tp=4{———e 3 +{/——€ 3 .
18 18

Onde a raiz real 1 € chamada nimero pldstico e € denotada por:

s/9+69  5/9— /69
VT TV T

Demonstracao: Fazendo a substituicao de Viéte x = z + 1/(32), temos:

5 1\° 1
?—-—r—1=0 <= (24+—) —2z4+——1=0

3z 3z
— z3+3z2i+3z 1 2+ 1 3—z—i—1—0
3z 3z 3z 3z B
1 1 1
3
=
— z+z—|—3z+27z3 z . 0
1
— A4 378 1 =0 (Multiplicando a equagao por 272°)
z
— 2725 -272+1=0 (Fazendo 2°* = w)
<= 27Tw* — 27w+ 1=0 (Aplicando a Férmula de Bhaskara)
9+ v69
= w="
18
5 9+£+v69
= f T s
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3.1. NUMERO PLASTICO

9+ V69 2ix
P-r—-1=0 < zk:\SITe%, com k=0,1,2
3/9 £ 169 2nx 1
31 —9i1\g®eTﬂ
—2km
29+ V69 2 Ve
< Tp=A\—7—e 3 +
18 38 9:|:\ﬁ 2kn 3/9I 967231”
39+ V69 2kx 3/ 9 F V69 —2kx
w=\ T T T

Assim, xj, = 1/ 9+\ﬁ 5y 1\5{@6723]” com k = 0,1,2. Logo,

—

parak =0= 29 =% = \/9+\f \/ (Ntumero Plastico)
27w =27
parak=1= 1, =a =y —9+1‘g@e? + 4 —g_l‘é@eT
o o 3 9+ 47r 3 9 47r
parak=2= 1y = = 18
Note que 7 = «a e o = [ sao nimeros complexos conjugados, isto é, § =

% Observacao 3.1 FEste resultado também poderia ser demonstrado usando a fa-
mosa formula de Cardano, onde, dada uma equacdo do tipo x° + px + q = 0, suas

g ~ — 3/_qa e p2 3 a2 P ‘ ~
raizes sao dadas por v = \/ gt/ T+t : L+ 5. Assim, na equagdo

22— —1=0, temos:

/ VAN _gL 1 \/ﬁJrsl_l V23
27 17 27 2 6 3 2 6 3

3/9+v69  5/9—+/69
18 18
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A soma das raizes ciibicas reais indicadas fornece a raiz real da equacdo x° —x—1 =
0. As raizes complexas sao obtidas combinando apropriadamente as raizes cibicas

complezas.

* Observacao 3.2 Analisando o grdfico da funcao polinomial f : R — R dada
por f(z) =2® —x — 1, temos:

f1) <0 72)>0
f1,3) <0 f1,4)>0
7(1,32) <0 f(1,33) >0
, F(1,324) <0 £(1,325) >0
£(1,3247) <0 f(1,3248) > 0

! x ~> P f('r)~> 0

f)=0
T 0\/1/; :

Figura 3.2: Grafico da fungdo dada por f(z) =23 —x — 1

3.1.1 Propriedades Algébricas

Proposicao 3.2 O nidmero pldstico pode ser representado através da interacao de
infinitas raizes cubicas pela expressao:

¢:\3/1+§’/1+\3/ﬁ

Demonstracao: De fato, elevando os dois membros da equacao supracitada ao

cubo, temos:
w3:1+\3/1+\3/1+\3/1+...:>w3:1+w

Logo, ¥ = {’/1 +v/1+ /1 + ... ¢ um ntmero real que satisfaz a equacio 23 = 1+

e, portanto, é o numero plastico. Tal manipulacao s6 é possivel, pois a sequéncia
(x,) dada pela recorréncia x, = /1 + x,,, com x; = 1 & convergente. Com efeito, a
sequéncia é monotona crescente, pois 1 = 1 < /1 + 1 = x5 e, supondo z,_1 < T,
temos 22 =1+ 2,1 < 14z, =2}, donde z,, < z,41. Alé disso, (z,,) ¢ limitada.
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3.1. NUMERO PLASTICO

E facil ver que é limitada inferiormente, pois seus termos sao positivos. Agora, se
Y ¢ a raiz real positiva da equacdo 2° — 2 — 1 = 0, ou seja, ¥ = 1 + 9, tem-
se r, < v para todo n € N. Isto é verdade para n = 1 e, de x, < v, temos
=1+, <1+ =17° logo x,41 < 9. Portanto (z,) é convergente. Fazendo
n — oo na igualdade z3 | =1+, vé-se que limz,, =¢. =

% Observacao 3.3 Nao traremos aqui o numero pldstico na forma de fragao con-
tinua, como fizemos no capitulo anterior para o nimero de ouro, pois a Mesma Nao
pode ser periddica, tendo em wvista que Joseph Louis Lagrange (1736-1813) provou
que um numero € irracional quadrdtico F_:] se, e somente se, sua decomposi¢cao em
fragdes continuas € periddica (nao necessariamente periddica pura).

Da indentidade % = 1 + 9, temos:

VP =1 +1 (3.1)

multiplicando (3.1) por ¢ : Pt =4+ (3.2)

multiplicando (3.2) por ¢ :  ¢® =3 +¢? (3.3)

sustituindo (3.1) em (3.3): ¢®> =¢?+¢ +1 (3.4)
fazendo (3.3) - (3.2) 1 ¥° — ot =93 — 4

de (3.1): P —ypt=1 (3.5)

dividindo ambos os membros por * : =19 —1

Mais geralmente, podemos obter as seguintes relacoes:

wn—&-S — wn—&—l_i_wn
wn+5 — wn+2+wn+l+wn

onde a equagao [3.7] pode ser ilustrada no grafico da figura [3.3]

Proposicao 3.3 O nidmero pldstico v é a unica raiz real da funcao polinomial g :
R — R dada por g(z) = 2° — 2* — 1.

Demonstracao: Note inicialmente que, da equagao [3.5] temos:
P =t =1= ¢ =" —1=0= g(¢) =0,

isso mostra que 1) é raiz de g. Fatorando g(z), temos:

f(z)
5 4 3 2
=Pt _1= —rx—1 — 1
glx) =2 —=x (z°—x—1D(z"—z+1)

6(x)

'Um ntmero irracional quadréitico é um ntmero algébrico irracional que é solucio de uma
equacgao quadratica de coeficientes racionais
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Figura 3.3: Gréafico da funcao f(z) = ¢~

Ora, sabemos que v é a tnica raiz real de f(z) e a fungdo §(z) nao tem raiz real,
pois seu discriminante é negativo (A = (—1)? — 4.1.1 = =3 < 0), logo ¢ ¢& a tnica
raiz real de g(z). =

Observe agora o grafico da figura (3.4

Proposicao 3.4 Seja ) o niimero pldstico, as sequintes afirmacoes envolvendo soma
nfinita de poténcias negativas de v sdo verdadeiras:

=1
LYt =) —
2.
. ¢3=§:i
— w%

oo

1
i, Y2 =) T

k=0
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g(z) =|2® — 2 -1

Figura 3.4: Grafico das fungoes dadas porf(z) =2 —z —1e g(x) =25 — 2t -1
Demonstragao: Lembre-se que a série geométrica
i1_1+1+1+1+_1
e AR L L R LR
Assim
w1 1 1 11 1
L) ettt gt T = v w4=w5
- R R W S VS R
o= 1 1 1 1 1 1 2 2
i) =Sttt et T = zw = v =
e A e S (7R § [ (U
PIp—4
1 1 1 1 (U 9
1il. — =+ =+ —+ = +. — =1
2 Bttty TI-& w19
[
Proposicao 3.5 Mais geralmente, temos:
il_ LU SR S SRR
¢ wn an ¢3n 1— wLn wn -1
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3.1.2 Propriedades Geométricas

O nimero plastico também pode ser caracterizado geometricamente. Hans van
der Laan tinha como base para suas pesquisas a razao aurea, um antigo axioma
estético. Entretanto, esta razdo funciona bem no plano (em duas dimensées), mas
nao consegue gerar relacoes harmoniosas dentro e entre objetos tridimensionais.
Assim, ele eleva a ideia do nimero de ouro em termos de dimensoes espaciais, tendo
como referéncia a partir de entao o ntimero plastico. No capitulo anterior, fizemos
a divisdo de um segmento AB em duas partes na média e extrema razao, Van der
Laan dividiu o segmento AB de modo semelhante, mas em trés partes, de modo que
a divisao fosse feita, ndo na razao durea, mas no que chamarei de razao pléstica.

Definicao 3.2 Um segmento AB ¢ dividido em trés partes pelos pontos C e D na
razao pldstica quando

AB AD BC AC CD

AD  BC AC CD BD

° o o °
A C' D B
Figura 3.5: Divisao de um segmento em trés partes por Van der Laan

Fazendo AB = 1, AD = w, BC = z, teremos AC = 1—2, BD =1—-we
CD = z — 1 — w. Substituindo na equacdo da Defini¢ao [3.2] temos:

1 W z 1—2z z—14w
Z )

w -2 z—-14w 1 —w
daf, w? = z e 2% = w(1 — z2), logo:

w =w(l —w?) = w =1—w

dividindo a tltima equagao obtida por (w?) e fazendo i = 1z, temos a equacao
plastica
2 —x—-1=0
cuja Unica raiz real é o nmero plastico 1 e assim
AB AD BC AC (CD
AD BC AC CD BD’
isto €, a razao entre dois segmentos dos determinados, de modo que o segundo seja
o imediatamente menor que o primeiro escolhido é a constante pléastica .

Y=
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Ao passo que construimos o retangulo aureo, que estd intimamente ligado ao
nimero de ouro, podemos construir o que chamaremos de pentagono pléastico.

Tomemos inicialmente um paralelogramo ABC'D de lados medindo 1+, P2+,
PP =1+ eyt =%+ e o angulo ABC de medida 60° e em seguida retiramos
o triangulo equilatero F'BG de lado 1. Temos assim o pentagono plastico AFGC D
como ilustrado na figura [3.6

Figura 3.6: Construcao do Pentagono Plastico

Definicao 3.3 O pentdgono pldstico é o pentdgono que possui um dngulo interno
medindo 60° e os demais medindo 120°, além disso, os seus lados formam uma
progressao geométrica crescente de razao 1.

Uma caracteristica presente no pentagono plastico é que, se dele suprimirmos um
triangulo equilitero, obtemos um novo pentagono plastico, obviamente, semelhante
ao primeiro. E este procedimento pode ser realizado infinitas vezes, gerando a
auto-propagacao do pentagono plastico (ver figura ). Na figura tomamos como
exemplo o pentdgono plastico HFGCD de lados 1, ¥?, ¥3, ¢* e ¢° = ¢* + 1,
suprimindo o tridngulo equildtero HAD de lado ¥*, obtemos o também pentidgono
plastico AFGCD de lados 1, 9, 12, 43 e . A semelhanca dos dois pentagonos
se da pelo fato deles possuirem ordenadamente os mesmos angulos e seus lados
correspondentes serem proporcionais.

Figura 3.7: Construgdo de um pentagono plastico a partir de outro
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3.1. NUMERO PLASTICO

Figura 3.8: Auto-propagacdo do pentigono plastico

Observe ainda que a partir dessa sequéncia de pentidgonos plasticos, podemos
construir um curva formada por arcos de 1/6 de volta com centro nos vértices dos
triangulos equildteros suprimidos passando pelos outros dois vértices e concordantes
entre si como ilustra a figura [3.9] Denotaremos essa curva por Espiral Plastica.

Figura 3.9: Espiral Plastica

Definicao 3.4 Definimos como paralelepipedo pldstico, o paralelepipedo reto-retingulo
de dimensoes a, b e ¢, com a > b > c, tais que
a b

b Y
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Figura 3.10: Paralelepipedo Plastico

Proposicao 3.6 Seja um paralelepipedo P de arestas a, b e ¢ (a > b > ¢) de
modo que a e b sdo 0s lados do retdngulo da base. Seja P’ o paralelepipedo obtido
rotacionando o paralelepipedo P de modo que ¢ e b sejam os lados do retdngulo da
base, como mostra a figura [3.10. A fim de que os pontos O, A e B em P e P’

estejam alinhados € necessdrio e suficiente que

a+b_b+c_
— = —

(3.9)

ole

Demonstracao: O resultado pode ser facilmente demonstrado utilizando seme-
lhanca de tridngulos. m
Note agora que a equacao [3.9| é equivalente ao sistema:

b? = ac
be+ c® = ab
Dividindo a segunda equagdo do sistema por (c?), temos:
b b b b AN b
211=0521 2994 (-> — 1+,
c c

c? 1 3

57



3.2. SEQUENCIA DE PADOVAN

resultando, portanto, na equacgao plastica de incognita g, cuja solucao real é o nimero
plastico ¢. Assim:

LR S
C

e, consequentemente,

a=v-b=v- &
isto é, as arestas a, b e ¢ do paralelepipedo P sao tais que
a b
g = - = w
c

Proposicao 3.7 Se considerarmos uma elipse de semieizos a e b (a > b), o volume

do elipsoide gerado apos a rotacao da elipse em torno do eixo maior € equivalente

ao volume da porcao do espaco compreendida entre duas esferas concéntricas com a
a

elipse de raios a e b se, e somente se, § = ..

Demonstracao: Sabendo que o volume de um elipsoide de semieixos a, b e ¢ é
dado por glﬂabc, temos pelas condigoes impostas

4 4 o 4 .
—mab® = —wa® — =7b°,

3 3 3

dividindo toda a equacao por %wb?’ temos a equagao plastica de incognita

(-5

cuja solugao real é o niimero pléastico ¢, isto ¢, ¥ =¢. =

3.2 Sequéncia de Padovan

Nascido em 1935, o britanico Richard Padovan estudou arquitetura na Associa-
¢ao de Arquitetura de Londres (1952-1957). Desde entao, ele tem aliado a prética,
a escrita e ensino sobre arquitetura. Ela acredita, no entanto, que seus conhecimen-
tos arquitetonicos realmente comecaram quando ele se deparou com os trabalhos
de Van der Lans, em 1974. Sua traducao do trabalho Architectonic Space (Espaco
Arquitetonico, tradugao livre) de Van der Laan foi publicada em 1983, seguida pela
monografia Dom Hans van der Laan, Modern Primitive, em 1994. Em 1999, ele
publicou o livro Proportion: Science, Philosophy, Architecture.

A sequéncia de Padovan, cujo nome é em sua homenagem, apesar dele mesmo
ter atribuido, em 1994, em “Dom Hans van der Laan, Modern Primitive”, a Van der
Laan, é uma sucessao de niimeros com propriedades semelhantes aos niimeros de
Fibonacci, de tal forma que ela esta relacionada com o nimero plastico tal qual a
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sequéncia de Fibonacci se relaciona com a razao aurea. Assim, seré exibida e provada
uma colecao de relacoes envolvendo os nimeros de Padovan, de modo que possamos
fazer um paralelo com as relacdes entre os ntimeros de Fibonacci e o niimero de ouro
vistos no capitulo anterior.

Definicao 3.5 Chama-se sequéncia de Padovan a sequéncia definida por
(1,1,1,2,2,3,4,5,7,9,12,16,21, ...)

onde os termos dessa sequéncia chamam-se numeros de Padovan, os quais deno-
taremos por P, como sendo o numero de Padovan encontrado na posicao n. Note
entao, que a sequéncia de Padovan pode ser definida recursivamente por:

P0:P1:P2:1
Pn: n—2+Pn—3avn23-

Podemos ainda fazer uma construcao geométrica que ilustra de maneira simples
e pratica o crescimento dos termos dessa sequéncia como se pode ver na figura [3.11
de modo que os lados dos triangulos sao os termos da sequéncia de Padovan e os
pentagonos gerados ao final de cada etapa trazem sempre como seus lados termos
consecutivos da mesma sequéncia. E assim, pela Proposicao que provaremos
mais adiante, os pentagonos gerados convergem para o pentagono plastico.

2 16

12

Figura 3.11: Construcao geométrica da Sequéncia de Padovan

Observe ainda que a partir dessa construcao podemos construir a Espiral de
Padovan, tal qual fizemos com a Espiral Plastica. Ver figura [3.12

Outra construgao que nos proporciona uma interpretacao geométrica da sequén-
cia de Padovan é descrita em [4]. A partir de um cubo de aresta 1 construimos
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Figura 3.12: Espiral de Padovan

uma sucessao de caixas (paralelepipedos) por um procedimento como mostra a fi-
gura |3.13] Primeiro observe que as caixas sao adicionadas seguindo a sequéncia:
“a direita”, “a frete”, “abaixo", “4 direita”, “a frete”, “abaixo”, ... Comecando com
um cubo, adicionamos outro cubo a direita e obtemos uma caixa 1 x 1 x 2. A
este adicionamos a frente outra 1 x 1 X 2 e obtemos uma casa 1 x 2 x 2. E assim
sucessivamente.

Vamos admitir que as dimensoes estao em ordem crescente, os seja, da forma

a X bxc coma<b<c Assim, podemos organizar os dados numa tabela, como
descrito na Tabela 3.1l

Caixa Inicial | Caixa Adicionada | Caixa Final 2 g
Ix1x1 Ix1x1 Ix1x2 1/1|2/1
Ix1x2 Ix1x2 Ix2x2 2/1|2/2
I1x2x2 2X2x2 2x2x3 2/2 | 3/2
2x2x3 2x2x3 2x3x4 |3/2]4/3
2x3x4 3x3x4 3x4x5 |4/3]5/4
3x4x5h 4x4x5 4x5x7 |5/4]7/5

Tabela 3.1: Comportamento das dimensoes dos paralelepipedos

Note, portanto, que, com excecao das quatro primeiras, todas as caixas iniciais
sao do tipo a X b X ¢, com a < b < ¢, sendo todas as faces retangulares. Em cada
passo adicionamos a uma das faces de maior area, ou seja, a uma das faces do tipo
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Figura 3.13: Interpretacao espacial para Sequéncia de Padovan

b x ¢, uma caixa de dimensoes b X b x ¢. O resultado obtido é uma caixa final de
dimensdes b X ¢ X (a+b), que, por sua vez, se torna a casa inicial da etapa seguinte.

Observe agora, na Tabela [3.1) a coluna das caixas finais. Se eliminarmos o pri-
meiro termo da sequéncia de Padovan, obteremos a sucessao das dimensoes menores.
Se eliminarmos os dois primeiros termos da sequéncia de Padovan, obteremos as di-
mensoes intermediarias. E se eliminarmos os trés primeiros termos, obteremos as
dimensoes maiores. Logo, as caixas finais a X b X ¢ sempre tém suas dimensoes
iguais a trés termos consecutivos da sucessao de Padovan, assim, ao fazer o niimero
de interagoes tender para infinito, os quocientes b/a e ¢/b convergem para o nimero
plastico. Deste modo, os paralelepipedos obtidos convergem para o paralelepipedo
plastico.

3.2.1 Propriedades

Lema 3.1 A sequéncia de Padovan também pode ser definida recursivamente pela
ETPTESSA0
P, =P, 1+ P,s.

Prova: Da recorréncia original, temos:
Pn - Pn—2+Pn—3

= Pnf4+Pnf5+Pn71_Pnf4
Pn—1+Pn—5
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[ ]
Lema 3.2 A sequéncia de Padovan também satisfaz as relacoes de recorréncia:
i Py=PFP, o+ P4+ P,_s.
1. P,=P, 3+ P, 4+ P,_5.
11, Pn:Pn—4+Pn—5+Pn—6+Pn—7+Pn—8'
Prova: Utilizando o Lema [3.1] e a recorréncia original de Padovan, temos:
i.
Pn - Pn—1+Pn—5
= Pn73+Pn4+Pn77+Pn78
- (Pn—3+Pn—7)+Pn—4+Pn—8
- Pn—2+Pn—4+Pn—8-
ii.
Pn - Pn—l_l'Pn—B
- Pn—3+Pn—4+Pn—7+Pn—8
= Py 3+ Py+ Pys.
iii.
Pn - Pn—1+Pn—5
= Pn73+Pnf4+Pn77+Pn78
- Pn—3+Pn—4+Pn—5
- Pn—4+Pn—5+Pn—6+Pn—7+Pn—8
[

Proposicao 3.8 Seja (P,) a sequéncia de Padovan. FEntao, ¥Yn > 0, valem as
propriedades:

0. Y Po=P, 52
k=0

b. D Po = Poosy — 1
k=0

62



3.2. SEQUENCIA DE PADOVAN

d. Y Py = Pinyo
e. Zp3k+1 = P33 —1
[ ZP3k+2 = P3pyq — 1

g Z Psp = Pspq

Demonstragao:

(a) Da recorréncia P, = P,,_o + P,_3, temos:

P3 - P1+P0
Py = P+ P
Ps = B3+ PR
Py = Pi+P
P,y = P4+ Py
Py = Pn73+Pn72
Pn = Pn—2+Pn—3
n—2
Pn+Pn—1+Pn—2 = Zpk+P1+P2
k=0

Somando a ambos os membros P,_; e P,, temos:

P+ P+ Poat+Pi+Pii=> PtP+DP
k=0

P+ Pop1 + Pryo = ZPk+1+1
k=0

Pois+ Phio= Zpk+2
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(c)

Zpk:Pn+5_2 u
k=0

Outra forma de demonstramos o item (a) é usando o Principio da Indugéo
Finita. Note, inicialmente, que a relacao vale para £k = 0. De fato,

0
Y P=P=1=3-2=P—-2
k=0

Suponhamos agora que a relacao vale para um dado n € N, isto é, Z P, =

k=0
P,i5 — 2. Assim:

n+1 n
Zpkzzpk+Pn+1:Pn+5_2+Pn+l
k=0 k=0

Do Lema [3.1] temos:

n+1
Zpk:Pn+6_2:P(n+l)+5_2
k=0

Logo, a relacao vale para n + 1 e pelo Principio da Indugao Finita, temos que
a relacao vale para todos n € N. m

0
Inicialmente, note que a relacao vale para n = 0, isto ¢, Z Py =F=1=

k=0
2—1= P;—1. Suponhamos agora que o resultado vale para um determinado

n € N, ou seja,

ZP% = Pyy3 — 1.
k=0

Provemos agora que a identidade vale para n + 1:

n+1 n
ZPQk = ZP2k+P2(n+1) = Popyzs — 1+ Popgo = Popgs — 1 = Pypy1)43 — 1
k=0 k=0

n
Logo, pelo Principio da Inducao Finita, Z Psp = Py, 13— 1 é verdadeira para
k=0
todon € N. m

Dos itens (a) e (b), temos, respectivamente que
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2n+1

ZPk:P2n+6_2 e ZP2I<::P27L+3_1~
k=0 k=0

Ora,

2n+1
ZP’“ = P+ P +P+P+..4+ Py + Popiq
k=0

2n+1
Zpk = (Ph+ P+ ..d Pop) + (P + P34 ...Popy1)
k=0

2n+1

Z P, = szk+zp2k+1
=0 k=0 =0

Pris—2 = Poys—14> Pun
k=0

ZP2k+1 = Pyy6— Pongz—1

k=0

Z Pory1 = Popya+ Popyg — Popyg — 1
k=0

Zp2k+1 = Poppa—1
k=0

E isso encerra a demonstragao do item (c). m
(d) Vamos provar isto por indugdo sobre n. E obvio que a afirmacio vale para

0
n=0, poisZng:PozlzPQ.

k=0
n

Suponhamos, agora, que Z Psj, = P340, para um dado n € N. Escrevamos:

k=0
n+1 n

> Py=> Py+ Pyus1) = Pausa + Pouis = Pongs.
k=0 k=0

Logo a identidade também vale para n + 1 e isto encerra a demonstracao. m

(e) Vamos provar isto também por indugio sobre n. E obvio que a afirmacao vale
0

para n = 0, pois ZP3k+1 =P, =1=2—-1= P; — 1. Suponhamos, agora,
k=0
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n
que Z Pspy1 = P33 — 1, para um dado n € N. Escrevamos:
k=0

n+1 n
Z P31 = Z P31+ Psng1y11 = Pangz—14Panys = Panpe—1 = P3ny1y43—1.m
k=0 k=0

(f) Este item pode ser facilmente demonstrado usando os itens (a), (d) e (e).

Vejamos:
3In+42 n n n
Y P=> Pu+ > Puy+ Y Py
k=0 k=0 k=0 k=0

Dai,

P3n+7_2:P3n+2+P3n+3_1+Zp3k+2
k=0

Zp3k+2:P3n+7_P3n+5_1:P3n+4_1.
k=0

(g) Vamos provar isto por inducdo sobre n. E obvio que a afirmacio vale para
0 n
n = 0, pois Z Ps;, = Py =1 = P,. Suponhamos, agora, que Z Psp = Pspiq

k=0 k=0
para um dado n € N. Escrevamos:

n+1 n

ZPSk = mee + Pstny1) = Psny1 + Psngs = Prnge
k=0 k=0

A ultima igualdade é devido ao Lema (3.1). E portanto a relagao vale para
n + 1, o que conclui nossa demonstragao.

Proposicao 3.9 Seja (P,) a sequéncia de Padovan. Entdo, Yn > 3, vale a relagdo:
ZPISZP3+2_PZ—1_P5—3
k=0

Demonstragao: Vamos provar isto pelo Principio da Inducao Finita. Para tanto,
note inicialmente, que a relacao é verdadeira para n = 3, pois

3
Y PP=R+P+P+P=1+1+1+2=5=38-1"-1'=P - P} - P
k=0
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n

Suponhamos agora, como hip6tese da indugao, que a relacao Z Pl=P,—P —

k=0
P2, & vélida para um dado n € N. Queremos mostrar que a relacio também vale
n+1
para n + 1, isto é, Z P,? = Ps+3 — P P2 5. Vejamos:
k=0
n+1 n
Zplg = ZP192+P3+1
k=0 k=0
= P73+2 Pﬁ 1 P2 3+P73+1

(Pria = Prog) + (P — Piy)

( n+2 + Pn 3)(Pn+2 - Pn—3) + (Pn-i-l + Pn—l)(Pn-l-l - Pn—l)

(Pry2 + Po—3)Pry1 + (Poy1 + Poo1) Pas

= (Phpo+P,— Py, 2)Pyuy1+ PPy o+ Py Pys
(Po+ Poq1+ Pois—Poi1)(Poas— Py) + Poo1Pya
[(Pats + P) + (Poo1 — P+ D))(Pogs — Po) + Pao1 P
(Poys + Po)(Poys — Pn) — Poo(Poys — Po) + Py P

= P3+3_P2_ n—Q(Pn-i-S_Pn_Pn—l)

n

= P5+3_P3— v—2(Poi1+ Py — Py — Po1)
= P3+3_P3— an(PnJrl _Pnfl)
- P3+3_P2_P3—2

n

Logo, pelo Principio da Indug¢ao Finita ZP,? =P,— P, —P , VneNe

k=0
n>2 n

Proposicao 3.10 Seja (P,) a sequéncia de Padovan. FEntdo, Vn > 0, valem as
relagoes:

a. ZPIQQ'P]C-FI = Py Poy1- Poyo

b. ZPk Piyz = Poio Poys — 1

Demonstracao: Usaremos o indugao sobre n para ambos os itens. E facil ver que
as relacoes sao verdadeiras para n = 0. Supondo entao, como hipotese de indugao,
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que as relacoes valem para n = m, isto é,

Zplg'Pk+1:Pm'Pm+l'Pm+2
k=0

Z Py Py = Ppyo Ppys—1
k=0

mostremos que elas também valem para n = m + 1. De fato,

m+1 m
Y PP = Y PP+ Pl Pags
k=0 k=0

= PpnPuyr Py + Py Prygs
- Pm+1 'Pm+2(Pm+Pm+1)
= Puy1 Poy2 Prys

e
m+1 m+1
Zpk-Pk+2 = Zpk-Pk+2+Pm+1'Pm+3

k=0 k=0

= Pm+2'Pm+3_1+Pm+1'Pm+3
Prys s (Prya + Pryr) — 1
= Pz Puya—1

Portanto, pelo principio da inducao finita, as relagoes (a) e (b) sao verdadeiras para
todoneN. =m

3.2.2 Sequéncia de Padovan e o Triangulo de Pascal

Tal qual fizemos para a sequéncia de Fibonacci, podemos mostrar que cada
niumero P, da sequéncia de Padovan é definido como a soma dos elementos do que
particularmente defini como n-ésima “entre diagonal inversa” do Triangulo de Pascal.

Proposicao 3.11 Os termos da sequéncia de Padovan estao relacionados com a
soma de coeficientes binomiais pela sequinte identidade:
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ou, equivalentemente, para n > 1,

+ 1
P,y = JEE .
- n—1—2j

[m21<5<1 52

Por exemplo, para k = 12 na primeira expressao, os pares (m,n) com 2m+n = 12
que nos fornecem coeficientes binomiais sio (6,0), (5,2) e (4,4), logo:

ZL 00 ()= () -

Se tomarmos, por exemplo, n = 13 na segunda expressao, teremos:

2 (nﬁ—lzj) :4;6<n31+—12j> - (i)+<2)+<(7)> — =l

[g1<i<le]

Este resultado pode ser demonstrado de maneira anéloga ao que fizemos na
Proposicao do capitulo anterior usando o principio da indugao matemaética.
Outra demonstracio para este resultado pode ser feita via Polinomios de Bell (ver

13])-

Veja, como ilustracao do resultado, o Triangulo de Pascal na pagina seguinte.
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3.2.3 Formula Posicional

Depois de conhecermos os nimeros de Padovan e algumas das varias relacoes
entre eles, nos questionamos se é possivel construir uma férmula posicional como
a formula de Binet para os nimeros de Fibonacci, ou seja, uma formula fechada
que nos forneca cada termo da sequéncia de Padovan em funcao apenas de sua
posicao. Assim, tal qual fizemos no capitulo anterior, vamos desenvolver, a partir
de recorréncias lineares, esta féormula.

Proposicao 3.12 Sejam o, B e v as raizes da equacio x°> —x — 1 = 0, como
definidas na proposicao (3.1). Entao os termos P, da sequéncia de Padovan sao
dados por

Po=a-y"+b-a"+c- 5" (3.10)
onde:
0= A b= Goies) € €= i
18to €,
l-a)1-p5) ., Q=)= ., (A-¢)1-a) _,
P, = . . U
G—aw-0 " Ta-e-pn “TE-0E-a "

Demonstracao: O polinémio caracteristico da féormula de recorréncia P, o =
P,+ P, 1 é 23 = o + 1 e suas raizes sdo 1, a e 3. Entdo existem constantes a, b,
e ctaisque P, =a-¢Y"+b-a"™+ c-p", para todo n € N. Essas constantes devem
satisfazer as condicoes iniciais Fy = P, = P, = 1, desta forma podemos encontra-las
resolvendo o sistema:

a+b+c=1
ap+ba+cf =1
ap? +ba® +cf? =1

Pela Regra de Cramer e aplicando a Regra de Vandermonde para o calculo dos
determinantes, temos:

1 1 1
1 a p

1@ ] a-wu-pe-p  0-a0-p
11 1 W —a)@-=PB)(a=p8) W —a)(¥-7p)
v oa f
W oo B2
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1 1 1
11 8
112 wenw-pi-p _ 0-9)0-p
1 1 1 (W —a)(p—B)a—pF) (a—1)(a—p)
v a B
,¢2 O(2 62
1 1 1
1 o 1
ot 1] @-a@-Ye-1) _ (1-¢)d-a
1 1 1 W—-a)¥—=pF)a=pF) B-v)(B—-a
v a B
w? Oé2 BQ
Assim:
B R R ) B L) L Rt
B0 p VT e we-pn C T 0B _a ’

e isso completa nossa demonstracao.

Evidentemente, para obtermos a expressao final de P,, basta substituirmos v, «
e [ pelos seus respectivos valores. Mas fica claro também que seria extremamente
inconveniente tal representacao. m

<le

Lema 3.3 Sejam «, e ¢ definidos na proposicao (3.1), entao 7 g’ < 1.

Prova: Como 9, a e 3 sao raizes do polinéomio 23 — x — 1, temos:
P or-1 = = (@—d) - a)e -5
= 2° = (Y +a+f)a* + Wa+ B+ af)e —pafb
Entao v +a+ =0, va+yf+af=—-1 e yYaf =1. Dai,

al _ Vaa  Vap
) T
_ W= 1—¢a—wﬁ \/ 1—¢<a+5)
_1+¢2
T vl_ﬁd
Como || = |@| = |a|, temos que ‘%) = %
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Proposicao 3.13 Seja (P,) a sequéncia de Padovan e ¢ a constante pldstica, entdo

Pn+1

e P, 2
Demonstracgao:
. Pn+1 ) a - 77anrl + b . an+1 +c- /B’n+l
lim = lim

n—>00 Pn n—» 00 al/}”—f—ba"—{—cﬂn

(Dividindo o numerador e denominador por ")

@b (5 e (O
= lim
n—>00 a+b-(%)"+c-(§)”
= ¢
n
Veja a Tabela 3.2

n P, | P, i
0 1 1 1
1 1 1 1
2 2 1 2
3 2 2 1
4 3 | 2 1.5
5 4 3 | 1,333333...
6 5 | 4 1,25
7 7 5 1,4
8 9 | 7 | 1,285714...
9 12 9 | 1,333333...
10 16 | 12 | 1,333333...
11 21 | 16 1,3125
12 28 | 21 | 1,333333...
13 37 | 28 | 1,321428...
14 49 | 37 | 1,324324...
15 65 | 49 | 1,326530...
16 86 | 65 | 1,323076...

n —» 00 P%:l —

Tabela 3.2: Razao entre ntmeros de Padovan consecutivos
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3.2.4 Poténcias de 1)

No que tange as relacoes entre ¢ e os numeros de Padovan, da mesma forma
que fizemos para a razao aurea e a sequéncia de Fibonacci na secgao [2.2.4] vamos
estabelecer uma correspondéncia entre as poténcias de v e os nimeros de Padovan,
de modo que essas poténcias sejam escritas como uma combinacao linear de poténcias
mais baixas, em particular, 1, ¥ e ¥?. Vejamos inicialmente alguns resultados:

e P=1+1-9¢
« Y=ty
o U=yt =14 4¢7

o Y=+l =14+ P+P+¢? =142 497
o YT =+ P =P+ Y+ 1+ + 97 = 1429 4297

o PP =" + Y0 =140+ >+ 1420+ 9> =2+ 3t + 2¢°

o V) =S+ 7T =142 + P2+ 1+ 20 + 2% = 2 + 4 + 392
o Y10 =T 4 ¥ =14 20 + 2% + 2+ 3¢ + 202 = 3+ 5 + 4y

Observe agora os dados organizados na Tabela (3.3

n o oy
5 | 1+1-¢+1-9° | B+ Py-t+ P-y?
6 |1+2-¢+1-¢° | P+ P9+ Py
T 1142 9+2-¢% | Po+ P9+ Py-9?
8 |2+3-9+2-¢° | Ps+Ps-9+ Py-¢°
9 [ 24+4-9+3-9° | P+ Fs-tp+ Ps - )?
10 | 3+5-¢p+4-¢* | Ps+ P-4+ Py -2

Tabela 3.3: Relacao entre as poténcias de ¥ e os nimeros de Padovan
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Note entao, que os termos constantes, os coeficientes de ¢ e os coeficientes de
12, na ordem em que aparecem, correspondem aos termos da sequéncia de Padovan.
Logo, somos motivados a seguinte afirmacao:

Afirmacgao 3.1 Para todo nimero natural n > 5, vale a identidade
wn:Pn—5+Pn—3'¢+Pn—4'¢2>
onde P, representa os niumeros de Padovan.

Prova: Provemos essa afirmacao usando inducdao matematica sobre n. Como
j& exposto, a relacao vale para n = 5. Suponhamos agora que a igualdade seja
verdadeira para n = k, isto é, Y¥ = Py_5 + Py_3 - ¥ + Ph_4 - 1%, e provemos que a
mesma vale para n = k + 1. De fato,

warl — wk . w
= (Pos+Pies -+ Py - 0% -0
= Pis 4Pz p*+ Py )?
= Pis v+ Pis '+ Py (147)
= Poy+ (Ps+Piy) v+ Pog-y°
= Poa+DPoa- 0+ Pos -7
= Putiy—s + Pory-s - ¥ + Py - ¥°
Portanto a identidade vale paran = k+1 e pelo principio da inducao matemética,

a igualdade é verdadeira para todo natural n > 5. Desta forma, acabamos de provar
que a afirmacao feita é verdadeira. ]

3.2.5 Funcao Geradora

Como fizemos no capitulo anterior para a sequéncia de Fibonacci, vamos identi-
ficar uma funcao Geradora para os termos da sequéncia de Padovan.

Proposicao 3.14 A funcao geradora da sequéncia de Padovan é

Po+P o+ P>+ Py-2® + Py-a*+ Py-a° +...(3.11)
P()’.T2+P1'ZL’3+P2'(L’4+P3'ZL’5+...(3.12)
P0'$3+P1'$'4+P2'ZC5+... (313)

Q
N
22
[

&
!
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3.2. SEQUENCIA DE PADOVAN

Fazendo (3.11) - [(3.12)) + (3.13))], temos:

GPyz) - 1—2> -2 =PR+P -2+ (P,— PR)-2?

1+
Gn) = T
[ |
A partir da funcao geradora da sequéncia de Padovan podemos provar identi-
dades envolvendo produto dos termos da sequéncia de Padovan com termos de um

Progressao Geomeétrica.

Exemplo:
i&: I ()
e N e Y A LR e
Em particular, para g = 2, temos:
S
A 5

o
Uma outra aplicacao para a funcao geradora da sequéncia de Padovan é que a
partir dela também podemos deduzir a formula posicional dos termos dessa sucessao.

3.2.6 Matrizes e a Sequéncia de Padovan

O que iremos investigar agora sao propriedades dos ntmeros de Padovan em
relacao com matrizes, isto é, investigaremos propriedades concernentes a sequéncia
de Padovan a partir de matrizes especiais de terceira ordem.

Pnfl Pn+1 Pn
, entdo QM = P, P, P, | para
Pn+1 Pn+3 Pn—l—?

O = O

0 1
Teorema 3.1 Seja Q = | 0 0
11

todon € Nen > 1.

Demonstragao: Usaremos o Principio da Inducao Finita sobre n.
Para n = 1 é imediato que:

5

010 111 Py P, P,
Q"M=Q°=|00 1| =121 |=|P P, P,
110 12 2 P, Py P

Suponhamos agora que a relacao seja valida para um dado n = k, isto é,

P,w P By
QkH = Pk: Pk+2 Pk:+1
Poiv Piys Pigo
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Devemos mostrar entao que a relacao vale para n = k 4+ 1. Ora, sabendo que
QU+ — Qk+4 % ), temos:
[ Poo1 Poy1 By 010
Qk+5:Qk+4XQ = P, Py Py | x| 001
Pey1 Prys Pryo 110
[ P, P+ Py Pn
= | Poyi Pot+Pepr Prpo
Peyo Pryi+ Pryo Prys
[ P, Piy2 Pip
= | Perr Pryz Pryo
Piva Prya Prys
[ Pivy-1 Prr+1 Pen
= Peov Pugi+2 Prsn+
| Pern+1r Pranss Pranse

Portanto, o resultado é verdadeiro para todon > 1. =
A partir do resultado provado no teorema anterior sobre Q-Matriz de Padovan
podemos obter novas relacoes como as descritas na proposicao a seguir.

Proposicao 3.15 Para todos inteiros m e n, com 0 < m < n, temos as sequintes
relagoes:

(G) Pn:mel'Pnfm+Pm+1'Pnfm+1+Pm'Pnfm+2
(b) Pn:Pm'Pn—m—1+Pm+2'Pn—m+Pm+1'Pn—m+1

Demonstragao: Pelo Teorema [3.1|e as propriedades relacionadas a poténcias de
matrizes quadradas, temos:

Qn+8 — Qm+4 X Qn—m+4

e assim,
Pn+3 Pn+5 Pn+4 Pm—l Pm+1 Pm Pn—m—l Pn—m+1 Pn—m
Pn+4 Pn+6 Pn+5 = Pm Pm+2 Perl Pnfm Pnfm+2 Pnferl
Pn+5 Pn+7 Pn+6 Perl Pm+3 Pm+2 Pnfm+1 Pnfm+3 PnferQ

Efetuando a multiplicacao das matrizes e igualando os elementos corresponden-
tes, temos

Pn+4:Pm71'Pn7m+Pm+l'Pnfm+1+Pm'Pnfm+2
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3.2. SEQUENCIA DE PADOVAN

Pn+4:Pm'Pnfm71+Pm+2'Pnfm+Pm+1'Pnfm+1

m
Note que, na Proposicdo .15 (a), fazendo m = 1, temos:

Py = Po-Poa+ PP+ PPy
= Pnfl_‘_Pn_‘_PnJrl
= Pn+2+Pn+1

Da mesma forma, se fizermos m = 0 na Proposi¢io [3.15 (b) também obteremos
um resultado semelhante, que, na verdade, é a relacao de recorréncia da sequéncia
de Padovan. Obviamente, podemos obter uma série de outras relacoes com mani-
pulacoes semelhantes.

3.2.7 Aplicagoes & Combinatoéria

Nesta secao traremos algumas situagoes envolvendo contagem cujas solugoes po-
dem ser dadas através de recorréncias, especialmente a recorréncia de Padovan.
Entretanto, deixamos a cargo do leitor demonstrar tais resultados.

a. O numero de maneiras de escrever n + 2 como uma soma ordenada, em que
cada termo é 2 ou 3 é P,.

b. O nimero de maneiras de escrever n como uma soma ordenada, na qual 2 nao
figura como uma das parcelas, é Py, .

c. O numero de maneiras de escrever n como uma soma palindromica ordenada
no qual nenhuma das parcelas é 2 é P,.

d. O numero de maneiras de escrever n como uma soma ordenada, em que cada
termo é impar e maior que 1 é P,_s.

e. O namero de maneiras de escrever n como uma soma ordenada, em que cada
parcela x é tal que, x = 2mod3, é P,_y4.

78



Apéndice

Trazemos aqui um resultado de complementacgao do texto.

Principio da Inducao Finita

Como nos é muito util em uma série de demonstragoes, trataremos do Principio
da Inducao Finita, ferramenta que aumenta em muito nossa capacidade de elaborar
demonstracoes.

Para compreendermos o funcionamento do Principio da Inducao Finita, considere
um conjunto A C N tal que 1 € -. Suponha agora que saibamos que toda vez que
um certo numero natural k estiver em A, entao k£ + 1 também estard em A. Entao,
1 € A no garante que 2 € A. Por sua vez, 2 € A nos assegura que 3 € A.
Prosseguindo assim, concluimos que A contém todos os naturais, ou seja, A = N.
Tal discussao pode ser formalizada no axioma conhecido como Principio da Inducao
Finita.

Axioma 1 Seja A C N um conjunto satisfazendo as sequintes condi¢oes:
i 1e A
it. Sek e A, entiok+1¢€ A.

FEntao A = N.

Obviamente, uma duvida natural é: como aplicar o principio da inducgdo para
demonstrar algo em matematica? Para responder a essa pergunta, suponhamos uma
propriedade P(n) do natural n, a qual queremos provar ser verdadeira para todo
natural n. Definimo um conjunto A pondo

A ={k € N; P(k) € verdadeira}
e observamos que
A =N <= P(n)é verdadeira para todo n € N.
Assim, a fim de mostrar que P(n) é verdadeira para todo n € N, basta mostrar que

A = N pelo principio da indugao, ou seja,
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3.2. SEQUENCIA DE PADOVAN

e 1€ A
ehkcA=Fk+1cA
ou, equivalentemente, basta mostrar que
e P(1) é verdadeira;
e P(k) verdadeira = P(k + 1) verdadeira.

Mais sobre esse principio, pode ser encontrado em [7], [12] e [14].
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