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RESUMO

Demonstramos algumas desigualdades algébricasmeétigzas e resolvemos problemas
de maximos e minimos em Geometria Euclidiana. Asigdaldades algébricas sao
ferramentas poderosas para resolver problemas denos e minimos em geometria,

aliadas com as desigualdades geométricas que,i,peéics extremamente importantes,
devido a seu valor histérico. Alguns problemas dieres extremos mais classicos, como

0s problemas isoperimétricos e isorradianos receleaatencao especial.

Palavras-chave: Desigualdades, Maximos, Minimos, Problemas isapéricos,

Desigualdades algébricas, Desigualdades geométricas



ABSTRACT

We demonstrate some algebraic and geometric inequalities and we solve problems of
maxima and minima in Euclidian Geometry. The algebraic inequalities are powerful tools
for solving problems of maxima and minima in Geometry, combined with the geometric
inequalities which are, by themselves, extremely important, due to their historica value.
Some classical problems of extremes values, such as the isoperimetric and iso-radium

problems, receive a special attention.

Keywords: Inequalities, Maximum, Minimum, Isoperimetric Problems, Algebraic
Inequalities, Geometric Inequalities.
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INTRODUCAO

A Mateméatica sempre esteve presente na vida do rhomesde os tempos
mais remotos, em que 0 homem vivia da caca e dapgsutilizava a Matematica ainda
que de maneira intuitiva. A mesma vem sendo inclasalongo do caminho da
humanidade, interagindo com as transformagdes cureeram e que continuam a ocorrer
na sociedade e no préprio homem. A Matematicadecdberta e vem sendo desenvolvida
pelo homem em funcéo das suas necessidades deigébcea no meio social.

Ao longo dos séculos um dos problemas mais fasieisam desafiadores de
toda a matematica foi o de obter valores maximm$némos para areas de regides planas e
para volumes de soélidos. Problemas simples coi@Qoial o retdngulo de perimetro
constante que possui a maior areaqye podem ser resolvidos somente com matematica
elementar, leva-nos a investigar e chegar a umaagaen problemas cujas solucdes
envolvem desigualdades algébricas e também dedagled geométricas, como a
desigualdade triangular e outras.

Por todo o ensino basico, o aluno tem pouquissiopastunidades de ter
contato com problemas de otimizacdo e desigualdd@esmlmente, tal contato se da
unicamente no 1° ano do ensino médio regular, andduno resolve problemas de
méximos e minimos usando func¢@o quadratica. Masrdade € que este tema poderia, e
ainda pode, ser mais bem explorado no ensino hgsii® trata-se de algo simples, com
desdobramentos que podem prender a atencdo donddupara a aprendizagem da
matematica. Todo matematico sabe que as desigealdstb importantes em todos os
ramos da matematica, e as vezes até mais impa@migue as igualdades.

As desigualdades algébricas elementares tém aimdatagem de serem, além
de muito Uteis para atacar os problemas, muito Iesnge entender, podendo inclusive
serem, algumas delas, introduzidas ja no 9° aremsimo fundamental.

As desigualdades geométricas sao especialmentni@saporque podem ser
facilmente compreendidas e, a0 mesmo tempo, prgpamm uma excelente introducao ao
pensamento matematico criativo e ao espirito deméica moderna.

O foco do trabalho sera apresentar solu¢cdes udandmentas da matematica
elementar, para que este seja acessivel ndo s@stadantes em nivel universitario, mas
também para alunos olimpicos e estudantes de ens@wio e, principalmente, como

subsidio para o professor do ensino basico. Em ,sosgroblemas serdo resolvidos



usando Desigualdades Algébricas, Desigualdades &goas, Desigualdades e
Identidades Trigonométricas etc.

Esta dissertacdo € dividida em quatro capitulosc@jmtulo 1 enunciamos e
demonstramos as desigualdades algébricas elengnene as quais destacamos a
desigualdade d€auchy-Schwarze também a desigualdade densen e mostramos
algumas aplicagbes imediatas na geometria, alénreslelvermos alguns problemas
isoperimétricos basicos, mas ndo menos intrigacteap o problemaUm quadrado e
um triangulo tém mesma area. Qual dos dois tem @mperimetro?”. Este problema
pode ser facilmente resolvido usando a DesigualdadeMédiasiritmética-Geométrica
Outra solugdo muito simples, no entanto elegantedaéla por ANDREESCU;
MUSHKARQOV; STOYANOV (2006), usando apendssigualdade triangular

No capitulo 2, enunciamos e demonstramos algumasigudddades
geométricas envolvendo lados e/ou angulos intem®striangulos e alguns outros
poligonos.

Seguidamente, no capitulo 3, chegamos ao pontoipaindo trabalho: Propor
e resolver problemas de maximos e minimos. Comarésos, como interpreta-los, como
resolvé-los, sempre priorizando o uso de desigdaklaesta empreitada.

O capitulo 4 é constituido pel@®nsiderac¢des Finaido trabalho.

Como embasamento para o leitor, sugerimos a legtigstudo de IEZZI, G e
POMPEO, J. N. (1991).
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1 DESIGUALDADES ALGEBRICAS

Neste capitulo apresentamos algumas desigualdades algébricas muito

importantes que servem para auxiliar na resolucdo de problemas de madximos e minimos.
1.1. Algumas desigualdades algébricas

Uma grande variedade de problemas isoperimétricos (ou seja, problemas de
valores extremos de areas de figuras planas delimitadas por curvas de perimetro fixo) pode
ser resolvida utilizando artificios apropriados e desigualdades algébricas. Por outro lado,
muitas desigualdades algébricas podem ser interpretadas geometricamente como tais
problemas. Um exemplo tipico ¢ a bem conhecida desigualdade das médias aritmética-
geométrica,

x+y2 Xy (x,yZO)

que pode ser usada diretamente para provar as seguintes proposicoes:
“De todos os retiangulos com perimetro dado, o quadrado tem drea maxima.”
Ou ainda,

“De todos os retiangulos com drea dada, o quadrado tem perimetro minimo.”

Nesta se¢do, enunciamos e demonstramos algumas desigualdades algébricas
classicas. Como ja era de esperar, ao utilizar esta abordagem na resolucdo de problemas de
otimizagdo a solugdo ¢ dada normalmente pelos casos em que ocorre a igualdade. E por
isso que ¢ muito importante analisar tais casos cuidadosamente. Listamos abaixo algumas
desigualdades algébricas classicas que sdo frequentemente usadas em resolugdo de
problemas de maximos e minimos em Geometria.

As demonstragdes das proposigoes 1.1, 1.2 e 1.3 foram extraidas de
CAMINHA, A (1999). A demonstracao da proposi¢do 1.4 foi extraida de um texto de

Emanuel Carneiro, em <http://www.ma.utexas.edu/users/ecarneiro/DesJensen.pdf>.



L.
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1.1.1. Desigualdade das médias Aritmética-Geométrica

Proposigao 1.1. Quaisquer que sejam os reais ndo-negativos x ,r, -, , temos que,

com a igualdade ocorrendo se e somente se y, =y, =...=r, . Esta proposi¢do nos garante

que, para quaisquer n nimeros reais nao-negativos, sua média aritmética ¢ sempre maior
do que, ou igual, a sua média geométrica, e a igualdade ocorre se, e somente se, todos os n

numeros reais ndo-negativos forem iguais entre si.

PROVA:
Apresentamos aqui a demonstracdo dada por CAMINHA, A (1999). Ela ¢ feita em dois

passos:

A desigualdade ¢ verdadeira quando n for do tipo2*, ocorrendo a igualdade se e so se
todos os numeros forem iguais.
A desigualdade ¢ verdadeira em geral, e a igualdade ocorre se e s6 se os nimeros forem

todos iguais.

Fagamos indugdo sobre k> 1, sendo 1 = 2" Parak= 1, temos

2
Sabemos que (1 [x; —A/%, ) >0 ¢ verdadeira para quaisquer x; € x; positivos, dai:
NN 2>O<:> +x,—2 >0 nTh A igualdade ocorre se e
X =% | = X, +x, XX, 52 XX, . gu

somente se (4/1, —+/1,)° =0, ou seja, se € somente se 1, =1,.

RRPACS AT

Suponha que P = aJx;x,---x, , com igualdade se e s6 se x, =---=1x, para

p =2 , entao

(bt )+ +etin) 1 |:x1+...+xn IR oY ]> Wiy #4141, >
2n 2 n n - 2 -

=2
2 \/"\/xl...xn "\/xm...xzn = {/xl...xnxm...xzn
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Na igualdade, deve-se ocorrer que

! Yo ey
1 noo__ n+l 2n .
n——"xl'“xn ) n——"h+1"'xzn ¢
Vxl...xll +”\/xn+l.”x2n —
7 - xl.nxnxnﬂ'“xz” .
Para as duas primeiras igualdades, segue da hipotese de inducao que deve ser
Y ==X, € X, = =10,

A ultima igualdade ocorre se € sO se 4/x,..x, = "\/x L.1--¥,, . Estas duas condi¢des juntas

implicam que devemos ter r, =..=x, =1, =..=1, . E também evidente que se os

n n+l

numeros forem todos iguais a igualdade ocorre.

ii. Seja agora n > 1 um natural qualquer e r,r,,...,x, reais ndo-negativos. Tome k natural

>

tal que2' >n. Usando a desigualdade das médias aritmética-geométrica para os 2
NUMEros X ,1,,...x, € 2b —u copias de r =4/x,x,---x , obtemos:

Y, +x,+e+x +x+x 44X K k_ 2t k_
1 2 nk 22\/x1x2_.'xn _XZ "o \/xan n =1,
2
, , . X et
edai v, +..+x, +(2" —n)x 22"y, ouainda ~——L>x =[x, -1,
n
Para que haja a igualdade, segue do item i que se deve ser y =y, ==y =y =-=1x.

Particularmente, todos os nﬁmerosxl,xz,_,,,x” devem ser iguais. Vé-se que caso esses

numeros sejam todos iguais, entdo hé a igualdade. #

1.1.2. Desigualdade de Cauchy-Schwarz

A desigualdade de Cauchy-Schwarz ¢ também conhecid como desigualdade de
Cauchy ou desigualdade de Schwarz. Ela ¢ muito util e ocorre em varios contextos da
Matematica, tais como Algebra Linear aplicando-se a vetores, ou em Anélise onde surgiu
nas séries infinitas e no produto de integrais, e ainda na Teoria das Probabilidades,
aplicando-se na variancia e na covariancia.

Esta desigualdade para somas foi publicada por Augustin Cauchy (1821), enquanto
a correspondente desigualdade para integrais foi primeiramente estabelecida por Viktor

Yakovlevich Bunyakovsky (1859) e redescoberta por Hermann Amandus Schwarz (1888).
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Proposigdo 1.2. Quaisquer que sejam 0s NUMeros reais r,, ...,x,,J,,...,y, » €MOS que,

2, 2 2 2, 2 2 , 2
(a2 tn 2oty bty )2 (e, ayyy 4oy, )

com a igualdade ocorrendo se ¢ somente se r, ¢ y, sdo proporcionais, onde i =1,2,3,...,n .

PROVA:

Definamos o polindmio de 2° grau f(/i)z(xll—yl)2+(x2/l—y2)2+---+(x,1l—y”)z-
Desenvolvendo os quadrados e agrupando convenientemente, temos que:
f(/l)z(xlz+x§+---+x,12)12—2(x1y1+x2y2+~--+xny”)+(yl2+y§+---+yn2)-

Como f(1)>0, para todo A pertencente aos reais, entio A<0. Ou seja,
4(x1y1+x2y2+---+x,1yn)2S4(x12+x22+---+x”2Xy12+y§+---+y,12)' Disto resulta que
(x1y1+x2y2+...+x”y”)2g(xf+x22+...+xn2xy12+y22+...+y’12).Examinaremos agora o
caso da igualdade. Se A = 0, entdo [(1)=0 ¢ y =1-.x , para cada i =1,2,3,...,n. E

obvio que, partindo de y =) -, , paracadai=123,...,n, a igualdade ocorre. #

OBS: Podemos estender a desigualdade de Cauchy-Schwarz para vetores. Sejam i e v

dois vetores de um Espaco Vetorial qualquer com norma e produto interno. Assim:
i -v| <l -|v]-
-] < [a] - [7]
E a igualdade ocorre se, e somente se, os vetores i € v sdo Linearmente Dependentes.

A famosa desigualdade triangular, que nos garante que, pode ser facilmente demonstrada

usando a desigualdade acima. Veja:
i +9]" = (i +9)-(ii +9) =[] +[v[ +2-7-5-

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

i - §| < ||;,|| . ||17|| . Assim, teremos:

- - - - - - 2
Ji-+ 51" <l + 71 + 2Ja - [¥1 = (Jl+ 1)

Donde segue o resultado.
1.1.3. Desigualdade das médias Quadratica-Aritmética

Proposigdo 1.3. Quaisquer que sejam os reais ndo-negativos y ,x,,---, x, , temos que,
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2 2 2
\/xl FxS et X Hx, et

n n

com a igualdade ocorrendo se e somente se Y, =1, =...=x,
PROVA:
Fazendo y, =y, =---=), =1 na desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

Yy +x, et S\/x12+x22 +otx] A, *)
De modo que a igualdade ocorre se, e somente se, se existir um niimero real positivo A tal

que y, =/ paratodo i, quer dizer, se, e somente se, todos os x; forem iguais. Para se obter

a desigualdade acima, basta dividir os dois membros de (*) por 7. 4
1.1.4. Desigualdade de Jensen

Proposicdo 1.4. Seja [ :(a,b) > R uma fungio duas vezes diferenciavel. Se {"(x)>0
(fungdo convexa) em todo o intervalo (a,b), entdo para quaisquer x ,x,,x,...,x, € (a,b)

vale:

(e, (nam, e,

n n
Se, por outro lado, f "(x ) <0 (fungdo concava) em todo intervalo (a,b), entdo para

quaisquer x,,x,,...x € (a,b) vale:

>

(o) (nams e,

n

PROVA:
Vamos provar para o caso, onde f < 0. A demonstra¢do para o outro caso ¢ totalmente
analoga. A prova ¢ por inducdo sobre n. O caso n = 1 ¢ imediato. Suponhamos entdo que a

desigualdade valha para quaisquer (» — 1) nimeros reais no intervalo (a, b).

Facamos entdo o passo indutivo para n. Inicialmente fixemos xy, xz, ... , X,—; € chame x, = x.
Fagamos x, +x, +---+x, =l ¢ f(x1)+ f (x2)+---+f(x”_])=k . Queremos provar que
k+ f (x)

—7< f(”—xj , para qualquer x € (a,b).
n n
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Definamos entdo a funcao

g(X)=k+f(x)—f[]+xj-

n n

Derivando, obtemos

g'r)= f'(x)—nlf'([%j-

n

Se 1 =

| + | :
LI :—1, entdo ¢ ’(x): 0. Perceba que /" ndo ¢ crescente em (a,b), haja
n n —

) : o / /
vista que /”’<0. Assim, podemos inferir que se x > e entdo g '(x ) <0 equese x< P
n— n—

: : I
, entdo ¢ '(x )2 0. Dai, segue do Calculo Diferencial, que » = — ¢ um ponto de mdximo
n—

global de g(x) no intervalo (a,b). Disto segue que,

0<g(x) <g(L): k (n_l)f(nl—l)

—— , pois k " < f( / J (Hipotese de indugao).
Hn—

n—1 n n n-—
k+
Logo, f(x) Sf(H_XJ.
n n

J4 as condi¢des de igualdade, dependem muito da funcdo f. No caso mais comum temos
que f” < 0, estritamente, no intervalo (a,b). Nesse caso, pela demonstragdo acima podemos

concluir que a igualdade s ocorrerdse x, =x, =---=x .4

n

Observagdo: Podemos aplicar a desigualdade de Jensen também em intervalos infinitos,
desde que estes sejam abertos e que a funcdo f seja convexa (ou cdncava) em todo o

intervalo.

E importante salientar que poderiamos obter a Desigualdade das médias aritmética-
geométrica (proposicdo 1.1) a partir de Jensen. Para tanto basta que definamos a fungao

logaritmo natural, convenientemente, pois sendo esta coOncava, teremos que

n

Y| (i)

= - X+ X, 4 X
In| =— |>=0 . Isto acarreta que ln( L2 ”jzln(” XXy e X, ) Como

n n n

f (x) =Inx ¢ uma fun¢do crescente, concluimos que o resultado se segue.
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1.2. Algumas Aplica¢oes

Problema 1.1. Com 80 metros de cerca um fazendeiro deseja circundar uma drea

retangular junto a um rio para confinar animais.

Area
circundada

Figwra 1.1

Qual a drea maxima que este cercado pode assumir?
(OBS: O lado que faz fronteira com o rio ndo é cercado, para que os animais possam beber a agua

do rio).

Resolugdo: Chamaremos os lados do retangulo de x e de y, de modo que, sem perda de

generalidade, x <y . Assim, como o perimetro da cerca ¢ 80 m, teremos que 2x +y =80.

Usando a Proposi¢do 1.1. (Desigualdade das médias Aritmética-Geomeétrica), teremos:

2r +y

3 >,/2x -y . Como 2x +y =80, entdo: /2xy <40. Elevando ambos os membros ao

quadrado, resulta 2xy <1600 < xy <800. Como a area do Retangulo (Cercado) ¢

. , , . ., 2 .
exatamente xy , conclui-se que a drea maxima que o cercado pode assumir ¢ 800 m". E isso

ocorre exatamente quando y =2x ,isto é, x =20m e y =40m .#

Outra solucdo para o Problema 1.1. ¢ se colocarmos y em fun¢do de x na igualdade

2x +y =80, ouseja, y =80—2x . Assim, a area S do cercado, seria uma fun¢ao quadratica

de x: §=ux «(80—2x)=—2x2 +80x, cujo valor maximo ¢ dado pela expressdo
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maX{S } = —A, onde a«=-2 e A=80"=06400. Logo, a d4rea maxima sera
a
max{S } = _ 6400 _ 6400 g5
4(-2)

Problema 1.2. De todas as caixas retangulares sem tampa e tendo a area de superficie dada,

encontrar aquela com volume maximo.

Resolugdo: Sejam x, y e z os comprimentos das arestas do paralelepipedo (Figura 1.1), e

b 1111

seja S a sua area dada.

X
Figura 1.2

Entdo, § =xy +2xz+2zy, e a Proposi¢do 1.1. nos garante que:

3 3
(%) = (W) >4x’y’7°. Assim, para o volume V =xyz da caixa nos temos

2
que V < %(%) . Logo, o volume maximo ¢ obtido quando ocorre a igualdade, isto &,

quando xy =2xz =2zy . O ultimo implica que as arestas da caixa com volume maximo sdo

§ 1§
x:y: — €7 =— _'Q
3 2V3

Problema 1.3. Mostre que de todos os retangulos inscritos em um circulo de raio dado o

quadrado tem area maxima.

Resolugdo: Sejam x e y as dimensdes do retangulo e » > 0 o raio (dado) do circulo no qual

o retangulo esta inscrito (Vide Figura 1.2). Assim, a area do retangulo sera dada por

Ay =xy.
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D C
P
s 0 ¥
A X B
Figwra 1.3

Pelo Teorema de Pitigoras, no triangulo ABC, temos que (2r )’ =4r> =%+ (*).

Por outro lado, usando a Proposi¢do 1.1., teremos também:

x+y2\/g<:>x+y22\/5

2

(x +y)224xy©x2+y2+2xy24xy
Sty 22y (**).
Logo, de ( * ) e ( **), concluimos que 4r* >2xy, ou seja, 4, =xy <2r°, sendo que a

igualdade ocorre se, e somente se, x =y, isto é, se ABCD for um quadrado. #

OBS': Uma solucdo alternativa para este problema ¢ usar trigonometria. Seja o a medida do
angulo CAB na figura 1.3. (acima). Entdo, no tridngulo retangulo ABC, teremos que

y=2r-cosq e y=2r-sena . Assim, a drea 4, =xy do retangulo ABCD ser4 dada por
4, =(2r -cosa )2 -sena )=2r*(2sena cosa )=2r* -sen(2a )<2r*, haja vista que,

qualquer que seja o valor de a, sen(2a)<1.4

Desigualdades e trigonometria sdo dois ingredientes que se misturam muito bem. Um bom
artificio para resolver bastantes problemas de otimiza¢do envolvendo entes trigonométricos
¢ reduzir a expressdo resultante, em uma expressdo que envolva um unico seno (ou

cosseno), para que se possa usar o fato de que, para todo x real, senx| <1 (]cos X | < 1).

Isto nos apetece a propor e resolver o seguinte

Problema 1.4. (Sele¢do para IMO 99 — Brasil ) Para reais positivos satisfazendo a + b

1 1 |
NEYE +\/1+b2 +\/1+c2

3 . .
+ ¢ = abc, mostre que < 5 e determine quando a igualdade

ocorre.
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Este problema foi retirado de FONTELES, Rafael Tarja (2001).

Resolugdo: Como a, b e ¢ sdo nimeros reais positivos, entdo existem a, 3 e v, todos no
intervalo (0, EJ’ tais que a=tge, b=tgf e c¢=tgy. Assim, teremos que

1 1 1 1 1 1
+ + = + +
Ji+a? A1+b2 Jl+¢? \/1+tg2a \/1+tg2ﬂ \/1+tg2}/

. Ora, mas sabemos que

l+tg’y =sec’r e que secr = , qualquer que seja x E(O,%J. Logo,

CoSx
1 N 1 N 1
Vi+a2 1+b% l1+¢2

fun¢do cosseno ¢ concava, pois nele cos"r =—cosx <0. Assim, pela Desigualdade de

: T
=cosa +cosf +cosy . Perceba que no intervalo (O,EJ a

+ + +p +
Jensen (Proposi¢do 1.4), temos que cosa CO;ﬁ cosy Scos(a 'i 7). Como, por

hipotese, a + b+ c =abc, entdo tg a + tg p + tg y = tg a.tg B.tg y. Lembremo-nos de que a
formula para se obter a tangente do arco soma de trés arcos «, f, 7 € dada por:

tga +tgfl +tgy —tga -tgf -tgy

. Dai, tg(a +f +y):0 ea+pf+y=r.
I—tga-tgf—1gf-tgy —tga -1gy

igla+p+7)=

cosa +cosf +cosy <
3 <

: 1
Isto nos leva a concluir que COS(%j:E' Logo, chegamos ao

: 3 : .
resultado desejado, de que cosa +cosf +cosy < 5 e, por conseguinte, também, que

1 1 1
+ - <
Vita? A1+b2 A1+c?

b

N | W

Ocorrendo a igualdade se,esése, « =f =y = % Istoé,se a =b =c =tg [%) = \/g »

Problema 1.5. Sejam x e y numeros reais. Obter o valor médximo da expressdo 3x + 4y,

sabendo que x* + y* = 16.
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Resolucao:
~ . . X y
Como x e y s3o nimeros reais, existe um ¢ tal que cosf = —— e sen ) = ————.
1/x2+y2 \/x2+y2

) 4 X y .

Assim, sendo 4 =3x+4y, tem-se que =3 +4 . Dai,
\/X2+}72 \/X2+y2 \/Xz-i—yz

4
e 3cosf +4sen 6 . E, portanto, teremos 4 = 4(3cos @ + 4sen 0 ) *).

Por outro lado, definamos um tridngulo retangulo ABC de tal modo que seus catetos

tenham medidas 3 e 4. Logo, sua hipotenusa medird 5 (teorema de Pitdgoras). Chamemos

um dos angulos internos agudos do triangulo ABC de « . Entdo, teremos cosa =— e

5
3 .
sen ¢ = 3 Sendo assim, podemos escrever:

4 =5sen ¢ e 3 =5cosa . Substituindo em (*):

4 =4(5sen a cosf +5cosa sen §)=20-(sen a cosd +cosa sen 6).
Como sen a cosf +cosa sen 6 = sen (¢ +6 ), entdo se conclui que 4 = 20sen (¢ +6 ). Como

para todo e qualquer ¢ pertencente aos reais,

sen ¢| <1, entdo, independentemente dos

respectivos valores de ¢ e # sempre teremos que |sen (@ +6 )| <1, ou, equivalentemente,
~1<sen (@ +0)<I1.

Multiplicando-se esta ultima desigualdade por 20, chegamos a

~20<20sen (@ +0)<20 < -20<4<20 < -20<3x+4y <20 .

Logo, mdx {3x +4y}=20.4

Um outro modo de resolver este problema seria usando a Desigualdade de Cauchy-
Schwarz (Proposi¢do 1.2) para n = 2, pois terfamos (rf +x22Xy12 + y22)2 (0, +1,0, ).
Fazendo 1, =3,1,=4,7,=1, y, =y, temos: (3x +4y) £(32 +42Xx2 +yz):(9+16)-16

=25-16=400. Dai,

3x +4y|£20.L0g0, max {3x +4y}=20.15

Este valor ¢ atingido, de acordo com a proposi¢do 1.2, se e so se existe um real positivo A,

: ) 12 1
talque r=31 e y=41,ouseja, 1 =§.Ass1m, xz? e y=?6.
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Problema 1.6. Um quadrado e um tridngulo tém areas iguais. Qual deles tem maior

perimetro?

Resolugdo: Sejam a, b e ¢ as medidas dos lados do triangulo e / a medida do lado do

quadrado. Assim, fazendo 2p =a +b +¢ , temos que o perimetro e a area do triangulo sdo,

respectivamente, 2p e \/ i (p —a )(p —b )(p —c ) J& para o quadrado sdo, respectivamente,

4] e |?*. Sabemos, por hipotese, que

S =a)p =b)p —c)=1,

ou seja,

p(p—a)p=b)p-c)=1" (*).

Usando a Proposicdo 1.1., teremos:

Sr(p—a)p—b)p—c)<?t +(p —a)+(ﬁ —b)+(p—c) _4p —(a4+b ve)_ 4y ;21) :2Tp
isto &,

p(p—a)p =0 ) —c)S(%pT.

2 :
Por (*), concluimos que: | STpc>2p > 4] . Mas, neste caso, a igualdade ndo pode

ocorrer, pois, acarretaria que (p —a ): (p —b): (p —c): p<a=b=c=0 (Absurdo!).
Logo, a desigualdade ¢ estrita, ou seja, 2p >4/ . Portanto, o Tridngulo tem maior

perimetro. #
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2 DESIGUALDADES GEOMETRICAS

Neste capitulo tratamos de desigualdades geométricas, das mais simples as
mais complexas, das mais conhecidas as menos famosas, sempre dando a devida
importancia a este tema tdo pouco explorado nos compéndios didaticos do ensino basico.
Para se ter uma ideia, somente no 8° ano do ensino fundamental os livros trazem ligeiros
comentarios sobre a desigualdade triangular, mas ¢ muito pouco explorada em aplicagdes
dentro da propria geometria plana. Veremos, a seguir, que esta pode ser uma ferramenta
poderosissima para atacar problemas, principalmente quando agregada a outras
desigualdades geométricas que serdo aqui apresentadas, além das desigualdades algébricas
mostradas no capitulo 1.

As Desigualdades Geométricas sdo tdo antigas quanto a propria geometria. O
livro 1 de Os Elementos (Euclides) contém diversos teoremas sobre desigualdades entre os
lados e os angulos de um tridngulo, o mais importante deles, talvez, a Proposicdo XX: “a

’

soma de dois lados é maior do que o terceiro”. E licito afirmar que quase todas as
desigualdades geométricas sdo baseadas de alguma maneira ou de outra, neste teorema. A
maioria das desigualdades geométricas foi descoberta durante os trés ltimos séculos. Um
dos mais antigos diz respeito ao raio de o circuncirculo e o raio de um incirculo: R > 2r,
dada por Euler em 1765. Ela mantém uma posi¢ao de alta importancia neste campo, porque

mostra duas propriedades para valorizagdo matematica: ¢ simples, mas, de modo algum,

trivial.

2.1. Algumas desigualdades geométricas

2.1.1. Desigualdade triangular

Proposigdo 2.1: A desigualdade triangular nos afirma que a soma das medidas de dois

lados quaisquer de um triangulo ¢ sempre superior a medida do terceiro.
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-

Figura 2.1

a <b+c
Ou seja, na figura 2.1 isto significa (por exemplo) que 3b <a +c .

¢c<a+b
Também teremos que cada lado tem medida maior do que o modulo da diferenca das
a> |b —c|
medidas dos outros dois. Ou seja: <b <|a —¢|.

c<|a —b|

PROVA:

RN

Consideremos um ponto D na semirreta oposta a semirreta AC , tal que 4D = 4B (*).

Assim, temos que

(*

DC=AC+AD = DC=AC+A4B (**).

Note que o tridngulo ABD ¢é isosceles de base BD . Logo, £C DB = /4BD . Como A é

interno ao angulo CED , entao ZCBD > ZABD . Dai resulta que ZCBD > /CDB (F*F),

No tridngulo BCD, com (***) e, sabendo ao menor angulo corresponde o menor lado etc,
entdo BC < DC e com (**), temos que BC < AC + AB,ouseja, a <b +c¢ . Analogamente,
mostra-se ainda que b <a +¢ (I) e ¢ <a +b (II). Veja que, por (I), ¢« >b —c, e que, por

(II), a >¢ —b . Ou seja, de qualquer modo, ¢ <|b —c|. Analogamente verifica-se que

b <|a —c| ec <|a —b|.Q
2.1.2. Desigualdade de Weitzenbock

Proposigdo 2.2: Sejam a, b e ¢ as medidas dos lados de um tridngulo ABC e S a medida de

sua area. Entdo a’ +b> +c* > 44/3S, e a igualdade ocorre se, e somente se, o triangulo

ABC for equilatero.
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A prova que se segue da proposicdo 2.2 foi extraida de FATOS MATEMATICOS (2013).
PROVA:

a<b+c b+c¢c—a>0

Pela desigualdade triangular (proposi¢do 2.1), tem-se que 1b <a +¢ =<a +c—b >0.
¢ <a+b a4 +b—-c>0

Usando a proposi¢do 1.1 temos:

(b+c—a)+(a +;—b)+(a +b —0)23\/(1; +c—a)a+c—b)a+b—c),donde se segue

[a +b +¢

3 j 2(b+c—a)(a +c—b)(a +b—c) (*).

Por outro lado, para quaisquer nimeros reais positivos a, b e ¢, valem as seguintes

0’ +bh*>2ab
desigualdades: {b* +¢* >2bhc . Somando-as membro a membro chegamos em:

a?+c?>2ac

2(az+b2 +c2)22(ab +be +ac)<:>3(a2 +b° +c2)2(a2 +b? +c2)+2(ab +be +ac) ..

3<a2+b2+cz)2(a th+c) =y(e+b+c) @a?+b 4?2 é(a +h+c) o

3
EENEIE Z\/3(a +b +c)($j (%),
Substituindo (*) em (**), teremos:

a?+b%+c? 2\/3(41 +h+c)b+c—a)a+c—b)a+b —c):\/6p (2p =24 )2p =20 )2p —2¢)
onde 2p =a +b +¢ é 0 perimetro de ABC. Dai:

a2 +b2 e 2316p (p—a)p =b)p —c)=4v3-p-(p —a)p —=b)p —¢)=4v/3-5, haja

vista que \/p -(p —a )(p b )p —¢) =8 (Férmula de Heron).

A igualdade ocorre se, e sO se, « =b =¢ e, portanto, se ABC for equilatero.

Outro modo de provar a Desigualdade de Weitzenbock ¢ usando trigonometria, e foi dada
por BOTTEMA (1969). Seja o a medida do angulo interno correspondente ao vértice A, e,

portanto, oposto ao lado de medida a. Entdo, pela Lei dos Cossenos, tem-se que
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0> =b>+c>—2bc -cosa . Somando-se b* +¢* a ambos os membros da ultima igualdade,
teremos:

0’ +b*+c? =2(b2 +c2)—2bc -cosa . (¥)

Por outro lado, sabemos que § = %bc -sen o . Logo, 435 =2+3bc - sen a (**)
Subtraindo (*) de (**), temos: (% -cosa + ? . sena}

a2+b2+cz—4\/§S =2(b2+c2)—2bc -CoSa —2\/§bc -sen a =2(b2+c2)—4bc[%-cosa +§-sena]

=2(b? +¢? ) 4he ~cos(%—aj22(b2 +c2)—4dbe =20 —c ) 20. Logo, ¢ +b> +¢> 2435,

. A Vs .
de modo que a igualdade ocorre se, € somente se, COS(E -0 J =loa = 3 eb=c.Eisso

se da se, e somente se, ABC for um tridngulo equilatero. &

OBS: O nome desta desigualdade ¢ devida ao matematico austriaco Roland Weitzenbock
(1885-1955). Weitzenbock se destacou em seus trabalhos sobre a Teoria dos Invariantes,
especialmente os Invariantes diferenciais. Entre 1928 e 1929, se correspondeu com o

grande fisico Albert Einstein.
2.1.3. Desigualdade de Erdos-Mordell

Proposicio 2.3: Seja ABC um triangulo qualquer, de lados medindo a, b € ¢, e M um

ponto interior, tal que x =AM , y=BM e :=CM . Entdo, sendo p,q e 1,
respectivamente, as distancias de M até os lados BC, AC e 4B , entdo vale a seguinte

desigualdade: x +y +: > 2(p +q+r )

OBS: O nome desta desigualdade se da pelo fato de sua prova ter sido incialmente um
problema proposto pelo matematico hiingaro Paul Erdés (1913-1996), na revista American
Mathematical Montly em 1935 e por ter sido resolvido primeiramente pelo matematico
britanico Louis Joel Mordell (1888-1972). Mas estas provas ndo era muito simples, por

isso os matematicos continuaram na busca de uma prova elementar. Em 1957, Nikolas
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Kazarinoff e em 1958 Bankoff descobriram uma demonstragdo muito mais simples.

Atualmente existem mais de 20 demonstragdes diferentes desta desigualdade.

Prova extraida de FATOS MATEMATICOS (2013).
PROVA:

. : “h
Na figura 2.2, h, denota a distancia de A até BC. Deste modo, teremos: § = ‘ 5 ~. Como

S pode ser vista como a soma das areas dos tridngulos BMC, AMC e AMB, entdo segue-se

que a -h, =2§ =ap +bq +cr.

A
E
b
C r
ha
y P
B C
- B 3
a
Figura 2.2.
bg cr
Sendo h, <p+rx, a(p +x)2ahu =ap+bqg+cr =>ax2bg+cr=>12>2—+—.(%
a“ a

De modo totalmente analogo concluimos que y > ﬂ+ ar **ez 2> ab_q+ %(***).
¢ ¢
Somando membro a membro (*), (**), (***) obtemos:

Y+y+z 2p(b—+2—)+q(2—+b—)+r(a—+c—)22p +2¢ +2r :Z(p +q +r), haja vista que a
¢ a ¢ a

soma de dois nimeros inversos positivos ¢ sempre maior do que, ou igual a, dois. 4
2.1.4. Desigualdade de Euler
Proposigdo 2.4: Sejam R >0 e r >0, respectivamente, os raios do circuncirculo e do

incirculo de um tridngulo qualquer ABC, cujos lados medem a, b e c. Entdo, vale a seguinte

desigualdade: R > 2r .
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A prova a seguir, ndo foi a original dada por Leonard Euler, e sim retirada de BOTTEMA,
O., et al (1969). A prova original de Euler pode ser vista em COXETER, S. M. e
GREITZER S. L. (1967).

PROVA:

Seja S a area de ABC. Entdo, abc=4R-§ , S =pr e S>=p(p—a)p-b)p—c).

Note que (a +b —c)(b +c—a)(c+a ~b)<abc (*), pois se tomarmos x=a+bh—c,
y=b+c—a € z=a+c—b, entdo teriamos que 2¢ =y+:z, 2b=x+z € 2c=x+y.

Como x+y = 2\/x_ , X +12 Wiz e y+iz2z 2\/y_z, multiplicando membro a membro

estas trés desigualdades, obtemos que (x +z )y +z )(x +y)> 2\/5 2xz -2\/y_ =8xyz, ou
seja, (¢ +b —c)(b +¢ —a)(c +a—b)<abc.
Porém, vé-se de (*) que (2p =24 )(2p =20 )2p —2¢)<abc = 8(p —a Np b )p —¢)<abec.

85 °
Dai, —<4R -§ & 2§ < pR.Como § = pr,entdo pR>2pr <R >2r . &
p

2.2. Aplicacoes e outras desigualdades geométricas

Uma aplicagdo imediata e belissima da classica desigualdade triangular ¢ o

Problema 2.1. Se P ¢ um ponto interno de um tridngulo ABC, prove que

PB+PC <AB+ AC.

Resolugdo: Imaginemos ABC como na figura 2.1. Prolonguemos BP de modo que

encontre AC num ponto Q (Vide figura 2.3).
De acordo com a desigualdade triangular  (Proposi¢do  2.1), temos:

AB +AQ >BQ =BP+PQ (*) e PQ+QC >PC (**). Somando (*) e (**) membro a
membro, teremos AB + PQ + AQ +QC > BP + PC + PQ . Assim, resulta:

Figura 2.3
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AB + 40 +0C >BP +PC .Como AQ +0QC = AC ,entdo PB +PC < AB + AC .4

Problema 2.2. (Desigualdade fundamental) Sejam p, R e r o semiperimetro, o cincunraio €

inraio do tridngulo ABC de lados medindo a b e «¢. Prove que

p’ =287 =10Rr +r?|<2(R -2t WR(R -2r).

Resolucgdo: Note que

"2:(17 —a)(p —b)(p —c):p3—p2(a +b+c)+p(ab + be +ac)—abc ——p24ab +he +ac —4Rr

p p
Dai, 0,=ab +bc +ac =p>+r>+4R . Sendo o,=a+b+c=2p e o,=abc =4pRr .

Entdo, fazendo o calculo direto obtemos que

0 =b)(b—c)V(c-a)f =clc)—40] -4’0, +180,0,0,-270% =
3
= ar*((p? -2R7 ~10R +12f ~4R(R -2 ).

Assim, (p > —2R*-10Rr +1°* )2 —4R(R —2r )’ <0. E isto é equivalente & seguinte sentenga:

|p? —2R* —10Rr +r°|<2(R —2r )}JR(R -2r) .

Problema 2.3. Seja ABC um tridngulo de lados medindo a, b e c¢. Prove que
3(bc +ac +ab )< (2 +b +c) <4(bc +ac +ab ), e que a igualdade ocorre se, e somente se,

ABC for um triangulo equilatero.

Resolucio: Comecemos com o fato de que 2bc <b’+c¢”, 2ab <a’+b> e 2ac <a’ +c’.
Somando-se as trés desigualdades, membro a membro, obtém-se

Z(a 24b7 +c 2)2 2(ab +be +ac ). Somando 4(ab +be +ac ) a esta ultima, temos:

Z(a 24b% +c?+2(ab +be +ac ))2 6(ab +bc +ac )<= (¢ +b +c¢) =3(ab +bc +ac), com a
igualdade ocorrendo se, e s6 se, a = b = ¢. Por outro lado, como a, b e ¢ sdo as medidas dos

lados de um triangulo, entdo valem as desigualdades |b —c | <a,

4 —a|<b e |a —b|<c . Dai
b—c)y<a®, (c—a)<befa—c) <c?
Somando-as membro a membro, obtemos 4 +bh% +¢ % < 2(ab +bc +ac ), isto é, teremos

(@ +b+c) <4(ab +bc +ac ). Logo, 3(ab +bc +ac )<(a +b +c ) <4(ab +bc +ac ).#
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Problema 2.4. Seja ABC um tridngulo de lados medindo a, b € ¢, cujo perimetro a +b +¢

¢ denotado por 2p. Prove que a > +b° +¢’ > %[ ? +@], e que a igualdade ocorre se, €
p

somente se, ABC for um tridngulo equilatero.

Resolugio: De acordo com o resultado do problema 2.4., ¢*> +b> +¢* > %(a +b+c)’, com

igualdade se e s6 sea=b=c.Como ¢ +b +¢c =2p , entdo temos que ¢ > +h> +¢° ngz.
- 1 a+b+c Y
Mas, pela proposicdo 1.1., tem-se que abc < g(a +b +c) = — |-
3 3
Assim, az—klﬂ—kczzipz:ﬁ p2+(2—pj = :ﬁ p2+(wj A >
3 35 3 i 35 3 i
36( , abc . o
35 p -~ +—— . Com igualdade se, e somente se, ABC for equilatero.
P

No capitulo 1, durante a resolucdo do problema 1.4., mostramos que para quaisquer o, €

. T . 3
¥, no intervalo [O, Ej ,taisque a +f +y =z, vale cosa +cosf +cosy < 5 Na verdade,
. . . . i
este resultado vale ainda que UM dos o, ou y seja maior do que, ou igual, a 3 De fato
: T ~ ~
pois, se ESa '<z entdo cos(a ')S 0, enquanto cada um dos cossenos de a,f3 ou y sdo

" . 3 .
todos positivos. Dai cos(a ')+ cosff +cosy < cosa +cosf +cosy < 5 Sendo assim, este

resultado vale sempre que a,f ¢ y forem os trés angulos internos de um tridngulo qualquer.

Isto nos remete ao

Problema 2.5. Seja ABC um triangulo de lados medindo a, b e ¢, e respectivos angulos

343

internos opostos, a,f ¢ y. Prove que 0 <sen ¢ +sen ff +seny < -
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A

Resolugdo:  Suponha, inicialmente, que a,8, ¥y € [0, 2) Obviamente,
sena >0, senfp >0 e seny >0. Assim, sena +senff +seny >0. A funcdo real

f( )_ , A T . ", _ o .
Xx)=senx ¢é cOncava em O’E’ pois sen"x =cos'x =—senx<0. Logo, via

desigualdade de Jensen (proposi¢do 1.5), para n =3, vem:

send +se;1ﬁ Tseny < sen[%) = sen(%) = g Pois a + f +y =x . Logo, teremos

senq +senf +seny S%.Assim, O<sena +senf +seny S%. Sendo que a

igualdade ocorre se, e somente se, @ = f =7y .

W3 .
Se %Sa':ﬂ —a <z, 0<sen(a')+senp +seny ST,pms sen(a'):sena ..

Problema 2.6. Seja ABC um triangulo de lados medindo a, b e ¢, e respectivos angulos

internos opostos, a,f € y. Prove que sena +senf +seny > sen(2a)+sen(2f)+sen(2y).

Resolugdo: Conforme a figura 2.4, note que, pela Lei dos Senos, teriamos:

b +b+ §
¢ - = -2k & sena +senf +sen}/=u=—.(*)
sena  senff  seny 2R rR

Figura 2.4

Ademais, sen(2a)+sen(2f)+sen(2y) = 2(sena -cosa +senf -cosf +seny -cosy):

2§ ~
(a cosa +bcospf +¢ cosy). Como ¢ cosa +b cosf +c cosy =2 entdo teremos que

%l»—t

sen(2a ) +sen(2f)+sen(2y) = ;—i (**)
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Dividindo (*) por (**) membro a membro, obtemos:

§
e 2
sen a +sen f +sen y =k _ S = L >1, pois, pela Desigualdade de Euler,
sen (20 ) +sen (2f)+sen (2y) 28 R 2§ 2
R 2

temos que R = 2r . &
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3 PROBLEMAS DE MAXIMOS E MINIMOS

Ao longo dos séculos um dos problemas mais faseisam desafiadores de
toda a matematica foi o de obter valores maximms$némos para areas de regides planas e
para volumes de solidos. O probleniQual o retangulo de perimetro constante que
possui a maior area?’que pode ser resolvido somente usando matene&ogentar, €
apenas um dentre os problemas denominasoperimétricos Equivalentemente,
poderiamos perguntatQual o retangulo de area dada que possui 0 menadmpetro?”,
queé um problema dsoareg mas que, por simplificacdo também sera chamado de
problema isoperimétrico.

Uma famosa lenda nos conta sobre a “suposta” orggecidade d€artaga
Reza a lenda que no Século I1X a.C.a princesa &ebido, havia assassinado seu esposo e
fugiu para as terra do norte da Africa (Tunez)gumnte o com seu irmdo (Pigmalido) e
fizeram um tipo de acordo com os seus habitantean® a princesa quis comprar terras
para se estabelecer com seu povo, o rei daquede &mnentelhe permitiu comprar a
parcela de terra que pudesse ser cercada pela@eimtouro. Entdo Dido cortou a pele
em finissimas tiras de couro formando uma exteonsdac(de 1000 a 2000 metros) e a
disp6s de maneira que cobrisse a maior parte dentgrossivel junto a margem do mar.
Aprincesa, intuitiva e inteligentemente, percebaa g maior area possivel seria atingida
se ela dispusesse essas tiras de modo a formagmiirgulo junto a margem. Assim, a
princesa resolveu um problema isoperimétrico.

Viajando nesse maravilhoso universo dos Probleraasgimos e minimos em
geometria, nos deleitaremos com resolucdes eleneenta elegantes de belos
problemas.Ndo se sabe ao certo em que ponto dériblisia Matematica se deu inicioa
preocupacdo com tais problemas. A primeira provapagriedadisoperimétrica do
circulo € devida aZenodorus que escreveu um tratado perdido sobre figuras
isoperimétricas, conhecido através do 5°livro @Calecdo Matematicade Papus de
Alexandria.

O Teorema Isoperimétrico mais famoso pode ser émmcda seguinte
forma: “entre todas as curvas planas, simples, fechadasrencesmo perimetro p dado, a

que limita uma regido de maior area € o circul&quivalentemente, esse problema pode
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ser enunciado comdDentre todas as curvas planas que limitam regidesplano com
mesma area, qual a que possui o0 menor perimetro?”

Tao charmosos quanto os problemas isoperimétrinas, ndo tdo famosos,
sdo os problemasorradianos Estes sdo problemas de maximos e minimos do tipo:
“Dentre todos os retangulos inscritos num circule daio dado, qual possui area

maxima™?

3.1. Problemas isoperimétricos

Problema 3.1.De todos os retangulos de perimetro constante,renqee 0 que possui

area maxima € o quadrado.

Resolucao:Sejamxey os comprimentos dos lados do retangulo. Bejaseu perimetro, ou
seja, P =2x+2y. Entdo, pela desigualdade das médias aritmétioaégica Proposicdo
2

1.1), paran=2, teremoszxézzyzw/ZXDEy o 221/4xy:2\/@D \/x_ys; o xys%

. P : A
, sendo que a igualdade ocorre se, e somenbe%y,zz, ou seja, quando o retangulo for

um quadrado de Iadejy A

Obs: O EXAME NACIONAL DE QUALIFICACAO (ENQ) 2012.1 do ®fmat trouxe,

em sua segunda questéo, item (a), o seguinte prable

“Dado um numerca >0, quanto medem os lados do retangulo de perimetioimo

Cuja area éa?”

Apoés a aplicacdo da prova, muitos mestrandos ceerf@s ter resolvido o problema
usando maximos e minimos de uma funcdo quadraicpie lhes custou boa parte do
tempo s6 em um Unico item de uma questédo. Mas arigalficial do Profmat divulgou

uma solucdo lindissima usando somente a Desigualtksimédias aritmética-geométrica,

a qual reproduzimos aqui:
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Sejam x e y as dimensdes de um retangulo deare@. Entdo xy = a, ou seja, a média

geométrica de x e y, dada pdlx_y, € igual a/a. A média aritmética desses dois niimeros
positivos é sempre maior do que ou igual a sua angdométrica, e a igualdade se da se,
e somente sex =y (0 que, por conseguinte, resulta eox y:\/E. Entdo o perimetro
2x+ 2y, que é 4 vezes a média aritmética, € minimo e ig4ala quando o retangulo é

um quadrado de lados iguais\g. Y

Problema 3.1.De todos os triangulos com mesmo perimetro, mosjuar 0 de are

o

méxima € o triangulo equilatero.

Resolucao:Considere um triangulo arbitrario T com lados denprimentosa, b e c, e

perimetro2p=a+b+c. A famosaFormula de Heronnos fornece que a area de um

triangulo T é dada porS=,/p(p-a)(p-b)(p-c). Assim, pelaproposicdo 1.1

(Desigualdade dadédias Aritmética-Geométrigatemos que:

3(p-a)p-b)p-c) < (D-a)+(D3-b)+(p-C) =§-

Por isso,

3 2
3 9

Onde a igualdade ocorre se, e somente([se,a): (p—b):(p—c), ou seja,a=b=c.
. , A . N P23 .
Assim, a area de qualquer trianglil@om perimetro 2 nao excedeg— e éigual se, e

somente se, o triangulofor equilateros

Problema 3.1.Pe todos os paralelepipedos reto-retangulos de daga, mostre que |0

que possui volume maximo € o cubo.

ResolucaoSejamx, y e z as medidas das arestas do paralelepipedo, edi@a & é dada

por S:Z(xy+xz+ yz) e 0 volumeV dado porV =xyz.Pela proposicdo 1.1temos

3
2xy+ 2;(Z+ 2yzz§/2xy[2xz[2yz - %ZSXZyZZZ. Assim, para o volumé/ = xyz do
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) . 1(sY sy o
paralelepipedo, nés temos gué sg — | Ov< 2\/_ . Logo, o volumeméaximoé

obtido quando ocorre a igualdade, isto é, se e S@YBR, Xy=Xz2=2Zy « X=y =2, ou

seja, se o paralelepipedo for aoba 4

Problema 3.1.De todos os quadrilateros tilos fixos mostre que o de maior area ¢ o

quadrilatercciclico (inscritivel)

ResolucaoPara resolver o problema 3.1.4, mostrares que a déeeum quadrilatero

convexoABCD qualquer de lados fixas= AB,b=BC,c=CDe d=DA e perimetro

) abcd(1+ cos(A+ é))

2p=a+b+ctd, éS, :\/(p—a)(p—b)(p—c)(p—d - : . De fato,

pois, fazendo a diagond@D = x, através de BD dividimos ABCD em dois tridangulos

[ERN

ABD e CBD. Assim as respectivas areas destes triéagsdo: S,;, =~ adlsen/ e

|_\
N

Seo == bdsenc. Como S, = Sy + Spp, €NtAO teremos:

I\J

S, :% astenﬁt% bd senc 2 .S ad senA [hc s. Assim,

(ZSq)2 :(astenA b seAn)é: 2a2d Zem+A’ b ckenxT  dbcd EenA . Logo:

457 =ad'seh A bt sén€2 abtd senA s. (I)

Por outro lado, pela lei dos Cossenos, temos,agulo ABD, que:
x* = a’ + d’-2adl¢os A.

E no triangulo CBD, teremos que:

X2 = b?+ ¢~ 2bdtos C.

Logo, conclui-se que:

a?+d?-2adtos A= F+ é- 2b&lcos(. Portanto,
2ad [tosA- DdlcosC= &+ d- B- &:>( 2adl cosA 24d 065)5:( 2 0 ’b 2):2
0 4a%d? o A+ 4°E0cod C- @abed cosAl co?(‘;( ar - b 2()2. Dal,
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. (a?+d’-p-

A . A @)
a’d*[tos’ A+ b*?[dcog C- 2abcdlcosAl cosz ) ()

Somando (I) e (1), membro a membro, tem-se

a2+d?- b2 - 02)2

4sq2+( = & f( seh Acos® M+ b sén€cos
2abcd[q senAsen€cos Aos ) Portanto,

a’+d?- b2 - 02)2

4S} +( —df+B2E-2 abcd:os( A Ag:. Que é equivalente a
1657 +( &+ o~ - &) =44 &+ 45 é- 8 abcaro§ A ). Dai,

1657 = 4 of + 8abodk 46 &- 8 abcd 8 abcdof A" )e( 2a *d 24 ?c Entao,

165, = (2bc-2ad’~( &+ d~ B~ & -8 abqutr cof A .

1657 =(2bc+ 2adk 4+ d- B- §(2be 2ad & B B P8 abpdr cof +A )
1657 =[(a+ & ~(b- " |[( b ¥ ~( & ¥|-8 abcd+cof Af.

1657=(a+d-br §(a & b (b e a }{ b € a)é8 apctrcod +A )L

Como 2p = a+ b+ c+ d, entdo:

1657 =(2p- 29 ( 2p- 2)( 2p- 2J( 2p 2§~ 8abdd & cds A”. Dai

abcd[1+ cos( A+ Acﬂ

s’ =(p-a(pr-9(p ¢ P d- 5 . Logo,
:\/( o a)( o t)( > ¢( N ()_abcd[1+czos( A+ cﬂ

Como queriamos demonstrar!

Assim, segue-se que o0 valoraximo de §; ocorre quando o valor deos(A+ é) for
minimo, ou sejapos(A+ é): -1. Nesse casc(A+ é): 7T e, dai, o quadrilatero@clico.
Portanto, de todos os quadrilateros de lados, o de maior arasdroagerociclico, isto €,

inscritivel. 4
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Problema 3.1.9e todos os paralelogramos de lados dados e umdiagsnais dada,

mostre que 0 que possui maior ared@sango

ResolucaoSeja ABCD o paralelogramo dado, cujos lados dadedem a= AB=DC,
b=BC=DA, ek a medida da diagon8D dada (sem perda de generalidadiele figura
3.1.

A a B
Figura 3.1.

A areaSde ABCD é a soma das areas dos triangulos ABD B.Cba, mas ABD e CDB
sdo congruentes, pa@ss AB=DCe b=BC=DA, além do quedIDAB=[IDCB(caso de
congruéncia LAL). Assim, a area S sera o dobrorda de ABD. Ja ABD é um triangulo,
logo sua area maxima ocorre quando o trianguleduilatero. Assima=bou seja, se
ABCD for um losangos

Problema 3.1.6Obter um trapézio de area igual 1, de modo quengpomento de sua

diagonal maior seja minimo.

Resolugéo:Considere um trapézio ABCD de area igual a 1, @&ns€j, e D, as proje¢coes
ortogonais de C e D, respectivamente, sobre AB.o2emos poth a altura de ABCD.
Suponhamos qué\C, = BD,, isto €, AC=BD. Como AC, + BD, 2 AB+CD, segue que
AC,=2———. Porisso,AC, = % :% e nos temos que

ACZ:AC12+h22h—12+h222© AC=+/2.

Isto prova que o comprimento minimo possivel deéA(2 .4
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3.2. Problemas isorradianos

Problema 3.2.1De todos os triangulos inscritos em um circuloale R>0 dado, prove

gque aquele que possui maior area € o trianguldatena.

ResolucdoSejama, b e ¢ as medidas dos lados do trianguin,5 e y as medidas dos

angulos internosR> 0 o raio (dado) do circuncirculo. (Vifigura 3.2.

Figura 3.2

Sabemos que um dos modos de se obter a area d&ngulo inscrito num circulo de raio

R é pela férmuIaS:i—bRC. Pela Lei dos Senos,

a _ b _ ¢ _sr.gR= abc . Dai, 4RS  _grs.
sera  ser  sery sera [$erg [sery sera [$erg [sery

Portanto,S = 2R’ [$eny [$erB$ery. Usando a proposicéo 1.1., tem-se que

sera +serng + sery
3

3 2
S=2R’ e e Bery < ZRZ( j = 22R7 (sem+serﬁ+ sery)s_

De acordo com o resultado gwoblema 2.6 temos queserna +serns + sery <

33,
ER

,e este

2R 2R’ [Ea\/éjgza\/é[ﬂz
4

Disto conclui-se queS< sery +senB +seny)’ <
q 27( B +sery) TR

e , no.., A o
valor é atingido, por (*), se e s6 se=0 = y:E, isto €, se o triangulo for equilatero de

lados medind@a=b=c=Ry3 .4
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No problema 1.3do capitulo 1, provamos qude' todos os retangulos inscritos em um
circulo de raio dado, o de maior &rea é o quadradiNa realidade este resultado é apenas

um caso particular do seguinte

Problema 3.2.2De todos os quadrilateros convexos inscritos entinoulo de raioR >0

dado, prove que aquele que possui maior area adraylo.

ResolucdoSejama = AB, b=BC, c=CDed = DA as medidas dos lados de quadrilatero
ABCD, inscrito num circulo de raidR >0, cujo centro denotamos por O. Tracemos 0S
raios OA=OB=0C=0D=R. Assim sendo, construimos os quatro triangulos OAB
OBC, OCD e ODA, cada um deles is6sceles de lateratindoR, conforme nos mostra a

figura 3.3

Figura 3.3

Na figura desenhamos um quadrilatero oBdeinterior ao mesmo. Vamosdeixar a analise
dos demais casos, que ndo sao tdo complexos, qore@ercicio para o leitor.
Chamemos dar,(,ye 6 as medidas dos anguldsABO, [IBCQ,[ICDO e [DAO,

respectivamente. Percebemos que, pdlai dos sengs no triangulo OAB,

a -_R = a=2Rcosa . Analogamente nos triangulos OBC, OCD e ODA,

se{r-2a) sem

temos qué=2RcosB, c=2Rcosy e d=2Rcosd. Sendo assim o semiperimetro de

ABCD é dado porp :w = R(cosa +cosB+cosy +cosh). (*)

Por outro lado, a area de ABCD pode ser obtida fagtesa férmula d8rahmagupta

para quadrilateros ciclicosS,q., =+/(p-a)(p-b)(p-c)p-d). Pela proposicéo 1.1,
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(p=a)+(p-b)+(p=c)+(p=d) , .1

tem-se 2 p-a)(p-b)(p-c)(p-d). Dai, como temos
(p—a)+(p—b)+(p—c)+(p—d) 4p-2p=2p, entag SABCD‘E’SABCD—% **)

Substituindo (*) em (**), tem-se que

2
Specp < R; (cosa +cosB +cosy +cosd)’.

Notemos que en{O,I—ZTj a fungdo f(x)=cosx é coéncava pois f"(x)=-cosx<O0.

Suponha que todos a@s, 5, y e 6 estejam err(o,l—z?j. Entéo, pelalesigualdade de Jensen

(Proposicdo 1.% tem-se que

cosa+cos,8+cosy+0059<Co{a+ﬁ+y+9j E, como
4 - o

ABCD é ciclico,a++y+6=n. Assim, cosa +cosf +cosy + Ccosf < 4cos{ J 2.2.

2
PortantcSABCDsRT(Z\/E)Z:ZRZ, sendo que S,,.,=2R* se, e somente se,

a=p=y= 9:% Neste casoABCD é um quadrado de lado medin&/2 .E 6bvio que

se um, ou dois (mais do que isso é impossivel) dentre a® qumfulos ndo pertencessem

a (07—9 ainda assim a de&gualdaﬁosa+COS'8+C°SV+C056’ Co{aJrﬁ:V*@J

4

seria verificada, haja vista que a partirgeo COSSeno passa a assumir valores negativos,

. R . /|
ou seja, com angulos maiores do que (ou |gua+§ AR somacosa +Ccosf +cosy + cosd

€ ainda menor do qugzg. &

Obs¥Vale o caso gerabDe todos os poligonos de convexos ddados inscritos em um

circulo de raio R>0 dado, aquele que possui maior area émagono regular.

Problema 3.2.3ois triangulos equilateros estéo inscritos em um circulo canRai0.
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SejaK a area do conjunto que consiste de todos os paltomterior de ambos Qs

triangulos. Encontrar valor minimo #e

Resolucdobenotamos os triangulos poABC e PQR e sejar® e E os pontos
deinterseccédo de AB com PR e de AB com PQ, respaeatinte [Figura3.4). Em seguida,
porsimetria de rotacdo, nota-se que a figura étscaéem torno de todoo segmed, e

também do segmer@E, ondeO é o centro do circulo. Além disso,é facil ver que

K= SABC _3[SPDE- *)

Figura 3.4

EntdoK serd minimo quandoo tridngulo PDE tiver area méxinote quePD= AD,

PE = BE, de modo que o trianguMDE tem o perimetro constan®B = Ry/3. Segue do

Problema 3.1.2que d&DE tem area maxima quandBestiver no ponto médio do
arcoABNeste caso, os lados RIi#2Emedem 1/3 dos lados ABC, assintS,. :%SABC.

Entao,

K 2 S, [E1—gj :g(R\/g)ZQ _RE

4 2

Observacédo: Comparando os resultados deste problema conprablema 3.2.1

verificamos que a area comum aos dois triangulagatgros é exatamente metade da area

de cada triangulo!

Problema 3.2.De todos os paralelepipedos retangulos inscritosanesfera de rai®

dado, mostre que o cubo é o0 que possui volume noaxim
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ResolucdoSejama, b e c as medidas das arestas do paralelepipedo. EraddiaggonaD

coincide com um didmetro da esfera, ou sB& 2R (vide figura 3.5

Figura 3.5

Como D?=4R*’=a’+b”*+c*. Pela desigualdade das médias aritmética-geométric

2 2+ 2+ 2
(proposicédo 1.}, temos que4§ =2 2 € >3/a%c? =32, ondeV é o volume do

2
] 4R* )3 _ [16R* :
paralelepipedo. Portant®, < 3 =3 5 de modo que a igualdade ocorre se, e

2

. 2R .
, OU sejaa=b=c=—, ou seja, uncubae

J3

4
somente sea’ =b? =c? =

Problema 3.2.8Jm octégond® P PP P.P,P,F,esta inscrito em um circulo, comos vértices
ao redor da circunferéncia na ordem dada. Dad® quetigondP,P,P,P, € um quadrado de
area 5, e o poligon®,P,P,R, € um retangulo de area4, prove que a area maossivel

desse octdégono 8/5.

Resolugéobeduzimos a partir da area &P,P,P, que o raio do circulo ?E .Um calculo

simples usando o teorema de Pitagoras mostra-nesogetangul®,P,P;P,tem lados

medindo~/2 e 2v/2. Por simetria, a area do octégono pode ser exprEsno Figura
3.6)

S = S[P2P4P6F§3] + 28[P2P3P4] + 28[P4P5P6] :
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.I'Jf.\
I,‘?

Ps

1“] ‘”3
P,
Figura 3.6
Notemos que S[P2P3P4] évJ2 vezes a distancia R ao segmentoP,P,, que é
maximizadaquandB, encontra-se no ponto médio do arl@@;analogamenteS[P4P5P6]
é V2 vezesa distancia d@ paraP,P;, que € maximizado quand® encontra-se no ponto
médioarcoP,P,.Assim, a area do octogonongaximizadguandoP, € o ponto médio do

arcoP,P, e P, é o ponto meéedio do arcd’,R,. Neste caso, é facil calcular que

S[P2P3P4] =J5-1e S[P4P5I36] :g—l, e assim a area do octégory/s .4
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Os problemas de maximos e minimos, como se podelparneste trabalho,
sdo de extrema importancia devida a sua vastaabpidade. Seu estudo no ensino médio
€ muito limitado e pouco explorado, limitando-sesibamente a aplicacées de funcbes
quadraticas.

As desigualdades algébricas mostraram-se comarfentas poderosissimas
na resolucdo de problemas, especialmente a deddgigaldas médiagritmética-
geométrica J4 as desigualdades geomeétricas, por si sO, 8#io imteressantes, devido a
seu valor historico e sua beleza intrinseca, emiaon@ém sejam muito Uteis na resolucao
de problemas de valores extremos em geometria.

Alguns problemas de maximos e minimos podem sbaltrados ainda no
ensino fundamental, como por exemplo, o problemaetingulo inscrito num circulo de
raio dado, com area maxima, ou o problema do retarde perimetro dado, com area
méxima (ou ainda, equivalentemente, o problema etdngulo de area dada, com
perimetro minimo). Outros, menos simples, podentrabalhados no decorrer de todo o
ensino médio, oferecendo ao aluno solucbes usamsiguhldades algébricas e/ou
geomeétricas.

Com a beleza e sutil complexidade apresentadassoliados deste trabalho,
espera-se que torne-se um importante instrumeritvaa do ensino da matematica no
Brasil, bem como do crescimento profissional deaddatente. E importante salientar que
tudo isso é apenas um pontapé inicial para um lsbude sistematico das desigualdades e
sobre problemas de maximos e minimos. Entre assligrartigos usados como base para o
trabalho, destacamos (e indicamos) SOUSA, C. R.n&mna(2006) e CAMINHA, A
(2012).
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