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Resumo

Neste trabalho estudaremos algumas desigualdades entre números reais. De ma-
neira especial, estudaremos as desigualdades das médias, as desigualdades de Ber-
noulli, Cauchy-Schwarz e de Chebishev, assim como algunas aplicações.

Palavras-chave: Desigualdades, Médias, Bernoulli, Cauchy-Schwarz, Chebishev.
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Abstract

In this work, we will study inequalities between real numbers. In special, we will
study the inequalities between means, Bernoulli’s inequality, the Cauchy-Schwarz
inequality and Chebishev’s inequality and some applications.

Keywords: Inequalities, Means, Bernoulli, Cauchy-Schwarz, Chebishev.
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Introdução

Uma parte importante da estrutura dos números reais R são as desigualdades.
Elas são compatíveis com a soma e produto, no sentido que satisfazem as proprie-
dades de tricotomia e monotonia.

Neste trabalho estudamos algumas desigualdades entre números reais desde um
ponto de vista elementar, isto é, somente usamos as propriedades fundamentais das
desigualdades, sem fazer uso de técnicas de cálculo diferencial.

O trabalho está dividido da seguinte forma: no primeiro capítulo lembramos as
propriedades básicas sobre desigualdades e apresentamos alguns exemplos básicos.
No capítulo 2 são apresentadas as desigualdades das médias aritmética, geométrica,
harmônica e quadrática no caso de duas e três variáveis. O foco do capítulo 3 são
as desigualdades triangulares, isto é, aquelas onde as variáveis são os comprimen-
tos dos lados, áreas e perímetros de um triângulo dado. As desigualdades clássicas
do análise, como as desigualdades de Bernoulli, Cauchy-Schwarz, Chebishev e Su-
ranry são demonstradas e estudadas com algum detalhe no capítulo 4, onde também
apresentamos vários exemplos de aplicação. Finalmente, no capítulo 5 estudamos
novamente as desigualdades das médias, porém, analisamos o caso geral. São apre-
sentadas também algunas aplicações das desigualdades das médias ao cálculo de
valores mínimos de certas expressões algébricas.
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Capítulo 1

Desigualdades Elementares

1.1 Propiedades Básicas

Lembremos algumas propriedades básicas dos números reais que serão usadas
para demonstrar desigualdades.

1. Se x ≥ y e y ≥ z, então x ≥ z para todo x, y, z ∈ R.

2. Se x ≥ y e a ≥ b, então x+ a ≥ y + b para todo x, y, a, b ∈ R.

3. Se x ≥ y, então x+ z ≥ y + z para todo x, y, z ∈ R.

4. Sejam x, y, a, b ∈ R+ tais que x ≥ y e a ≥ b, então xa ≥ yb.

5. Se x ∈ R, então x2 ≥ 0. Além disso, x2 = 0 se e somente se x = 0.
Mais geralmente, para Ai ∈ R+ e xi ∈ R, i = 1, 2, ..., n segue-se que
A1x

2
1 + A2x

2
2 · · ·+ Anx

2
n ≥ 0.

1.2 Exemplos

Nesta seção apresentaremos, a modo de exemplos, algumas desigualdades ele-
mentares.

Exemplo 1.1. Para todo número real x > 0, temos que

x+
1

x
≥ 2.
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1.2. EXEMPLOS

Com efeito, da desigualdade (x− 1)2 ≥ 0 temos que

x2 − 2x+ 1 ≥ 0⇔ x2 + 1 ≥ 2x.

Desde que x > 0, se dividimos por x obtemos a desigualdade desejada. Note também
que a igualdade acontece se e somente se x− 1 = 0, isto é, x = 1.

Exemplo 1.2. Sejam a, b ∈ R+. Então,

a

b
+
b

a
≥ 2.

Com efeito, é suficiente escolher x =
a

b
e usar o exemplo anterior.

Exemplo 1.3. (Desigualdade de Nesbitt.) Sejam a, b, c números reais positivos. É
válida a seguinte desigualdade:

a

b+ c
+

b

c+ a
+

c

a+ b
≥ 3

2
.

Com efeito, elo exemplo 1.2, temos que

a+ b

b+ c
+
b+ c

a+ b
+
a+ c

c+ b
+
c+ b

a+ c
+
b+ a

a+ c
+
a+ c

b+ a
≥ 2 + 2 + 2 = 6

Se reescrevemos a relação anterior como segue

(
a+ b

b+ c
+
a+ c

c+ b
) + (

c+ b

a+ c
+
b+ a

a+ c
) + (

b+ c

a+ b
+
a+ c

b+ a
) ≥ 6,

temos que,
2a

b+ c
+ 1 +

2b

c+ a
+ 1 +

2c

a+ b
+ 1 ≥ 6,

isto é,
a

b+ c
+

b

c+ a
+

c

a+ b
≥ 3

2
.

Notemos ainda, que a igualdade acontece, se e somente se,

a+ b

b+ c
=
b+ c

a+ b
,
a+ c

c+ b
=
c+ b

a+ c
,
b+ a

a+ c
=
a+ c

b+ a
,

donde segue que a = b = c.

Exemplo 1.4. Sejam a, b, c ∈ R. É válida a seguinte desigualdade:

a2 + b2 + c2 ≥ ab+ bc+ ca

2



1.2. EXEMPLOS

Com efeito, desde que (a− b)2 + (b− c)2 + (c− a)2 ≥ 0, deduzimos que

2(a2 + b2 + c2) ≥ 2(ab+ bc+ ca)⇔ a2 + b2 + c2 ≥ ab+ bc+ ca.

Notemos que a igualdade acontece, se e somente se, a = b = c.

Exemplo 1.5. Sejam a, b, c ∈ R. São válidas as desigualdades:

3(ab+ bc+ ca) ≤ (a+ b+ c)2 ≤ 3(a2 + b2 + c2).

Temos que

3(ab+ bc+ ca) = ab+ bc+ ca+ 2(ab+ bc+ ca)

≤ a2 + b2 + c2 + 2(ab+ bc+ ca) = (a+ b+ c)2

= a2 + b2 + c2 + 2(ab+ bc+ ca)

≤ a2 + b2 + c2 + 2(a2 + b2 + c2) = 3(a2 + b2 + c2).

A igualdade acontece, se e somente se, a = b = c.

Exemplo 1.6. Sejam a, b, c ∈ R. Então,

a4 + b4 + c4 ≥ abc(a+ b+ c).

Com efeito, pelo exemplo 1.4, nós temos: Se x, y, z ∈ R, então

x2 + y2 + z2 ≥ xy + yz + zx.

Por tanto,

a4 + b4 + c4 ≥ a2b2 + b2c2 + c2a2 = (ab)2 + (bc)2 + (ca)2

(ab)(bc) + (bc)(ca) + (ca)(ab) = abc(a+ b+ c).

Exemplo 1.7. Sejam a, b, c números reais tais que a+ b+ c ≥ abc. Então,

a2 + b2 + c2 ≥
√
3abc.

3



1.2. EXEMPLOS

Com efeito, temos que,

(a2 + b2 + c2)2 = a4 + b4 + c4 + 2a2b2 + 2b2c2 + 2c2a2)

a4 + b4 + c4 + a2(b2 + c2) + b2(c2 + a2) + c2(a2 + b2).

Pelo exemplo 1.6, segue-se que

a4 + b4 + c4 ≥ abc(a+ b+ c).

Também
b2 + c2 ≥ 2bc, c2 + a2 ≥ 2ca, a2 + b2 ≥ 2ab.

Usando as desigualdades anteriores, temos que

(a2 + b2 + c2)2 ≥ abc(a+ b+ c) + 2a2bc+ 2b2ca+ 2c2ab

= abc(a+ b+ c) + 2abc(a+ b+ c) = 3abc(a+ b+ c).

Desde que a+ b+ c ≥ abc, temos

(a2 + b2 + c2)2 ≥ 3(abc)2.

Portanto,
a2 + b2 + c2 ≥

√
3abc.

Exemplo 1.8. Sejam a, b, c > 1 números reais. É válida a seguinte desigualdade:

abc+
1

a
+

1

b
+

1

c
> a+ b+ c+

1

abc
.

Com efeito, desde que a, b, c > 1, temos que a >
1

b
, b >

1

c
, c >

1

a
.

Por tanto,

(a− 1

b
)(b− 1

c
)(c− 1

a
) > 0.

Depois de multiplicar, obtemos a desigualdade desejada.

Exemplo 1.9. Sejam a, b, c, d números reais tais que a4+ b4+ c4+ d4 = 16. Então,

a5 + b5 + c5 + d5 ≤ 32.

4



1.2. EXEMPLOS

Notemos que a4 ≤ a4 + b4 + c4 + d4 = 16, donde a ≤ 2. Por tanto a4(a− 2) ≤ 0.
Consequentemente, a5 ≤ 2a4.

Da mesma forma, obtemos b5 ≤ 2b4, c5 ≤ 2c4, d5 ≤ 2d4. Somando, obtemos

a5 + b5 + c5 + d5 ≤ 2(a4 + b4 + c4 + d4) = 32.

Exemplo 1.10. Sejam a, b ∈ R+. É válida a desigualdade

a2 + b2 + 1 > a
√
b2 + 1 + b

√
a2 + 1.

Com efeito, notemos que

(a−
√
b2 + 1)2 + (b−

√
a2 + 1)2 ≥ 0.

Donde
2(a2 + b2 + 1) > 2(a

√
b2 + 1 + b

√
a2 + 1).

5



Capítulo 2

Desigualdades das médias (Duas e
Três Variáveis)

Neste capítulo estudaremos desigualdades entre médias em duas e três variáveis.

2.1 Desigualdades das médias para duas variáveis

Teorema 2.1. Sejam a, b ∈ R+ e denotemos por

MQ =

√
a2 + b2

2
, MA =

a+ b

2
, MG =

√
ab e MH =

2
1
a
+ 1

b

.

Então,
MQ ≥MA ≥MG ≥MH

e a igualdade acontece, se e somente se, a = b.

Demonstração:

Primeiro demonstraremos que MQ ≥MA.

Para a, b ∈ R+ temos

(a− b)2 ≥ 0⇔ a2 + b2 ≥ 2ab⇔ 2(a2 + b2) ≥ a2 + b2 + 2ab

⇔ 2(a2 + b2) ≥ (a+ b)2 ⇔ a2 + b2

2
≥ (

a+ b

2
)2

6



2.2. DESIGUALDADES DAS MÉDIAS PARA TRÊS VARIÁVEIS

⇔
√
a2 + b2

2
≥ a+ b

2
.

A igualdade segue, se e somente se, a− b = 0, isto é, a = b.

Além disso, para a, b ∈ R+ temos

(
√
a−
√
b)2 ≥ 0⇔ a+ b− 2

√
ab ≥ 0⇔ a+ b

2
≥
√
ab.

Portanto, MA ≥MG, com igualdade, se e somente se,
√
a−
√
b = 0, isto é, a = b.

Finalmente provaremos que MG ≥MH.

(
√
a−
√
b)2 ≥ 0⇔ a+ b ≥ 2

√
ab⇔ 1 ≥ 2

√
ab

a+ b
⇔
√
ab ≥ 2ab

a+ b

⇔
√
ab ≥ 2

1
a
+ 1

b

.

A igualdade acontece, se e somente se,
√
a−
√
b = 0, isto é, a = b.

Observação 2.1. Os números MQ,MA,MG,MH são chamados Média Qua-
drâtica, Média Aritmética e Média Harmônica dos números positivos a e b,
respectivamente.

2.2 Desigualdades das médias para três variáveis

De maneira semelhante, podemos definir as médias quadrática, aritmética, geo-
métrica e harmônica para três variáveis como segue:

MQ =

√
a2 + b2 + c2

3
, MA =

a+ b+ c

3
, MG =

3
√
abc, MH =

1
1
a
+ 1

b
+ 1

c

.

Analogamente ao Teorema 2.1, para três variáveis temos o seguinte teorema.

Teorema 2.2. Sejam a, b, c ∈ R+ e denotemos por

MQ =

√
a2 + b2 + c2

3
, MA =

a+ b+ c

3
, MG =

3
√
abc, MH =

1
1
a
+ 1

b
+ 1

c

.

Então,
MQ ≥MA ≥MG ≥MH.

A igualdade acontece, se e somente se, a = b = c.

7



2.3. EXEMPLOS

2.3 Exemplos

Nesta seção apresentaremos alguns exemplos de aplicação das desigualdades das
médias.

Exemplo 2.1. Sejam x, y, z ∈ R+ tais que x+ y + z = 1. A seguinte desigualdade
é verdadeira:

xy

z
+
yz

x
+
zx

y
.

Quando acontece a igualdade?

Com efeito, temos que

xy

z
+
yz

x
+
zx

y
=

1

2
(
xy

z
+
yz

x
) +

1

2
(
yz

x
+
zx

y
) +

1

2
(
zx

y
+
xy

z
).

Desde que MA ≥MG temos

1

2
(
xy

z
+
yz

x
) ≥

√
xy

z

yz

x
= y.

Analogamente temos

1

2
(
yz

x
+
zx

y
) ≥ z e

1

2
(
zx

y
+
xy

z
) ≥ x.

Somando as três desigualdades obtemos

xy

z
+
yz

x
+
zx

y
≥ x+ y + z = 1.

Notemos que a igualdade acontece, se e somente se,
xy

z
=
yz

x
=
zx

y
, isto é, x = y = z.

Desde que x+ y+ z = 1, a igualdade acontece, se e somente se, x = y = z =
1

3
.

Exemplo 2.2. Sejam x, y, z > 0 números reais. É válida a seguinte desigualdade:

x2 −−z2

y + z
+
y2 − x2

z + x
+
z2 − y2

x+ y
≥ 0.

Quando acontece a igualdade?

Seja a = x+ y, b = y + z, c = z + x.

8



2.3. EXEMPLOS

Claramente, a, b, c > 0. Mais ainda,

x2 −−z2

y + z
+
y2 − x2

z + x
+
z2 − y2

x+ y
=

(a− b)c
b

+
(b− c)a

c
+

(c− a)b
a

=
ac

b
+
ba

c
+
cb

a
− (a+ b+ c).

De maneira semelhante ao Exemplo 2.1, podemos provar que

ac

b
+
ba

c
+
cb

a
≥ a+ b+ c.

Consequentemente,

x2 −−z2

y + z
+
y2 − x2

z + x
+
z2 − y2

x+ y
≥ (a+ b+ c)− (a+ b+ c) = 0.

Notemos que a igualdade acontece, se e somente se, a = b = c (Exemplo 2.1). A
partir dai podemos dedudiz que a igualdade acontece, se e somente se, x = y = z.

Exemplo 2.3. Sejam a, b, c ∈ R+. Então,

(a+
1

b
)(b+

1

c
)(c+

1

a
) ≥ 8.

Com efeito, aplicando MA ≥MG temos

a+
1

b
≥ 2

√
a

b
, b+

1

c
≥ 2

√
b

c
, c+

1

a
≥ 2

√
c

a
.

Portanto,

(a+
1

b
)(b+

1

c
)(c+

1

a
) ≥ 8

√
a

b

√
b

c

√
c

a
= 8.

A igualdade acontece, se e somente se, a =
1

b
, b =

1

c
, c =

1

a
, isto é, a =

1

b
= c =

1

a
.

Donde a = b = c = 1.

Exemplo 2.4. Sejam a, b, c números reais positivos. Vale a desigualdade:

ab

a+ b+ 2c
+

bc

b+ c+ 2a
+

ca

c+ a+ 2b
≤ a+ b+ c

4
.

Com efeito, desde que MA ≥MH temos

ab

a+ b+ 2c
=

ab

(a+ c) + (b+ c)
≤ ab

4
(

1

a+ c
+

1

b+ c
).

9



2.3. EXEMPLOS

Analogamente temos,

bc

b+ c+ 2a
≤ bc

4
(

1

a+ b
+

1

a+ c
) e

ca

c+ a+ 2b
≤ ca

4
(

1

a+ b
+

1

b+ c
).

Somando as três desigualdades, obtemos a desigualdade desejada.

Exemplo 2.5. Sejam x, y, z números reais positivos tais que x+ y + z = 1. Vale a
seguinte desigualdade:

xy + yz + zx ≥ 9xyz.

Com efeito, aplicando MA ≥MG temos

xy + yz + zx = (xy + yz + zx)(x+ y + z) ≥ 3 3
√

(xy)(yz)(zx) · 3 3
√
xyz = 9xyz.

A igualdade acontece, se e somente se, x = y = z =
1

3
.

Exemplo 2.6. Sejam a, b, c ∈ R+ tais que a2 + b2 + c2 = 3. Então,

1

1 + ab
+

1

1 + bc
+

1

1 + ca
≥ 3

2
.

Com efeito, aplicando MA ≥MH e a desigualdade a2 + b2 + c2 ≥ ab+ bc+ ca,
obtemos

1

1 + ab
+

1

1 + bc
+

1

1 + ca
≥ 9

3 + ab+ bc+ ca
≥ 9

3 + a2 + b2 + c2
=

3

2
.

Exemplo 2.7. Sejam a, b, c números reais positivos. Se cumpre a seguinte desigual-
dade: √

a+ b

c
+

√
b+ c

a
+

√
c+ a

b
≥ 3
√
2.

Com efeito, se aplicamos MA ≥MG obtemos√
a+ b

c
+

√
b+ c

a
+

√
c+ a

b
≥ 3

3

√√
a+ b

c
·
√
b+ c

a
·
√
c+ a

b

= 3
6

√
(a+ b)(b+ c)(c+ a)

abc
≥ 3

6

√
23
√
ab
√
bc
√
ca

abc
= 3
√
2.

A igualdade acontece, se e somente se, a = b = c.

10



2.3. EXEMPLOS

Exemplo 2.8. Sejam x, y, z números reais positivostais que
1

x
+

1

y
+

1

z
= 1. Então,

(x− 1)(y − 1)(z − 1) ≥ 8.

A desigualdade dad é equivalente a

(
x− 1

x
)(
y − 1

y
)(
z − 1

z
) ≥ 8

xyz

Equivalentemente,

(1− 1

x
)(1− 1

y
)(1− 1

z
) ≥ 8

xyz
.

Da condição inicial e do fato MA ≥MG temos

1− 1

x
=

1

y
+

1

z
≥ 2

√
1

y

1

z
=

2
√
yz
.

Analogamente obtemos

1− 1

y
≥ 2√

zx
e 1− 1

y
≥ 2
√
xy
.

Multiplicando as três últimas desigualdades, obtemos a desigualdade desejada.

Notemos que a igualdade acontece, se e somente se, x = y = z = 3.

Exemplo 2.9. Sejam x, y, z ∈ R+ tais que x+ y + z = 1. Vale a desigualdade:

x2 + y2

z
+
y2 + z2

x
+
z2 + x2

y
≥ 2.

Com efeito, desde que MA ≥MG, temos

x2 + y2

z
+
y2 + z2

x
+
z2 + x2

y

≥ 2
xy

z
+ 2

yz

x
+ 2

zx

y
= 2(

xy

z
+
yz

x
+
zx

y
)

2(
1

2
(
xy

z
+
yz

x
) +

1

2
(
xy

z
+
zx

y
)
1

2
(
yz

x
+
zx

y
))

≥ 2(
√
y2 +

√
x2 +

√
z2) = 2(x+ y + z) = 2.

11



2.3. EXEMPLOS

Exemplo 2.10. Sejam x, y, z ∈ R+ tais que xyz = 1. Vale a desigualdade:

x2 + y2 + z2 + xy + yz + zx√
x+
√
y +
√
z

≥ 2.

Com efeito, temos que,

x2 + y2 + z2 + xy + yz + zx√
x+
√
y +
√
z

=
x2 + yz + y2 + zx+ z2 + xy√

x+
√
y +
√
z

≥ 2
√
x2yz +

√
xy2z +

√
xyz2√

x+
√
y +
√
z

2(
√
x+
√
y +
√
z)

√
x+
√
y +
√
z

= 2.

Notemos ainda que a igualdade acontece, se e somente se, x = y = z = 1.
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Capítulo 3

Desigualdades Geométricas
(Triangulares)

As desigualdades triangulares tem como variáveis, na maioria dos casos, aos
comprimentos dos lados de um triângulo. Existem também desigualdades onde
aparecem outros elementos do triângulo tais como os comprimentos das alturas, das
medianas,das bisetrizes, etc.

Neste capítulo estudaremos algumas desigualdades, a modo de exemplos, que
involvem os comprimentos de um triângulo, seu semiperímetro, assim como sua
área.

3.1 Exemplos

A maneira de exemplos vamos estudar algumas propriedades geométricas.

Exemplo 3.1. Sejam a, b, c os comprimentos dos lados de um triângulo. Então são
válidas as seguintes desigualdades:

3

2
≤ a

b+ c
+

b

c+ a
+

c

a+ b
< 2.

Com efeito, provemos primeiro a desigualdade da direita.

Desde que a+ b > c temos que 2(a+ b) > a+ b+ c, isto é, a+ b > s.

Analogamente, b+ c > s e c+ a > s. Consequentemente,
a

b+ c
+

b

c+ a
+

c

a+ b
<
a

s
+
b

s
+
c

s
= 2.

13



3.1. EXEMPLOS

Agora mostremos a outra desigualdade. Para isto, denotemos por b+ c = x, a+ c =
y, a+ b = z. Então,

a =
z + y − x

2
, b =

z + x− y
2

, c =
x+ y − z

2
.

Portanto,

a

b+ c
+

b

c+ a
+

c

a+ b
=
z + y − x

2x
+
z + x− y

2y
+
x+ y − z

2z
.

Isto é,

a

b+ c
+

b

c+ a
+

c

a+ b
=

1

2
(
z

x
+
y

x
+
z

y
+
x

y
+
x

z
+
y

z
− 3) ≥ 1

2
(2 + 2 + 2− 3) =

3

2
,

como desejado.

Exemplo 3.2. Sejam a, b, c os comprimentos dos lados de um triângulo dado. En-
tão:

1

s− a
+

1

s− b
+

1

s− c
≥ 9

s
.

Com efeito, usando a desigualdade das médias MA ≤MH temos

1

s− a
+

1

s− b
+

1

s− c
≥ 9

(s− a) + (s− b) + (s− c)
=

9

s
.

Notemos ainda, que a igualdade acontece, se e seomente se, a = b = c.

Exemplo 3.3. Sejam s, r o semiperímetro e o inraio, respectivamente, em umtri-
ângulo arbitrário. Cumpre-se a seguinte desigualdade:

s ≥ 3r
√
3.

Com efeito,

2s = a+ b+ c ≤ 3
3
√
abc = 3

3
√
4PR = 3

3
√
4srR ≤ 3

3
√
8sr2,

isto é,
s ≤ 3

3
√
sr2,

equivalentemente,
s ≥ 3r

√
3.

Notemos que a igualdade acontece, se e somente se, a = b = c.
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3.1. EXEMPLOS

Mostremos agora outra forma de provar a desigualdade. Usando a desigualdade
das médias MA ≤MG temos

s

3
=

(s− a) + (s− b) + (s− c)
3

≤ 3
√

(s− a)(s− b)(s− c).

Por outro lado,

(s− a)(s− b)(s− c) = P 2

s
=
s2r2

s
= sr2.

Donde,
s ≥ 3r

√
3.

Exemplo 3.4. Sejam a, b, c os lados de um triângulo. É válida a seguinte desigual-
dade:

(a+ b− c)(b+ c− a)(c+ a− b) ≤ abc.

Com efeito,
a2 ≥ a 2− (b− c)2 = (a+ b− c)(c+ a− b).

Analogamente,

b2 ≥ (b+ a− c)(b+ c− a) e c2 ≤ (c+ a− b)(c+ b− a).

Se multiplicamos essas desigualdades temos

a2b2c2 ≥ (a+ b− c)2(b+ c− a)2(c+ a− b)2.

Equivalentemente,

abc ≥ (a+ b− c)(b+ c− a)(c+ a− b).

Notemos que a igualdade ocorre, se e somente se, a = b = c, ou seja, o triângulo é
equilátero.

Vejamos agora outra maneira de provar a desigualdade. Para isto, fazemos a =
x + y, b = y + z, c = z + x, onde x, y, z > 0. Com tal mudança a desigualdade
desejada se rescreve como

(x+ y)(y + z)(z + x) ≥ 8xyz.

Usando a desigualdade das médias MA ≥MG, temos

(x+ y)(y + z)(z + x) ≥ 2
√
xy · 2√yz · 2

√
zx = 8xyz.

Observemos também, que a igualdade acontece, se e somente se, x = y = z, isto é,
se e somente se, a = b = c.
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3.1. EXEMPLOS

Exemplo 3.5. Sejam a, b, c os comprimentos dos lados de um triângulo. Então:

a2 + b2 + c2 < 2(ab+ bc+ ca).

Com efeito, fazemos a = x + y, b = y + z, c = z + x, com x, y, z > 0. Então a
desigualdade original equivale à

(x+ y)2 + (y + z)2 + (z + x)2 <

2((x+ y)(y + z) + (y + z)(z + x) + (z + x)(x+ y))

Equivalentemente,
xy + yz + zx > 0,

a que é claramente verdadeira.

Exemplo 3.6. Sejam a, b, c os comprimentos dos lados de um triângulo. É válida
a seguinte desigualdade:

8(a+ b− c)(b+ c− a)(c+ a− b) ≤ (a+ b)(b+ c)(c+ a).

Com efeito, usando a desigualdade das médias MA ≥MG temos

(a+ b)(b+ c)(c+ a) ≥ 2
√
ab · 2

√
bc · 2

√
ca = 8abc.

Portanto, é suficiente demonstrar que

8abc ≥ 8(a+ b− c)(b+ c− a)(c+ a− b),

isto é,
abc ≥ (a+ b− c)(b+ c− a)(c+ a− b),

que é verdadeira pelo Exemplo 3.4. Mais ainda, a igualdade acontece, se e somente
se, a = b = c.

Exemplo 3.7. Sejam a, b, c os comprimentos dos lados de um triângulo. Então:
1

a
+

1

b
+

1

c
≤ 1

a+ b− c
+

1

b+ c− a
+

1

c+ a− b
.

Com efeito, usando a desigualdade das médias MA ≥MH, obtemos
1

2
(

1

a+ b− c
+

1

b+ c− a
) ≥ 2

a+ b− c+ b+ c− a
=

1

b
.

Analogamente,
1

2
(

1

a+ b− c
+

1

c+ a− b
) ≥ 1

a
e

1

2
(

1

b+ c− a
+

1

c+ a− b
) ≥ 1

c
.

Somando as três desigualdades obtemos a desigualdade desejada.

Notemos também, que a igualdade acontece, se e somente se, a = b = c.
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3.1. EXEMPLOS

Exemplo 3.8. Seja 4ABC um triângulo com lados de comprimentos a, b e c e seja
4A1B1C1 outro triângulo com lados a+ b

2
, b+ c

2
e c+ a

2
. Então, P1 ≥ 9

4
P , onde P

é o área do triângulo 4ABC e P1 é a área do triângulo 4A1B1C1.

Com efeito, aplicando a fórmula de Heron aos triângulos 4ABC e 4A1B1C1

temos
16P 2 = (a+ b+ c)(a+ b− c)(b+ c− a)(a+ c− b)

e
16P 2

1 =
3

16
(a+ b+ c)(−a+ b+ 3c)(−b+ c+ 3a)(−c+ a+ 3b).

Desde que a, b, c são os comprimentos de um triãngulo, existem números reais posi-
tivos p, q, r tais que a = q + r, b = r + p, c = p+ q. Com isto vemos que

P 2

P 2
1

=
16pqr

3(2p+ q)(2q + r)(2r + p)
.

Portanto, é suficiente provar que

(2p+ q)(2q + r)(2r + p) ≥ 27pqr.

Aplicando as desigualdades das médias MA ≥MG obtemos

(2p+q)(2q+r)(2r+p) ≥ (p+p+q)(q+q+r)(r+r+p) ≥ 3 3
√
p2q3 3

√
q2r3 3

√
r2p = 27pqr.

Exemplo 3.9. Sejam a, b, c os comprimentos dos lados de um triângulo. Suponha-
mos que 2(ab2 + bc2 + ca2) = a2b+ b2c+ c2a+ 3abc, então o triângulo é equilátero.

Provaremos que

a2b+ b2c+ c2a+ 3abc ≥ 2(ab2 + bc2 + ca2),

onde a igualdade acontece, se e somente se, a = b = c. Isto é, se e somente se, o
triãngulo é equilátero.

Com efeito, como antes fazemos as mudanças a = x + y, b = y + z, c = z + x.
Com isto, a desigualdade desejada se escreve como

x3 + y3 + z3 + x2y + y2z + z2x ≥ 2(x2z + y2x+ z2y).

Desde que MA ≥MG, obtemos

x3 + z2x ≥ 2x2z, y3 + x2y ≥ 2y2x, z3 + y2z ≥ 2z2y.
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3.1. EXEMPLOS

Depois de somar tais desigualdades temos,

x3 + y3 + z3 + x2y + y2z + z2x ≥ 2(x2z + y2x+ z2y).

Mais ainda, a igualdade acontece, se e somente se, x − y = z, se e somente se,
a = b = c, como desejado.

Exemplo 3.10. Sejam a, b, c os comprimentos dos lados de um triângulo e sejam
α, β, γ os respectivos ângulos (em radianes). Então se cumprem as seguintes desi-
gualdades:

π

3
≤ aα + bβ + cγ

a+ b+ c
≤ π

2
.

Primeiro provaremos a desigualdade do lado esquerdo. Podemos supor que a ≥
b ≥ c e portanto, α ≥ β ≥ γ. Com isto,

(a− b)(α− β) + (b− c)(β − γ) + (c− a)(γ − α) ≥ 0.

Equivalentemente,

2(aα + bβ + cγ) ≥ (b+ c)α + (c+ a)β + (a+ b)γ.

Isto é,
3(aα + bβ + cγ) ≥ (a+ b+ c)(α + β + γ).

Consequentemente,
aα + bβ + cγ

a+ b+ c
≥ α + β + γ

3
=
π

3
.

Notemos ainda, que a igualdade acontece, se e somente se, a = b = c.

Demonstremos agora a segunda desigualdade. Pela desigualdade triangular te-
mos

a+ b+ c > 2a, a+ b+ c > 2b, a+ b+ c > 2c.

Se multiplicamos essas desigualdades por α, β e γ, respectivamente, obtemos

(a+ b+ c)(α + β + γ) > 2(aα + bβ + cγ),

donde,
aα + bβ + cγ

a+ b+ c
<
α + β + γ

2
=
π

2
.
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Capítulo 4

Desigualdades de Bernoulli, de
Cauchy-Schwartz, de Chebishev e de
Suranry

Neste capítulo estudaremos algumas desigualdades clássicas que aparecem cons-
tantemente na matemática.

4.1 Enunciados e Provas das Desigualdades

Teorema 4.1. (Desigualdade de Bernoulli). Sejam x1, x2, ..., xn números reais do
mesmo sinal, todos maiores que −1. Então

(1 + x1)(1 + x2) · · · (1 + xn) ≥ 1 + x1 + x2 + · · ·+ xn.

Demonstração: Demonstraremos a desigualdade por indução sobre n.

Para n = 1 temos 1 + x1 ≥ 1 + x1.

Suponhamos que para n = k e para números arbitrários xi > −1, i = 1, 2, .., k
com o mesmo sinal, a desigualdade de Bernoulli é verdadeira, isto e,

(1 + x1)(1 + x2) · · · (1 + xk) ≥ 1 + x1 + x2 + · · ·+ xk.

Seja n = k+1 e xi > −1, i = 1, 2, ..., k+1 números reais arbitrários do mesmo sinal.

Então, desde que x1, x2, ..., xk+1 tem o mesmo sinal, temos

(x1 + x2 + · · ·+ xk)xk+1 ≥ 0.
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4.1. ENUNCIADOS E PROVAS DAS DESIGUALDADES

Logo
(1 + x1)(1 + x2) · · · (1 + xk+1)

≥ (1 + x1 + x2 + · · ·+ xk)(1 + xk+1) ≥ 1 + x1 + x2 + · · ·+ xk+1

(x1 + x2 + · · ·+ xk)xk+1 ≥ 1 + x1 + x2 + · · ·+ xk+1.

Isto, é a desigualdade também é verdadeira para n = k + 1.

Corolário 4.1. Seja n ∈ N e x > −1. Então

(1 + x)n ≥ 1 + nx.

Demonstração: Basta tomar x1 = x2 = · · · = xn = x no teorema anterior.

Definição 4.1. Dizemos que uma função f(x1, x2, ..., xn) é homogênea de grau k,
se para cada t ∈ R, t 6= 1,

f(tx1, tx2, ..., txn) = tkf(x1, x2, ..., xn).

Exemplo 4.1. A função f(x, y) =
x2 + y2

2x+ y
é homogênea de grau 1, desde que

f(tx, ty) =
t2x2 + t2y2

2tx+ ty
= t

x2 + y2

2x+ y
= tf(x, y).

Definição 4.2. A desigualdade f(x1, x2, ..., xn) ≥ g(x1, x2, ...., xn) é homogênea, se
a função h(x1, x2, ..., xn) = f(x1, x2, ..., xn)− g(x1, x2, ..., xn) é homogênea.

Exemplo 4.2. A desigualdade x2 + y2 + 2xy ≥ z2 + yz é homogênea.

No caso das desigualdades homogêneas, sem perda de generalidade, podemos
assumir condições adicionais, que podem reduzir a desigualdade original a uma mais
simples. O processo de incluir condições adicionais é chamado normalização. Uma
desigualdade com variáveis a, b, c pode ser normalizada em diferentes caminhos; por
exemplo, podemos asumir que a + b + c = 1 ou abc = 1 ou ab + bc + ca = 1. A
escolha da normalização depende do problema.

Exemplo 4.3. Consideremos a desigualdade homogênea a2+ b2+ c2 ≥ ab+ bc+ ca.
Podemos supor abc = 1, como explicaremos abaixo.

Suponhamos abc = k3.

Sejam a = kx, b = ky, c = kz, então claramente xyz = 1 e a desigualdade inicial
equivale à x2+y2+z2 ≥ xy+yz+zx, que tem a mesma estrutura que a desigualdade
inicial.

No caso de uma desigualdade condicional, existe um método oposto à normali-
zação conhecido como homogenização.
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4.1. ENUNCIADOS E PROVAS DAS DESIGUALDADES

Exemplo 4.4. Consideremos a desigualdade condicional

xy + yz + zx ≥ 9xyz, quando x+ y + z = 1.

Obviamente a desigualdade não é homogênea. Podemos homogeneizar como
segue,

Desde que x+ y + z = 1, podemos tomar

x =
a

a+ b+ c
, y =

b

a+ b+ c
, z =

c

a+ b+ c

Então a desigualdade inicial é transformada em

ab

(a+ b+ c)2
+

bc

(a+ b+ c)2
+

ca

(a+ b+ c)2
≥ 9abc

(a+ b+ c)3
,

isto é,
(a+ b+ c)(ab+ bc+ ca) ≥ 9abc.

A última desigualdade é homogênea e pode ser normalizada com abc = 1, que reduz
a desigualdade a:

(a+ b+ c)(ab+ bc+ ca) ≥ 9

A última desigualdade é verdadeira desde que

(a+ b+ c)(ab+ bc+ ca) = a2b+ a2c+ b2a+ b2c+ c2b+ c2a+ 3abc

=
a

c
+
a

b
+
b

c
+
b

a
+
c

a
+
c

b
+ 3

=
a

c
+
c

a
+
a

b
+
b

a
+
b

c
+
c

b
+ 3

≥ 2 + 2 + 2 + 3 = 9.

Teorema 4.2. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Sejam a1, ..., an e b1, ..., bn nú-
meros reais. Então,

(
n∑
i=1

a2i )(
n∑
i=1

b2i ) ≥ (
n∑
i=1

aibi)
2.

Isto é,
(a21 + · · ·+ a2n)(b1 + · · ·+ b2n) ≥ (a1b1 + · · ·+ anbn)

2.

A igualdade acontece, se e somente se, as sequencias (a1, ..., an)e(b1, ..., bn) são pro-
porcionais, ou seja,

a1
b1

= · · · an
bn
.
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4.1. ENUNCIADOS E PROVAS DAS DESIGUALDADES

Demonstração: A desigualdade dada é equivalente é√
a21 + · · ·+ a2n

√
b1 + · · ·+ b2n ≥ |a1b1 + · · ·+ anbn| · · · (∗)

Seja A =
√
a21 + · · ·+ a2n e B =

√
b1 + · · ·+ b2n.

Se A = 0, então claramente a1 = · · · = an = 0 e a desigualdade (∗)é verdadeira.

Suponhamos que A > 0 e B > 0. Como a desigualdade (∗) é homogênea,
podemos normaliza-la com

a21 + a22 + · · ·+ a2n = 1 = b21 + b22 + · · ·+ b2n · · · (∗∗)

Isto é, necesitamos provar que

|a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn| ≤ 1 com as condições (∗∗)

Desde que MQ ≥MG temos

|a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn| ≤ |a1b1|+ |a2b2|+ · · · |anbn|

≤ a21 + b21
2

+
a22 + b22

2
+ · · · a

2
n + b2n
2

=
(a21 + a22 + · · ·+ a2n) + (b21 + b22 + · · ·+ b2n)

2
= 1,

como desejado.

A igualdade acontece, se e somente se,
a1
b1

=
a2
b2
· · · = an

bn
.

Corolário 4.2. Sejam a, b, c, x, y, z números reais tais que x, y, z > 0. Então

(1)
a2

x
+
b2

y
≥ (a+ b)2

x+ y
e (2)

a2

x
+
b2

y
+
c2

z
≥ (a+ b+ c)2

x+ y + z

Demonstração: A desigualdade (1) equivale a

y(x+ y)a2 + x(x+ y)b2 ≥ xy(a+ b)2, isto é, (ay − bx)2 ≥ 0,

que é claramente é verdadeira.

A igualdade acontece, se e somente se, ay = bx, isto é,
a

x
=
b

y
.

(2) Se aplicamos (1) duas vezes, temos

a2

x
+
b2

y
+
c2

z
≥ (a+ b)2

x+ y
+
c2

z
≥ (a+ b+ c)2

x+ y + z
.
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4.1. ENUNCIADOS E PROVAS DAS DESIGUALDADES

A igualdade acontece, se e somente se,
a

x
=
b

y
=
c

z
.

Existe uma generalização do corolário anterior.

Corolário 4.3. Sejam a1, .a2, ..., an e b1, b2, ..., bn números reais tais que b1, b2, ..., bn >
0. Então

a21
b1

+
a22
b2

+ · · · a
2
n

bn
≥ (a1 + a2 + · · ·+ an)

2

b1 + b2 + · · ·+ bn
,

com igualdade, se e somente se,
a1
b1

=
a2
b2

= · · · = an
bn
.

Demonstração: A prova é uma consequencia direta da desigualdade de Cauchy-
Schwarz.

Corolário 4.4. Sejam a1, a2, ..., an e b1, b2, ..., bn números reais. Então√
a21 + b21 +

√
a22 + b22 + · · ·+

√
a2n + b2n

≥
√

(a1 + a2 + · · ·+ an)2 + (b1 + b2 + · · ·+ bn)2.

Demonstração: Por indução sobre n.

Para n = 1, temos uma igualdade.

Para n = 2 temos√
a21 + b21 +

√
a22 + b22 ≥

√
(a1 + a2)2 + (b1 + b2)2

⇔
√
a21 + b21 ·

√
a22 + b22 ≥ (a1a2 + b1b2)

⇔ (a21 + b21)(a
2
2 + b22) ≥ (a1a2 + b1b2)

2,

que é a desigualdade de Cauchy-Schwarz. Suponhamos que para n = k, a desigual-
dade é verdadeira, isto é,√

a21 + b21 +
√
a22 + b22 + · · ·+

√
a2k + b2k

≥
√

(a1 + a2 + · · ·+ ak)2 + (b1 + b2 + · · ·+ bk)2.

Então, para n = k + 1, temos√
a21 + b21 +

√
a22 + b22 + · · ·+

√
a2k + b2k +

√
a2k+1 + b2k+1

≥
√

(a1 + a2 + · · ·+ ak)2 + (b1 + b2 + · · ·+ bk)2 +
√
a2k+1 + b2k+1

≥
√
(a1 + a2 + · · ·+ ak+1)2 + (b1 + b2 + · · ·+ bk+1)2.

Portanto, a desigualdade é verdadeira para todo n ∈ N.
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Corolário 4.5. Sejam a, b, c e x, y, z números reais positivos. Então

x

y + z
(b+ c) +

y

z + x
(c+ a) +

z

x+ y
(a+ b) ≥

√
3(ab+ bc+ ca).

Demonstração: A desigualdade é homogênea nas variáveis a, b e c. Portanto,
podemos asumir a+ b+ c = 1.

Reescrevendo a desigualdade como

x

y + z
(1− a) + y

z + x
(1− b) + z

x+ y
(1− c) ≥

√
3(ab+ bc+ ca)

Equivale a provar

x

y + z
+

y

z + x
+

z

x+ y
≥

√
3(ab+ bc+ ca) +

ax

y + z
+

by

z + x
+

cz

x+ y
· · · (∗)

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

ax

y + z
+

by

z + x
+

cz

x+ y
+
√

3(ab+ bc+ ca)

≤
√

(
x

y + z
)2 + (

y

z + x
)2 + (

z

x+ y
)2 ·
√
a2 + b 2 + c2

+

√
3

4

√
ab+ bc+ ca+

√
3

4

√
ab+ bc+ ca.

E usando uma vez mais a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos√
(

x

y + z
)2 + (

y

z + x
)2 + (

z

x+ y
)2 ·
√
a2 + b 2 + c2

+

√
3

4

√
ab+ bc+ ca+

√
3

4

√
ab+ bc+ ca

≤
√

(
x

y + z
)2 + (

y

z + x
)2 + (

z

x+ y
)2 +

3

2

×
√
a2 + b2 + c2 + 2(ab+ bc+ ca)

=

√
(

x

y + z
)2 + (

y

z + x
)2 + (

z

x+ y
)2 +

3

2
.

Portanto,
ax

y + z
+

by

z + x
+

cz

x+ y
+
√

3(ab+ bc+ ca)
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≤
√

(
x

y + z
)2 + (

y

z + x
)2 + (

z

x+ y
)2 +

3

2
.

É suficiente então, provar que

(
x

y + z
)2 + (

y

z + x
)2 + (

z

x+ y
)2 +

3

2
≤ (

x

y + z
+

y

z + x
+

z

x+ y
)2,

que equivale a

yz

(x+ y)(x+ z)
+

xz

(y + x)(y + z)
+

xy

(z + x)(z + y)
≥ 3

4
· · · (∗∗)

Depois de eliminar os denominadores em (∗∗), a desigualdade seria

x2y + y2x+ y2z + z2y + z2x+ x2z ≥ 6xyz,

que é uma consequencia direta de MA ≥MG.

Teorema 4.3. (Desigualdade de Chebishev) Sejam a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an e b1 ≤ b2 ≤
· · · ≤ bn números reais. Então

(
n∑
i=1

ai)(
n∑
i=1

bi) ≤ n
n∑
i=1

aibi,

isto é,

(a1 + a2 + · · ·+ an)(b1 + b2 + · · ·+ bn) ≤ n(a1b1 + a2b2 + · · · anbn).

A igualdade acontece, se e somente se, a1 = a2 = · · · = an ou b1 = b2 = · · · = bn.

Demonstração: Para todo i, j ∈ {1, 2, ..., n} temos

(ai − aj)(bi − bj) ≥ 0 · · · (α),

isto é,
aibi + ajbj ≥ aibj + ajbi.

Em consequencia,

(
n∑
i=1

ai)(
n∑
i=1

bi) = a1b1 + a1b2 + · · ·+ a1bn

+a2b1 + a2b2 + · · ·+ a2bn

+a3b1 + a3b2 + · · ·+ a3bn
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+ · · · · · · · · ·

anb1 + anb2 + cdots+ anbn

≤ a1b1

+a1b1 + a2b2 + a2b2

+a1b1 + a3b3 + a2b2 + a3b3 + a3b3

+ · · · · · · · · ·

a1b1 + anbn + a2b2 + anbn + · · ·+ anbn = n

n∑
i=1

aibi.

A igualdade acontece, se e somente se, há igualdade em (α),isto é, a1 = a2 = · · · = an
ou b1 = b2 = · · · = bn.

Teorema 4.4. (Desigualdade de Surányi) Seja n um número natural e sejam a1, a2, ..., an
números reais não negativos. Então

(n−1)(an1+an2+· · ·+ann)+na1a2 · · · an ≥ (a1+a2+· · ·+an)(an−11 +an−12 +· · ·+an−1n ).

Demonstração: Usaremos indução sobre n.

Por causa da simetria e da homogeneidade da desigualdade, podemos assumir
que

a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ an e a1 + a2 + · · ·+ an = 1.

Para n = 1 a igualdade acontece.

Suponhamos que para n = k a desigualdade segue, isto é,

(k−1)(ak1+ak2+· · ·+akk)+ka1a2 · · · ak ≥ (a1+a2+· · ·+ak)(ak−11 +ak−12 +· · ·+ak−1k ).

Precisamos provar que

k

k∑
i=1

ak+1
i + kak+1

k+1 + kak+1

k∏
i=1

ai + ak+1

k∏
i=1

ai − (1 + ak+1)(
k∑
i=1

aki + akk+1) ≥ 0.

Da hipótese de indução temos

(k−1)(ak1+ak2+· · ·+akk)+ka1a2 · · · ak ≥ (a1+a2+· · ·+ak)(ak−11 +ak−12 +· · ·+ak−1k ).

Portanto,

kak+1

k∏
i=1

ai ≥ ak+1

k∑
i=1

ak−1i − (k − 1)ak+1

k∑
i=1

aki .
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Usando a última desigualdade, só faltaria provar que

(k
k∑
i=1

ak+1
i −

k∑
i=1

aki )− ak+1(k
k∑
i=1

aki −
k∑
i=1

ak−1i )

+ak+1(
k∏
i=1

ai + (k − 1)akk+1 − ak−1k+1) ≥ 0.

Provemos que

ak+1(
k∏
i=1

ai + (k − 1)akk+1 − ak−1k+1) ≥ 0.

e que

(k
k∑
i=1

ak+1
i −

k∑
i=1

aki )− ak+1(k
k∑
i=1

aki −
k∑
i=1

ak−1i ) ≥ 0.

Nós temos
k∏
i=1

ai + (k − 1)akk+1 − ak−1k+1 =
k∏
i=1

(ai − ak+1 + ak+1) + (k − 1)akk+1 − ak−1k+1

≥ akk+1 + ak−1k+1

k∑
i=1

(ai − ak+1) + (k − 1)akk+1 − ak−1k+1 = 0.

A segunda desigualdade equivale a

(k
k∑
i=1

ak+1
i −

k∑
i=1

aki ) ≥ ak+1(k
k∑
i=1

aki −
k∑
i=1

ak−1i ).

Pela Desigualdade de Chebishev temos

k
k∑
i=1

aki ≥
k∑
i=1

ai

k∑
i=1

ak−1i =
k∑
i=1

ak−1i ,

isto é,

k
k∑
i=1

aki −
k∑
i=1

ak−1i ≥ 0.

E desde que a1 + a2 + · · · + ak+1 = 1, pela nossa suposição que a1 ≥ a2 ≥ · · · ak+1,
deduzimos que

ak+1 ≤
1

k
.
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Portanto, é suficiente provar que

k
k∑
i=1

ak+1
i −

k∑
i=1

aki ≥
1

k
(k

k∑
i=1

aki −
k∑
i=1

ak−1i ),

que é equivalente a

k

k∑
i=1

ak+1
i +

1

k

k∑
i=1

ak−1i ≥ 2
k∑
i=1

aki .

Pela desigualdade das médias, sabemos que MA ≥MG. Portanto,

kak+1
i +

1

k
ak−1i ≥ 2aki , para todo i = 1, 2, ..., k.

Somando tadas estas últimas relações, obtemos a desigualdade desejada.

4.2 Exemplos

Agora apresentaremos alguns exemplos de aplicação das desigualdades estudadas
na seção anterior.

Exemplo 4.5. Sejam x, y números reais positivos. Se cumpre que:

xy + yx ≥ 1.

Provaremos primeiro que para todo a, b ∈ (0, 1) se cumpre

ab ≥ a

a+ b− ab
.

Com efeito, pela Desigualdade de Bernoulli temos que

a1−b = (1 + a− 1)1−b ≤ 1 + (a− 1)(1− b) = a+ b− ab.

Agora, se x ≥ 1 ou y ≥ 1, a desigualdade claramente acontece. Portanto, podemos
supor 0 < x, y < 1.

Pela previa desigualdade temos

xy + yx ≥ x

x+ y − xy
+

y

x+ y − xy
=

x+ y

x+ y − xy
≥ x+ y

x+ y
= 1.
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Exemplo 4.6. Sejam a, b, c > 0. Mostraremos de otra forma a desigualdade de
Nesbitt,

a

b+ c
+

b

c+ a
+

c

a+ b
≥ 3

2
.

Com efeito, aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz para

a1 =
√
b+ c, a2 =

√
c+ a, a3 =

√
a+ b;

b1 =
1√
b+ c

, b2 =
1√
c+ a

, b3 =
1√
a+ b

temos

((b+ c) + (c+ a) + (a+ b))(
1

b+ c
+

1

c+ a
+

1

a+ b
) ≥ (1 + 1 + 1)2 = 9,

isto é,

2(a+ b+ c)(
1

b+ c
+

1

c+ a
+

1

a+ b
) ≥ 9.

Portanto,
a+ b+ c

b+ c
+
a+ b+ c

c+ a
+
a+ b+ c

a+ b
≥ 9

2
.

Donde,
a

b+ c
+

b

c+ a
+

c

a+ b
≥ 9

2
− 3 =

3

2

Exemplo 4.7. Sejam a, b, c, d números reais positivos. É válida a seguinte desigual-
dade:

1

a
+

1

b
+

4

c
+

16

d
≥ 64

a+ b+ c+ d
.

Com efeito, pelo Corolário 4.3 obtemos

1

a
+

1

b
+

4

c
+

16

d
≥ (1 + 1 + 2 + 4)2

a+ b+ c+ d
=

64

a+ b+ c+ d
.

Exemplo 4.8. Sejam a, b, c números reais positivos. Vale a desigualdade:

a2

33
+
b2

43
+
c2

53
≥ (a+ b+ c)2

63
.
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Com efeito, primeiro notemos que 33 + 43 + 53 = 63.

Tomando,

a1 =
a√
33
, a2 =

b√
43
, a3 =

c√
53

b1 =
√
33, b2 = b2 =

√
43, b3 =

√
53,

pela desigualdade de Cauchy-Schwarz obtemos,

a2

33
+
b2

43
+
c2

53
(33 + 43 + 53 = 63) ≥ (a+ b+ c)2

.

Exemplo 4.9. Sejam a, b, c os comprimentos dos lados de um triângulo e sejam
α, β, γ os ângulos correspondentes (em radianes). Se s é o semiperímetro, então
vale a seguinte desigualdade:

b+ c

α
+
c+ a

β
+
a+ b

γ
≥ 12s

π
.

Sem perda de generalidade podemos assumir que a ≤ b ≤ c. Portanto, α ≤ β ≤
γ, a+ b ≤ a+ c ≤ b+ c e 1

γ
≤ 1

β
≤ 1

α
.

Pela desigualdade de Chebishev temos,

((a+ b) + (b+ c) + (c+ a))(
1

α
+

1

β
+

1

γ
)

≤ 3((b+ c)
1

γ
+ (c+ a)

1

β
+ (a+ b)

1

γ
),

isto é,
b+ c

α
+
c+ a

β
+
a+ b

γ
≥ 4s

3
(
1

α
+

1

β
+

1

γ
).

Da desigualdade das médias MA ≥MH e da última desigualdade obtemos,

b+ c

α
+
c+ a

β
+
a+ b

γ
≥ 4s

3
(
1

α
+

1

β
+

1

γ
) ≥ 4s

3
· 9

α + β + γ
=

12s

π
.

Exemplo 4.10. Sejam a, b, c, d números reais positivos. Vamos provar que

a3 + b3 + c3

a+ b+ c
+
a3 + b3 + d3

a+ b+ d
+
a3 + c3 + d3

a+ c+ d
+
b3 + c3 + d 3

b+ c+ d

≥ a2 + b2 + c2 + d2.
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Com efeito, sem perda de generalidade podemos supor que a ≥ b ≥ b ≥ c ≥ d.
Então a2 ≥ b2 ≥ c2 ≥ d2.

Usando a desigualdade de Chebishev temos,

(a+ b+ c)(a2 + b2 + c2) ≤ 3(a3 + b3 + c3)

⇔ a3 + b3 + c3

a+ b+ c
≥ a2 + b2 + c2

3
.

Analogamente temos,
a3 + b3 + d3

a+ b+ d
≥ a2 + b2 + d2

3
,

a3 + c3 + d3

a+ c+ d
≥ a2 + c2 + d2

3
,

b3 + c3 + d3

b+ c+ d
≥ b2 + c2 + d2

3
.

Depois de somar essas desigualdades obtemos a desigualdade desejada.
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Capítulo 5

Desigualdades das Médias (Caso
Geral)

No capitulo 2 discutimos as desigualdades das médias no caso de duas e três
variáveis. Neste capítulo estudaremos o caso geral.

5.1 Resultado Principal

Enunciamos e provamos o resultado principal deste capítulo.

Teorema 5.1. Sejam a1, a2, ..., an números reais positivos. Os números

MQ :=

√
a21 + a22 + · · ·+ a2n

n
, MA :=

a1 + a2 + · · ·+ an
n

MG := n
√
a1a2 · · · an, MH :=

n
1
a1

+ 1
a2

+ · · ·+ 1
an

são chamados Média Quadrâtica, Média Aritmética, Média Geométrica e Média
Harmônica dos números a1, a2, ..., an, respectivamente. Para tais números temos
a seguinte desigualdade

MQ ≥MA ≥MG ≥MH.

A igualdade acontece, se e somente se, a1 = a2 = · · · = an.

Demonstração: Provemos primeiro que MA ≥MG. Com efeito,
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Para i = 1, 2, ..., n, sejam xi :=
ai

n
√
a1a2 · · · an

. Então xi > 0 para todo i =

1, 2, .., n. Mais ainda,
x1 · x2 · · ·xn = 1.

Agora, a desigualdade MA ≥MG é equivalente a provar
a1

n
√
a1a2 · · · an

+
a2

n
√
a1a2 · · · an

+ · · ·+ an
n
√
a1a2 · · · an

≥ n,

isto é,
x1 + x2 + · · ·+ xn ≥ n, com x1 · x2 · · ·xn = 1...........(∗),

com igualdade, se e somente se x1 = x2 = · · · = xn = 1.

Provaremos a desigualdade (∗) por indução matemática.

Para n = 1, a desigualdade (∗) é verdadeira, de fato é uma igualdade.

Se n = 2, então x1 · x2 = 1 e desde que x1 + x2 ≥ 2
√
x1 · x2, temos x1 + x2 ≥ 2.

Suponhamos que para n = k e números positivos arbitrários x1, x2, ..., xk tais
que x1 · x2 · · ·xk = 1 se cumpre x1 + x2 + · · ·+ xk ≥ k, com igualdade, se e somente
se, x1 = x2 = · · · = xk = 1.

Sejam n = k + 1 e x1, x2, ..., xk+1 números positivos tais que x1 · x2 · · ·xk+1 = 1.

Se x1 = x2 = · · · = xk+1 = 1, a igualdade em (∗) claramente acontece. Por-
tanto, podemos assumir que algum deles é menor que 1. Sem perda de generalidade
podemos supor que x1 < 1 e que x2 > 1.

Então, para a sequência de números x1x2, x3, ..., xk+1 que contém k números,
temos que (x1x2)x3 · · ·xk+1 = 1. Portanto, pela hipótese de indução temos x1x2 +
x3 + · · ·+ xk+1 ≥ k, com igualdade, se e somente se x1x2 = x3 = · · · = xk+1 = 1.

Agora nós temos

x1 + x2 + · · ·+ xk+1 ≥ x1x2 + x3 + · · ·+ xk+1 + 1 + (x2 − 1)(1− x1)

≥ k + 1 + (x2 − 1)(1− x1) ≥ k + 1,

com igualdade, se e somente se, x1x2 = x3 = · · · = xk+1 = 1 e (x2 − 1)(1− x1) = 0.
Isto é, se e somente se x1 = x2 = · · · = xk+1 = 1.

Portanto, pelo Princípio da Indução Matemática, a desigualdade (∗) está pro-
vada.

Agora demonstremos que MG ≥MH, isto é,

n
√
a1a2 · · · an ≥

n
1
a1

+ 1
a2

+ · · ·+ 1
an

.
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Pela desigualdade MA ≥MG temos

1

a1
+

1

a2
+ · · ·+ 1

an
≥ n n

√
1

a1

1

a2
· · · 1

an
=

n
n
√
a1a2 · · · an

,

que é equivalente a desigualdade desejada. Mais ainda, a igualdade acontece, se e
somente se, 1

a1
= 1

a2
= · · · = 1

an
, se e somente se, a1 = a2 = · · · = an.

Finalmente provaremos queMQ ≥MA. Aplicaremos a Desigualdade de Cauchy-
Schwartz as sequências (a1, a2, ..., an) e (1, 1, ..., 1). Então

(a21 + a22 + · · ·+ a2n)(1
2 + 12 + · · ·+ 12) ≥ (a1 + a2 + · · ·+ an)

2

⇔ n(a21 + a22 + · · ·+ a2n) ≥ (a1 + a2 + · · ·+ an)
2

⇔ a21 + a22 + · · ·+ a2n
n

≥ (
a1 + a2 + · · ·+ an

n
)2

⇔
√
a21 + a22 + · · ·+ a2n

n
≥ a1 + a2 + · · ·+ an

n
.

A igualdade acontece, se e somente se a1
1

= a2
1

= · · · an
1
, isto é, se e somente se,

a1 = a2 = · · · = an.

5.2 Aplicações

Exemplo 5.1. Sejam a, b, c, d números reais positivos tais que abcd = 1. Então vale
a desigualdade:

a2 + b2 + c2 + d2 + ab+ ac+ ad+ bc+ bd+ cd ≥ 10

Com efeito, desde que MA ≥MG temos

a2 + b2 + c2 + d2 + ab+ ac+ ad+ bc+ bd+ cd ≥ 10
10
√
a5b5c5d5 = 10

.

Exemplo 5.2. Sejam a, b, c números reais positivos. Então,

(a+ b+ c)3 ≥ a3 + b3 + c3 + 24abc

Temos que

(a+ b+ c)3 = a3 + b3 + c3 + 6abc+ 3(a2b+ a2c+ b2a+ b2c+ c2a+ c2b)

≥ a3 + b3 + c3 + 6abc+ 3 · 6 6
√
a6b6c6 = a3 + bs+ c3 + 24abc.
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Exemplo 5.3. Seja k um número natural e sejam a1, a2, ..., an números reais posi-
tivos tais que a1 + a2 + · · ·+ an = 1. Então,

a−k1 + a−k2 + · · ·+ a−kn ≥ nk+1.

Como MA ≥MG, temos

n
√
a1a2 · · · an ≤

a1 + a2 + · · ·+ an
n

=
1

n
,

isto é,

n ≤ n

√
1

a1

1

a2
· · · 1

an
.

Portanto,

nk ≤ n

√
a−k1 a−k2 · · · a−kn ≤

a−k1 + a−k2 + · · ·+ a−kn
n

,

ouseja,
a−k1 + a−k2 + · · ·+ a−kn ≥ nk+1,

como desejado.

Exemplo 5.4. Sejam a, b, c, d números reais positivos. Vale a desigualdade

a6 + b6 + c6 + d6 ≥ abcd(ab+ bc+ cd+ da).

Temos que,

a6 + b6 + c6 + d6 =
1

6
((2a6 + 2b6 + c6 + d6) + (2b6 + 2c6 + d6 + a6)

+(2c6 + 2d6 + a6 + b6) + (2d6 + 2a6 + b6 + c6)).

Desde que MA ≥MG temos que,

2a6 + 2b6 + c6 + d6

6
=
a6 + a6 + b6 + b6 + c6 + d6

6
≥ 6
√
a12b12c6d6 = a2b2cd.

Analogamente,
2b6 + 2c6 + d6 + a6

6
≥ b2c2da,

2c6 + 2d6 + a6 + b6

6
≥ c2d2ab,

2d6 + 2a6 + b6 + c6

6
= d2a2bc.

Somando as quatro últimas desigualdades, obtemos a desigualdade desejada.

Além disso, notemos que a igualdade acontece, se e somente se, a = b = c =
d.
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Exemplo 5.5. Sejam x, y, z ≥ 2 números reais. Então se cumpre que:

(y3 + x)(z3 + y)(x3 + z) ≥ 125xyz.

Com efeito, temos que,

y3 + x ≥ 4y + x = y + y + y + y + x ≥ 5 5
√
y4x.

Analogamente temos,
z3 + y ≥ 5 5

√
z4y,

x3 + z ≥ 5
5
√
x4z.

Multiplicando as últimas três desigualdades, obtemos a desigualdade desejada.

Exemplo 5.6. Seja x um número real positivo. Achar o menor valor de:

x+
1

x

Desde que MA ≥MG, temos que,

x+
1

x
≥ 2

√
x · 1

x
= 2,

onde a igualdade é válida, se e somente se, x =
1

x
, ouseja, x = 1.

Consequentemente, o menor valor da expressão x+
1

x
é 2.

Exemplo 5.7. Seja x um número real tal que x ≥ 3. Achar o menor valor da
expressão

x+
1

x

Neste caso, no podemos usar diretamente a desigualdade das médiasMA ≥MG,
pois o ponto x = 1 não está no intervalo [3,+∞).

é claro, que se usamos cálculo diferencial, podemos ver que a função f(x) = x =
1

x
é crescente sobre o intervalo [3,+∞). Portanto, o mínimo valor da função f é

f(3) =
10

3
.

Agora vejamos como usar a desigualdade MA ≥MG.
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A = x+
1

x
=
x

9
+

1

x
+

8x

9
≥ 2

√
x

9
· 1x+ 8x

9
=
√
9 =

2

3
+

8 · 3
9

=
10

3
.

Exemplo 5.8. Sejam a, b números reais positivos tais que a + b ≤ 1. Achar o
mínimo valor da expressão

A = ab+
1

ab
.

Se usamos a desigualdade das médias MA ≥MG, teriamos que

A = ab+
1

ab
≥ 2

√
ab · 1

ab
= 2,

onde a igualdade ocorre, se e soemente se, ab = 1. Isto implicaria que a + b ≥
2
√
ab = 2, contradizendo a hipótese que a+ b ≤ 1.

Fazendo x+
1

ab
, temos que x =

1

ab
≥ 4

(a+ b)2
≥ 4. Portanto, podemos considerar

um problema equivalente, Achar o mínimo da função A = x+
1

x
, com x ≥ 4. Como

antes,

A = x+
1

x
=

x

16
+

1

x
+

15x

16
≥ 2

√
x

16
· 1
x
+

15x

16
≥ 2

4
+

15x

16
=

17

4
.

A igualdade acontece, se e somente se, x = 4, isto é, a = b =
1

2
.

Exemplo 5.9. Sejam a, b, c números reais positivos tais que a + b + c ≤ 3
2
. Achar

o mínimo valor da expressão

A = a+ b+ c+
1

a
+

1

b
+

1

c
.

Se usamos diretamente a desigualdade MA ≥MG teremos,

a+ b+ c+
1

a
+

1

b
+

1

c
≥ 6

6

√
abc · 1

abc
,

com igualdade, se e somente se, a = b = c = 1. Mas, isso implicaria que a+ b+ c =

3 >
3

2
, uma contradição.
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Como A é uma expressão simétrica em a, b e c, podemos estimar que acontece

quando a = b = c =
1

2
. Então,

A = a+ b+ c+
1

a
+

1

b
+

1

c
= (a+ b+ c+

1

4a
+

1

4b
+

1

4c
) +

3

4
(
1

a
+

1

b
+

1

c
)

≥ 6
6

√
abc · 1

64abc
+

3

4
(
1

a
+

1

b
+

1

c
) = 3 +

3

4
(
1

a
+

1

b
+

1

c
)

≥ 3 +
3

4
· 9

a+ b+ c
≥ 3 +

27

4
+

1

3/2
=

15

2
.

Consequentemente, o mínimo valor de A é
15

2
, para a = b = c =

1

2
.

Exemplo 5.10. Sejam a, b, c números reais positivos tais que a+ b+ c = 1. Achar
o mínimo valor da expressão

abc+
1

a
+

1

b
+

1

c
.

Novamente não podemos aplicar diretamente a desigualdade das médias MA ≥
MG, pois

abc+
1

a
+

1

b
+

1

c
≥ 4

4

√
abc · 1

abc
= 4,

com igualdade, se e somente se, abc =
1

a
=

1

b
=

1

c
, isto é, se e somente se, a = b =

c = 1 e portanto, a+ b+ c = 3, contradizendo a hipótese a+ b+ c = 1.

Então reescrevemos a expressão coomo segue,

abc+
1

a
+

1

b
+

1

c
= abc+

1

81a
+

1

81b
+

1

81c
+

80

81
(
1

a
+

1

b
+

1

c
).

Pela desigualdades MA ≥MG e MA ≥MH temos,

abc+
1

81a
+

1

81b
+

1

81c
≥ 4 4

√
abc · 1

(81)3abc
=

4

27

e
1

a
+

1

b
+

1

c
≥ 9

a+ b+ c
= 9.

Consequentemente,

abc+
1

a
+

1

b
+

1

c
≥ 4

27
+

80

9
=

244

27
,

com igualdade, se e somente se, a = b = c =
1

3
.
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