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Resumo

Observamos que no ensino médio a abordagem dada aos nimeros complexos obedece
a um determinado padrao, precedida por exercicios rotineiros que exigem na sua resolucao
apenas o emprego direto das férmulas e nao demandam dos alunos nenhum tipo de abstragao.
Notamos nos compéndios didaticos a auséncia de questoes que evidenciem a aplicacao con-
creta dos ntimeros complexos e a sua relacao com outros conteidos e dreas do conhecimento.
Proporemos nesse trabalho uma nova abordagem para a resolucao de questoes de geometria
plana - em sua maioria retiradas de livros didaticos utilizados no ensino médio e de provas
de vestibulares - utilizando, ao invés de trigonometria e férmulas conhecidas, transformacdoes
geométricas vistas como transformacoes de nimeros complexos, evidenciando assim a pro-
funda conexao entre todos os conteiidos mencionados acima.

Palavras-chave: Nimeros complexos, transformagoes geométricas, geometria.
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Abstract

We observe that in high school, the approach given to complex numbers follows a
certain pattern, preceded by routine exercises which require in its resolution only the direct
application of formulas and do not demand any kind of abstraction from the students. We
note in didactic compendiums the absence of questions that focus on the concrete application
of complex numbers and their relationship with other content and areas of knowledge. We
propose in this dissertation a new approach to solving plane geometry problems - mostly taken
from high school textbooks and college entrance exams - using, instead of trigonometry and
known formulas, geometric transformations seen as complex number transformations, thus
showing the deep connection between all aforementioned contents.

Keywords: complex numbers, geometric transformations, geometry.
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Introducao

Existe a idéia de que o estudo do conjunto dos nimeros complexos no ensino médio é
desnecessario. Até mesmo os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) deixam claro a nao
obrigatoriedade da abordagem deste conteido e, por isso, algumas escolas ji o retiram de

seus curriculos alegando a falta de aplicabilidade.

Tradicionalmente, a Matematica do ensino médio trata da ampliacao do conjunto
numérico, introduzindo os nimeros complexos. Como esse tema isolado da re-
solucao de equagoes perde seu sentido para os que nao continuarao seus estudos

na area, ele pode ser tratado na parte flexivel do curriculo das escolas. ([2]).

Isso acontece porque ao apresentarmos o conjunto dos numeros complexos enfatizamos
apenas o emprego de formulas e nao relacionamos este conteiido com nenhuma outra area
do conhecimento ou até mesmo com um outro conteido de matematica. Sendo assim, este
trabalho foi elaborado com o intuito de apresentar uma nova abordagem para a resolucao de
questoes de geometria plana utilizando transformacoes geométricas e niimeros complexos.

Para isso estabeleceremos uma relagao entre as operagoes algébricas com niimeros comple-
xo0s e as transformagoes geométricas no plano, apresentando uma forma de aplicacao concreta
dos nimeros complexos e nao um mero algebrismo abstrato.

Vale salientar que a utilizagdo dos ntimeros imaginarios na resolucao de problemas rela-
cionados a geometria é remota. Um dos primeiros matematicos a fazer uso desse recurso foi

De Moivre, chegando a formula conhecida hoje como férmula de De Moivre.



No caso particular dos nimeros imaginarios, De Moivre foi um dos primeiros a
observar que esses numeros podem ser 1teis para problemas de divisao de arcos

de circulos, mostrando que um ntimero imaginario unitario pode ser representado

por cosa & v/—1sena. Obtém-se, entdao, que T\L/cosa + +v/—1sena, fornece os n

valores para a divisao do arco a, um vez que (cosa £ +/—1sena)” = cosna +

v—1senna.([16]).

E bom enfatizarmos também que foi no final do século XV III e inicio do século XIX
que Argand, calculando a meia proporcional entre +1 e —1, concluiu que a multiplicacao
por v/—1 deve ser entendida como uma rotacdo. Gauss, de maneira aniloga, estabeleceu a
relacao entre +¢ e —i e considerou a representacao geométrica dos nimeros complexos no

plano cartesiano.

Trata-se de um entendimento que nao estd muito distante da meia proporcional
proposta por Argand (...), justamente, devido a observagao de que +i e —i, podem
ser vistos como meia proporcional entre +1 e —1. Gauss afirma, entao, que essas
relagoes podem ser tornadas intuitivas por uma representagao geométrica. Para
isto, basta considerarmos no plano um duplo sistema de retas paralelas que se

cortam em angulos retos.([16]).

Deste modo, o tema desta dissertacao serd desenvolvido da seguinte maneira: no primeiro
capitulo desta dissertacao abordaremos nocoes bésicas sobre os nimeros complexos: sua
forma algébrica, conjugacao, mddulo, argumento, forma trigonométrica e suas operagoes
algébricas, procurando sempre apresentar a interpretagao geométrica.

No capitulo seguinte, comecaremos apresentando a definicdo de transformacao e, em se-
guida, as definices e proposicoes relativas as semelhancas, ambas no R?. Continuando,
na segunda secao, abordaremos sobre as transformacoes no plano complexo, apresentando
definigoes e exemplos de semelhangas, relacionando-as com as operacoes algébricas com os

nimeros complexos.



Finalmente, no terceiro capitulo, apresentaremos sugestoes para resolucao de questoes
que envolvam operagdoes com nimeros complexos e geometria plana retiradas de provas de
vestibulares, de livros didaticos do ensino médio, de sites e algumas elaboradas por nds. Na
resolucao dessas questOes, ao invés de usarmos férmulas conhecidas, utilizaremos as trans-
formacgoes geométricas como transformacoes de nimeros complexos no plano.

Esperamos, ao final deste trabalho, que a proposta apresentada da utilizagdo de ntimeros
complexos para resolugao de questoes de geometria plana torne mais relevante e atrativo seu

estudo no ensino médio.



Capitulo 1

Numeros Complexos

Iniciaremos este capitulo apresentando definicbes e propriedades bdsicas relativas aos
nimeros complexos. As referéncias principais para esse capitulo sao: [9], [10], [11], [13].

Um nimero complexo z € C é um niamero da forma x + yi, com x e y pertencentes ao
conjunto dos ntimeros reais R e i = /—1 sendo um ntimero que satisfaz > = —1. Geometri-
camente, o conjunto dos nimeros complexos C pode ser pensado como um conjunto de pares
ordenados de ntimeros reais: o nimero complexo z = z + yi pode ser representado pelo ponto
A = (z,y) € R? que serd chamado de afixo do complexo z - figura 1.1. As coordenadas do
ponto A sdo chamadas, respectivamente, de parte real Re(z) e parte imaginaria Im(z) de

z. Nessa dissertacao privilegiaremos o uso da interpretacao geométrica através de afixos.

Im(z)

|
|
|
0 T

Figura 1.1: Niimero complexo no R2.



O numero complexo (x,0) = x + 0i = x é um ndmero real e o nimero complexo (0,y) =
0+ yi = yi é chamado de imaginario puro. Sob essa Otica, podemos estender as operagoes

de nimeros reais para numeros complexos, com as seguintes definigoes:
1. Adicao: (a,b) + (¢,d) = (a + ¢, b+ d);
2. Multiplicagao: (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + be).

Deste modo, sendo z,w,v € C, temos que as operagoes de adicao e multiplicacao assim
definidas obedecem as seguintes propriedades:

ADICAO:

Comutatividade: z +w = w + z;

Associatividade: (z +w) +v =z + (w + v);

Elemento neutro: z + (0,0) = (0,0) + z = z;

Inverso aditivo ou oposto: Se z = (z,y) € C, entdo —z = (—z,—y) € Ce z+ (—2) =

(—2)+ 2 =1(0,0).
MULTIPLICACAO:

e Comutatividade: z-v=v- 2

Associatividade: (z-v)-w=z-(v-w)
e Elemento neutro: Existe z; € C,z; = (1,0), tal que z- 21 =21 -2 =z

e Inverso multiplicativo: Para z # (0,0) existe 2’ € C, tal que z-2' =2’ - 2 = 21 = (1,0)

Distributividade em relagao a adi¢do: z- (v+w) =z-v+ 2z - w

Ao aplicarmos a multiplicacdo entre niimeros complexos - z € w - com o intuito de sim-

plificar a notacao, usaremos zw ao invés de z - w.



1.1 Conjugacao

Dado um ndmero complexo z = z + yi, definimos o seu conjugado como sendo o nimero
complexo Z = x—y1, que corresponde geometricamente ao ponto simétrico a z com respeito ao
eixo horizontal, conforme figura 1.2. A conjugagao tem as seguintes propriedades, facilmente

verificdveis:

D

. se z#0, entdo 2~ = (2)7 1

7. Re(z) = 2% e Im(2) = 57,

oo

. Sew #0, (%):%

Im(z)

Re(z)

9] al

Figura 1.2: Conjugado de um nimero complexo.



1.2 Moébdulo

Na representacao grafica de um nimero complexo podemos calcular a distancia entre

o afixo A desse nimero e a origem O, ou seja, a cada complexo z = z + yi = (z,y) = A
. .. 't , , . N

podemos associar um unico vetor OA, sendo o médulo do niimero complexo igual & norma

do vetor a ele associado, como ilustrado na figura 1.3.

Im(z)

Figura 1.3: Médulo do niimero complexo.

Denotemos por p = |z| 0 médulo do nimero complexo z. Analisando a Fig. 1.3 temos que
|z| = /x% 4+ y2, o que consiste de um ntimero real nao negativo. O mddulo de um ntmero

complexo possui as seguintes propriedades:

1. 2.z = |2|%

2. |z| = |z| = | — 2|, para todo z € C;

3. Re(z) < |Re(z2)] < [2] e Im(z) < [Im(z)| < [2];
4. |z -w| =|z| - |w|, para todo z,w € C.



1.3 Argumento

Considere o nimero complexo z = x + yi, com z # 0 e afixo A - figura 1.4. Entao, o
segmento de reta OA de comprimento p = |z| = \/Wy2 # 0 determina com o eixo Oz um
angulo 0 chamado de argumento de z e denotado por arg(z) = 6.

E claro que todo ntmero complexo nao-nulo tem uma infinidade de argumentos, onde
quaisquer deles diferem entre si por um miltiplo de 2. Ao valor de 6 € [0, 27], dé-se o nome

de argumento principal de z.

Figura 1.4: Argumento do nimero complexo.

Geometricamente, o argumento principal de z é a medida em radianos no circulo unitério
do angulo ao qual devemos girar o semieixo positivo Oz, no sentido anti-horario, até coincidir

com o segmento OA. Disto podemos concluir que dado um nimero complexo z:

e Se z =0, entao A = (0,0) é o afixo de z e por isso nao fica definido o circulo unitario,

ja que p = OA = 0, portanto nédo se define o argumento de z;
e 2 € Ry & arg(z) = K.2mr, com K € Z;
o z e R_ < arg(z) =n+ K.2m, com K € Z;
e z é um niimero imagindrio puro e Im(z) > 0 < arg(z) = § + K.27, com K € Z;

e z é um ntimero imaginario puro e Im(z) < 0 & arg(z) = —5 + K.27, com K € Z.



1.4 Forma Polar ou Trigonométrica

Im(z)

y{- - - - - - - - - A= (X, Y)
[
[

1% :psen9
[
[
0 [

Re(2)

¢ pcosl x

Figura 1.5: Forma polar ou trigonométrica de um nimero complexo.

Observando a figura 1.5, notamos que cosf = % e senf = %; ou seja, x = pcosf e

y=psenf. Dai, z =x 4+ yi = pcosf + ipsen b e, portanto,
z = p(cosf + isen ).

A esta forma de se representar o niimero complexo nao nulo z, de médulo p e arg(z) = 6,
chamamos de forma polar ou forma trigonométrica de z. Os nimeros p e 6 sao as
coordenadas polares do ponto A e determinam a posicdo do ponto no plano. Aqui usaremos
a forma abreviada cis 6 para escrever cosf + isen 6.

Note que, dados os nimeros complexos z; = pj cisf] e zo = ps cis by, entao

=z pr=peb=0+K 2r, K € Z.

De fato, se z1 = z entdo |z1| = |22] e p1 = p2, disto resulta que cis#; = cisfy. Da
igualdade de numeros complexos, temos que cosf); = cosfy e senfy = senfr. Como as
fungOes cosseno e seno sao periddicas de periodo 27, temos que 61 = 03 + K - 27w, com K € Z.

A reciproca é imediata.



1.5 Operagoes com Numeros Complexos

Nesta se¢ao abordaremos as interpretacoes geométricas e propriedades das operagoes de

adicao, subtracao, multiplicagao, divisao, potenciacao e radiciagdo com ntimeros complexos.

1.5.1 Adicao e Subtracgao

Sabemos que dois nimeros complexos z1 = x1+1iy; € 2o = T2 +1iys podem ser representados
por vetores que tém como extremos a origem (0,0) do plano cartesiano e o afixo de cada
nimero complexo.

Como para os vetores as operacoes de adicao e subtragao sao bem definidas, obtemos a
soma ou subtracao de dois complexos somando-se ou subtraindo-se os vetores a eles associa-
dos, como podemos ver na figura 1.6.

A validade de tal afirmacao vem do fato de que dados os niimeros complexos z1 = z1 +

iy1 = (x1,y1) € 22 = T2 + 1y2 = (22, ¥y2), temos que:

21 £ 20 = (x1 £x2) +i(y1 £y2) = (z1 £ 22,1 £ y2) = (x1,91) £ (22, y2).
1Im(z) Im(z)

(@1 + 29,91 + o)

(@2, 2)

Ty — T2, Y1 — y2)

(1, 1)

Re(z) Re(z)

Figura 1.6: Adicao e Subtracao de dois niimeros complexos.

Observe que quaisquer que sejam os numeros complexos z1 e 29, temos que:

10



[[21] = 22| < |21+ 22| < |21 + |22

com igualdade valendo se, e somente se, um dos ntimeros é miltiplo escalar real nao negativo

do outro. A sua demonstracao pode ser encontrada em [13].

1.5.2 Multiplicacao

Considerando os niimeros complexos z; = pj cisf1 e z9 = pa cis Bz, temos que
2122 = pP1° P2 CiS(91 + 92).
De fato,

z1-20 = pi(cosfy +isenby) - pa(cosby + isenBy)
= p1-p2lcosB; - cosby + icosby - senby + isen b - cosby + i’sen @ - sen 02)
= p1 - p2lcosby - cosfy —sen b - sen By + i(cos by - sen by + sen by - cos Os)]
= p1 - p2lcos(0y + 02) + isen(fy + 02)]

= pP1°pP2 CiS(@l + 32),

onde utilizamos acima as seguintes identidades trigonométricas:

cos(01 + 02) = cos 61 cos fy — sen 0] sen Os;

sen(fy + 02) = cos 61 sen Hs + sen 67 cos 0.

Exemplo 1.1. Considere o nimero complexo arbitrdrio z = pcisf. Como i = cis §, entao
z-i=pcis (6 + %). Observe que |z-i| = |2|- |i| = |z| = p e, além disto, arg(z i) =6+ %, ou
. . . -
seja, o argumento principal de z - i é congruente a 6 + 7.
Podemos concluir que, geometricamente, o produto do complexo z pelo complexo ¢ cor-
responde a uma rotacao de § radianos em torno da origem, no sentido anti-hordrio, do afixo

correpondente a z, conforme ilustrado na figura 1.7.

11



Im(z)

2t

o

Figura 1.7: Multiplicagao de z por 1.
1.5.3 Divisao

Dados os niimeros complexos z; = pj cisf1 e 2o = pacisfy # 0, temos que:

a_m cis(fp — 02).
22 P2

Para demonstrarmos essa igualdade, basta mostrarmos que

(pl CiS(@l — 92)) s Z9 = Z1.
P2

Como visto anteriormente, temos que:

z ) .
—1~22 == po-cis(by — O+ 03) = p1cish = 2.
22 P2

1.5.4 Potenciacao

Consideremos os numeros complexos z1, 2o, 23, ..., Zn, temMos que:
2102923 e 2y =P1 P2 P3 e prcis(01 + 02+ 03+ ...+ 6,).

Facamos agora z; = 29 = 23

=..=z,=2z¢€z=pcisf, dal:

0p=0=03=..=0,=10

p1=p2=p3=...=pp=p.

12



Entao,

212923 2 =222z =ppp---pcis(0 +0+ 60 + ...+ 6).

n vezes n vezes n vezes

Podemos concluir que:

2" = p"cis(nh).

Essa formula é chamada de Férmula de De Moivre. Provaremos, pelo principio da

indugao finita, sua validade para n natural.

Demonstragao. Se n = 0, entao:

=1
p°cis(0.0) = 1.

Admitamos verdade para n =k — 1:

Provaremos para n = k.

2B =kl = pFlcis(k — 1)0 - pcisO = (pF~1 - p) - cis ((k — 1)0 + 0) = pF cis(k0).

Notemos que a férmula também é véalida para o caso den € Z_.

Seja n = —m, com m € Z,. Temos:

1 cis0 1
(pcis@) (pcis®) (asf)™ ~ prasml) o cis(0 — m#)

= p " cis(—mb) = p" cis(nd).

1.5.5 Radiciacao

Sejam n um nimero natural e z € C. Um elemento w € C tal que w™ = z é chamado de

uma raiz enésima de z.

13



Facamos w = rcisa e z = pcisf. Obtemos que:

(rcisa)™ = pcisé.

Pela formula de De Moivre,

r" cis(na) = pcisf.

Para que dois complexos sejam iguais eles devem ter mddulos iguais e argumentos con-

gruentes, portanto:

r" =p e cis(na) = cisf

r=3p e na=0+2Kn, com K cZ

0+ 2K
r=3p e a= v+ T
n
Podemos concluir entao que:
0+ 2K
n

Proposicao 1.2. Para cada nimero natural n, um nimero complexo z = pcisf # 0 tem

exatamente n raizes complexas enésimas, dadas por:

‘04—2]@77

Demonstragao. Consideremos «y, com k € Z, os argumentos principais das raizes enésimas

de z, portanto aj = OJF% € [0, 27]. Observemos que para:

14



0
k = 0= o) = —
n
0+ 2w
k= 1l=>a01=—
n
0+2 2w
k = 2= aqy=
n
0+ (n—1) 27
k = n—1=a,.1= ( )
n
0+n- 27
k= n=>a,=—.
n
Notemos que ao tomarmos valores para k € {0,1,--- ,n — 1}, encontramos oy # a1 #
ag # - # ap_1 e como qp, a1, a9, -, a1 € [0,27], tais argumentos ndo sdo congruentes,
0 que nos da n raizes complexas e distintas.
Entretanto, ao tomarmos k = n, encontramos:
O+n-2r 6 2nm 0
Qp=-—""=-+""== 427
n n n n

Ou seja, oy, é congruente a ag. Note que se tomdssemos k > n ou k € Z_, encontrariamos
argumentos congruentes aqueles para k € {0,1,--- ,n—1}, donde concluimos que um nimero

complexo z # 0 possui exatamente n raizes enésimas. ]

Observemos que as raizes tém todas o mesmo moédulo ({/|z|) e argumentos principais

0 + 2k
a:u para ke {0,1,...,n—1}.

Portanto, os argumentos principais das raizes constituem uma progressao aritmética de

or
-

razao

Como as raizes complexas estao uniformemente espacadas, geometricamente, seus afixos
sao pontos que dividem em n partes iguais uma circunferéncia de raio W , centrado na
origem. Portanto, se W # 0, seus afixos sao vértices de um poligono regular de n lados

inscrito nesta circunferéncia, conforme figura 1.8. Se {/|z| = 0, todas as raizes sao iguais a

zero, o que obviamente s6 acontece se z = 0.
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Figura 1.8: Raizes enésimas de um nimero complexo.

Exemplo 1.3. Se n = 2, os afixos das raizes complexas sao pontos diametralmente opostos.
Se n = 3, os afixos sao vértices de um triangulo equildtero inscrito no circulo dado. Se n = 4,

de um quadrado e assim por diante.

Exemplo 1.4. Consideremos agora o numero real 1, que tem moédulo 1 e argumento 0.

Entao, as raizes quintas e complexas da unidade sao:

- 2k 2k
V1 o= \/°ciSO—cis<(H57r>—cis57T.

Notemos que cada aumento de uma unidade no valor de k£ causa um aumento de %ﬂ

no argumento, entretanto, se aumentassemos em 5 unidades o valor de k, gerarfamos um

aumento de 27 no argumento e farfamos com que o valor de cis %TW se repetisse. Portanto,

fazendo k = 0,1, 2, 3,4 as raizes complexas quintas da unidade sao:

Para k = 0, temos wy = cis0;

Para k =1, temos w; = cis 2%;
Para k = 2, temos wy = cis 4%;
Para k = 3, temos w3 = cis 6%;
Para k = 4, temos wy = cis 8%
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Observemos que tais raizes sdo vértices de um pentdgono regular inscrito num circulo
unitério - figura 1.9.

Im(z)

Re(z)
wo

Wy

Figura 1.9: Raizes quintas da unidade.

Exemplo 1.5. Abaixo, ilustradas na figura 1.10, estao representadas as raizes complexas

cubicas da unidade e as raizes complexas sextas da unidade, respectivamente:

Im(z) Im(z)

Figura 1.10: Raizes complexas cibicas e sextas da unidade.
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Exemplo 1.6. Determinaremos as raizes cibicas de z = —8i. Temos que seu médulo é 8 e

0 argumento é 37“ Portanto, para calcularmos as raizes complexas ciibicas de z fazemos:

w = Vi
s~ . (m 2km
= 8 — _—
\fCls(2—|— 5 )
2k
= QCis<g+;>,comk:0,1,2.

Assim, as raizes cibicas wg, wi € wy de z tém mddulo 2 e sao:

Para k =0, temos wg =2 - cisg = 24;

1
Para k=1, temosw1:2‘cis%:2- (—\/g—z) = V314

11 3 1
Para k = 2, temosw2:2-cisTﬂ:2- (f—z> =3 —i.

Consequentemente, essas raizes sao vértices de um triangulo equilatero inscrito num

circulo centrado na origem e de raio 2, conforme figura 1.11.

Im(z)

o

Re(z)

w{ wa

Figura 1.11: Raizes ctibicas complexas de —8i.
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Capitulo 2

Transformacoes (Geométricas e

Numeros Complexos

Neste capitulo falaremos sobre algumas transformacoes geométricas fazendo um paralelo
entre elas e as operacoes com nimeros complexos. As referéncias principais para esse capitulo

sdo: [3], 9], [14] e [15].

2.1 Semelhancas

Definicao 2.1. Chama-se de transformacao no plano toda funcio T : R? — R?.

Sejam A e B pontos do plano. Indiquemos por AB a distancia entre os pontos A e B,
ou seja, o comprimento do segmento de reta AB. Se A = B entdo AB = 0. Se A # B entdo

AB > 0. Se C pertence ao segmento AB entdao AB = AC + CB.

Definicao 2.2. Seja r um niimero real positivo. Uma semelhanca de razio r no R? é uma
transformacdo S : R? — R? que multiplica por r a distancia entre dois pontos P, @ quaisquer
em R?, isto é

PlQl =T 'm, onde Pl = S(P) e Ql = S(Q)
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Chamemos a atenc¢ao ao fato de que uma semelhanca de razao 1 é chamada isometria,
uma vez que preserva a distancia entre dois pontos.

Semelhancas tém algumas propriedades importantes que veremos a seguir.

Proposigao 2.3. Se S e S’ sio semelhancas, de razio v e v’ respectivamente, a composta

So S :R%— R? € uma semelhanca de razio r - 1.

Demonstragdo. Consideremos as semelhancas S, S’ de razao r e r’, respectivamente, e os
pontos A e B de modo que Ay e By sejam imagens, respectivamente, de A e B pela semelhanca
S’ portanto A{By =1r'- AB.

Sejam agora os pontos Ay e By, respectivamente, as imagens de A; e B pela semelhancga S,
dai AsBy =r- A B;.

Consideremos agora a composta S o S’ : R? — R2, deste modo S(S'(A4)) = S(4;) = Ay e

S(S'(B)) = S(B1) = By. Como A1By =1 - AB e A3By = r - A1 By, podemos concluir que

AoBy =1 -1’ - AB, e portanto, S o S’ é uma semelhanca de razdo r - 7.

Proposicao 2.4. Toda semelhanca S : R?> — R? é uma transformacao injetiva.

Demonstragdo. Consideremos dois pontos distintos A e B, portanto AB > 0. Seja S(A4) = A;

e S(B) = B; e S uma semelhanca de razao r, entao

AlBlzT'E>O$A1#Bl.

Proposicao 2.5. Toda semelhanca S : R? — R? transforma retas em retas.

Demonstracao. Consideremos dois pontos distintos A e B e uma reta » de modo que A ¢ B
pertencam a r. Tomemos a reta r; que passa pelos pontos A; e By, imagens de A e B por S.
Tomemos também o ponto C, de modo que C' pertenga ao segmento AB, como ilustrado na
figura 2.1, logo AB = AC + CB (os demais casos sdo tratados de forma andloga: A € BC e

B c AC). Seja C1 = S(C).
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Seja s a razao de semelhanca de S, portanto A1By =s-AB =s-(AC +CB) = s- AC +
s-CB = A,C} + C1 By, ou seja, C; pertence ao segmento A1 B;. Disto vem que os pontos A1,
By e (1 sao colineares, donde concluimos que a semelhanga S transforma uma reta r numa

reta ;. = S(r).

b
X
® 3

Figura 2.1: Toda semelhanca transforma retas em retas.

O]

Proposicao 2.6. Toda semelhanca transforma retas perpendiculares em retas perpendicula-

TeSs.

Demonstragao. Consideremos o tridangulo retangulo ABC, retangulo em A - figura 2.2, e a
semelhanga S de razao r, de modo que S(A) = A;, S(B) = By e S(C) = C1. Pelo teorema

de Pitagoras, temos

BC* = AB* + AC”.

Entao,

BiCi=r2.BC =12 . AB* + 2. AC" = A, B," + A,C;".
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Pela reciproca do teorema de Pitagoras temos que o triangulo Ay B1C; é retangulo, o que

significa que a semelhanga S transforma retas perpendiculares em retas perpendiculares.

B

Figura 2.2: Toda semelhanca transforma retas perpendiculares em retas perpendiculares.

O]

Proposicao 2.7. Toda semelhanca S : R? — R? ¢ uma bijecdo, cuja inversa S~ : R? — R?

€ ainda uma semelhanca.

0}

™

Figura 2.3: Se A; € rq, entao existe um ponto A € r tal que S(A) = A;.

Demonstragcao. Mostramos na proposicao 2.4 que S € injetiva, basta entao mostrarmos que S

é sobrejetiva. Para isto, tomemos um ponto arbitrario 4; € R? e determinaremos um ponto
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A € R?, de modo que S(A) = A;. Tracemos no plano uma reta r. Como demonstrado na
proposicao 2.5, toda semelhanga transforma retas em retas, portanto S(r) = r;. Se A; € ry,
entdo, por definicao de imagem, existe um ponto A € r tal que S(A) = A;, conforme figura
2.3.

Observando a figura 2.4, se A; nao pertence a rq, seja s; a reta perpendicular a r1 que
passa por Aj. Seja By o ponto de intersecgao entre r1 e s;. Como B; € 71, entao existe
um ponto B € r tal que S(B) = B;. Seja s a reta perpendicular a r passando por B. Foi
demonstrado na proposi¢ao 2.6 que toda semelhanga transforma retas perpendiculares em
retas perpendiculares, portanto a imagem de s pela semelhanga S é perpendicular a ry e logo
coincide com s1, ou seja, S(s) = s1. Como A; € s1, entdo existe A € s tal que S(A) = A;.

51

Ay

B,

Figura 2.4: Como A; € s1, existe A € s tal que S(A) = A;.

2.2 Transformagoes no Plano Complexo

Sabemos que o conjunto dos nimeros complexos C pode ser pensado como um conjunto de
pares ordenados de niimeros reais, portanto podemos definir uma transformacgao no plano
complexo como uma func¢ao complexa T : C — C, ou seja, uma correspondéncia que associa

cada z € C a z; € C, de modo que z; = T(z) é chamado de imagem de z por T. Sendo
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assim, todas as defini¢es e propriedades validas para as transformacoes no R? serdo validas
ao se trabalhar no plano complexo.

Apresentaremos agora defini¢oes e exemplos de algumas semelhancas no plano complexo,
para isso lembremos que o par ordenado A = (x,y) € R? é denominado afixo do complexo
z = x + yi e consideremos a distancia entre dois nimeros complexos igual a distancia entre
seus afixos. Desse modo, uma fun¢do complexa é dita semelhancga quando multiplica por r

a distancia entre os afixos de dois ntimeros complexos, sendo r um nimero real positivo.

2.2.1 Translacao

Ja vimos que dois nimeros complexos podem ser representados por vetores que tém como
extremos a origem (0,0) do plano cartesiano e o afixo de cada nimero complexo. Portanto,
seja w € C, fixo. Chamamos de translacao por w a transformagao 7 : C — C, definida por

Tw(z) = z + w, como ilustrado na figura 2.5.

- Tu(2) =(x+a)+ (y+b)i

Re(z)

Figura 2.5: Translacao segundo o complexo w.

Notemos que:



Deste modo, podemos concluir que a transformacao 7Ty, e sua inversa 1_,,, representam,

respectivamente, a soma e a subtracao entre os niimeros complexos w e z.

Proposicao 2.8. Seja T,, : C — C a transformacdo de translacao. FEntdo, T,, € uma

isometria.

Demonstragdo. Sejam os complexos w, z, u e a transformagcao Ty, (z) = z + w. Assim sendo,

|Tw(z) — Ty(u)| =lz4+w—(ut+w)|=|z4+w—u—w|=|z—u

Logo T, mantém a distancia entre os complexos z e u, por conseguinte, T3, é uma isome-

tria. O

Exemplo 2.9. Na figura 2.6, dado o triangulo ABC de vértices A = (4,3), B = (3,1) e
C = (1,2), determine as coordenadas dos vértices do triangulo A; B;C1, obtido da translacao
do tridngulo ABC' segundo o vetor w = (—2,2).

61y

Ay

B

Figura 2.6: Translacao do triangulo ABC segundo o vetor w.
Sejam os vértices do triangulo ABC' afixos dos niimeros complexos z4 = 4+ 3i, zp = 3+

e zc = 1 + 2i. Consideremos w = —2 4 2i e a transformagao T,,(z) = z + w, entao,

Tw(za) =2za+w= (44 3i)+ (-2 4+ 2i) = 2 + 54,
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Tw(izp) =z+w=3B+1i)+(—2+2i) =1+ 34,
Tw(2c) = 20 +w = (1+2i) + (=2 +2i) = —1 + 4i.

Portanto as coordenadas dos vértices do triangulo 41 B1Cy sao: Ay = (2,5), By = (1,3)

e Cl = (—1,4).

2.2.2 Multiplicagao por a € C, a # 0

Consideremos os nimeros complexos a # 0 e z. Escrevendo « na forma polar, temos que
a=p-cisf, com p, 0 € Rep >0, jd que p é o mbdulo de a. Efetuando o produto « - z,

teremos o -z = p- cisf - z.

Proposicao 2.10. Sejam os nimeros complexos oo = pcisf (o # 0) e z. Entdo, a multi-

plicagao de z por a é uma semelhanga de razdao p.

Demonstragcao. Notemos que ao tomarmos os nimeros complexos z, w, o = pcisf # 0 e

fazermos as multiplicagoes « - z e « - w, obtemos

a-z—a-wl = |p-cish-z—p-cish-w
= |p-cisf|- |z —w|
= lpl-[cisf] - |z — w]
= ol |z —wl
= p-lz—wl.
Assim sendo, a multiplicagdo por a = p - cisf, multiplica por p a distancia entre os

complexos z e w, por isso é uma semelhanca de razao p.

O

Prestemos atencgao ao fato que se p = 1, ou seja, o for um nimero complexo unitério,
a multiplicagdo por a serd uma isometria, uma vez que preservard a distancia entre dois

nimeros complexos.
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Analisaremos agora os seguintes casos:

1° caso: a =cisf, # € R

Sejam os nimeros complexos o = cis#, ou seja, um complexo unitario e z; = p; - cis by,

portanto

a-zp =cisf - py - cisf; = py - cis(6; + 0).

Multipliquemos agora o niimero complexo z; por é, logo

1 1 . p1 - cist cis 01 .
—z1=——-pp-Cish = ——— =p1 - —— = p1 - cis(f; — 0).
o cisf cisf cisf

Notemos que em ambos os casos o médulo de z; nao é alterado, |a - 21| = ‘é . zl| = |z,

donde podemos concluir que, geometricamente, ao multiplicarmos um complexo z por um
complexo unitario estamos aplicando a z uma rotagao no sentido anti-horario de angulo igual
ao argumento do outro complexo e que ao efetuarmos a divisao de z por um complexo unitéario
aplicamos a z uma rotacao no sentido horario de amplitude igual ao argumento do divisor,

como podemos obervar na figura 2.7.
Z1«

21
21

o1 b1 -0

Figura 2.7: Rotagao de um nimero complexo nos sentidos anti-horario e horario.

Portanto, em se trantando do plano complexo e considerando 6 € R, definimos a rotagao

de 6 radianos como sendo a transformacao Ry(z) = cis@-z. Como |Ry(z)| = | cisf|-|z| = |z|
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e arg(Ry(z)) = 0 +arg(z), a transformacao de z por Ry é efetivamente uma rotagao, em torno
da origem no plano complexo, de 6 radianos do ponto z e sua inversa é R_y.

Notemos que se « = cis m, ao realizarmos a multiplicagao « -z seréd aplicada ao complexo z
uma rotacao de 7 radianos no sentido anti-horario e que esse produto ¢ a reflexdao do complexo

z através da origem.

Figura 2.8: Reflexdo do complexo z através da origem.

De fato, tomemos os nimeros complexos z = x + yi, 21 = —x — yi € @ = cis7, entao
z-a=(x+yi)-cisTt = (r+yi) (—1) = —z — yi = z;. Consideremos na figura 2.8 os pontos
A e A; como afixos dos complexos z e zj, respectivamente, e uma reta r perpendicular ao
segmento AA; no ponto O. Como |z| = |z1|, temos que O é o ponto médio do segmento AA;,
assim sendo, a reta r é mediatriz desse segmento.

Portanto, dado um nimero complexo z a transformacao Rp : C — C, dada por Rp(z) =
z - cism é chamada de reflexao do complexo z através da origem.

Notemos que R51 = Ro, j4 que dado o ntimero complexo z, temos que Rp(Ro(z)) =

Ro(z-cism) = (z-cism)-cism =z-(—1)-(=1) = z, ou seja, Ro(Ro(z)) = 1.

Exemplo 2.11. Dado o complexo z = 2 — 3i, sua reflexdo através da origem é dada por

Ro(z) =cism-z=(-1)-(2—3i) = —2 + 3i - figura 2.9.
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Re(z)

Figura 2.9: Reflexao do complexo z = 2 — 3¢ através da origem.

Exemplo 2.12. Consideremos o complexo arbitrario z; = p; - cis#; e o complexo ¢, dai:

T T
121 :i-pl-cisel:cisg‘pl-cisﬁl = pp - Cis (91+§),

ou seja, multiplicar um complexo arbitrario z; por i, significa aplicar no complexo z; uma

rotagao no sentido anti-hordrio de § radianos.

Observemos que toda rotacao é uma transformacao isométrica, uma vez que ao rotacio-
narmos um numero complexo z em # radianos efetuamos a multiplicacdo de z por o = cisf
e |a| = |cisf| = 1, ou seja, @ é um complexo unitario. Donde podemos concluir que a

transformacao de reflexao do complexo z através da origem também é uma isometria.

2° caso: aa =71, r € R*

Consideremos os complexos a« = r (r > 0) e z, assim a- z = r - z. Sabemos que o
modulo de um niimero complexo é igual a norma do vetor a ele associado, portanto em C,
uma homotetia de razao r > 0 é uma transformacao que multiplica por » o mdédulo do
nimero complexo. Dai, sendo r um nimero real positivo, definimos homotetia com razao

r, como sendo a transformagao H, : C — C, dada por H,(z) =1 2.
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De fato, consideremos o nimero complexo z = A = (x,y), logo |OA| = |z| = /22 + y2.

. . e %
Multiplicando z por r > 0, temos z; = A1 = (rz,ry), dai |OA;| = |z1| = /r2a? +r2y? =
—

r-yx2+y?2=r-|0OA| =r-|z|, ou seja, ao multiplicarmos um nimero complexo por r > 0
estamos multiplicando seu médulo por esse fator. Se « = r = 1 a homotetia se reduz a
transformacao identidade.

Notemos que |H,(z)| = |r-z| =r-|z| e arg(H,(z)) = arg(r - z) = arg(z), donde podemos
concluir que a transformacao H, é uma contragao de |z|, quando 0 < r < 1, e uma dilatagao

de |z|, se r > 1, sempre mantendo fixo o argumento de z, como podemos obervar na figura

2.10.

Im(z)

Re(z)

Figura 2.10: Homotetias de razao r =2 e r = % do complexo z.

De acordo com as proprosicoes 2.3 e 2.10, a transformacao H, é uma uma bije¢do, uma

vez que é uma semelhanca, portanto para cada w € C existe um unico z € C tal que

w = H,(z) = r- 2. De fato, basta tomarmos z = 1 - w. Assim sendo, a inversa de H, é a
homotetia H1, de razao % Portanto H ' é uma contracdo (respectivamante, uma dilatacdo),
r
se, e somente se, H, é uma dilatagdo (respectivamente, uma contragao).
Tomemos agora um nimero complexo z e consideremos o = r, r < 0. Ao efetuarmos a

multiplicacao « - z, temos
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a-z=r-z=|rl-(-1)- 2z

Como —1 = cism,

rez=/|r|-cism-z.

Como vimos anteriormente, a reflexdo do complexo z através da origem é uma trans-

formagao definida pela funcao Rp(z) = cis7 - z. Considerando a transformacgao

H (z)=r-z=|r|-cism-z=|r|- Ro(z) = Hj;|(Ro(z)), para todo z € C.

Temos que H_ é a composigdo da homotetia de razao |r| com a reflexdo em torno da
origem, o que estd ilustrado na figura 2.11. Portanto, definimos a multiplicagao de z por
um fator r < 0, como a transformacao H_ : C — C, dada por H_(z) = |r| - Ro(z).

Como a multiplicagdo de numeros complexos ¢ comutativa, as fungoes homotetia H,| e
rotagao Rp comutam, permitindo escrever H_ = H, Ir| © Ro =RpoHy,.

Im(z)

H-(2) = 2] Ro(2)

R()(Z)

Re(z)

Figura 2.11: Multiplicagdo de z pelo um fator r = —2.

A transformacao H_ é uma semelhanca, portanto ela é bijetiva e admite inversa, como

provado nas proposigoes 2.3 e 2.10. De fato, note que para qualquer w € C, existe um tnico
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w _ 1 1

[rlcism — [r] “cism

z € C tal que w = |r|-cis7 - z. Para isto, basta tomarmos z = -w. Potanto,

H™!':C — C é uma semelhanca de razio ﬁ, dada por H~'(2) = |i - Ro(2).

|

Exemplo 2.13. Ao aplicarmos no complexo z = 3 + 4i homotetias de razao r =5 e r’ = %,
encontramos z; = Hs(3+4i) = 5 (3+4i) = 15+20i e 23 = H1 (3+4i) = o(3+4i)=3+44
Notemos que |z| = 5, |21] = 25 e |22 = 1. Portanto, ao multiplicarmos o complexo z, por
um fator » > 1 ou por r €]0, 1[, multiplicamos por r seu médulo. No entanto, quando r > 1,

acontece uma dilatagdo do médulo do nimero complexo e, quando r €]0, 1[, uma contragao.

Exemplo 2.14. Ao multiplicarmos o nimero complexo w = 1+ 2i, pelo fator r = =3,
encontramos w; = —3 — 67. Notemos que w; é obtido pela rotacdo através da origem do
complexo w, determinando assim w’ = Rp(w) = cism-w = —1 — 2, seguida da homotetia de
razdo |r| = 3, resultando wy = H3(w') =3 - (=1 — 2i) = —3 — 6i, ou seja, aplicamos em w a

transformagao H_(z) = |r|Ro(z).

2.2.3 Reflexao através da reta r

Nesta secao apresentaremos as formulas que darao a reflexao de um nimero complexo z
através dasretas r:y =0, r:y=az,r:y=ax+ber:x=0>. E importante destacarmos
que dividimos em tais casos por acharmos que ficaria mais didatico, entretanto esses casos

nao sao excludentes.

Reflexao através daretar:y =20

Consideremos um sistema de eixos ortogonais Oy e a reta r : y = 0, através da qual se
d4 a reflexdo C' : C — C. Tomemos o complexo A = z = = + iy, de modo que C'(A) = A; =
x —1iy = Z. Como a reta r : y = 0 coincide com o eixo Ox, temos que a reflexdo C' em torno
do eixo real é definida pela expressao C(z) = Z e é chamada de conjugagao.

De fato, observando a figura 2.12, consideremos os tridangulos AOB e A;OB, retangulos
em B, temos que AOB ~ A10B, OA = OAj, pois arg(z) = —arg(z) e |z| = [z| e OB é um

lado comum aos triangulos, logo pelo caso de congruéncia LAL temos que os triangulos AOB
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e A1OB sao congruentes, dai AB = A; B, portanto o ponto B, que pertence ao eixo O,

divide o segmento AA; em duas partes iguais, ou seja, o eixo real é a mediatriz do segmento

AA;.

z=A

I

|
4 : Re()
g B

I

|

|

z=4A

Figura 2.12: Reflexao através do eixo real.

Todo nimero real é chamado de ponto fixo da conjugagao. Consideremos o nimero z € R,
logo z pertence ao eixo real, por isso C'(z) =z = z.

Notemos também que C(C(z)) = C(z) =z = z, logo C o C = I, ou seja, O~ = C.

Exemplo 2.15. Dado o tridngulo ABC' de vértices A = (0,1), B = (2,2) e C = (1,3) na
figura 2.13, as coordenadas dos vértices do novo triangulo A1 B1C4, obtido da reflexao do
triangulo ABC através do eixo real, serao encontradas considerando os vértices A, B e C

como afixos dos complexos z4 =1, zgp = 2+ 2i e zc = 1 + 37 e fazendo:

33



=~

N
o
N
w
~

Figura 2.13: Reflexao do triangulo ABC através do eixo real

Reflexao através da reta r: y = ax

Analisaremos agora a reflexdo do complexo w através da reta r : y = ax. Sejam w,z € C
(pensados como pontos do plano). Seja R.(w) = w’ a reflexdo do ponto w € R? através da
reta gerada pelo vetor z (ou seja, o vetor que liga a origem ao ponto correspondente a z).

Queremos calcular uma férmula para R, (w).

Im(z)

Figura 2.14: Reflexdo do complexo w através da reta r : y = azx.
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Seja 0 o angulo entre os vetores w e z - figura 2.14 - e seja

u = cis 6.

Sejam arg(w) = f e arg(z) = 8 — 0, como ilustrado na figura 2.15, logo z = |z| cis(8 — 0)

e w = |w|cis #, donde temos que

1

wz™t = |w||z7 Y| cis(B — B+ 0) = |w||z7Y| cis @, ou seja, cisf = \uﬁifl\
wl|z
Im(z)
w
2
0/\5
Re(z) N
Figura 2.15: z = |z|cis(f — 0) e w = |w]| cis B.
Portanto,
-1
wz
u = T (2.1)
Geometricamente, vemos que
R.(w) = wecis(—26) = wu 2.
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Usando (2.1) e simplificando, temos que

R.(w) wz=1\ 7 lwz1| 2
w — w - =W - e
? lwz=1| wzt
B ] el WA W L
w2272 w?|z|? w|z|?

Usando que |w|? = ww e |z|? = 2Z e simplificando, temos que

wwz> 2W
R.(w) = = (2.2)

W2z z

Portanto, a transformacao R, : C — C, definida por R.(w) = 22 é chamada de reflexao

do complexo w em torno da reta r, onde z é um vetor diretor de r.

Observagao 2.16. A reflexao através da reta r : y = 0 é uma situagdo particular deste caso.

De fato, para a =0, z € R, dai Z = z, ou seja, R,(w) = w.

Exemplo 2.17. Dado o complexo w = 2+ 5i, para determinarmos as coordenadas do afixo do
complexo wi, figura 2.16, obtido apéds reflexdo do complexo w em relagao a reta r : y = —3x,
tomamos um vetor diretor da reta r, seja z = (—1, 3) tal vetor, e aplicamos a férmula 2.2.

y

Figura 2.16: Reflexdo do complexo w através da reta r : y = —3x.
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(=14 30)(2F 5i)

R(_173)(2 +5i1) = CT+3)
(=14 30)(2 - 5i)
N (—1 — 3i)
23+ 14
- —
Portanto, wy = % e as coordenadas do seu afixo sao (—%, 1—54)

Reflexao através daretar:y=ax +b

Para obtermos a imagem do complexo w = x + yi, pela reflexdo R, através da reta
r :y = axr + b, primeiro tomaremos um complexo u € r, como por exemplo u = b, e
aplicaremos a w uma transla¢ao segundo o complexo —u = —bi, obtendo w’ = z + (y — b)i.
Em seguida, uma reflexdo de w’ através da reta r; que passa pela origem e é paralela a r,
obtendo w” = 2" + iy”. Finalmente, damos a w” a translagao segundo o complexo u = bi,
chegando a w; = R, (w), conforme ilustrado na figura 2.17.

Im(z)

w roy=axr+y
AN
—u N
, N\ Ty =ax
w
N
wy
u
z
w//
Re(z)

Figura 2.17: Reflexao através da reta r : y = ax + b.

Entao a transformacao R,(w) : C — C, dada por R,(w) = R,(w — u) + u é chamada de

reflexao do complexo w através da reta r : y = ax + b, onde z é um vetor diretor de r,
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u pertence a reta r e R, é a fungao R,(w) = ?

Observagao 2.18. Ressaltamos que este caso é uma generalizacdo dos dois primeiros -
reflexao através das retas r : y = 0 e r : y = ax. De fato, ao tomarmos b = 0, teremos

R, =R,.

Proposigao 2.19. Seja R, : C — C a transformacdo de reflexao do complero w através da

reta r:y = ax +b. Entdo, R, é uma isometria.

Demonstragao. Tomemos os complexos w e wy, a reta r : y = ax + b, o vetor z, diretor
de 7, o nimero complexo u, de modo que u € r e consideremos a transformagao R,(w) =

R.(w — u) + u, entdo:

IR, (w) — Rp(w1)] = |Ry(w—u)+u— (Ry(w1 —u)+u)
= |Ry(w—u)+u— R,(w; —u) —u)

= |R.;(w—u) — R,(w; — u)|

z(w—u) z(@)

z z
||

= a!(w —u) = (w1 —u)

= [(w—u) = (w1 —u)|

= |(w—1) - (w1 —u)

Portanto, como a transformacao R, preserva a distancia entre os complexos w e wy, R, é
uma isometria.

O]

Exemplo 2.20. Queremos determinar as coordenadas do afixo do complexo wy, figura 2.18,

obtido da reflexdao do complexo w = 34 2i através da reta r : y = 2x + 1. Para isso, tomemos
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o complexo u = i, pertencente a reta r, um vetor diretor de r, z = (1,2), e apliquemos a

funcdo R,(w) = R.(w — u) + u, onde R (w) = 22, daf:

. 1+20)3+2i—i)
R.(3+2i) = Ak
r(3+20) T+2i e

B (1+24)(3—1) .
- 1-92; "
5+5i

= 1!
—54+15i

5
= —1+4.

Assim, w; = —1 4 4i e as coordenadas do seu afixo sao (—1,4).

Figura 2.18: Reflexdao do complexo w = 3 + 2i através da reta r : y = 2z + 1.

Reflexao através daretar:z =10

Nosso intuito agora é determinarmos uma férmula para a reflexdao R, do complexo
w = x + iy através da reta r : x = b. Para isso, de modo anilogo ao que fizemos na
subsecao anterior, tomemos um nimero complexo u € r e fagamos a translagao de w segundo

o complexo —u determinando, assim, w’ = w — u. Em seguida, utilizando a férmula 2.2,
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facamos a reflexao de w’ através da reta r; que passa pela origem e é paralela a r para
encontrarmos w” = R,(w—u). E, finalmente, fagamos a transla¢ao de w” segundo o complexo

u determinando Rp(w) = wy, conforme figura 2.19. Portanto,

Figura 2.19: Reflexao de w através da reta r : x = b.

Pela féormula 2.2 sabemos que z deve ser um vetor diretor da reta r : x = b, tomando

z=(0,1) = i, teremos

Ry(w)=——"+u=(-1)(w—u)+u=—(w0—-1)+u=—-w+7u+u.

Notemos que qualquer que seja o complexo u pertencente a reta r : x = b sempre serd da

forma u = b + yi, com y € R. Sendo assim, u + u = 2 - b, portanto,

Ry(w) = —w+u+u=—w+2-b.

Entao, definamos a reflexao do complexo w através da reta r : x = b como a

transformagao Ry : C — C, dada por Ry(w) = —w + 2 - b.
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Observagao 2.21. A reflexdo através da reta r : £ = b também é uma isometria. A

demonstracao é idéntica a da proposicao 2.19.

Exemplo 2.22. Para determinarmos as coordendas do afixo do complexo w’, obtido da re-
flexao do complexo w = —2+ 3i através do eixo imaginario, basta notarmos que considerando

um sistema cartesiano ortogonal, a reta r : £ = 0 coincide com o eixo imaginério, logo teremos

w = Ro(—2+3i) = —(—2+31) +2-0=—(—2 — 3i) = 2 + 3.

Portanto, sendo A o afixo de w’, temos que A = (2, 3), conforme figura 2.20.

Figura 2.20: Reflexao do complexo —2 + 3i através do eixo imaginario.
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Capitulo 3

Aplicacoes para o Ensino Médio

Neste capitulo resolveremos questoes de geometria analitica e nimeros complexos reti-
radas de livros do ensino médio, de provas de vestibulares, de sites, adaptadas e elaboradas
por nds, tratando as operagbes com numeros complexos como transformagdes geométricas.
Ressaltamos que varios exercicios podem ser resolvidos usando outros métodos, no entanto,
optamos por usar numeros complexos. As figuras foram produzidas no software de geometria
dinamica GeoGebra e podem ser utilizadas para um melhor entendimento dos procedimentos

adotados, bem como, dos resultados encontrados.

1°) ([13], p. 208) Considere o quadrado definido por 0 < Re(z) <1 e 0 < Im(z) <1.

Determine a imagem desse quadrado pelas fungoes abaixo:

Notemos que a figura inicial é um quadrado de lado 1 localizado no primeiro quadrante.

a) f(z)=2z
Solucao:
Multiplicar o complexo z por 2 é aplicar no complexo z a homotetia de razao 2
(dilatagao), logo sua imagem é um quadrado de lado 2, definido por 0 < Re(2z) < 2

e 0 < Im(2z) <2, figura 3.1.
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Im(z)

Re(z)

Figura 3.1: f(z) = 2z.

b) f(z) ==z
Solucao:
E aplicado no complexo z a reflexdo através do eixo real (conjugacao), que é
uma transformagao isométrica, logo sua imagem é um quadrado de lado 1, porém
localizado no 4° quadrante e definido por 0 < Re(z) < 1e —1 < Im(z) <0, figura

3.2.

Im(z)

1
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Re(z)

Figura 3.2: f(z) =Z.
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Solucao:

E aplicado no complexo z a transformacgao isométrica da rotacdo em torno da

origem de amplitude 7 radianos no sentido anti-horério, logo sua imagem ¢ um

quadrado de lado 1, localizado no 2° quadrante e definido por —1 < Re(iz) <0 e

0 < Imf(iz) <1, figura 3.3.

Im(z)

Re(z)

Figura 3.3: f(z) = iz.

d) f(z) =iz

Solugao:

Im(z) Im(z)

Figura 3.4: f(z) =iz.
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z é a reflexao do complexo z através do eixo real (conjugagao), logo 0 < Re(z) <1
e —1 < Im(z) < 0. A multiplicacao de z por i, equivale a rotacao de amplitude
5 radianos do complexo z em torno da origem, no sentido anti-horario, entao a

imagem de f(z) = iz é definida por 0 < Re(iz) <1e 0 < Im(iz) <1, ou seja, é a

proépria figura inicial, figura 3.4

e) f(z)=(1+1)z
Solugao:
Notemos que 1+i = v/2-cis T, portanto (1+1i)z = V2 cis 7%, ou seja, é aplicado
no complexo z a composi¢ao da rotacao de amplitude 7 radianos em torno da
origem, no sentido anti-horario com a homotetia de razao /2. Sua imagem é um
quadrado de lado v/2, definido por —1 < Re((1+14)z) <1e0 < Im((1+1i)2) <2,
conforme figura 3.5.

Im(z)

ol Re(z)

Figura 3.5: f(z) = (1 +1)z.

£) fz)=(1—-i)z+2+1
Solucao:

Como 1 —i = /2 -cis %”, temos que (1 — i)z = V2 cis %’r - z, ou seja, € aplicado

no complexo z a composi¢ao da rotacao de amplitude 7 radianos em torno da

origem, no sentido horério (%” ¢ congruente a — 7), com a homotetia de razao
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V2. Depois é feita a translacio do complexo (1 — i)z segundo o vetor ¥ = (2,1).

Sua imagem é um quadrado de lado v/2, localizado no 1° quadrante e definido por

2<Re((1—-i)z+2+41i)<4e0<Im((1—1)z+2+1) <2, figura 3.6.

Im(z)

Figura 3.6: f(z) = (1 —4)z +2+ 1.

2°) ([18], p. 252) Dado o triangulo ABC com A = (2,1), B = (1,2), C = (3,4), de-

termine as coordenadas dos vértices do tridngulo A’B’'C’ obtido pela rotagao

do tridngulo ABC em 270°, em torno da origem, no sentido anti-horario.

Im(z)

C

Al

c’

Figura 3.7: Rotagao do triangulo ABC, em torno da origem, em 270°, no sentido anti-horario.

Solugao:

Sejam A, B e C afixos dos niimeros complexos z4 =2+, zp = 1+ 2i e z¢ = 3 + 4.

Como o triangulo ABC' foi rotacionado 270°, em torno da origem, no sentido anti-
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horério, tem-se:

A= A cis270° = (2 +14)(—i) = 1 — 2i = (1,-2).

B'=B-cis270° = (1 + 2i)(—i) =2 —i = (2, -1).

C'=C-cis270° = (3 + 4i)(—i) =4 — 3i = (4,-3).
Portanto, os vértices do triangulo A’B’C’ tém as seguintes coordenadas: A" = (1, —2),
B’ =(2,-10) e C" = (4,-3), figura 3.7.

3°) ([12], p- 171) Sendo z = —2 + i, represente no mesmo plano complexo z e 2z.
Que relagao existe entre seus médulos e argumentos? Essa relagao seria a

mesma para z € —2z7

Solugao:

2z )

Re(z)

—2z

Figura 3.8: Homotetia de razao 2 e multiplicagao por r = —2.

Ao multiplicarmos z por 2, estamos aplicando a homotetia de razao 2 (dilatagao) sobre
o complexo z, logo o médulo de 2z serd o dobro do médulo de z (|2z] = 2|z]). A

homotetia preserva o argumento, por isso arg(z) = arg(2z), figura 3.8.

Ja o complexo —2z é obtido da multiplicacao de z por um fator r = —2, ou seja, é a

composicao da homotetia de razao 2 (dilatagdo) com a reflexdo do complexo z através
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da origem (—2z = | — 2| - Ro(z) = 2-cisw - z), logo | — 2z| = | — 2|.|z| = 2.|2|, mas
arg(—2z) = m + arg(z), figura 3.8.

4°) ([8], p- 9 - Adaptada) Represente, geometricamente, o conjunto das imagens w,
tais que w = (z+1)i e z € {2 < |z]| < 3}.
Solucgao:

O conjunto {2 < |z| < 3}, geometricamente, representa um anel circular de centro na

origem, com raio maior ou igual a 2 e raio menor ou igual a 3, figura 3.9.

Figura 3.9: Representacao geométrica do conjunto z € {2 < |z| < 3}.

A soma z + 1 é a translagao de z segundo o vetor v = (1,0), ou seja, é a translagao
de z uma unidade para a direita, portanto sua imagem serd um anel circular com as
mesmas medidas para os raios, porém seu centro serda o ponto (1,0), conforme figura

3.10.

J4 o produto de (z+1) por 4, implica numa rotacao de amplitude 7 radianos em torno

da origem e no sentido anti-horario do complexo (z + 1).

Notemos, entao, que w = (z + 1)i, geometricamente, representa um anel circular cen-
trado em (0, 1), com raio maior igual a 2 e raio menor igual a 3, como ilustrado na

figura 3.10.
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Figura 3.10: Representacao geométrica de (z + 1) e de (z + 1), respectivamente.

5°) ([18], p. 78) No plano complexo a seguir, o conjunto
A={ze€C/z=2+yi, 1<z <3 ey=0}
€ representado pelo segmento de reta em destaque na figura 3.11. Esboce o
conjunto dos pontos w € B, onde

B={weC, tal que w=z-(cosa+isena),z€ A e <a<90°}.

Figura 3.11: B={w € C, tal que w = z- (cosa+isena),z € Ae 0 < a < 90°}.

Solucao:
w é obtido da rotagao de amplitude o graus do complexo z em torno da origem, no

sentido anti-horario, logo, geometricamente, o conjunto B € a intersecao de uma coroa
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circular de raio maior igual a 3 e raio menor igual a 1 com o primeiro quadrante, ja que

arg(z) = 0 portanto, arg(w) = a e 0 < a < 90°.

6°) ([7], p- 52 - Adaptada) Considere um quadrado de diagonal BD, definida pelos
pontos B = (3,4) e D = (6,2). Determine as coordenadas dos demais vértices

do quadrado.

Solugao:

Sejam B e D os afixos dos complexos zg = 3 + 4i e zp = 6 + 2i. Note, na figura 3.12,

que o vetor zﬁ ¢ obtido da rotacao de amplitude 7 radianos, no sentido horario do

vetor /ﬁ, dai:

3 _ AD

cis 5
B_A - DfA
4 di— A — 6—1—22.1'—14
i
3+4i—A = —6i+2+ Ai

Ai+A = 3+4+4i+6i—2

A(l414) = 1+10i

A = 1+1Qi

1+

A = 1149
2

Ao (1YY,
2°2
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0 Re(z)

Figura 3.12: Quadrado de diagonal B = (3,4) e D = (6,2).

De modo anélogo, o vetor C@ ¢ obtido da rotacao de amplitude 3 radianos, no sentido

anti-horario do vetor C"ﬁ, dai:

C@ = cisg'@
B-C = i(D-0C)

34+4i—C = i(6+2i—C)

C(-1+i) = —5+2i
o - —5—1—2.2'
-1+
7T+ 3
C p—
2

73
¢ - (13).

Notemos que essas coordenadas poderiam ter sido determinadas observando que num
quadrado as diagonais sao perpendiculares e intersectam-se ao meio. Seja M o ponto
de interseccao das diagonais do quadrado ABCD - figura 3.13 - logo M = (%, %) =

(%, 3). Portanto o vetor M (f ¢ obtido através da rotacao de amplitude 7 radianos, no

sentido anti-horario, do vetor M g:
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Im(z)

Figura 3.13: Quadrado de diagonal B = (3,4) e D = (6,2).

MC

9
0—5—3@
C
C

—
De forma andloga, o vetor M A pode ser determinado pela rotagao de amplitude 7

cisﬁ-]\ﬁ

2

(3)

3 9
3.0 )
21—1-24-3@
z+§i
2 2

(23)

radianos, no sentido anti-horério, do vetor M 23

Cisg-]\ﬁ



7°) ([19]) O ponto (2,1) é centro de um quadrado no qual um dos vértices é o ponto

(5,5). A soma das coordenadas dos outros trés vértices desse quadrado é:

a) 12
b) 8
c) 4
d) 2

e) 6

Solucao:

Consideremos os pontos O = (2,1) e A = (5,5) como afixos dos nimeros complexos
zo =241 e z4 = b+ bi, respectivamente, e o vetor 0_1)4 = A— 0O = 3+ 4i. Lembremos
que num quadrado as diagonais sao perpendiculares e cortam-se ao meio, portanto,
para determinarmos o vértice B do quadrado da figura 3.14, basta rotacionarmos o

vetor OA, § radianos no sentido anti-horério, obtendo o vetor OB:

y

Figura 3.14: Quadrado de centro (2,1) e um dos vértice (5,5).
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O? = cisg'O—)il

B-0 = i-(3+4i)

B—(2+41i) = —-4+3i
B = —2+44i
B = (=2,4).

™

De modo andlogo, agora rotacionado o vetor @ = B — 0 = —4 + 3i, § radianos no

sentido anti-horario, obtendo o vetor O? :

O? = cisg-@

C—0 = i (—4+3i0)

C—(2+41i) = —-3—4i
C = —-1-3i
C = (-1,-3).
Da mesma maneira, porém rotacionando o vetor O? = C - 0O = -3 — 44, § radianos

no sentido anti-horario, determinaremos o vetor OB:

O? = cisg‘O?

D—-0 = i-(-3—4)
D—-(241i) = 4-3i
D = 6—-2

D = (6,-2).
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Portanto, somando as coordenadas dos vértices B, C' e D do quadrado, teremos: —2 +

4—1-346—2=2. Logo, a alternativa correta é a (d).

Uma outra maneira para resolucao dessa questao seria calcular o valor do vértice C
levando em consideracao o fato de que o centro do quadrado, ou seja, o ponto O = (2, 1)
é ponto médio das diagonais, portanto, é ponto médio do segmento AC. Fazendo

C = (x,y), teremos:

5 y+5
(2,1) = <“2L y;) Sr=-ley=-3=C=(-1,-3).

Agora rotacionado o vetor 08, 7 radianos no sentido horario determinamos o vetor

OB:

o3 _ OC

cis%
—3 44
B_o - —5-4%
7
B—-(2+4i) = —-4+3i
B = —-2+4+43
B = (-2,4).

E, como feito anteriormente, para determinarmos o 023, rotacionamos o vetor Oi%, o

radianos no sentido anti-horario.

8°) ([8], p- 11) Determine dois possiveis vértices C' para o triangulo equildtero

ABC, cujo lado AB é definido pelos pontos A = (2,3) e B = (—1,0).
Solucao:

Sejam, na figura 3.15, os pontos A e B afixos dos complexos 24 =2+3ie zp = —140i

— —
e o vetor BA representado pelo complexo BA = A — B = 3 + 3i. Como num triangulo
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equildtero os angulos internos medem 60°, fazendo a rotacao de amplitude 60°, no sen-

tido anti-horério, do vetor BA, determinaremos o vetor BC' que terd mesmo moédulo do
— ~ ~ . fis

vetor BA, uma vez que a rotagao é uma transformacao isométrica. Consequentemente,

um dos possiveis vértices C' sera:

60°

Re(z)

T
-3

Figura 3.15: Vértice C, obtido da rotacao de 60°, no sentido anti-horario, do complexo 3+ 3i.

BC — cis60°. AD

1 V3, .
C-B = (2+22)(3+3z)

3 3. V3. V3
1 = — —1 — 5 —
C+ 2+22+22 5

1-3V3 3+3.
95 T ¢

o (1—3\/§?3+3\/§>_

C

2 2

—
Fazendo agora a rotacao de amplitude 60° do vetor BA no sentido horario, determina-

remos as outras possiveis coordenadas para o vértice C, figura 3.16.
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/
(=]
N
w

Figura 3.16: Vértice C' obtido da rotacao de 60°, no sentido horario, do complexo 3 + 3i.

—
BA
BC =
cis 60°
c.B - 13+3;
5"‘72
(3+30) (4 - %)
C+1 = 1, 3
it1
1+3v3 3-3V3
¢ — LE3v3 3-3V3,
2 2
o (1+3\/§ 3—3\/§>
- 2 72 ‘

9°) ([11], p. 157) Se, na figura 3.17, os pontos A, B e C sao os afixos das raizes

cubicas de —8, obtenha a forma algébrica dessas raizes.
Solucao:
Temos que A, B e C sdo afixos das raizes cibicas de —8, portanto o tridngulo ABC' é

equildtero e por isso AOB = BOC = COA = 2?” Como B pertence ao eixo real e o

raio da circunferéncia é 2, ja que {/| — 8| = 2, concluimos que B = (—2,0) = —2 + 0i.
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Figura 3.17: Raizes complexas cibicas de —8.

Aplicando a rotacao de amplitude 2% radianos, no sentido horario, no vetor Og, tem-se

—
o vetor OA:

. OB

OA =
cis 23”
B-0
4-0 = 1430
2
-2
A4 = —1+/3i
2
A = 1+3i.

De modo anédlogo, rotacionando o vetor O§ em %” radianos, no sentido anti-horario,

obtemos o vetor O? , dai:
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O? = O?-cis2§7r
c-0 = (B—O)~(—;+\g§i)

2 2
c = 1-3i.

Logo, a forma algébrica das rafzes ctibicas de —8 sao: —2, 1+ v/3i e 1 — /3i.

10°) ([5]) Geometricamente, o médulo de um nimero complexo z é dado pela
distancia da origem O do plano complexo ao afixo de z. Assim, dado o
complexo z = 3 + 2i, considere o triAngulo ABO, cujos vértices A e B sao os

respectivos afixos de z e iz. E verdade que esse triangulo é:

a) equildtero

b) escaleno

c) retangulo e isésceles

d) retangulo e nao-isdsceles

e) isdsceles e nao retangulo

Solucao:

Dado um ntimero complexo z, o nimero complexo iz é obtido da rotacdo de amplitude
90° do complexo z, em torno da origem e no sentido anti-horario. Logo, como os pontos
A e B sao afixos de z e iz, respectivamente, o angulo entre os segmentos OA e OB ¢é
de 90° e, por isso, o triangulo ABQO, figura 3.18, é retangulo em O. Além disso, como

a rotacao é uma transformagao isométrica, temos que |z| = |iz|, ou seja, OA = OB.

Analisando entao as alternativas temos que os itens (a) e (e) sao falsos, ja que o triangulo

ABO ¢ retangulo. Como OA = OB, esse triangulo ndo pode ser escaleno, portanto
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o item (b) também é falso. Temos que o item (d) nao é verdadeiro, ji que para que
o triangulo ABO seja nao-isésceles, entao teria que ser equildtero ou escaleno, o que
j& vimos que nao é verdade. Portanto, o item verdadeiro é o (c): o triangulo ABO é

retangulo e isésceles.

Im(z)

Figura 3.18: Tridngulo ABO.

11°) ([17]) No centro de uma praca deve ser pintada uma linha com o formato de

um poligono regular, nao convexo, como mostra o projeto a seguir.

Figura 3.19: Linha com formato de poligono regular pintada no centro de uma praca.

Se os vértices pertencem as circunferéncias de raios 4m e 2m, respectiva-

mente, o comprimento total da linha a ser pintada é igual a:
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a) 5—+2

b) 8[\/(5 - V2)]
c) 16[y/(5 - v2)]
d) 4[y/(5 - 2v2)]
e) 16[y/(5 —2v2)]

Solucao:

Consideremos os triangulos OCB e OCD na figura 3.19. Notemos que OC é um lado
comum a ambos os triangulos, CB = CD, j4 que o poligono é regular e OB = OD = 4m
(raio da circunferéncia maior), portanto, pelo caso de congruéncia LLL, os tridngulos
OCB e OCD sao congruentes, donde podemos concluir que os angulos BOC = DOC =

45°, uma vez que BOD = 90°.

Consideremos agora o centro da circunferéncia como origem do plano complexo e o0s

pontos A, B e C como afixos dos complexos z4 = 2, zp =4 e z¢.

Rotacionando o complexo z4 em 45° em torno da origem e no sentido anti-horério

determinaremos zc, logo: zc = 2 - cis45° = /2 +1/2i e BC = \/(ﬂ —4)2+ (V2)2 =

2v/5 — 2V/2.
Como o poligono é regular e tem oito lados, o comprimento total da linha a ser pintada

na praca é: 8-2/5 — 2¢/2 = 161/5 — 21/2. Portanto, a alternativa correta é a letra (e).

12°) ([1], p.645 - Adaptada) Os vértices de um trapézio sao os afixos dos nimeros
complexos A = /2 -cis45°, B =3+i e C =5 —i. Sabendo que o vértice
D do trapézio esta sobre a reta y = x e sobre a circunferéncia de equagao

2 + 9% = 2, determine:

a) as coordenadas do vértice D do trapézio.

Solucao:
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Figura 3.20: Trapézio cujo vértice D pertence & reta 7 : y = e a circunferéncia 22 + y? = 2.

A= /2 cisd5° = A= /2. (§+§z> — A=1+i= A=(1,1), portanto A
pertence a reta y = x e & circunferéncia x? + y% = 2.

Como os vértices A e D pertencem a reta y = x, estao sobre a circunferéncia
22 +y? = 2 e sdo vértices distintos do trapézio, entdo sio diametralmente opostos,
como ilustrado na figura 3.20, logo, o complexo D pode ser obtido da reflexao do
complexo A através da origem: D = Rp(A) =cist-A=—-1-(1+i)=—-1—i=
(—1,-1).

Poderiamos também encontrar as coordenadas do vértice D, utilizando sua forma
polar. Observemos que o raio da circunferéncia z2 4+ y% = 2 é /2, entdo podemos
concluir que o médulo de D também é /2, j4 que D também pertence a essa
circunferéncia. Como A e D sao diametralmente opostos e o argumento de A

é 45°, temos que o argumento de D é igual a 180° + 45° = 225°. Logo, D =
V2cis225° = V2 (< - i) = —1—i = (-1,-1).

b) a medida do angulo interno ABC.
Solugao:
—
Considere os complexos z = BA = —-2ew = B? = 2 — 24. A medida do angulo

’S ) o 22 _ .
ABC, da figura 3.20, ¢é igual ao argumento do complexo 2’ = ¥ = =5 = —1 4.

Como o médulo de 2’ é igual a v/2, sendo 0 = ABC, tem-se que cosf = —

S

62



S

—@ esenf = % = 22, portanto §# = ABC = 135°.

13°) ([1], p. 645) Considere o poligono P, cujos vértices sao os afixos de todas
as raizes cibicas complexas de —8. Sabe-se que o poligono P’ foi gerado
através da rotagao de P, em torno da origem, sob um angulo de 90° no
sentido anti-horario. Determine as expressoes algébricas para os afixos

dos vértices de P’ no plano complexo.

Solucao:

Como os vértices do poligono P sao os afixos das raizes cibicas complexas de —8,
P é um triangulo equilétero inscrito num circulo centrado na origem e de raio 2,
ja que /| — 8| = 2 . Esses afixos dividem em 3 partes iguais tal circulo, por isso
o angulo entre eles é de %’r radianos.

Sabemos que wi; = —2 é uma das raizes complexas cibicas de —8, portanto apli-

cando a w; a rotagao de amplitude 2% radianos no sentido anti-horério, obtem-se

a raiz

De maneira analoga, agora rotacionado wy em 2{ radianos no sentido anti-horario

determinamos a terceira raiz

w:;zcis?-(l—\/gi):(_; ‘fz‘)-(l—\/ﬁi)zux@.

Logo, os vértices do poligono P sao os afixos A = (—2,0), B = (1, _\/§) e C =

(1,\/5), figura 3.21.
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m(z)

N
15 el
N
?
E

S

Figura 3.21: Poligono P.

Como P’ foi gerado através da rotagao do poligono P, em torno da origem, sob

um angulo de 90° no sentido anti-horério, tém-se que os vértices de P’ sao:
A =¢is90° - (—2) = —2i,
B =cis90°- (1 —V/3i) =i(1—V3i) =V3+ie
C' = cis90° - (14 V/3i) = i(1+V3i) = —V/3 + 1.

Observemos, na figura 3.22, que P’ é também um triangulo equildtero inscrito num

circulo de raio 2, ja que a rotagao é uma transformacao isométrica.

Im(z)
\BI
P

Figura 3.22: Poligono P’.
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14°) ([18], p. 226) Um tridngulo equilatero de vértices A = (—1,0), B = (2,3/3)
e C' = (5,0) é inscrito em uma circunferéncia. Escreva a equagao reduzida

dessa circunferéncia.
Solugao:
Sejam A, B e C afixos do nimeros complexos z4 = —1 4 0i, 25 = 2+ 3/3i e

zo =5+ 0i e M o afixo do complexo que representa o centro da circunferéncia,

figura 3.23.

Num triangulo, a distancia do circuncentro aos vértices é igual ao raio r da circun-

feréncia que o circunscreve, portanto MA = M B = MC = r e como o triangulo

ABC é equiltero temos que AMB = BMC = CMA = 2{ radianos, portanto:

2
M(% = cisg-m
1
C—-—M = ——

2
50— (ﬁ><M>

2
3SM  M+3. 9 V3,
——t—1 = —= = —1
2 2 2 2
o 9 VB
3 /3i
M = 2+3i

Logo as coordenadas do centro da circunferéncia sdao M = (2,/3).

. . ~ . /7 . 7’ z H
O raio r da circunferéncia ¢é igual ao médulo do ntimero complexo z = AM =

3+ v/3i (como dito antes, MA = MB = MC = r), portanto r = y/12. Entdo, a

equacao da circunferéncia é dada por

I (z—2)%+(y—V3)?2=12.
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Figura 3.23: Tridngulo equildtero inscrito em uma circunferéncia.

15°) ([6], p-28) Obtenha a equacao da reta que passa pelos pontos A e B da

figura abaixo:

45° 45°
T D T

Figura 3.24: Pontos A e B.

Sejam A e B os afixos dos niimeros complexos z4 e zpg, respectivamente. Como o

arg(zp) = 45° e |2p| = 2V/2,

25 = 2V2 - cis45° = 25 = 2 + 2.

Temos que |z4| = V2 = @ e o angulo BOA = 90°, portanto o complexo z4 é

obtido da composicao da homotetia de razao % com a rotagao de amplitude 90°
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do complexo zp,

1
2a=Hy(Rg(ep)) = 5 i+ (242i) = —1+i.

1
Seja r : y = ax + b a reta que passa pelos pontos A = (—1,1) e B = (2,2), logo
a= % eb= %, assim sendo, a reta r é dada por r: y = %x—i—%.

Notemos que poderiamos ter encontrado o complexo z4 pela sua forma trigo-
nométrica, j4 que sabemos que |z4| = V2 e arg(za) = 135°, portanto z4 =

V2 cis135° = —1 + 4.

16°) ([12], p. 118) Os pontos A = (5,2), B = (3,5) e C = (1,0) sao vértices do
triangulo ABC. Calcular a area desse tridngulo.

y

Qg

Figura 3.25: Triangulo ABC.

Solucgao:

Sejam os complexos z; = xﬁ = 243, 25 = 1@ = —4 — 2j e o dngulo 6 =
BAC = arg (i—f)

Calculando %7 teremos:

265 8v/65

= e senf = ———.
13 65

z9 —4—2 24 16:
— = - = , portanto,
z1 -2+ 3 13

z2

21
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Logo a area do triangulo ABC, da figura 3.25, é

|z1| - 22| -sen€  v20-V13-v65-4

8.
2 65

17°) ([6], p.19 - Adaptada) Sao dados os pontos A = (1,—1) e B = (4,5). Seja
AC o segmento encontrado apds as seguintes transformacoes no seg-

mento AB: rotagao de amplitude 7 radianos no sentido anti-horario e

homotetia de razao 3. Determine as coordenadas do ponto C.

Solucao:

J2 0 8 b 4 2 |of3 4 b5 & M0 12 14

Figura 3.26: Segmentos AB e AC.

Sejam os pontos A e B, figura 3.26, afixos dos complexos z4 =1—ie zg =4+ 5i
e consideremos o complexo dado pelo vetor zﬁ = B— A = 3+ 61. Pelo enunciado,
sera aplicado no vetor ﬁ a composi¢ao da rotagao de amplitude 7 radianos, no

sentido anti-horario, com a homotetia de razao 3, portanto:

68



AC = R:(H3(AB))
C—A :cmgammwo
C’ — <ﬂ+\/§

2-9v2 27V/2-2.
—+ 1.

¢ = 2 2

Logo, as coordenadas do ponto C sao: C' = (%‘/ﬁ, W%)

18°) ([18], p. 175) Verifique se o triangulo ABC no plano cartesiano abaixo é

retangulo.

Figura 3.27: Triangulo ABC.

Solugao:

Consideremos os ntimeros complexos z1 e 29 dados por:

4 —BA—A-B—=-3_5iezxn—BC=C—B=5—3

A medida do angulo ABC ¢ igual ao argumento de % = % = ¢, portanto

ABC = 90°, ou seja, o triangulo ABC' é retangulo em B.
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19°) ([11], p. 20 - Adaptada) Na figura, o tridngulo ABC é equildtero e seu
lado mede 4cm. Determine as coordenadas dos vértices A, B’ e C’
obtidos apés aplicar sobre o triangulo ABC as seguintes transformacoes:
primeiro rotacao de amplitude 7§ radianos, no sentido anti-horario, e,
depois, translacao segundo o vetor ¥ = (2,3).
Solugao:
Como o triangulo ABC, figura 3.28, é equildtero e seu lado mede 4cm, temos que
A =(0,0) e B=(4,0) sao dois de seus vértices. Consideremos tais pontos como
afixos do nimeros complexos z4 = 0 e zg = 4. Tomemos o vetor B—1>4 =A-B=

-, - . o . =t
—4. Como a rotacdo é uma transformacdo isométrica, rotacionando o vetor BA

em 7 radianos, no sentido anti-horario, determinaremos o vetor BZ%:

Figura 3.28: Triangulo equilatero ABC.

B? = cisg'B—le

c-p - (W)H

2" 9
C—4 = —2-2V3i
C = 4-—2V3i.



Portanto, o terceiro vértice do tridngulo ABC é C' = (2, —2v/3).

Agora, para determinarmos os vértices do triangulo A’B’C’, aplicaremos a cada
vértice do triangulo ABC' a composicao da rotacao de amplitude § radianos no

sentido anti-horario com a translacao segundo o vetor v = (2,3):

A’ = T (R (A)) = (cis g L0)+2+3i =2+ 3i.
B' = Tis.3(Rx(A)) = (cis g A+ 2+ 3i =2+ Ti,
C' = To)(Rx(A)) = [cis g (4 —2V30)] + 2+ 3i = 2+ 2V/3 + 5i.
Assim, os vértices do tridngulo A’B’C’ tem as seguintes coordenadas: A’ = (2, 3),
B = (2,7) e C' = (2+2V3,5).
Notemos que como a rotagao e a translagao sao trasnformacgoes isométricas, sua

composta também é uma isometria e, portanto, o triangulo A’B’C’, na figura 3.29,

também sera equilatero e seu lado medira 4cm.

y B/

Cf/

Figura 3.29: Tridngulo equildtero A’B'C".

20°) ([4], p- 105) Quais as coordenadas dos vértices de um tridngulo obtido
ap6s aplicagao da reflexao em relagao a reta y = —x no tridngulo cujos

vértices sao os pontos A= (1,2), B=(3,4) e C = (6,3)?
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Solugao:

Consideremos os vértices do triangulo ABC, da figura 3.30, como afixos dos
numeros complexos wq = 1+ 2i, wg = 3+ 4i e wg = 6 4+ 3i. Como a reta
y = —x passa pela origem, para realizarmos a reflexdo do tridangulo ABC através
desta reta, basta utilizarmos a fungdo R,(w) = ?, demonstrada na secao 2.2.3.
Para isso tomemos 7z = (1,-1), vetor diretor da reta, e sejam A’, B' e C' os

vértices do novo tridngulo, entao:

A = Ro(wa) = T _ 9
B = Ru(wp) = 5= ;)(_3; Wy
O = Ru(we) = L=DE+3D) 4 g

Portanto, as coordenadas dos vértices do triangulo obtido apds a reflexao do

triangulo ABC' através da reta y = —x sao: A’ = (=2,—-1), B’ = (—4,-3) e

¢’ = (~3,-6).
! B
4 i

C

2
A
4 2 2 4 6
A/
2
B y=—x

4]
c ]

Figura 3.30: Triangulos ABC e A’B'C".

21°) ([4], p- 102) Considere o quadrado com vértices A = (0,0), B = (4,0), C =

,4) e D = (0,4). Escreva as coordenadas do novo quadrado
4,4 D 0,4). E d das d drado A'B'C'D’
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obtido apds a seguinte transformacgao: reflexao do quadrado em relagao
aretay=_8.

Solugao:

Consideremos os vértices do quadrado ABCD, na figura 3.31, como afixos dos

numeros complexos wa =0, wp =4, wg =4+ 41 e wp = 4.

Al B
D C'
8< G
DA c
Al B ;

Figura 3.31: Quadrados ABCD e A’B'C'D’.

Como a reta y = 8 ndo passa pela origem, para realizarmos a reflexao do quadrado
ABCD através desta reta, basta utilizarmos a funcao R,(w) = R,(w — u) + u,
sendo R, = % - esta funcao foi apresentada na segdo 2.2.3. Para isso tomemos

7= (1,0), vetor diretor da reta, e u = 8 um ponto que pertence a reta, entao:

A =R, (wy) = 1(01_&) + 8i = 164.
B' = R.(wp) = M + 8i =4+ 16i.
C' = Ry(we) = = “ +14i =8 L gi— 4412
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Portanto, as coordenadas dos vértices do quadrado A’B'C'D’ sao: A’ = (0,16),

B' = (4,16), C' = (4,12) ¢ D' = (0,12).

22°) Dado o triangulo ABC de vértices A = (2,1), B = (3,—-1) e C = (4,2),
determine as coordenadas dos vértices do tridngulo A’'B’C’ obtido apds
a reflexao do tridngulo ABC em relagao a reta r: 2x —y = —3.
Solucao:
O procedimento que utilizaremos nesta aplicacao é anadlogo ao que utilizamos no
item anterior.
Consideremos os vértices do triangulo ABC, da figura 3.32, como afixos dos
numeros complexos wq =2+ i, wg =3 —1 e wg = 4 + 2.

y

' 64

B C

/
0 X

4 ) 0 év 4
B

Figura 3.32: Triangulos ABC e A’B'C’.

Como a reta r : 2z —y = —3 nao passa pela origem, para realizarmos a reflexdo do
triangulo ABC através desta reta, basta utilizarmos a fungao apresentada na se¢ao
2.2.3: Ry(w) = R.(w — u) + u, sendo R, = 22, Para isso tomemos 7 = (1,2),

vetor diretor da reta r, e u = 3i um ponto que pertence a essa reta, entao:

1+24)-(241— 3¢ —144+17:
(14+2i)-(2+73 31)—}-3@'— + 72‘

(1+2i) B 5

A= R, (wa) =
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(1+2i)-(3—7—30)

B' =R, (wp) = + 3i =5 — 3i.
(ws) (T 2i)
142) - (412 —3) .  —16+28
r(we) T+ 20) ! 5
Portanto, as coordenadas dos vértices do triangulo A’B’C’ sao: A’ = (—%, %7),

B'=(-53)eC = (-1, %)

23°) Determine as coordenadas dos vértices do quadrado A'B'C’'D’ obtido
ap6s reflexao do quadrado ABCD de vértices A = (5,5), B = (—2,4),
C=(-1,-3) e D=(6,—-2) através da reta r: x = 0.
Solucgao:
Sabemos que a reta r : x = 0 coincide com o eixo imaginario. Consideremos
entéo os vértices A, B, C' e D, na figura 3.33, como afixos dos niimeros complexos
zA=54+05i, zg=—-244, zc = —1—3i e zp = 6 — 27 e facamos a reflexao de
cada um deles através do eixo imaginério utilizando a férmula Ry(w) = —w +2-b,

conforme visto na segao 2.2.3.

Figura 3.33: Reflexao do quadrado ABCD através da reta r : x = 0.

A" = Ry(za) = —(6+5i) +2-0=—(5 —5i) = —5 + bi.
B' = Ro(2p) = —(—2+4i) +2-0= —(—2 — 4i) = 2 + 4i.
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C'=Ro(z¢) = —(=1=3i) +2-0= —(—1+3i) =1 — 3i.
D' =Ry(zp) = —(6—21)+2-0=—(6+2i) = —6 — 2i.

Portanto as coordenadas dos vértices do quadrado A'B'C'D’ sao: A’ = (—5,5),

B = (2,4),C" = (1,-3) e D' = (—6,-2).
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Capitulo 4

Conclusao

Esperamos que, através das demonstragoes e aplicagoes aqui apresentadas, tenhamos
alcancado nosso objetivo de mostrar que o estudo dos nimeros complexos pode e deve ser
abordado tomando como subsidio o seu aspecto geométrico e nao apenas o seu aspecto ex-
clusivamente formal.

A possibilidade de podermos representar um nimero complexo geometricamente, como
um ponto de R?, permite relacionarmos os niimeros complexos a vetores e, assim como
aponta [1] (2013), isto permite atribuir significado geométrico aos nimeros complexos e,
consequentemente, as suas operacoes algébricas.

Através dessa abordagem o estudo do conjunto dos nimeros complexos assume um enfo-
que dinamico, uma vez que ao utilizarmos as transformacoes geométricas como transformacoes
de numeros complexos estabelecemos relacoes entre varios contetidos e ndo lancamos mao
apenas da aplicacao direta de férmulas.

Analisando o capitulo 3 podemos notar que a utilizagdo dos nimeros complexos na re-
solucao dos problemas propostos propiciou um mais facil entendimento e se mostrou uma
técnica menos trabalhosa.

No entanto, os professores usualmente ao apresentarem esse conteido nas classes de ensino

médio nao levam seus alunos a interpretarem as operacoes em C como transformacgoes e nem
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o relaciona com outros contetidos, perdendo uma grande oportunidade de dar significado ao

ensino e ao apredizado desse topico.

Segundo [4] (2012, p. 109):

Os numeros complexos, quando analisados pelo olhar das transformagoes geo-
métricas, propiciam uma abordagem bastante significativa para o aluno. Todavia,
o enfoque geométrico dos nimeros complexos normalmente nao tem sido explo-
rado em nossas salas de aula. A abordagem desse conceito tem sido, na maioria
das vezes, de carater puramente algébrico, onde estdao ausentes o significado e as

aplicacoes desses nimeros.

Como sequéncia a essa pesquisa, seria interessante fazer um estudo de campo numa escola
de nivel médio, de preferéncia da rede publica, da terceira série do ensino médio. Através
de entrevistas, dos professores procuraremos saber como abordam o contetido dos ntimeros
complexos em suas aulas e dos alunos se, para eles, existe algum significado em aprender tal
conteudo. Depois poderiam ser propostas oficinas, nas quais seriam abordados os ntmeros
complexos da forma que sugerimos nesta dissertacao, bem como a resolucao de atividades

como as aqui apontadas.
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