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Resumo

Nosso trabalho teve como objetivo central estudar a intersecao de sequéncias de
inteiros, denominadas nimeros geométricos, através da equacao de Pell. Neste con-
texto, a resolucao de duas equacoes serao tratadas: 2> — Dy? = 1 e 22 — Dy> = N
com |N| > 1. Para a primeira utilizamos importantes resultados presentes na teoria
das fracoes continuas. Para ultima, utilizamos o método de resolucao delineado na li-
teratura. Além disso, proposicoes referentes a intersecao de niumeros geométricos para
alguns casos particulares sao apresentadas e demonstradas. Também a proposicao do
caso geral é apresentada e demonstrada. Por fim, realizamos a resolugao de algumas

equacgoes de Pell para determinarmos a interse¢ao de alguns ntimeros geométricos.

Palavras-chave

Numeros Geométricos. Fracoes Continuas. Equacao de Pell. Intersecao.



Abstract

Our work had as main objective to study the intersection of integer sequences, de-
nominated polygonal numbers, through Pell’s equation. In this context, the solution
of two equations will be treated: z? — Dy?* = 1 and 2? — Dy* = N, |[N| > 1. For
the first one we have used results from the theory of continued fractions. For the last
one, we have used the method of solution delineated in literature. Besides, proposi-
tions referring to the intersection of polygonal numbers for some particular cases are
presented and demonstrated. Also, the proposition of the general case is presented and
demonstrated. Finally, we have performed the solution of some of Pell’s equations in

order to determine the intersection of some polygonal numbers.

Keywords

Polygonal Numbers. Continued Fractions. Pell’s Equation. Intersection.
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Introducao

Os numeros geométricos sao sequéncias infinitas de inteiros muito especiais. Isto
porque, cada elemento da sequéncia pode ser desenhado no plano através de poligonos

regulares. A figura 1 nos mostra alguns exemplares desses niimeros.

S8 A

21

81 81 21
55 55 36 36
28 28 12 12

Figura 1: Alguns ntimeros geométricos.

O estudo dos nimeros geométricos remontam a antiguidade. Segundo [10]| compo-
nentes da escola pitagorica ja eram familiarizados com a féormula dos nimeros geomé-

tricos triangulares e nimeros geométricos quadrangulares.
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Segundo [7] em 175 A.C, Hypsicles da uma defini¢do de nimero geométrico. Cerca
de 100 D.C. a 130 D.C. Theon de Smyrna publica um livro com 32 capitulos tratando
do tema. Nicomachus por volta de 100 D.C. também trata tais nimeros. Em 1621 C.
G. Bachet escreveu dois suplementos obordando as propriedades destes niimeros. Eis

algumas propriedades descritas:

i = pb 4+l + kr(m —2)

S

5 = (py)?

ndHept+1 = (n+1)>°

1P4+24+... 40 =

Os nameros geométricos sao tratados em todos os artigos [1], [5], [8], [9], [11], [12]
de data mais recente.

Por outro lado, a figura 1 nos mostra o objeto de estudo do nosso trabalho em relagao
aos nimeros geométricos. Estamos interessados na intersecao de niimeros geométricos,
ou seja, quais nimeros geométricos estao em duas sequéncias ao mesmo tempo. Na
figura 1, 81 é um ntmero quadrangular e heptagonal, 21 é um ntmero octogonal e
triangular, 55 ¢ um nimero heptagonal e triangular, 36 ¢ um ntmero triangular e
quadrangular, 28 é niimero triangular e hexagonal e 12 é um numero pentagonal e
dodecagonal.

Mas para abordarmos a intersecao de nimeros geométricos seremos levados a estu-
dar importantes topicos da Teoria de Ntimeros, e assim, nosso trabalho tem as seguintes
partes.

No capitulo 1 abordaremos as sequéncias recorrentes e a fracoes continuas finitas
e infinitas. As propriedades mais importantes das fragdes continuas necessarias ao
trabalho serao exploradas.

No capitulo 2 apresentaremos vérios resultados que nos permitirao encontrar as
solucoes da equacao de Pell através das fracoes continuas. Em seguida apresentare-
mos um método, dentre varios outros possiveis, para resolucao da equacao de Pell
generalizada.

No capitulo 3 definiremos os niimeros geométricos utilizando as progressoes arit-
méticas, deduziremos uma férmula fechada para p!', apresentaremos a intersecao dos
numeros geométricos e resolveremos algumas intersecoes utilizando as equacoes de Pell

associadas.
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1 Conceitos Preliminares

O objetivo deste capitulo é comegar o estudo das ferramentas mateméticas ne-
cessarias para o desenvolvimento do nosso trabalho. Iniciaremos com as sequéncias

recorrentes, e logo em seguida trataremos das fracoes continuas.

1.1 Sequéncias Recorrentes

Muitos problemas da matematica podem ser modelados através de sequéncias re-
correntes. Perceberemos mais adiante a importancia destas sequéncias. De acordo com
[17] uma sequéncia recorrente de termos x1, xs2, x3, ... ¢ uma sequéncia na qual um
termo é escrito em funcao dos termos anteriores. Contudo, podemos ter situacoes onde
dependamos de apenas alguns dos termos anteriores. E que esta dependéncia tenha

determinada caracteristica.

Definicao 1. Dizemos que uma sequéncia recorrente € linear de ordem k quando ezis-

tem constantes cyi, Ca, ..., C tais que:

Tpak = C1Tpak_1 + CoTpig_o+ ...+ Cpy, Vn, k € N.

A sequéncia recorrente fica unicamente determinada quando k condicoes iniciais

xo=Co, 11 =C4, ..., xp_1 = Cyx_1 sao dadas.

Exemplo 1. A sequéncia ag, ag + d, ag + 2d, ag+ 3d,. . .,a0 + (n — 2)d, ag+ (n — 1)d,
ao+nd, ... é uma progressao aritmética de termo inicial ag e razao d. Desta definicao

a diferenca entre um termo e o seu antecessor € igqual a razao d. Logo,

Uny2 — Any1 = d

pi1 —ap, = d.

Igualando as duas equagoes obtemos que

Upiy2 = 2an+1 — Qp.

15



A dltima relagao nos mostra que uma progressao aritmética de termo inicial ag e

razao d, € uma sequéncia recorrente de ordem 2.
Exemplo 2. A Torre de Hanoi € um jogo que consiste dos sequintes objetivos:

1. Mover os discos da posicao A para a posicao C, utilizando B como elemento

intermedidrio
2. Um disco maior nao pode ser colocado sobre outro menor.

3. Deseja-se realizar a operag¢ao com o menor nimero de movimentos possiveis.

Figura 2: Torre de Hanoi.

Fonte: https://pt.khanacademy.org/computing/computer-science/algorithms/

towers-of-hanoi/a/towers-of-hanoi

Seja T, 11 a quantidade de movimentos necessdrios para movimentar n + 1 discos
de uma posicao para outra. Para resolver o problema adotamos a sequinte estratégia.
Movemos n discos (T,, movimentos) de A para B utilizando C' como elemento interme-
didrio. Restard um disco maior em A que deverd ser movido para C (1 movimento).
Apds isto, movemos os n discos (T,, movimentos) de B para C' utilizando A como ele-
mento intermedidrio. Assim, para movermos os n discos de A para C, a quantidade

necessdaria de movimentos serd:

Tn+1 :Tn+1+Tn = Tn+1 :2Tn+1,

ou seja, T, 11 € sequéncia recorrente de ordem 1.
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Exemplo 3. Um granjeiro iniciou uma criagao de coelhos com um casal. Deseja-se
saber quantos pares de coelhos podem ser produzidos a partir do casal em um ano, se
levarmos em consideracao que a cada més um casal gera um novo par, o qual se torna
produtivo a partir do sequndo més.

Se denotarmos por F,, o nimero de casais de coelhos no més n, temos que:

F=F=1,

pois o primeiro casal leva dois meses para se tornar produtivo. O primeiro par de
descendentes aparece no terceiro més, e assim F3 = 2. Pode-se perceber que a cada

més o numero de casais de coelhos serd iqual a soma dos dois meses anteriores. Logo,

Fn+2:Fn+1+Fn-

Numero de Pares

1

Pares de coelhos
Recém-nascidos

Adultes
Sobreviventes

Figura 3: Reproducao de um casal de coelhos.

Fonte: http://infinito-matematica.co/curiosidades/

assim, F, 1o € uma sequéncia recorrente de ordem 2.
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Em muitos casos desejamos encontrar uma féormula fechada para o n—ésimo termo
da sequéncia recorrente. No nosso trabalho estaremos interresados nas sequéncias re-
correntes de ordem 1 da seguinte forma a,y; = a, + f(n), onde f(n) é uma fungao

linear em n. De acordo com [4], a férmula fechada pode ser obtida

ay = ap+ f(1)
a3 = ag+ f(2)
ay = as—+ f(3>

an = ap_1+ f(n—1).

Somando membro a membro todas as equacoes anteriores e efetuando os cancela-

mentos possiveis. Desta acao, obtemos:
an = a1+ Y _ f(k). (1)

1.2 Fracoes Continuas Simples

Compreenderemos nesta secao as fragoes continuas simples. Saberemos como sao
classificadas e quais propriedades elas possuem. Nosso objetivo primordial serd mostrar
como as fracoes continuas simples podem ser utilizadas para aproximarmos nimeros

irracionais através de numeros racionais.

Definicao 2. Uma fracao continua simples € uma expressao da forma

a,[)—|—

a; +
1

ay + ———
2 as+ ...

onde a; € Z e ajy 1 > 0 para t > 0. Os nimeros ay,as,as, ... $460 0s quocientes parciais

da fracao continua simples. QOutra forma de representar a fra¢ao continua simples é

[CLO; ay,as, as, .. ]

18



1.2.1 Fracoes Continuas Simples Finitas

Definicao 3. Uma fracao continua simples finita é uma expressao da forma

ap +
CL1+

as +
1
Qn
onde a; € Z e a;yq > 0 parai > 0. Os numeros a,,as,as, ... , G, S0 0S quocientes par-
ciais da fracao continua simples finita. Qutra forma de representar a fragao continua
simples finita € [ap; a1, as,ag, ..., ay].

4
Exemplo 4. A fracdo continua de I

41 1
3 _3:1.2.1.9
11 + [7 ) 77]

1+
1
2+ ——
1
1 —
T3

Existe um relacionamento estreito entre o algoritmo de Euclides e o calculo da

fracdo continua de um nimero racional. Isto fica nitido através do proximo exemplo.

Exemplo 5. Observamos a aplicacao do algoritmo de Fuclides aos niumeros 41 e 11

41 = 3 x11+8
11 = 1x8+3
8§ = 2x3+4+2
3 = 1x2+1
2 = 2x1+40.
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Percebemos que 0s quocientes da sequéncia do algoritmo, em ordem, formam os termos

da fracao continua simples do nimero racional I

. . a . .
Teorema 1. Qualquer nimero racional 3 com b > 0 pode ser escrito como uma fra¢ao
continua simples finita.

Demonstracao: Aplicando o algoritmo de Euclides aos nimeros a e b obtemos:

a = bag+n7r 0<r;<b
b = ria;+nro 0<ry<mr
I8 = TG + T3 0<r3<ry
T = T3a3+714 0<ry<rs
Th—2 = Tpn-10p-1+ 7y 0< Tn < Th-1
Tho1 = Tplnp.
Todos 0s niumeros r1,19,13,...,7, $a40 positivos. Consequentemente todos 0s ay,as,
as,. .., a, serao positivos também. Além disso, entre O e b existe um numero finito

de nimeros inteiros, consequentemente existem um numero finito de r; satisfazendo

0 < r; <b. Podemos reescrever as equagoes do algoritmo da sequinte forma:

a +T1 N 1
b b b
!
b T9 1
- — a1+_:a1+r—
T r1 1
T2
T1 T3 1
- — a2+_:a2+r—
T2 9 2
T3
Tn—1 o a
= -
Tn

b
Substituindo — na primeira equacao obtemos:

1
a 1
Z:a0+—1
a1+7,—1
Ty

20



r
Agora substituindo ~L nesta diltima equacao obtemos:

T2
a 1
g = ap + —1
it
(05} + E
T3
E continuando este processo obteremos:
a n 1
— = Q
b .
a +
1
g + ——
1
4 —
anp

1.2.2 Fracoes Continuas Simples Infinitas

Agora vamos tomar um nimero irracional qualquer a. Utilizando a fun¢ao menor

inteiro | | podemos escrevé-lo da seguinte forma:

1
a=|a]+ B =ao+ fo=ao+ 5, (2)
Bo
, . . . 1
0 < By < 1 é um namero irracional, e pondo a; = 5_ temos que o > 1, e agora
0
podemos escrever:
1
&1:LC¥1J+61:G1+ﬁ1:G1+T. (3)
B

Podemos substituir (3) em (2):

21



1

0 < p1 < 1 é um namero irracional, e pondo as = 5_ temos que oy > 1, e agora
1
podemos escrever:
1
OCQZLOKQJ+/82:a2+ﬁ2:a2+T. (5)
Ba
Agora vamos substituir (5) em (4):
1
o = ag + 1
ag + T
o
O processo delineado anteriormente continuara indefinidamente, pois a parada im-
plicaria que « seria um nimero racional, e assim obteremos 0 < 5; < 1l e ;11 = 5_ > 1,
1

de tal modo que a fracao contina de « seré:

o = ag +

a3+—

Outra notacdo para esta fracao continua serd o = [ag; a1, ag, as, ag, . . ..
Deste procedimento podemos depreender o seguinte conjunto de recorréncias para
calcular a fracao continua simples de um nimero irracional «. Estas recorréncias sao

apresentadas em [18].

(%)) = «
an = |
1 1 1
[0 +1 = - = =
\ " ﬁn Qp — An Oy — LOCnJ
Defini¢ao 4. Uma fracao continua simples infinita o = |ag; a1, as,as, ...] € dita pe-

riodica se existem inteiros r, k e n tais que a = ap, para todos os inteiros positivos
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k > r. O menor n com esta propriedade é denominado o periodo da fracao continua.

A fragao continua serd representada por:

o = [CLO; A1,02,03, ..y Qr_1, Qr, Ap41, Ar42, . - . 7ar+n—1}-

Quando tomamos r = 0, nds chamamos a fracao continua de puramente periodica,

€ eSCrevermmos:

o= [ao;alaGQa as,. .. 7an—1]-

Exemplo 6. Fracao continua infinita periddica e puramente periodica

1;1,2] =[1;1,2,1,2,1,2,..] = V3
_ 1 5
1) = [LLL1L11 11, ] = +2f
Definicao 5. Para 1 < k < n, o k—ésimo convergente, Cy , da fracao continua
lag; ay, as, ..., a,] € a fracio continua:
Cy = ao; a1, as, ..., ax.

Também definimos Cy = ay.

Exemplo 7. Os convergentes de I 840:

Co = [3]

= [3:1]

Cy = 1[3;1,2]

Cs = [3;1,2,1]
C, = [3:1,2,1,2]

Vamos agora calcular o valor do convergente Cj:

1 1 3 15
1+—1 1+§
2+I

Percebemos que o calculo de C5 mostra-se bastante trabalhoso. Para facilitar este

Cs =3+

trabalho podemos definir formulas recursivas para calcular separadamente o numerador
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e o denominador do convergente. Neste calculo de C'3 definimos o numerador por p3 e

o denominador por g3
Teorema 2. Seja |ag; a1, as,...,a,] uma fracio continua simples. Definindo as se-
guintes recorréncias

Po = ag g =1

p1 = aiag+ 1 @ =m

Pk = QkPr—1 + Pr—2 e Qk = akQr—1 + Qr—2 (2<k<n)

Entao, C), = @, para 0 < k < n.
q

k
Demonstracao: Temos incialmente que

a
c, = N - o
1 ) ] qo
apay +
O, = qp+—=turl _ P

aj a1 0
Ou seja, o resultado € valido para Cy e C1. Vamos supor que o resultado € vdlido

. P -
param > 1, ou seja C,, = —=. Queremos mostrar que ele permanece vdlido para m+1.
m
Observamos que:

1

CLm—s—l

lag; ai,as,as, ..., Qy, Gmit] = [ao; a1, 09,03, ..., 0y +

Aplicando a hipdtese ao lado direito da equacao temos:

1
(am + ) Pm—1 + Pm—2
Am+41

1 .
(am + ) dm—1 + qm—2
am+1

Portanto,

AmPm—1 + Pm—2 + szl
Cmi1 = T
AmQm—1 + Gm—2 +

am+1
Um1Pm + Pm—1

Umt19m + Gm—1
pm+1

Gm+1
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Teorema 3. Sejam pi e qr como definidos no Teorema 2. Para todo k > 1, temos:

Prr—1 — Pr—1qr = (—1)"1

Demonstragao: Provaremos a assercao utilizando inducao em k. Para k = 1

temos
p1go — pogi = (apay + 1)1 — apay = 1= (—=1)"".

Portanto, o resultado € vdlido para k = 1. Suponhamos que o resultado seja vdlido para

k =m, isto €,

m—1

Pm4m—-1 — Pm—19m = <_1)
Queremos provar que € vdlido para k = m + 1. Pelo Teorema 2 temos que ppi1 =

Amt+1Pm + Pm—1 € Gm+t1 = Qmt1Gm + Gm—1. Entao

Pmt1Gm = Pmmt1 = (Gms1Pm + Pm—1)@m — Pim(@mi1Gm + Gm—1)
Um41Pmm — Am4+1PmGm + Pm—19m — PmGm—1
= Pm-1Gm — Pmlm—1
(=) (PmGm-1 — pm—lqm>
4 (==
= ()™

1=

Portanto, o resultado vale para k =m + 1.

Corolario 1. Para 1 < k <n, p. e qx sao relativamente primos.
Demonstracao: Se tomarmos d = mdc(py, qx) teremos d|(prQr—1 — Pr—1Gxk), 0U

seja, d|(—1)*"1. Como d > 0 teremos obrigatoriamente d = 1. ]

Teorema 4. Seja g, como definido no Teorema 2. Entao {qy}r € crescente para k > 2.

Demonstracao: Pela definicao de g, no Teorema 2 temos:

>1 >1
~ = N
Qr = Qi Qe—1+ Q—2 = Q-1+ Qp—2> Qr—1 + 1 > qr_1.
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No préximo teorema mostraremos uma importante propriedade dos convergentes

C.

Teorema 5. a) Os convergentes de indices pares formam uma sequéncia crescente

Co<Cy<Cy<Cy< ...

b) Os convergentes de indices impares formam uma sequéncia descrescente Cy >

C3>Cs>CH. ..

¢) O relacionamento entres os convergentes de indices pares e de indices impares é

0 sequinte: Cop < Uy < Cy < (Cg<...<(Cr <5< C3<C]

Demonstracao: Se tomarmos Cyio — Cy = Ciio — Cy € somarmos —Cliq + Craq

ao sequndo membro o resultado nao fica alterado.

Ciy2—Cr = Ciga — Crp1 + Cp1 — Gy

Pk+2 Pr+1

3 CkJrl -
k+2 qk+1

Pela definicao de convergentes temos Cyio =

1sto, a equacao torna-se:

Ck+2 —C, = <pk+2 _ pk+1) X (pk—i—l _ ]ﬁ) .

k-2 qk+1 qr+1 qk

Manipulando as fragoes da equagao obtemos:

e Cl = &. Com
dk

Ck+2 —Cp = (pk+2Qk+1 - pk+1Qk+2> i (pk—HQk - kaIk+1) '

qk+19k+2 qr49k+1

Utilizando o Teorema 3 obtemos as sequintes identidades prioQri1 — Prt1Qki2 =

(=) e prarqr — prqres1 = (—1)%. Com isto temos:

-1 k+1 -1 k
Cit2 — Cr = (1) +< )
Qrk+19k+2  QkQk+1

(—1)(=1D)*qr + (—1)*qr+2

Cry2 — Cr =
Arkqk+19k4-2
—1)* _
Ck+2 . Ck _ ( ) <Qk+2 Qk:) )
qk9k+19k+2

Pelo Teorema 4 podemos concluir que qrio — qr > 0 € qQri1qrio > 0, € assim o

sinal da equacdo depende apenas de (—1)F.
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Assim quando k = 25 — 1 for impar teremos Cyjy1 — Co—1 < 0, ou seja, Cojpq <
Cyj—1. Por outro lado, quando k = 2j for par teremos Cyjia — Coj > 0, ou seja,
02j+2 > ng.

Por outro lado, se tomarmos Cyiq1 — Cy teremos:

Pi+1 Dk
Cop1—Cp = —= -2
qk+1 qk

Crir — Cp = Pkt 19k — Prlk+1
qrqk+1

Utilizado o Teorema 3 obtemos a sequinte identidade pri1qr — PrQrs1 = (—1)’“. E

assim, a equacao torna-se:

Ou seja,

Ogj < Ogj_l.

Utilizando 25 + 2 e 25 + 1 na dltima equacgao temos:

Cajra < Cajpa.

Com ng < Czj+2 , C2j+2 < CQj+1 € CQj—H < CQj—l concluimos

ng < ng+2 < 02j+1 < CQj—1~

Logo, todos convergentes de indices pares serao menores que todos os convergentes

de indices impares. m
.~ . Po P Pn P . .
Definicao 6. Sejam —, —,..., — o0s convergentes do nimero irracional
do G¢1 an
a = [ag; a1, as,as, ..., ay, Oyl

Com ajuda do Teorema 2 podemos reescrever o da sequinte forma:

_ On41Pn + Pn-1
Opt1Qn + dn—1 '
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Teorema 6. Dado um niumero irracional o e suponha que

[ao; ay,ds,asg, ..., 0y, Oén+1]

€ a sua fracao continua. Entdo temos que a = lim C,,.
—

n—oo
Demonstracao: Vamos calcular |o — C,|. Pela Defini¢cio 6 podemos escrever
Qn41Pn + Pn-1 ,
= , € a8s1m temos:
Ont1qn + qn—1

o —Cy| = Qpt1Pn + Pn-1 Pn
Ont1Gn T qn-1  Gn
‘Oz _ Cn’ _ qnOint+1Pn + AnPn—-1 — @nQny1Pn — Pndn-1
Gn(ni1Gn + Gn-1)
a— 0| = (=D)(Pndn1 = gnpna) |
Gn(ni1Gn + Gn-1)

Utilizando o Teorema 3 podemos obter a sequinte identidade

PrnGn-1 — GnPn_1 = (—1)”_1. E assim, a equacao torna-se:

(=)=
@ (Ot 1Gn + @n-1)
(—=1)"

Qn<an+1q’n + Qn—l)

o —C,| =

la —C,| =

Como ap1 = |Qpy1]| teremos a1 > anyq. E desta forma podemos concluir que
1

< . E a'inda'; Gn+1 = Qnt1Gqn T Gqn—1, € COMO (n41 >
Gn(Cn+1qn + in—l) qiv,(an—HQn + Gn-1)

qn teremos

< — - Logo, temos:

qnqn+1 a5

(=1)" 1 1 1
G ni1@n + @u-1) | @(@ns1Gn + Gn1) = GuGni1r ~ G2

Pelo Teorema 4 sabemos que q, cresce indefinidamente. Com isto temos que

o1
lim — =0,
n—o0 qn

donde

1
0< lim |o—C,| < lim — =0,

n—oo n—oo q'l’L
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e assim, lim |o — C,| =0, ou seja, « = lim C,,.
n

Quando calculamos a fracao continua de um ntmero irracional a estamos buscando
aproximagcoes racionais para este nimero. O préximo teorema nos mostra que o con-

vergente C), da fracao continua ¢ a melhor aproximacgao de a.

. P . ~ . . . )
Teorema 7. Seja — o0 n—ésimo convergente da fracio continua simples infinita do

n
ndmero irracional . Se a e b sao inteiros, com 1 < b < q,41, entao

|gne — pn| < [ba — al.

Demonstracao: Vamos considerar o sistema de equacoes:

Pné + Bpnyr = a
@€+ Bgny1 = .

Multiplicando a primeira equacao por q, e sublraindo a sequnda equacao multipli-

cada por p, teremos:

GnPné + BUnPnt1 — GuPné — Blng1Pn = qna — ppb
ﬁ(pn+1Qn - QnJrlpn) = (qna — pnb-

Mas pelo Teorema 3, Pni1Gn — qni1Pn = (—1)" € assim a equagao torna-se
p o= (=1)"(gna — pnb).

Agora multiplicando ¢,& + Bqni1 = b por puy1 e subtraindo p,& + Bpny1 = a multi-

plicada por q,1 teremos:

qnpn+1§ + BQn—Hpn—&-l - Qn+1pn§ - BQn—i—lpn—l-l = pn—i—lb — Gn+10
f(pn—HQn - Qn-i-lpn) = Pnt1b — gupra.

Mas pelo Teorema 3, ppi1Gn — Gni1Pn = (—1)" € assim a equagao torna-se
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§ = (_1)n(pn+1b_Qn+1a)-

Notamos que § # 0, pois se & = 0 teriamos agn+1 = bpnr1 € como mde(qni1, Pny1) =
1 pelo Coroldrio 1, implicaria q,,1|b, ou seja b > q,11, contrariando a hipdtese.
Por outro lado, se = 0 teremos a = p,& e b = q,&, e substituindo estes valores

em |ba — a| temos:

b — af = g€ — pué| = [€llaner — pu| = [gner — pal.
Se B # 0 temos que B e & tem sinais opostos. Se f < 0 com a equagao q,§ =
b— qni1B temos & >0, pois b >0, g, >0, ¢ue1 >0 e —gu18 > 0. Por outro lado, se
B>0ecomb< gy, teremos b < q,115, e por consequéncia b — q,15 < 0, e desta

forma q,&§ <0 e & <.
Pn Pnt1

Agora relembramos que « estd entre os convergentes — e
dn  Qn+1

€ asSIm qp — Py, €
Qn+1Q — Pny1 terao sinais opostos.

Neste caso £(qnae — pr) € B(Gni10t — ppi1) terdo o mesmo sinal. Desta forma

|ba - a| = |(qﬂ£ + qui1 ) — (pné +pn+lﬁ)|
= |€(9na — Pn) + B(Gni10 = Py
= [&[l(gne = pu)| + |B][(gns100 = Prsa) |-

Como |B||(gns1c¢ — prt1)| > 0 podemos concluir que

[€l1(gna = pu)l + Bl1(@ns10 = pria)| > |BI(Gns10 = Pasr)]-

E assim, o equacao torna-se:

lba —al = [¢][(gna = pn)].

E como & # 0 teremos:

|ba - a| > |(ané _pn)|'
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O Teorema 7 nos permitird provar outro importante teorema.

Teorema 8. Seja o um numero irracional arbitrdrio. Se o numero racional =, onde
q

q>1 emdc(p,q) =1, satisfaz

Entéo £ ¢ um dos convergentes P o fracao continua simples de .
q dn

Demonstracao: Vamos supor que P o ¢ convergente de «. Pelo Teorema 4 qy

q
forma uma sequéncia crescente, e desta forma € possivel encontrar n tal que q, < q <

Gns1- Utilizando o Teorema 7 temos:

lgna — pu| < g —p.

Mas colocando q em evidéncia em |qa — p| temos q |o — E’. Por hipdlese | — B’ <
q q
1
5 € assim q|a — —‘ < —. Com esta desigualdade podemos escrever:
2q al  2q
0~ pal < 5
W — Dp| < —.
q p 2%

Dividindo ambos os membros da desiqualdade por g, temos:

1
2qq,

Pn
o — —

an

<

Como supomos P =+ Pn teremos qp, — pq, um nimero inteiro com 1 < |qp, — pan|.

Dividindo ambos os membros desta desigualdade por qq, temos:

1 n n n n
R ’u _ p__e': p__aw_fz‘
q4dn qqn an 4 dn q
Vamos utilizar a desigualdade triangular com Pn a+a— E’. E assim, temos:
dn q
1 n
R p__a\+ a_fz\.
qqn an q




Utilizando a hipdtese e a desigualdade de | — Pl concluimos:
dn
1 - 1 N 1
4G 2q¢n  20°
Ou seja,
1 - 1 N 1
qGn 2qq,  2¢°
2 1 _ 1
290 2qqn 2¢°
1 - 1
2q¢n 2¢°
2q>
— < n
2q a
9 < qn-

O que € uma contradi¢ao.
[

. Dn ~
O Teorema 8 sera fundamental para provarmos que o convergente — ¢ solucao da
dn

equacao de Pell.
Vamos tratar agora com uma definicao muito importante para o nosso trabalho.

Definicao 7. Um numero irracional o € R € denominado irracional quadrdtico quando

¢ uma raiz de uma equagdao da forma f(x) = ax® + bx + ¢, onde a,b,c € Z, e a # 0.

Desta forma teremos aa® +ba+c = 0 com a,b e ¢ inteiros e a # 0. Mas pela formula

quadratica:
—b+ Vb — dac
o =
2a
ou
—b —Vb? — dac
o= :
2a
) —b+ Vb? — dac
Sem perda de generalidade vamos supor que a = 5 e
a

N/
o = 5 @° s que o € R teremos b — 4ac > 0 e b*> — 4ac sera livre de
a
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quadrados. Se tomarmos P = —b , D = b*> — 4ac e ) = 2a os irracionais a e o/

assumirao a seguinte forma:

P++D

“ T TQ
o = —P_\/B
- g

Claramente Q|(D — P?), pois (D — P?) = b* — 4ac — b* = —4ac e Q = 2a. O

irracional o’ é o conjugado do irracional a.
P D
Teorema 9. Seja o = O_C;—\/_ um irractonal quadrdtico, onde D > 0 ¢é livre de
0
quadrados. Ainda Qo # 0 é um inteiro, Py € Z e Qo|(D — P?). Recursivamente

definimos para n > 0:

(P, + VD)

oy = —

@n
an = |
PTL-H = a'nQn - Pn
D — P?
QnJrl = ( Q n—l—l) .

Entao P, e Q, sdo inteiros, com Q, # 0, para todo n e a = [ap; ay, as,as,. . .].
Demonstracao: Procederemos por inducao em n. Para n = 0 temos que Py,
Qo sdo inteiros e Qol(D — P?). Suponha que Py,Qo, P1,Q1,...,P,, Q. sdo inteiros
e Qol(D — P), Q:|(D — P?), ..., Qu|(D — P2%). Queremos mostrar que o resultado
continua vdlido para n+1, ou seja, Poyy € Quiq sGo inteiros e Qny1|(D— P2, ). Como
an, Qn e P, sao inteiros por hipdtese, também serd P,.1 = a,Q, — P,. Além disso,

temos:

D — P? D —(a,Q, — P,)? D— P?
ntl - (a Q ) - L + 2anPn - aiQn
Q@n @n Q@n

Como D — P? = Q,Q,_1 a equacio torna-se:

QnJrl =

Qn+1 = % + 2anPn - GiQn = anl + 2anpn - aiQn
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E assim, Qn+1 € um inteiro, pois Q,,an,Qn_1 € P, sdo inteiros por hipstese. Como
temos D — P2, # 0, pois D € livre de quadrados, teremos também Q41 # 0. Além
disso, como Qn,Qny1 = D — PZ. concluimos também que Qni1|(D — P2, ;).

Agora resta mostrar que as recorréncias calculam a fracao continua simples de

Po-i-\/ﬁ

. Para isto vamos tomar:

Qo
oy — a = P + — a
n n Qn n
o —a _ vD — (anQn - Pn)
o @n ’

Como P,11 = a,Q, — P, a equacgao torna-se:

\/_ Pn+1
CQn

Qp —ap =

(\/_+ Pn+1)
<\/_ Pn+1)

(\/5 - Pn-i-l) (\/E + Pn+1)
Q” (\/B+Pn+l)
D P2,
Qn(\/_‘i‘PnH)‘

Mas Qu11Qn, = D — P2, e desta forma:

Multiplicando o seqgundo membro da equacao por ———— =

anp —an =

Qp — ap

o —a _ Qn-l—lQn
CZTL(\/5 + Pn+1)
o Qn+1
anp —an =

(\/E+Pn+1>.

Tomando o inverso temos:

1 - jt)n—&—l"i_\/E

= = Qp41-
Qp — An QnJrl

Corolario 2. Quando Qo =1 e Py =0 temos o caso especial de oo = \/D.
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Lema 1. Seja B um irracional quadrdtico, e seja

a_aﬂ+b
- cf+d

onde a,b,c e d sao inteiros, com c e d ambos nao iguais a zero. Entao o € um irracional

quadrdtico se e somente se ad — be # 0.

Demonstracao: Se racionalizarmos o lado direito de o podemos obter um nimero
racional ou irracional. Desta forma, devemos mostrar que a € irracional se e somente
se ad — be # 0.

Caso ¢ # 0 podemos escrever o da sequinte maneira:

= lewa)

(ad — ad)

S do | —=

omando L(Cﬁ )
tado, pois ad — ad = 0.

} ao sequndo membro da equag¢ao nao iremos alterar o resul-

¢ {(aﬂ—kb)} ) [(ad—ad)]

¢ | (cf+d) c(cf + d)
_acBf+bc+ad—ad
¢ c(ef +d)
_a(ef+d) +bc—ad
“ = c(cf +d)
_alef+d)  bc—ad
“ = c(eB+d)  c(cB+d)
0 = @ . bc — ad
¢ cfcf+d)

Desta maneira o serd racional se e somente se bc — ad = 0.

Caso c =0 e d # 0 podemos escrever a da segquinte maneira:

0 - af +b
N d
aB b
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E assim, « serd racional se e somente se — = 0, e como d # 0 isto equivale a

SRS

ad = 0, e por termos ¢ = 0 teremos também bc = 0. Com isto teremos « racional se e

somente bc — ad = 0.
m

Teorema 10. Um nidmero irracional o tem expansao em fracao continua simples in-
finita periddica se e somente se o € numero irracional quadrdtico.
Desmonstracao: Suponha que o tem expansao em fracao continua simples infinita

periodica. Vamos considerar dois casos: o caso puramente periddico e peridodico. Caso

« tenha expansdo puramente periddica teremos « = [ag; ag, - .-, an—1). Desta forma

o = [Clo; Ay, ... ,an—hOéL

e pela Definicao 6 podemos escrever o da sequinte maneira:

Prn—1Cx + Pn—2
gn—1¢ + dn—2 '

Rearranjando a equacao temos

a(anlo[ + Qn72> = Pp—1Q+ Pp—2
Q10> + (qn—2 — Pn-1)a —pPn—a = 0.

E assim, « satisfaz uma equacdo de 2 grau com coeficientes inteiros, pois ¢n—1,Gn—2,Pn-1

€ Pn_o SG0 numeros inteiros e q,_1 # 0. E desta forma, o € um irracional quadrdtico.

Agora vamos supor que o« = [ag;ai,...,ax_1,0k, -, 0rin_1) para k > 0. Seja
B = [@r; i1, - -, Ghan_1), B serd irracional quadrdtico pelo caso anterior. Assim, com
a = [ap;ay,...,ax_1,3] e com a Definicio 6 podemos escrever o da sequinte forma:

_ Bpr-1+ pr—2
0= —-—"-
Bar—1 + qr—2

Mas pelo Lema 1 devemos ter pr_1qr—2 — Pr—2qx—1 # 0 para que o seja também

um irracitonal quadrdtico, uma vez que 3 € irracional quadrdtico. Mas pelo Teorema 3
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Pho1qk—2 — Pk—2@r—1 = (—1)*72, ou seja, pr_1qr—2 — pr—2qr—1 # 0. Disto, jd podemos

concluir que o também € irracional quadrdtico.

Agora suponha o um irracional quadrdtico

Lo bt VD
Qo
onde Py, Qo e D sao inteiros, D livre de quadrados, e Qo|(D — B?). FEntdao com

a = [ag;ay,...,an_1,a,) e com Definicao 6 podemos escrever:

o AnPn—1 +pn—2

AnQn-1 + gn—2 .

Tomando o conjugado de o temos:

I _ O‘;Lpn—l +pn—2
Oé;v,QTL*l + Gn—2

«

Isolando o, na equagdo, encontramos

Pn—2 /
. / qn—2 ( — )
Prn—2 Qn—2C o n—2

—Pn—1 + anla/ B Pn—1 / .
—Gn-1 q —

Pelo Teorema 6 temos o = lim C,,. E assim:
n—0o0

<pn—2 . O[/) 1 C ,
oo ™) (mCe-a) @)

~

lim

n—00 (pn—l _ o/) (hm Ch_1 — o/) C(a—a)

q 1 n—oo
n—

Com este limite e a equagdo de o, podemos concluir que o, < 0 para todos n > N,

onde Né um inteiro. Jd que o, > 1 para todo n > 1, temos

, P.+vVD P,—vVD 2D
" Qa Qn  Qn

para n > N. Ora, o, — ), > 0 implica Q,, > 0. Vamos utilizar a defini¢io de a,

. P,++vD
e o) para obtermos uma desigualdade para P,. Com 0 < o, = —\/_ teremos

@n

a, — o

> 0
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P, + /D > 0, donde tiramos P, > —/D, ou seja, —/D < P,. Por outro lado, com

P,— VD .
0> o = —\/_ teremos P, — VD < 0, donde tiramos P, < V/D. Destas duas

n
desigualdades envolvendo P, conclurmos

—VD < P, <D,

para n > N. Agora com a definicao de @,

QnSQnQn-H:D_Pz-HSZI

teremos 0 < @, < D para n > N. Sendo D um nimero fixo, e com as desigualdades
para Q, e P, so poderemos ter um nimero finito de possibilidades para (P,,Q,). E

desta forma, deve existir i,j € Z tal que Py = Pj e Q; = Q; com ¢ < j. E assim,

A; = Qj, Ajp1 = Qj41;5 G2 = Ajp2, ...

de tal modo que

a = [a'O; a1, a2y ..., Qg—1, 0k, - - -, a’k-l—t—l]-
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2 Equacao de Pell

Objetivo deste capitulo ¢ buscar métodos para solucionar a equacao de Pell e a
equacao de Pell generalizada. A equacao de Pell é uma equagao diofantina em duas
varidveis. O nome equacao de Pell foi cunhado por Leonard Euler, pois acreditou
que o matematico John Pell tinha descoberto as solucoes da equagao. No século XI
o matemético indiano Bhaskara ja apresentava solucio para equacio x? — 61y% = 1.
Fermat propunha desafio a Wallis e Brouncker com as equacoes 22 — 151y? = 1 e
22 — 313y* = 1, bem como dizia possuir solucoes gerais das mesmas. Mas foi Langrage

que propds um método baseado em fracoes continuas para resolver tal equagao.

Definicao 8. A equacao diofantina

x* — Dy* = N,
onde D e N sao inteiros, e D € livre de quadrados, ¢ denominada equacao de Pell.

Caso especial ocorre na equacao quando tomamos N = 1.

A resolucao da equacdo com N = 1 tem vasto tratamento na literatura com a
abordagem de fragdes continuas [2|, [3], [13], [14], [15], [16].

A partir deste momento, apresentaremos com mais detalhes o modo de determinar

as solugoes da equacao de Pell através das fracdes continuas.

2.1 Equacao de Pell com N =1

Teorema 11. Seja p e q uma solucio positiva da equacdo x> — Dy* = 1, entdo P €
q
um convergente da fracao continua simples de \/D.

Demonstracao: Por hipdtese temos p* — Dqg®> = 1. Fatorando podemos escrever
(p — qvV'D)(p +qVD) = 1. Como p e q sio positivos, entdo (p+ qv/'D) € positivo. E
desta forma, para o produto (p—Q\/E) (erQ\/E) ser positivo teremos necessariamente
(p— q\/ﬁ) > 0. Mas isto implica p > g\/D. Disto jd podemos concluir

P _p - Y
VP q(p + qVD)

Com p > qvV D podemos concluir que q(p + qv D) > q(gv D + qv D), ou seja,
1 1 VD 4 4
< < . Com esta desigualdade e = — /' D
q(p+qvD) qlgvD+qvD) q(qgvD+qvD) q

temos:
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Utilizando o Teorema 8 percebemos que b € um convergente da fracao continua de
q

V'D. Nio usamos o mddulo, pois 0 < b VD. m
q

Teorema 12. Se Pr s uim convergente da fracao continua simples de /D, entao x = p,

dn
ey =q, € a solucao de uma das equacoes

> — Dy =k
onde |k| <1+ 2v/D.

Demonstracao: Se Pn ¢ um convergente de /D entio temos pela deducio apre-
dn
sentada no Teorema 6

1
<
qndn+1 dy

v _ VD

an

<

Ou seja

1
|pn - Qn\/ﬁ‘ < q_

Por outro lado, somando ¢,v/D — ¢,v/D em |p, + qgu.V/D| temos:

Utilizando a desiqualdade triangular podemos escrever:
pn + @VD| < |pu — ¢uVD| + 2¢,VD).

Usando a desigualdade para |p, — qn\/ﬁl podemos concluir:
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1
|pn + qn\/ﬁl < —+ 2qn\/5 < qn + 2qn\/5.

n

Tomando |p? — Dg?| temos:

P2 — D@| = |pn— gV Dl|pn + ¢.VD).

Utilizando as desigualdades encontradas para |p, — g,V D| , |pn + @V D| e equagao
podemos escrever

1
Ip2 — Dq;| < q—(qn +2¢,VD) =1+2VD

n

que € o resultado desejado. [

Exemplo 8. A fra¢ao continua de /221 = [14;1,6,2,6, 1,28]. Tabulando os primeiros

convergentes desta fracao continua temos:

n| | p,—221¢;
0| # —25
1| L 4
2 | 12 —13
3] 2 4
4 | L2 —25
5| L8 1

Portanto, a equagdo x* — 221y* = 1 tem solugdo ps = 1665 e q5 = 112. Jd equagado
x? — 221y? = =25 tem solugoes (14,1), (1442, 97).

Com a ajuda do Teorema 9 iremos provar o seguinte teorema:

Teorema 13. Seja D > 0 e livre de quadrados, e Pr i ésimo convergente do niumero

An
irracional vV D. Entao

p721 - in = (_1)n+1Qn+1
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onde Qpi1 >0en=20,1,2,3,....
Demonstracio: Se v/D = [ag; a1, az, a3, 0y . . ., Gy, Ony1] podemos pela Defini¢ao 6

escrever v D da sequinte forma:

VD = Qpi1Pn + pn—1'
Qpi1qn + Qn-1
PnJrl + \/E
QnJrl

Substituindo a1 = na equacao leremos:

Pn+1 + v D
— (| Pnt P
QnJrl

Pn+1 + v D ‘
— | %t G
Qn—l—l

VD —

Manipulando obtemos

VD — PnbPrg1 + PV D + Qnt1Pn—1
QnPnJrl + Qn\/ﬁ + QnJrlCJnfl

Trabalhando para colocar os elementos com /D no primeiro e demais elementos no

sequndo membro

\/E<ann+l + Qn+1Qn71 - pn) = pnPnJrl + QnJrlpnfl - DQn

O lado esquerdo da equagao € um nimero irracional e o lado direito um inteiro.

Para que a igualdade seja vdlida devemos ter:

qnpn+1 + Qn+1Qn—1 —DPn = 0
PnPri1 + Qni1pn-1 — Dgn, = 0.

Multiplicando a primeira equacao por p, e somando a sequnda equacao multiplicada

por —q, teremos:

annPn—i-l + Qn—HQn—lpn - pi - annPn—l-l - Qn—l-l(bbpn—l + qu21 =0
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pi - in - Qn+IQn—1pn - Qn—i—l%zpn—l
pi - qu = Qn—l—l(ann—l - pn—lQn)'

Pelo Teorema 3 temos a sequinte identidade p,Gn_1 — Prn_1Gn = (—1)”_1, e asstm a

dltima equacao torna-se:

Py —Dg = Qun(—1)""
Py — D¢ = Quu(=1)"
E a sequnda equagao € obtida da primera usando o sequinte fato (—1)"1 = (=1)"+1,

Para mostramos que Q11 > 0 usamos o fato que Co, < VD < Copyq para k > 0.
Disto concluimos que pi — Dq? < 0 para k par e pi — Dqi > 0 para k impar. Assim,

pk — Dq; _ (=D)"'Qr1a _ _QkJrl
Rl (—1)*Qx Qx
Mas na equacao a fracao do lado esquerdo serd sempre negativa para k > 1. Isto

1 . » _
serd sempre positivo. Temos Q1 = D — a3 > 0, e assim com um

implica que

k
argumento indutivo pode-se mostrar Qo >0, Q3 >0, -+, Q1 > 0.

No proximo teorema utilizaremos a Defini¢ao 4.

Teorema 14. Se n é comprimento do periodo da expansio de /D em fracdo continua

simples, entao

Q=1
se e somente se nlj.
Demonstragio: Se temos /D = [ag;G1,Gz,.. -, Gn), teremos também ay = a4,
Ay = Qpyo, A3 = Gpi3, ... 1Isto por sua vez implica que oy = Qpi1, Qo = Qpio,
a3 = Qpas, -... I de maneira mais geral:

Opp+1 = O ]CZO,].,Q,....

Com a ultima equacdo e as recorréncias presentes no Teorema 9 podemos escrever:
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Pini1+VD _ Pi+VD
anJrl Ql '

Manipulando para colocar os elementos dependentes de /D no primeiro membro e

0s demais no sequndo membro:

1 (Prnt1 + \/5) = Qint1(Pr + \/5)
Q1Pini1 + QIVD = Quuii P+ Qrnia VD
VD(Quns1 — Q1) = Q1Put1 — Qrari Pr.

Na dltima equacio a irracionalidade de /D implica que Qppi1—Q1 = 0 € Q1 Pyni1—
Qini1 P = 0. Ou Qgpar = Q1 € Pryye1 = Py Pelo Coroldrio 2 temos que Qg = 1.

. A . 2 .
Agora utilizando a recorréncia (QnQni1 = D — P, presente no Teorema 9 teremos:

Q@1 = D- P}
an@kn—‘rl = D- P]?n+1.

Mas como Pyp,.1 = P teremos:

QoQ1 = QunQpn+1-

Agora utilizando o fato que Qrni1 = Q1 podemos concluir que Qp, = Qo = 1. E
desta forma, QQ; = 1 sempre que n|j.

Por outro lado, se QQ; = 1 para algum j teremos:

P; D P D
o = Jg,\/_: ]+1\/_:Pj+\/5.
J

Tomando a parte inteira de o temos:

laj] = |Pj+ VD] = P; + aq.

b
O — LO‘nJ

Utilizando oy = temos que a4 € igual a:
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1
Wy = —.
’ o — |aj]

Manipulando para colocar o; no primeiro membro temos:
1

o, = ||+ .
i= Lo+ —

Substituindo |«;| = P; + ag na equagdo temos:

1
Q; = F)J + ag + .

a .
Jj+1

. 1 .
Utilizando o,11 = ———— temos que oy € igual a:
a, — o]
1
o = —.
ag — |ao]

Manipulando para colocar o termo oy no primeiro membro:

Como ag =D e |ag] = ag temos:

1
\/5 = CLO+—.

aq

Deaj=P+VD eaj =P +ag+ 5 podemos concluir, isolando a; — P; em
j+1

ambas que:

1
\/Bzao—f‘

Qj+1

Agora ja podemos concluir:

aq Q541



E assim, oy = ajq.

Isto implica que oy = ajq1, Qg = Qjpa, Q3 = Qji3, . ... Por consequéncia, a; = ajiq,
Ay = Gji2, A3 = Qjy3, ... , 0U seja, um bloco de j elementos irdo se repitir na expansao
de /D e assim, nlj.

Definigao 9. Seja (x1,y1) uma solugdo positiva de x>—Dy? = 1. Dizemos que (x1,11) ¢
uma solucao fundamental se para qualquer outra solugdo positiva (x',y") desta equagao,
temos que x1 < x' ey < y'. A solugdo (x1,y1) também poderd ser representada da
sequinte forma x, + y1V/D.

No proximo teorema veremos uma maneira de determinar todas as solugoes positivas

de 22 — Dy? = 1 com a utilizacao dos convergentes C}, da expansao em fracao continua
simples de v D.

Teorema 15. Seja Pk s convergentes da expansao de v/ D em fracao continua e seja

k
n o periodo da erpansao

(a) Se n é par, entdo todas as solugdes positivas de x> — Dy? = 1 sao dadas por
T = Pkn—1 Y = Qkn-1 k:1a273>"'
(b) Se n é impar, entio todas as solugoes positivas de x* — Dy* =1 sdo dadas por

T = Pokn—1 Y = Q2kn—1 k= 17 2a 37 s

Demonstracao: Pelo Teorema 13 temos que:

p; — Dgj = (=171 Qj41.

Pelo Teorema (14) temos Qj+1 = 1 somente quando n|(j + 1). Assim, j + 1 serd
um numero par.

Quando n é par teremos nk = (j + 1), onde k pode ser par ou impar.

Quando n é impar teremos necessariamente (j + 1) = In, onde | = 2k, ou seja
(7 +1) = 2kn.
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De nk = (j + 1) tiramos j = nk — 1, para n par.
De 2nk = (j + 1) tiramos j = 2nk — 1, para n impar.

Pelo Teorema 15 as solucoes positivas de 22 — Dy? = 1 sdo definidas em termos das
sequéncias pi e qr. Sabendo que os ¢ formam uma sequéncia crescente como visto no
Teorema 4, entdo temos duas opcoes para solucao fundamental de 22 — Dy? = 1 caso

periodo da expansao de v/D seja par ou impar.

Definicao 10. A solucdo fundamental de x* — Dy* =1 quando o periodo da expansao

for impar serd dado por: r1 = pon_1 € Y1 = Gon_1-

Definicao 11. A solucdo fundamental de x* — Dy* = 1 quando o periodo da expansao

for par serd dado por: x1 = p,_1 € Y1 = Qn_1-

Para calcularmos ¢; dependemos do célculo de todos os qg,q1,92,. . ., gx—1. Da mesma
forma, para calcularmos p, dependemos do calculo de todos os pg,p1,p2,. . ., Pr—1. Assim,
o célculo das solugoes de 2> — Dy? = 1 como apresentado no Teorema 15 torna-se
bastante trabalhoso. O objetivo do proximo teorema é mostrar uma maneira mais
rapida de determinarmos todas as solucoes positivas de 22 — Dy? = 1, apés termos

encontrado a solu¢ao fundamental (z1,y;).

Teorema 16. Seja (z1,y1) a solugdo fundamental de x* — Dy* = 1. Enlao, os inteiros

(Tn, Yn) definidos por

Tn + VD = (11 + VD))" n=1,23,...

também sao solugoes positivas da equacao.

Demonstracao: De acordo com [18] utilizando expansao binomial pode-se mostrar
que (11 —y1VD)" =z — yoV'D.

Considerando este fato ja podemos mostrar:

xi - Dyrzz = (Tn+ yn\/ﬁ)(xn - yn\/ﬁ)

Com (1 + ylx/ﬁ)" = 2n + YV D e (x1 — ylx/ﬁ)” = 2, — YoV D, temos:
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v, — Dy2 = (214 y1VD)"(x1 — y1VD)"
v —Dys = [(z1+ VD)@ — VD))"
v, — Dy, = [z = Dyi]"

n— Dy, = ()"
xi — Dyi = 1

Resta mostrar que todas as solugoes positivas estao cobertas. Suponha uma solu¢ao
positiva u + vvD que ndo seja obtida por (r1 + yl\/ﬁ)”. Do fato que x1 + y1vV/D

n

é menor solucao positiva temos que x1 + 11V D > 1, e assim, (x1 + 11V D)™ cresce

indefinidamente. Entao existird n tal que:

(z1 + y1\/5)" < u+vVD < (z1 + yl\/ﬁ)nﬂ
(@ +3uVD) < ut oVD < (an + 5uVD) (o1 + 10 VD).

Multiplicando a ltima desigualdade por (z, — y,/D) temos:

(z2 — Dy?) < (z, — yn\/ﬁ) (u+ U\/B) < (22 — Dy?)(x; + yl\/ﬁ)

Do fato que 22 — Dy? = 1, a desigualdade torna-se:

1 < (2 — yoVD)(u+ vV D) < (1 + 11V D).

Desenvolvendo o produto (x,, — yn\/ﬁ) (u+ v\/ﬁ) obtemos (xpu — y,vD) + (x,v —
ynu)\/ﬁ que serd solucdo da equacao x* — Dy* = 1. Vamos definir g = x,u — y,vD e
h = (2,0 — yuu). Entio por, 1 < (x, — yo,v/D)(u + vV D) < (x, + VD) temos:

1<g+hVD <z +yVD.

Como g+ h\V/D € solucio de 22 — Dy? = 1 resta mostrar que tal solucio € positiva.
De (g+hvVD)(g—hvVD) =1 el < g+hvVD concluimos que 0 < g—hv/D < 1. Agora

29 = (g+hVD)+(g—hVD)>14+0>0
o9hW/D = (94+hVD)—(9—hVD)>1—-1=0.
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Ou seja, encontramos uma solugcao g + hv' D menor que a solucao minima x, +

y1VD. E isto, é uma contradi¢do.

2.2 Equacgao de Pell com |[N|>1

No Teoreoma 12 ja mostramos que os convergentes da fracdo continua de v/D sdo
solugoes para algumas equagoes diofantinas da forma 22— Dy? = k, onde |k| < 1+2v/D.
Mostramos também pelo Teorema 15 que alguns convergentes da fragao continua de
VD dardo a solucio para equacio z2 — Dy? = 1.

Entretanto, dada uma equagdo da forma 2? — Dy?> = N, com |N| > 1, ndo temos
como afirmar simplesmente utilizando o Teorema 12 que a equacao tera solucao.

Para encontrarmos as solugoes da equacao z2 — Dy?> = N, com |N| > 1, ou a
impossibilidade delas, precisamos de métodos mais refinados. Segundo [20] existem

pelo menos cinco métodos, a saber:

1. Método de busca exaustiva;

2. O algoritmo de Lagrange-Matthews-Mollin (LMM);
3. O sistema de reducdes de Lagrange;

4. O método ciclico;

5. O uso de formas binarias quadraticas.

Aqui abordaremos o item 1. Para o item 1. seguiremos os passos de [16] e [19].

2.2.1 Meétodo de Busca Exaustiva

Teorema 17. Seja (p,q) uma solugdo inteira da equagiao x> — Dy?> =1 e (u,v) uma
solugdo inleira da equagio x* — Dy? = N entdo (pu+ quD, pv+ qu) também é solucao
da equacdo x> — Dy? = N.

Demonstracao: Temos por hipdtese que p?> — Dg> =1 e u®> — Dv?> = N.

Agora,
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(pu+ quD)* — D(pv + qu)* = p*u® + 2puquD + ¢*v*D* — D(p*v* + 2pvqu + ¢*u?)
= 2 4 ¢20’D? — Dp*? — Dl
= u*(p* — D&*) — v*D(p* — Dg?).

Com a hipdtese p*> — Dqg? =1 conclui-se:

(pu + quD)? — D(pv + qu)? = u*> — v*D.

Por fim, da dltima equacdo e a hipotese u?> — Dv? = N temos:

(pu + quD)* — D(pv + qu)* = N.
m

Definigao 12. Seja (p,q) uma solugcio de x> — Dy?> = 1 e (u,v) uma solugdo de
2? — Dy* = N. Dizemos que (pu+ quD,pv + qu) € uma solugdo associada a solugdo

(u,v). Ou seja, (u,v) gera uma classe de solugoes de x> — Dy*> = N.

De acordo com [19], um critério para decidir se duas solugoes (u,v) e (u',v") per-

tencem a mesma classe é descrito a seguir:

Critério 1. Uma condi¢ao necessdria e suficiente para duas solugoes (u,v) e (u',v)
de 22 — Dy? = N pertencerem a mesma classe € que os dois nimeros
uu' — vv'D v — uv’
N N

sejam inteiros.

Definicdo 13. Se a classe K consiste das solu¢des u; + v;v/D para i = 1,2,3,... de
22 — Dy?> = N, também as solug¢ées u; — v;\/D para i = 1,2,3,... de 2> — Dy?> = N
constituem uma classe K. As classes K e K sao denominadas conjugadas. Em geral
as classes conjugadas sao distintas, mas quando elas sao iguais elas sao denominadas

ambiguas.

Dentre todas as solucoes de uma classe K pode-se definir uma solucao fundamental
da classe. De acordo com [21] existem maneiras diferentes para definir a solugao funda-
mental da classe, em [6] temos uma, enquanto [19] temos outra, mas aqui utilizaremos

a definigdo proposta por [19].
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Definicdo 14. Dentre todas as solugoes u + vv/D numa dada classe K escolhemos
uw* +v*VD da sequinte forma. Seja v* o menor valor nao negativo de v que ocorre em
K. Se K nao é ambigua u* também é determinado de forma tnica, de tal sorte que
—u* + v*V/D ird pertencer a classe K. Quando K é ambigua prescrevemos u* > 0. A

solugio u* + v*/D assim escolhida é denominada soluc¢io fundamental da classe.

Teorema 18. Se u + vV D € a solucdo fundamental da classe K da equacdo

> =Dy =N
onde N > 1, e se 1 + y1vV/D € a solugio fundamental da equacio x2 — Dy* = 1, nds
temos as desiqualdades

0 VN

\/2($1+1)

0<|u|<’lw
p— — 2 M

Demonstracao: Se as desigualdades para v e u sao verdadeiras para a classe K,
elas também serao para a classe conjugada K. Desta forma, podemos supor que u €
um numero positivo.

Por hipétese temos u?> — Dv? = N e 22 — Dy? = 1. Destas podemos concluir:

u2 — N
D
2 —1

yl - D *

Vamos considerar ux, — Dvyy, e utilizando as duas equagoes anteriores temos:

Vuz — N Jzi -1 . >
75 /D fu:cl—\/(u N)(z3—-1) > 0.

Para justificar a desigualdade, podemos considerar que (u>—N) < u? e (z2—1) < 2.

uxry — Dvy; = uxy — D

Quando extrairmos a raiz quadrada do produto teremos um valor menor que ux,.

Por hipétese x1+ 11V D € uma solucio de z°> — Dy® = 1. Com isto teremos também
que 1 — VD € uma solugio desta equacio. Utilizando xy — y1V/D e o Teorema 17
podemos concluir que ux, — Dvy, + (xlv—ylu)\/ﬁ ¢ uma solucdao de x> —Dy?> = N. Tal
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solugao pertence a mesma classe de u+vvV D. Jd que u+vvV' D € a solugao fundamental

da classe, e como uxy — Dvy, € positivo, nos devemos ter

ur; — Dvy, > u.

Manipulando para colocar os termos dependentes de uw no primeiro membro, e ele-

vando ao quadrado obtemos
u (z; — 1) > D%y

2 —1
=4/ na equacao, e fazendo as simplificacoes

(-1 _ (2= N)
(22 —1) = uz

Substituindo v =

necessarias teremos:

Manipulando para isolar u? no primeiro membro

Ezxtraindo a raiz quadrada:

- 2
Por outro lado, substituindo D obtido da equagio x? — Dy? = 1 na equacdo u® —
Dv? = N temos:

2
x5y —1
w—N = 12 v2.
Y1

Utilizando a desigualdade obtida para u podemos escrever:

-1
Substituindo u*> — N = =2 5 v? na dltima desiqualdade

Ui
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(DN o @=1)

2 — oy}

2

Manipulando o equacao para colocar v° no primeiro membro e o demais elementos

no sequndo membro oblemos:

2 - N?J% _

Ertraindo a raiz quadrada teremos:

y1\/N
V20 +1)

Teorema 19. Se u + vV D ¢ uma solucio fundamental da classe K da equacio

v — Dy* = —N

onde N > 1, e se x1 + 11V D € a solucdo fundamental da equacio x> — Dy? = 1, nds

temos as desiqualdades

0<v< —2 VN
\/ 2(:13'1 - 1)
(ZL‘l — 1)N
5 :
Demonstracao: Veja [19] para uma demonstracao.

0<lul <

Exemplo 9. Encontrar a solucoes fundamentais da equacdo x* — S8y?> = 41. A equa-
cio x* — 8y? = 1 tem solucao fundamental igual a (3,1). Assim, pelo Teorema 18

precisaremos buscar v no intervalo:

Portanto, devemos testar os valores de v = 0,1 ou 2.
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v u = +v41 + 82

0| V41 + 8 x 02 = /41 = +6.40
1| VA1 +8x12=+/49 = £7
2| VA1 +8x 22 = /73 = +8.54

Tabela 1: Teste dos valores no intervalo para equacao % — 8y? = 41.

Ja mostramos no Teorema 17 que se (p,q) € solugdo da equagio x* — Dy* = 1
e (u,v) € solugao da equagio x> — Dy* = N, podemos encontrar outra solucio desta
iltima equacio fazendo (p 4+ qv/D)(u + vv/D). Sabemos ainda, pelo Teorema 16 que
se p+ gV D é uma solucio fundamental de x2 — Dy® = 1 podemos encontrar infinitas
solugées fazendo x, + yovV/D = (p + ¢v/D)".

Resta verificar se as classes (7,1) e (=7,1) sao ambiguas. Utilizando o Critério 1

temos:

u' —vv'D Tx(=7)—-1x1x8 —49-8 57
N B 41 a4
Portanto a condicdo nao € satisfeita e as duas classes nao sao ambiguas.

=-1.39

Com as classes (7,1) e (=7,1), e com (3,1), a solu¢io fundamental da equacdo

2% — 8y% = 1, podemos enunciar todas as solucées da classe:

(T+V8)(B+V8" nclZ

(~7T+VR)(B+V8)" nel
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3 Numeros Geométricos

Os objetivos deste capitulo sao: definir os ntimeros geométricos utilizando progres-
soes aritméticas, deduzir uma férmula para o n—ésimo niimero geométrico, apresentar a
intersecao dos niimeros geométricos, enunciar varias proposicoes referentes a interse¢ao

e apresentar resolucao de intersecoes utilizando a equacao de Pell.

3.1 Definicao dos Niumeros Geométricos

Apresentaremos agora os niimeros geométricos.

)
-y /d
A SN SN L

10 15

—
Lo
D

Figura 4: Numeros triangulares.
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Figura 5: Numeros quadrangulares.
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Figura 6: Numeros pentagonais.

Das figuras 4, 5 e 6 podemos depreender duas caracteristicas dos nimeros geométri-
cos, a saber: numeros geométricos sao sequéncias de inteiros e as sequéncias podem ser
representadas no plano através de poligonos regulares. Como o poligono regular com
menor nimero de lados é o triangulo, iniciamos a definicdo dos niimeros geométricos
por ele. Em seguida passamos ao quadrado, pentagono, hexagono, heptigono, etc.

Desta forma, se temos um poligono regular de r lados podemos definir uma sequén-
cia de inteiros de tal forma que todos os elementos, excetuando o primeiro, poderao
ser representados por poligonos regulares de r lados.

Também nas figuras 4, 5 e 6 mostramos apenas os 5 primeiros elementos de cada
sequéncia de inteiros. Nosso objetivo é determinar também qual seria o n-ésimo ele-

mento de cada sequéncia.

Defini¢ao 15. Fizado um nimero r pertecente ao conjunto {3,4,5,6,...} e se apds
isto fizermos n percorrer todo o conjunto {1,2,3,4,5,...} definiremos uma sequéncia, e
esta serd denominada sequéncia de nimeros geométricos. Cada elemento da sequéncia
serd denotado por pl, onde r representa o numero de lados do poligono reqular e n a

posicao do elemento.

Exemplo 10. Quando r = 3 entao temos que a sequéncia

1 2 3,4 .5 6 7 .8
p37p37p37p37p37p37p37p37 e

representa 0s numeros geométricos triangulares.
Exemplo 11. Quando r = 4 entdao temos que a sequéncia

1,2 .3 .4 . 5 . 6,7 .8
p47p47p47p47p47p47p47p47 s
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representa 0s numeros geomeétricos quadrangulares.

Nosso objetivo agora é: fixado r determinarmos o valor de cada elemento da sequén-

cia pl,p?,p3.ptp2.pb.. ... Para realizarmos isto faremos uso das progressoes aritméticas.

Definicao 16. Seja uma progressao aritmética com termo inicial igual a 1 e ra-

260 igual a (r — 2). Desta forma, geramos uma progressio aritmética com termos

{a1,a2,a3,...,an,,...}. Com isso, teremos:
1| _
p’r - a’l
2 | _
pr | =ay + ay

D, | = a1+ az+ az

Py | =a+taxt+az+---+a,

Se a soma dos n primeiros termos da progressao aritmética € representada por

S}LT_Q), py serd representado por:

pr =572,

n

Exemplo 12. Determinando os termos da sequéncia ps. O termo inicial da progressao
aritmética € igual a 1 e a razio serd igual a (3 —2) = 1. Entdo temos que considerar

a sequinte progressao aritmética 1,2,3,4,5,6,7,8,. ..

py | P3| P3| vy | P3| p§ | P | ps

11316 10]15]21 28|35

n(n+1
pg:1+2+...+n=%.

Exemplo 13. Determinando os termos da sequéncia py. O termo inicial da progressao
aritmética € igual a 1 e a razio serd igual a (4 — 2) = 2. Entdo temos que considerar

a sequinte progressao aritmética 1,3,5,7,9,11,13,15,...
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pi=1+3+...+2n—1=n

Exemplo 14. Determinando os termos da sequéncia pz. O termo inicial da progressao
aritmética € igual a 1 e a razdo serd igual a (5 — 2) = 3. Entdo temos que considerar

a sequinte progressao aritmética 1,4,7,10,13,16,19,22,. ..

ps | P3| P3| ps | P2 | pE | ph | ph

115 (1212235 ]51 70192

3.2 Foérmula Fechada para p!

Da Defini¢ao 16 podemos deduzir que existe um relacionamento entre p"~! e p?,
pois p"~1 é soma dos (n—1) primeiros termos da progressao aritmética de termo inicial
1 e razao (r —2) e p! a soma dos n termos.

Nesse momento, nosso objetivo é encontrar uma férmula fechada para p’, ou seja,
pi serd escrito em termos de n e r somente.

Vejamos na figura 7 a representacao de um nimero geométrico pentagonal. A partir

desta buscaremos uma analogia para a féormula de p.

Q /"Q‘ﬂ‘\ /,'Q‘,\
DS N L A
-4 A R

.p.J ('n- - 2)

Figura 7: Nimero geométrico pentagonal.
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O primeiro ponto que observamos na figura 7 ¢ a escolha de um vértice do poligono
regular para a partir do pé"fl) obtermos pr. Um vez escolhido o vértice todas as outras

expansoes adotam o mesmo vértice.

Na figura 7 o poligono com os pontos em preto representa pén_l) e para obtermos

p? dois passos sao necessérios: colocar (5 — 1) pontos no plano e em (5 — 2) arestas

colocarmos (n — 2) pontos. Assim, teremos:
n n—1
o= G-+ (n—-2)(5-2).
Agora utilizando esta analogia para p]' teremos a seguinte equagao:

pro= =)+ (n—2)(r-2)
pro= pl4r(n—1)—2n+3.

Agora podemos resolver a recorréncia utilizando o resultado apresentado em (1)

pro= pr+ > r(k—1)—2k+3.
k=2

Pela Defini¢io 16 temos que p! = SYﬁQ), ou seja, a soma do primeiro termo da
progressao aritmética de termo inicial igual a 1, ou seja p! = 1. Com esta informagao

e a expansao do somatoério da equacao obtemos:

pro= 1+r(1+...4n—-1)—=22+...+n)+3(n—1).

+1
Sabendo que asoma 1 +2+...4n = w, teremos:

pfzr{@_n} _2{@—1} 30— 2.

Manipulando para colocar todos termos do segundo membro com denominador

comum temos:
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(n+1)n —2n (n+1)n —2 6n — 4
noo_ )
pr r |: 2 2 + 2
n [P+ n—2n 5 n?+n-—2 Jr6n—4
b= 7 2 2 2
n  TnP—rn—2n* —2n+4+6n—4
pr - 2
0 rn? —rn — 2n% + 4n
pr - 2
n  nAr—2)—n(r—4)
pr - 2 :
Com a tultima equacao podemos montar uma tabela com as formulas fechadas para
pr:
Lados (r) | Formula Fechada p Sequéncia
n _ n?(3-2)-n(3-4) _ pn24n
3 Py = 5 = of 1,3,6,10,15,21,28,36,45,55, . ..
o n?(4-2)-n(4—4) _ 2n240n
4 Py = 5 = 2 ;0 1,4,9,16, 25, 36,49, 64, 81, 100, . . .
n n?(5-2)-n(5-4) _ 3n2—1n
5 pE = 3 = 2 1,5,12,22,35,51,70,92,117,145, . ..
6 PR = ”2(6_2)2—”(6_4) = 4”22_2” 1,6,15,28,45,66,91,120, 153,190, . ..
7 P = n2<7—2>2—n<7—4> = fniodn 1,7,18,34,55,81,112, 148,189,235, ...
8 P = n2<8—2>2—n<8—4> = Gnicdn 1,8,21,40, 65,96, 133,176,225, 280, . . .
9 P = n2<9—2>2—n<9—4> = Ini-5n 1,9,24,46,75,111, 154,204, 261, 325, . ..
10 Pl = "2<10—2>2—"<10—4> = 8’6 | 1 10, 27,52, 85,126,175, 232, 297, 370, . ..

Tabela 2: Féormula fechada para p.

3.3 Intersecao de Niimeros Geométricos

Quando fazemos a intersecao de dois nimeros geométricos encontraremos uma

equacao associada.

Se desejamos p* = p, calculamos D

(r —2)(s —2). Se
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D é um quadrado perfeito encontraremos uma equacgao que podera ser fatorada em
(x + ky)(z — ky) = N, onde k* = D. Neste caso, a resolugao consistira na busca de
dois ntimeros cujo produto seja igual a N. De outra forma, D nao serd um quadrado
perfeito e a equacao encontrada 22 — Dy? = N sera a equacao de Pell, e o método

descrito anteriormente permitird resolvé-la.

Definicao 17. Sejam T, o n—ésimo nimero geométrico triangular e (), 0 n—ésimo

numero geométrico quadrangular.
Teorema 20. Se T, = Q),,, entao a equagao de Pell associada serd
2 — 22 =1.

n®+n
2

Demonstracao: Pela Tabela 2 teremos que T, = e Q. = m?. Logo:

n?+n 9
= m
2
n>+n = 2m>

Completando quadrado no primeiro membro temos:

1 L 2m?
n+-| ——- = 2m-~.
2 4

Multiplicando por 4 e incorporando aos elementos quadrdticos obtemos:

2n+1)* -1 = 2(2m)%
Isolando os elementos quadrdticos no primeiro membro e os demais elementos no
sequndo membro:
(2n+ 1) —2(2m)? = 1.

Fazendo as sequintes substituicoes v = 2n+1 ey = 2m obtemos o resultado desejado
2 — 2y% = 1.
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Teorema 21. Se T,, = pi} entdo a equagdo associada (nao € equacao de Pell) serd

x? — 9y? = 40.
~ n?+n
Demonstracao: Pela Tabela 2 teremos que T, = 5 ¢ pela formula fechada
9m? — Tm
de p;' teremos que pj; = — Logo:
n*4+n _ 9m?—Tm
2 2

n*4+n = 9Im*—Tm

7

(n*+n) = 9 (m2—7m> .

Completando quadrado nos dois membros da equacao temos:

+121_9 7\ 7
Ty 1 LT 182 |

Multiplicando por 4:

1\> 4 7\* 7
4 —) —= =4 ) - .
(n+2) 1 X9 [(m 18) 182]
) 7\? 72

Multiplicando por 9:

7N\? T2
92n+1° -9 = 92 |(2m—~-) — —|.
(2n+1) [(m 9) 92]

Incorporando 9% ao elemento quadrdtico no sequndo membro temos:

I2n+1)* -9 = (18m —T7)* -7
(18m —T7)> = 9(2n+1)* = 49-9
(18m —7)2 = 9(2n +1)* = 40.
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Fazendo as substituicoes v = 18m—7 ey = 2n+1 obtemos 2> —9y* = 40 o resultado

desejado.

Definicao 18. Seja H, o n—ésimo nimero geométrico hexagonal.

Teorema 22. Se T,, = H, entao m = 2n — 1.

2 4n? —2
Demonstracao: Pela Tabela 2 teremos T, = m”m e H, = % Logo
m’+m  4n® —2n
2 B 2
m*+m = 4n® —2n.

Completando quadrado em ambos os membros da equacdo temos:

Multiplicando por 4 ambos os membros:

)] - ul-) ]

Incorporando 4 no primeiro membro e 16 no sequndo membro aos elementos qua-

4

drdticos:

2m+1° -1 = (4n—-1>-1
(2m+1)* = (4n—1)%

Ezxtrando a raiz quadrada em ambos os membros:

2m+1) = (An—1)
2m = 4dn-—-1-1
4dn — 2
2
m = 2n—1.

m =



E isto, € o resultado desejado.

[
Definigao 19. Seja P, o n—ésimo nimero pentagonal.
Teorema 23. Se P, = p{} entao a equacao de Pell associada serd
x? — 3y* = 46.

- 3% —n I9m? — Tm
Demonstracgao: Pela Tabela 2 teremos que P, = 5 epl = — Logo
3n?—n B Im? — Tm
2 B 2
3n*—n = 9Im®>—Tm

3<n2—g> - 9(m2—%m).

Completando quadrado em ambos os membros da equacao temos:

a2 "y L LY g T 49 29
3 3 36/ 9 324 324

o(s) ) = o) )

Incorporando 36 ao primeiro membro e 4 X 9 no sequndo membro ao elemento

quadrdtico:



Multiplicando por 3 ambos os membros da equag¢ao

Incorporando 9 no sequndo membro ao elemento quadrdtico

36n—1)*-3 = (18m —17)* —49
(18m —7)* —3(6n —1)*> = 49 -3
(18m —7)* = 3(6n — 1) = 46.

Fazendo as substituicoes x = 18m—7 ey = 6n—1 na equacdio obtemos x*>—3y* = 46

que € o resultado desejado. |

Definicao 20. Sejam O, o n—ésimo numero geométrico octogonal e N, o n—ésimo

numero geométrico nonagonal.

Teorema 24. Se O,, = N,, entao a equacao de Pell associada serd

x? — 42y = 57.
6n? — 4 Tm? -5
Demonstracao: Pela Tabela 2 teremos que O, = % e N, = %
Logo:
6n2 — 4n B 7m? — 5m
2 B 2
6n> —4n = Tm*—>5m

4n 5m
2 AN _ 2 oM
(=) = 2o,

Multiplicando por 6 temos:
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5\ 25
—2)2 4 = — ) = =1.
(6n — 2) 6x7 [(m 14) 196]

Multiplicando por 6 x 7:

5\ 25
42(6n —2)* — 168 = 62><72[<m——) ——].

Incorporando 6% x 7% ao elemento quadrdtico temos:

42(6n —2)* — 168 = (42m — 15)% — 225
(42m — 15)* — 42(6n — 2)* = 225 — 168
(42m — 15)* — 42(6n — 2)* = 57.

Fazendo as sequintes substituicoes x = 42m — 15 e y = 6n — 2 obtemos o resultado
x? — 42y? = 7.

[
Teorema 25. Se (), = N,, entdo a equacdao de Pell associada serd
x? — 149 = 25.
m? —5
Demonstracao: Pela Tabela 2 teremos que Q, = n? e N, = % Logo:
n =
2
o2n? = Tm?—>5m

Completando quadrado no sequndo membro temos:
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Multiplicando por 4 x 7:

2
4x7x%x2n° = 4><72[(m—i) —ﬁl.

Incorporando 4 no primeiro membro e 4 x 7% no sequndo membro ao elemento

quadrdtico:

14(2n)*> = (14m —5)*—25
(14m — 5)* — 14(2n)*> = 25.

Fazendo as substituicoes x = 14m —5 ey = 2n, obtemos o resultado x> — 14y? = 25

desejado.
n
Teorema 26. Se pi,s = p5y entao a equacdao de Pell associada serd
z? — 90y? = 286390.
—2)n® — (r—4 126n* — 124
Demonstracao: Por p; = r Jn 5 (r )n teremos que plag = % e
. 35m* —33m
D3 = B — Logo:

126n2 — 124n 35m? — 33m

9 - 2
126n% —124n = 35m? — 33m

124n 33m
126 (n* — —— ) = )
6<n 126) 35(m 35>

Completando quadrado no primeiro e sequndo membro da idltima equacao temos:

124\% 1242 33\? 332
12 ) Il ) I
0 [(" 252) 2522] 59 [(m 70) 702]
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Agora multiplicando por 4 x 35 temos:

124\? 1242 33\% 332
4 x 35 x 126 - =) - = 4 x 35° — =) —=.
S [(“ 252> 2522] * [(m 70) 702]

Incorporando 4 no primeiro membro e 4 x 352 no sequndo membro da iltima equacao

ao elemento quadrdtico:

124\% 1242
126 | (2n — 222 ) — — —33)2 — 332,
35 x 126 [( n 126> 1262] (70m — 33)° — 33

Multiplicando por 90 temos:

90 x 35 x 126 | (2n — 24 ' e = 90(70m — 33)? — 90 x 332
"T126) " 1262| "

22 x 3% x 5% x 7 _ on — 224 gy = 90(70m — 33)? — 90 x 332

"T126) " 1262| " '

Incorporando 2% x 3* x 52 x 7% no primeiro membro ao elemento quadrdtico da

eEqUacao:

(1260n — 620)* — 124% x 52 = 90(70m — 33)* — 90 x 337
(1260n — 620)* — 90(70m — 33)®> = 124? x 5% — 90 x 337
(1260n — 620)* — 90(70m — 33)> = 384400 — 98010
(1260n — 620)* — 90(70m — 33)* = 286390.

Substituindo xr = 1260n — 620 e y = 7T0m — 33 na ultima equacao, obtemos o
resultado x? — 90y? = 286390 desejado. n

Teorema 27. Se 9, = p7' entao a equagao de Pell associada serd
r? —10y* = 9.
5m? — 3m

Demonstragio: Pela Tabela 2 teremos que Q, = n? e pi' = — Logo:
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3m 9 9
m? = 5(m2- "y
" (m 5 100 100)

2
2n’ = 5 m—i —i .
10 100

Multiplicando ambos os membros por 20 temos:

3\ 9
4x10n®> = 100 — ) ==,
x [(m 10) 100]

Incorporando 4 no primeiro membro e 100 no sequndo membro ao elementro qua-

drdtico temos:

10(2n)> = (10m —3)*—9
(10m — 3)* —10(2n)* = 9.

Fazendo as substituicoes x = 10m — 3 e y = 2n obtemos x> — 10y?> = 9 que € o

resultado desejado. [

Teorema 28. Se T, = O,, entdo a equacdo de Pell associada serd

z? — 6 = 10.
2 6 2 4
Demonstracgao: Pela Tabela 2 teremos que T, = n ;—n e 0, = % Logo:
n*4+n _ 6m?—4m
2 2

n*+n = 5m?—3m

4
n*4+n = 6<m2—?m).



Completando quadrado em ambos os membros temos:

n2—|—n+1—
4

-ty

6 (2 tm 16 16
= m — — _—
6 144 144

- of(n-s) -]

I N It

Incorporando 4 no primeiro membro e 144 no sequndo membro ao elemento qua-

drdtico:

6(2n+1)°—6 = (12m —4)>—16
(12m —4)* =6 (2n+1)> = 16 -6
(12m —4)*> — 6 (2n + 1) 10.

Fazendo as substituicoes x = 12m — 4 e y = 2n + 1 obtemos x> — 6y? = 10 que € o

resultado desejado. [

Teorema 29. Se T, = pI' entao a equagao de Pell associada serd

? —5y? = 4.
. n?+n 5m? — 3m
Demonstracao: Pela Tabela 2 teremos que T, = 5 epl = — Logo:
n®+n B 5m? — 3m
2 2

n*+n = 5m*—3m
3

n4+n =5 <m2 — %n) .

Completando quadrado em ambos os membros temos:
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Multiplicando ambos os membros por 20 temos:

) - - w3

Incorporando 4 ao primeiro membro e 100 ao sequndo membro ao elemento qua-
drdtico temos:

H x4

5[@2n+1)°—1] = [(10m—3)*—9]
52n+1)*-5 = (10m—3)*>-9
(10m —3)2—=52n+1) = 9-5
(10m —3)> —5(2n+1) = 4.

Fazendo as substituicoes v = 10m — 3 e y = 2n + 1 obtemos 2% — 5y*> = 4 que € o

resultado desejado. [

Teorema 30. Se P, = p{} entao a equacao de Pell associada é

z? — 30y* = 546.
- 3n?—n 10m? — 8m
Demonstracao: Pela Tabela 2 teremos que P, = — e ply, = — 5
Logo:
3n?—n - 10m? — 8m
2 B 2
3n*—n = 10m*—8m

Completando quadrado em ambos os membros temos:
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no1 1 Sm 64 64
(-2 ) = w0(m-4 22
(” 3736 36) (m 10 100 400>

[0=8) 5] - ol -]

Incorporando 4 no primeiro membro e 400 no sequndo membro ao elemento qua-

drdtico:

Multiplicando ambos os membros por 9 temos:

1\* 1
30x9[(2n—§) —§] = 9(20m — 8)® — 9 x 64.

Incorporando 9 no primeiro e no sequndo membro ao elemento quadrdtico temos:

30 [(6n—1)* —1] = (60m —24)* — 9 x 64
30(6n — 1) =30 = (60m — 24)* — 576
(60m — 24)* —30(6n — 1) = 576 — 30
(60m — 24)* — 30(6n — 1)*> = 546.

Com as substituicoes v = 60m — 24 e y = 6n — 1 obtemos x> — 30y? = 546 que € o

resultado desejado.
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Teorema 31. Se p!' = p" ¢ D = (r — 2)(s — 2) nao é um quadrado perfeito, onde
r # s, entdo a equacdo de Pell associada serd x> — Dy?> = N. Onde x = 2(r —
(s—=2)n—(r—4)(s—2),y=2(s—2m—(s—4), D =(r—2)(s—2) e N =
(r—4)2(s—2)> — (r—2)(s — 2)(s — 4)2,

(u—2)v? — (u—4)v

Demonstracgao: De p; = teremos que

2
w  (r=2)n%—(r—4)n
pr_ 2
= (s —2)m? — (s—4)m'

2

Para facilitar nossos cdlculos vamos realizar as seguintes substituigdes a = (r — 2),
b=(r—4),c=(s—2) ed=(s—4). Logo,

an® —bn cm? — dm
2 2
an® —bn = cm?—dm.

Colocando a em evidéncia no primeiro membro da equacao e ¢ no sequndo membro,

e apos isto completando quadrado temos:

b\* b d\* &
2 _2Y Y _4y a4
4a [(n 2a> 4@2] 4ac [(m 20) 402] .

Incorporando 4a® ao elemento quadrdtico do primeiro membro da equacdo temos:

2 d2

[(2an — b)* — b*] = 4ac [(m — 2—c> 462] :
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2

Multiplicando ambos os membros da equacao por ¢, incorporando no primeiro mem-

bro ¢ ao elemento quadrdtico e incorporando no sequndo membro 4c* ao elementro

quadrdtico temos:

¢ [(2an —b)> = b°] = 4cfac [(m — 2%) - f_c?]
[(2acn — be)* — Pb?] = ac[(2em — d)* — 4] .

Desenvolvendo ambos os membros da equacao temos

(2acn — be)? — ac (2em — d)? = b2c* — acd?.

Agora na dltima equacao facamos as sequintes substitui¢oes

r = 2acn—bc=2(r—2)(s—2)n—(r—4)(s —2)

y = 2em—d=2(s—2)m— (s—4)

D = ac=(r—2)(s—2)

N = V' —acd® = (r—4)*(s—2)*— (r —2)(s — 2)(s — 4)°.

E isto nos permite obtermos o resultado desejado

x* — Dy* = N.

3.4 Resolugao de Algumas Intersecoes

Neste momento buscaremos resolver algumas intersecoes anunciadas nas proposi-

¢oes anteriores.

Exemplo 15. Vamos resolver a equacdo de Pell > — 2y?> = 1 presente no Teorema
20. Ezpandindo /2 em fracdo continua teremos [1;2]. Percebemos que o periodo da
expansao da fracdo continua € impar e serd igual n = 1. Pelo Teorema 15 a solucao

fundamental serd da sequinte forma 1 = Dogn_1 € Y1 = Qorn—_1- F assim, tomando
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k=1en =1 teremos r1 = pax1-1 = P1 € Y1 = Qax1-1 = q1. Pelas recorréncias

definidas no Teorema 2 temos que p1 = apay + 1 e ¢u = ay. Disso resulta que

$1:p1:1><2+]_:3

y1:q1:2.

No Teorema 20 fizemos as sequintes substituicoes v = 2m + 1 e y = 2n. Disso,
. x—1
tiramos que m =

en = % FE ainda, com a solu¢io fundamental (x1,y1) € o

Teorema 16 podemos construir a prozima tabela

i | Solugdo m =21 n=1%

1] 3+2v2)! =3+2V2 =1 3=1

2| B+2v2)?=17+12V2 =1 =38 2=6

31 (3+2v2)% =99+ 70v2 91 — 49 0 =35

4| (3+2v2)" =577 +408V2 ST7-1 — 288 408 — 204

51 (3+2v2)° =3363+2378v2 | 338=1 — 1681 | 238 = 1189
6 | (3+2v2)%=19601+ 13860v2 | 12691=1 — 9800 | 12360 = 6930

Tabela 3: Célculo de algumas solucgoes positivas de 22 — 2y% = 1.

Com os dados da Tabela 3 jd podemos exibir os primeiros numeros da intersegcao

entre os numeros geométricos triangulares e 0s nimeros geomélricos quadrangulares

s

i | ¥ Py Namero Geométrico

1| p} i 1

2| p§ 5 36

3| pi® | pP | 1225

4| p38 | p201 | 41616

5 | pi®st | pit® | 1413721

6 | pIB00 | p8930 | 48024900

Tabela 4: Alguns elementos da intersecao dos nimeros triangulares e quadrangulares.
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Exemplo 16. Vamos resolver a equacio x* — 9y?> = 40 presente no Teorema 21. A
equagcao nao é de Pell, e pode ser fatorada em (x — 3y)(x + 3y) = 40. Como buscamos
valores inteiros positivos para x ey teremos que (x + 3y) > (v — 3y). Nosso objetivo é
encontrar dois numeros que multiplicados seja iqual a 40 sendo que o maior deles serd

igual (x+3y) e o menor deles serd igual a (x—3y). A Tabela 5 resume as possibilidades:

Possibilidade | (x+3y) | (x —3y) |z |y
1 40 1 - | =
2 20 2 1113
3 10 4 7 |1
4 8 ) - | =

Tabela 5: Produto de dois ntimeros igual a 40.

Agora vamos tomar as substituicoes utilizadas no Teorema 21 para x ey para vermos

quais valores da Tabela 5 serao vdlidos.

v |y |m=4|n="2
111311 1
7T 11| - —

Tabela 6: Teste dos valores de x e y encontrados para o produto.

Portanto, a intersecao dos nuimeros geométricos triangulares e os nimeros geomé-

tricos da sequéncia py tem somente um elemento que é o mimero T} = p, = 1.
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Exemplo 17. Pelo Teorema 22 estd claro que todo nimero geométrico hexagonal é
também um numero geomélrico triangular. E assim, podemos utilizar o resultado para

exibir 0os primeiros nimeros da intersecao.

H, | T,, | Numero Geométrico
H | Th |1

Hy |T5 | 6

Hs |15 | 15

Hy | T7 | 28

Hs | Ty | 45

Hg | 111 | 66

H; | T3 | 91

Hg | T15 | 120

Hy | Ty7 | 153

Tabela 7: Alguns niimeros da interse¢ao entre H,, e T,,.

Exemplo 18. Vamos resolver x> — 14y?> = 25 presente no Teorema 25. Para tal
vamos utilizar o Teorema 18 para encontrar a solucoes fundamentais da equacdo x> —
14y* = 25. A equagdo x* — 14y? = 1 tem solucao fundamental igual a (15,4). Assim,

precisaremos buscar v no intervalo:

0< v <3

Portanto, devemos testar os valores de v = 0,1,2 ou 3.

v | u=+v25+ 1402 Solucao
0| +v25+14x02=+25=45 Sim
1] V25+14x12=+139=+4624 | Nao
2| V25 + 14 x 22 = /81 = 49 Sim
3| V25 + 14 x 8 = /546 = £12.28 | Nio

Tabela 8: Teste de alguns valores de v na equacgio x? — 14y? = 25.
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Temos duas solugoes (£5,0) e (£9,2). Vamos primeiramente verificar se estas duas
solugoes estao na mesma classe. Para isto aplicamos o Critério 1:

uu’—vv’D_5><9—0><2><14_45

N 2% 925

1.8

u/ —vv'D (=5)x9—-0x2x14 45

N 25 25
Portanto, as solugées (£5,0) e (£9,2) ndo estdo na mesma classe.

Resta verificar se (£5,0) e (£9,2) sdo ambiguas. Aplicando o Critério 1 a (£5,0)
temos:

—1.8

ur' —vv'D 5 x (=5)—-0x0x14 25

N - 25 25

vu' —uv 00X (=5)—-5x0 0
N 25 25
Portanto, as classes (£5,0) sdo ambiguas e desta forma vamos tomar somente a
classe (5,0).
Vamos verificar se as classes (9,2) e (=9,2) sdo ambiguas. Utilizando o Critério 1

temos:

0

ur' —vv'D 9 x (-9)—-2x2x14 137 5 4
N 25 25

Portanto, a condi¢cdo nao € satisfeita e as duas classes nao sao ambiguas. Vamos

agora calcular algumas solugoes da equacao x* — 14y* = 25. No Teorema 25 fizemos

5
as substituicoes x = 14m — 5 e y = 2n, donde tiramos m = T en = Y

—— en
14 2
Algumas solucoes na classe 9 + 2v/14. Com as substituicoes o« = 9 + 2y/14 ¢
B =15+ 4+/14 teremos:

i | Solugao n=3% m = £t2

0] ap’=9+2/14 2=1 95—

1| af' =247+ 66v14 8 =33 24745 = 18

2 | af? = 7401 + 197814 1978 = 989 TS = 529

3| aB® =221783 + 59274y/14 | 5274 — 29637 | 22178345 — 15842

Tabela 9: Algumas solucoes de 2% — 14y? = 25 na classe 9 + 21/14.
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Algumas solugoes na classe —9 + 2/14.

Observagao: Sex < 0 ey < 0 é uma solucio da equagio > — Dy?> = N entdo
—z > 0 e —y > 0 ¢ também uma solucio da equacio x> — Dy?> = N. Com as
substituicoes ¢ = —9 + 214 e E=15+ 4/14 teremos:

i | Solugao n= ‘%l m = |I1‘Z5

1| ¢t =-23-6/14 =3 B =9

2 | (€2 =—-681—182V14 182 =91 S8LED — 49

3| €€ = —20407 — 545414 5454 — 2727 200075 — 1458
3| (€' = —611529 — 163438+/14 | 162138 — g1719 | GLI329E5 — 43681

Tabela 10: Algumas solucoes de 2% — 14y? = 25 na classe —9 + 2v/14.

Algumas solucoes na classe 5 + 0v/14. Com as substituicoes § = 5 + 0v/14 e
a =15+ 414 teremos:

i | Solugdo m= $1+45 n=1%

1| Ba' =754 2014 5.71 10

2 | Ba? = 2245 + 60014 160.71 300

3 | Ba® = 67275 + 17980\/14 4805.71 8990

4 | Ba* = 2016005 + 538800+/14 144000.71 269400

5 | Ba® = 60412875 + 16146020+/14 4315205.71 8073010

6 | o’ = 1810370245 + 483841800+/14 | 129312160.71 | 241920900

Tabela 11: Algumas solucoes de 22 — 14y? = 25 na classe 5 + 0/14.

Com os dados presentes nestas trés tabelas ja podemos mostrar os primeiros nime-

ros da intersecao entre (), € N,,:
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Ny, Qn Numero Geomeétrico
Ny Q1 1
Na Qs 9

Nig Q33 1089

Nyg Qo1 8281

Nissg | Qarar | 7436529

Nisgao | Q20637 | 878351769

Nuses1 | Qsir19 | 6677994961

Tabela 12: Alguns nimeros da intersecao entre (), e N,,.

Exemplo 19. Vamos resolver x? — 3y? = 46 presente no Teorema 23. Para tal vamos
utilizar o Teorema 18 para encontrar a solugoes fundamentais da equagdao x*—3y? = 46.
A equagao x* — 3y* = 1 tem solugdo fundamental igual a (2,1). Assim, precisaremos

buscar v no intervalo:

0< v <2.

Portanto, devemos testar os valores de v = 0,1, ou 2.

v | u=+V46 + 302 Solucao
0 | £v/46 + 3 x 02 = V46 = £6.78 | Nao
1| +vV46 +3 x 12 =149 = £7 Sim
2 | £/46 + 3 x 22 = /58 = £7.61 | Nao

Tabela 13: Teste de alguns valores de v na equacao x> — 3y? = 46.

Temos a solugdo (£7,1). Resta verificar se as classes (7,1) e (=7,1) sdo ambiguas.
Utilizando o Critério 1 temos:
u/ —vv'D Tx (=7)—-1x1x3 52

= —-1.1
N 46 46 k
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No Teorema 23 fizemos as sequintes substituicoes v = 18m — 7 ey = 6n — 1,

donde tiramos m = xl_—;7 en = ﬂ Algumas solucées na classe 7+ /46. Com as
substituicoes 0 = 7 + V3 e =2+ V3 teremos:

i Soluc¢ao m = 9%7 n—= yTl

0 |60°=7+V3 o = 0.77 41 =0.33

1 | 0y =17+9V3 147 = 1.33 AL =167

2 | 67*=61+35V3 8T —3.78 B —6

3 | 0y =227+131V3 27T — 13 13l — 92

4 | 6y =847 + 4893 BATET — 47.44 B9+ = 81.67

5 | 67° = 3161+ 1825v/3 AGET — 176 182541 — 304.33

6 | 645 =11797 + 68113 LTITET — 655.78 S8+l — 1135.33

7 | 697 = 44027 + 254193 AOZTET — 2446.33 24941 — 4236.67

8 | 6+® = 164311 + 948653 1643 IET — 9128.78 8051 — 15811

9 | 67° = 613217 + 354041V/3 SI2LTET — 34068 35408141 — 59007

10 | 610 = 2288557 + 1321299y/3 | 228800THT — 12714244 | 1321299+ — 920216.67

Tabela 14: Algumas solucdes de 22 — 3y? = 46 na classe 7 + /3.

Algumas solucoes na classe —7 + V3.

Observagao: Se v < 0 ey < 0 é uma solucio da equagao x> — Dy?> = N entdo
—x>0e—y >0 ¢étambém uma solucdao da equacio x> — Dy?> = N.

Na proxima tabela teremos = —7 + V3ea=2++3.
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i | Solugao m = ‘$1|§7 n= ‘U‘gl

1 | Bat=-11-5V3 Lt =1 =1

2 | Ba?=-37-21V3 ST =244 2l = 3,67

3 | Ba®=-137-79V3 BT =8 M+l —13.33

4 | Ba* =—511—295v3 SUET — 28.78 29541 — 49.33

5 | Ba® =—1907 — 1101v/3 1077 — 106.33 HOLEL — 183.67

6 | Ba®=—T7117 — 41093 ST — 395.78 409+1 — 685

7 | Ba” = —26561 — 15335\/3 2656147 — 1476 1583541 — 2556

8 | Ba® = —99127 — 572313 WIZTET — 5507.44 57231+ — 9538.67

9 | Ba® = —369947 — 213589\/3 | 09ITET — 20553 21338941 — 35598.33
10 | Batl = —1380661 — 797125\/3 | 138080147 — 76703.78 | T97L25EL — 132854.33

Tabela 15: Algumas solucoes de 2 — 3y = 46 na classe —7 + /3.

Com os dados presentes nestas duas tabelas ja podemos mostrar os primeiros ni-

meros da intersecao entre P, e pii:

P, 1 Numero Geométrico
P Phi 1

Py pi3 715

Posse | pii™0 | 9798426

Psooor | p31°6% | 5222709570

Tabela 16: Alguns ntimeros da intersegao entre P, e pY}.
Exemplo 20. Vamos resolver 2 —42y* = 57 presente no Teorema 24. Vamos utilizar
o Teorema 18 para encontrar as solucoes fundamentais da equacdo x> — 42y* = 57. A

equacdio v? — 42y* = 1 tem solugao fundamental igual a (13,2). Assim, precisaremos

buscar v no intervalo:

Portanto, devemos testar os valores de v =0,1,2,3 ou 4.
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v | u=+V5B7+ 4202 Solucao
0| V57442 x 02 =+/57==+7.54 | Nio
1| VB7T+42x12 =499 =49.94 | Nao
2 | VBT +42 x 22 = /225 = +15 Sim
3| V57 +42 x 32 = /435 = +20.85 | Nao
4 | VBT 442 x 42 = /729 = +27 Sim

Tabela 17: Teste de alguns valores de v na equacao x? — 42y* = 57.

Temos duas solugoes (£15,2) e (£27,4). Vamos verificar primeiramente se as
solugoes estao na mesma classe. Para isto, vamos aplicar o Critério 1:
uu' —vv'D 15 x 27 -2 x4 x42 69

=—=121
N o7 o7

uu’—vv’Di—15><27—2><4><427—7417

-1
N 57 o7 k

vu' —uv’ 2 x27—(—15) x4 114_2

N 57 57
Portanto, as solugoes (£27,4) pertencem a classe (—15,2), e desta forma, serd

descartada.
Vamos verificar se as classes (15,2) e (—15,2) sdo ambiguas. Ulilizando o Critério

1 temos:

u/ —vv'D 15 x (—=15) =2 x2x42 393
N 57 - 5T

E desta forma, as classes (15,2) e (—15,2) nao sao ambiguas.

—6.8

No Teorema 24 fizemos as sequintes substituicoes x = 42m—15 ey = 6n—2, donde

15 2
a 12 en = % Algumas solucoes na classe 15 + 24/42. Com as

substituicoes 0 = 15 + 2v/42 e v = 13 + 2+/42 teremos:

tiramos m =
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1 | Solugao m = % n= %

0 | 07° = (15 + 21/42) 0.71 0.66

1| 6y =363 + 56142 9 9.67

2 | 6% = 9423 + 1454\/42 224.71 242.67

3 | 047 = 244635 + 3774842 5825 6291.67

4 | 6~* = 6351087 + 979994+/42 151216.71 163332.67

5 | 075 = 164883627 + 25442096/42 3925801 4240349.67

6 | 675 = 4280623215 + 6605145021/42 101919600.71 | 110085750.67
7 | 647 = 111131319963 4 171479349561/42 | 2645983809 | 2857989159.67

Tabela 18: Algumas solugoes de 22 — 42y? = 57 na classe 15 + 2v/42.

Algumas solucoes na classe —15 + 24/42.

Observacao: Se v < 0 ey < 0 é uma solucio da equacdo x> — Dy?> = N entdo

—2 >0 e —y >0 ¢étambém uma solucdo da equagdo x> — Dy? = N.
Com as substituicoes = —15 + 24/42 e a = 13 + 2v/42 teremos:

; 5 _ lyl+2 _ lzl+15
1 | Solucao n = g m = E5=
1 _ / 442 _ 27415
2 | Ba? = —687 — 106v/42 10642 — 18 S8THIS — 16.71

3 | Bad = —17835 — 2752/42

275242 __
275242 _ 459

17835415 __
35415 — 425

4 | Ba* = —463023 — 71446+/42

71446+2 __
TL6+2 _ 11908

400692145 __
100692145 — 1102471

5 | Ba® = —12020763 — 1854844+/42

185484442 __
=5 =

309141

12020763415 __
12020763415 — 986209

6 | Bab = —312076815 — 48154498+/42

4815449842 __
48154498+2 _ g()9575(0

312076815415
B12076815+15 — 7430400.71

7 | fa” = —8101976427 — 1250162104+/42

125016210442 _
=== = 208360351

8101976427415 __
S101976427415 — 192904201

Tabela 19: Algumas solucoes de 22 — 42y? = 57 na classe —15 + 21/42.

Com o0s dados destas duas tabelas jd podemos mostrar os primeiros nimeros da

intersecao entre O, e Np,:
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Ny, O, Numero Geométrico

Ny 01 1

Nyos Ous9 631125

N286209 0309141 286703855361

N192904201 | O208360351 | 130242107189808901

Tabela 20: Alguns nimeros da intersecao entre O, e N,,.

Exemplo 21. Vamos resolver 22 — 10y? = 9 presente no Teorema 27. Vamos utilizar
o Teorema 18 para encontrar as solucoes fundamentais da equacdo x? — 10y> = 9. A
equacdio r? — 10y* = 1 tem solugao fundamental igual a (19,6). Assim, precisaremos

buscar v no intervalo:

0< v <2

Portanto, devemos testar os valores de v = 0,1 ou 2.

v | u=+v9+ 1002 Solucao
0| vV9+10x02=+9==3 Sim
1| v9+10 x 12 = /29 = £5.38 | Nao
2 | V9410 x 22 = /49 = £7 Sim

Tabela 21: Teste de alguns valores de v na equacio x? — 10y? = 9.

Temos duas solugoes (£3,0) e (£7,2). Vamos verficar se as solugoes estao na

mesma classe. Para isso vamos aplicar o Critério 1:

uu' —vv'D 3xT7T—-0x2x10 21
= =— =-233
N 9 9

wu' —vv'D =3 xT7—-0x2x10 21

= =——=-2.33

N 9 9

Portanto, as duas solugoes nao estao na mesma classe. Agora resta verificar se
(£3,0) € ambigua e (£7,2) € ambigua.

ur' —vv'D 3% (=3)-0x0x10 -9 1
N 9 9
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UU’—U’U_OX(—S)—OX?)_Q_O
N 9 9

Desta forma, (£3,0) é ambigua e devemos tomar somente (3,0) como classe fun-

damental.
Vamos agora verificar se as classes (7,2) e (=7,2) sao ambiguas. Utilizando o
Critério 1 temos:
u —NUU’D _Tx (—7) —92 x2x10 _% .
No Teorema 27 fizemos as sequintes substituicoes v = 10m—3 ey = 2n, donde tira-

3
xl—i(_) en= % Algumas solucoes na classe 7+ 2v/10. Com as substitui¢oes

B=T4+2V10 e a =19 + 64/10 teremos:

mos m —

i | Solucdo m = &3 n=%

0 | Ba®=7+2V10 1 1

1 | Ba' =253 +80V/10 25.6 40

2 | Ba? = 9607 + 303810 961 1519

3 | Ba® = 364813 4 1153641/10 36481.6 57682

4 | Bat = 13853287 4 438079410 1385329 2190397

5 | Ba® = 526060093 + 166354808+/10 52606009.6 83177404

6 | Ba® = 19976430247 + 6317101910/10 1997643025 3158550955

7 | Ba” = 758578289293 + 2398835177721/10 75857828929.6 119941758886

8 | Ba® = 28805998562887 + 9109256573426+/10 2880599856289 4554628286713

9 | Ba® =1093869367100413 + 3459118662724161/10 109386936710041.6 | 172955933136208
10 | Bal® = 41538229951252807 + 13135541661778382+/10 | 4153822995125281 | 6567770830889191

Tabela 22: Algumas solucdoes de 2% — 10y? = 9 na classe 7 + 21/10.

Algumas solugoes na classe —7 + 2+/10.
Com as substituicoes = —7 4 24/10 e v = 19 + 64/10 teremos:
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¢ | Solugédo m = |$1|g3 n= %

1 | 0y' =-13 - 4/10 1.6 2

2 | 4% = —487 — 1544/10 49 7

3 | 693 = —18493 — 584810 1849.6 2924

4 | oy* = —702247 — 222070110 70225 111035

5 | 64° = —26666893 — 8432812y/10 2666689.6 4216406

6 | 675 = —1012639687 — 320224786+/10 101263969 160112393

7 | 677 = —38453641213 — 12160109056+/10 3845364121.6 6080054528

8 | 04® = —1460225726407 — 4617639193421/10 146022572641 230881959671
9 | 677 = —55450123962253 — 175348688259401/10 5545012396225.6 | 8767434412970
10 | 0910 = —2105644484839207 — 665863251466378+/10 | 210564448483921 | 332931625733189

Tabela 23: Algumas solucoes de 2% — 10y?

Algumas solucoes na classe 3 + 0v/10. Com
a =19 + 6+/10 teremos:

= 9 na classe —7 + 2+/10.

as substituicoes B = 3 + 010 e

i Solucéo m = &k n=4%

1 | Bal =57+ 1810 6 9

2 | Ba® = 2163 + 6841/10 216.6 342

3 | Ba® = 82137 + 259741/10 8214 12987

4 | Ba* = 3119043 + 986328v/10 311904.6 493164

5 | Ba® = 118441497 + 37454490/10 11844150 18727245

6 | Ba® = 4497657843 + 14222842921/10 449765784.6 711142146

7 | Ba” = 170792556537 4 540093486061/10 17079255654 27004674303

8 | Ba® = 6485619490563 + 2050932962736+/10 648561949056.6 1025466481368
9 | Ba® = 246282748084857 + 778814432353621/10 24628274808486 38940721617681
10 | Bat® = 9352258807734003 4 29574439099810201/10 | 935225880773400.8 | 1478721954990510

Tabela 24: Algumas solucoes de 22 — 10y? = 9 na classe 3 + 0/10.

Com os dados presentes nestas trés tabelas ja podemos mostrar os primeiros nime-

ros da intersegao entre )y, e p7':
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Qn Py Namero Geométrico

Q1 P 1

Qo p? 81

Q7 p3? 5929

Q1519 p?%! 2307361

Q12987 p§2td 168662169

Q111035 p;m% 12328771225

Q2190397 p3’89329 4797839017609

Q18727245 ph1844150 350709705290025

Q160112393 pi01263969 25635978392186449

Q3158550055 pio97643025 9976444135331412025

Q27004674303 pi7079255654 729252434211108535809
Q230881959671 pia0022572641 53306479301521270428241
Q4554628286713 2880599856289 20744638830126197732344369
Q3040721617681 | p2r628274808486 | 1516379800105728357531817761
Q332031625733180 | pal0064448483921 1 110843467413344235941816109721
Qe567770830880101 | palo3822995125281 | 43135613687078894324987720634481

Tabela 25: Alguns ntimeros da intersegao entre ), e pI'.

Exemplo 22. Vamos resolver x*> — 6y = 10 presente no Teorema 28. Vamos utilizar
o Teorema 18 para encontrar as solucoes fundamentais da equacdo x> — 6y* = 10. A

2

equagdio x> — 6y*> = 1 tem solugio fundamental igual a (5,2). Assim, precisaremos

buscar v no intervalo:

0< v <L

Portanto, devemos testar os valores de v =0 ou 1.
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v | u==£v10 + 602 Solucao
0] +v104+6 x 02=+/10=+£3.16 | Nao
1 vV10+6x12=+16 =44 Sim

Tabela 26: Teste de alguns valores de v na equacio x? — 6y? = 10.

Vamos verificar se (£4,1) é ambigua. Para isto vamos aplicar o Critério 1:

uy' —vv'D 4 x(—4)-1x1x6 = 22

= —— =-22
N 10 10
No Teorema 28 fizemos as sequintes substituicoes v = 12m — 4 ey = 2n + 1,
r+4 y—1

donde tiramos m = en = — Algumas solugoes na classe 4 + V6. Com as

12
substituicoes =4 +6 e a = 5+ 2v/6 teremos:

i Solucao m= ””1—24 n= ”771

1 | Bal =32+13V6 3 6

2 | Ba® =316 + 1296 26.67 64

3 | Ba® =3128 +1277V6 261 638

4 | Ba* = 30964 + 1264116 2580.67 6320

5 | Ba® = 306512 + 125133/6 25543 62566

6 | Ba’ = 3034156 + 12386896 252846.67 619344

7 | Ba™ = 30035048 + 12261757/6 2502921 6130878

8 | Ba® = 297316324 + 12137888116 24776360.67 | 60689440
9 | Ba® = 2943128192 + 120152705316 245260683 600763526
10 | Bat® = 29133965596 + 118938916491/6 | 2427830466.67 | 5946945824

Tabela 27: Algumas solucdes de 2 — 6y> = 10 na classe 4 + 21/6.

Algumas solugées na classe —4 + /6. Com as substituicées § = —4 + /6 e v =
5+ 26 teremos:
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i | Solugédo m = ‘”31';4 n= ‘y|2_1
1 | 6y' =-8-3V6 1 1

2 | 04> =—76 — 31v6 6.67 15

3 | 6y =752 - 3076 63 153

4 | O4* = —7444 — 30396 620.67 1519

5 | 64° = —73688 — 30083/6 6141 15041

6 | 04° = —729436 — 2977916 60786.67 148895

7 | 6T = —7220672 — 2947827/6 601723 1473913

8 | 048 = 71477284 — 29180479/6 5956440.67 14590239
9 | 04° = —707552168 — 2888569631/6 58962681 144428481
10 | 640 = —7004044396 — 28593891511/6 | 583670366.67 | 1429694575

Tabela 28: Algumas solucoes de 22 — 6y = 10 na classe —4 + 21/6.

Com estas duas tabelas ja podemos mostrar os primeiros niumeros da interse¢cao

entre T,, e O,:

T, Om Nuamero Geométrico
Ty 01 1

Ts Os 21

Ths3 Oés3 11781

T3 O261 203841

T'5041 Os141 113123361

Ts2566 Og5543 1957283461

T1473913 Os01723 1086210502741
Ts130878 O2502921 18793835590881
T144408481 | Osso62681 | 10429793134197921
Ts00763526 | O245260683 | 180458407386358101

Tabela 29: Alguns nimeros da intersecao entre T, e O,,.

Exemplo 23. Vamos resolver 22 — 5y? = 4 presente no Teorema 29. Vamos utilizar

o Teorema 18 para encontrar as solucoes fundamentais da equacdo x* — 5y?> = 4. A
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equagio 2 — 5y? = 1 tem solugdo fundamental igual a (9,4). Assim, precisaremos

buscar v no intervalo:

0< v <1.

Portanto, devemos testar os valores de v =10 ou 1.

v | u==EV4+ 502 Solugao
0| vV4+5x02=+4=42| Sim
1| V4+5x12=+9=43|Sim

Tabela 30: Teste de alguns valores de v na equacao x> — 6y* = 10.

Temos duas solugoes (£2,0) e (£3,1). Vamos verficar se as solugoes estio na
mesma classe. Para i1sso vamos aplicar o Critério 1:
wy' —vv'D 2x3-0x1x5 6

= =-=1.2
N 4 4 >

wu' —vv'D —2x3—-0x1x5 6
= =——=-125
N 4 4
Portanto, as duas solugoes nao estao na mesma classe. Agora resta verificar se
(£2,0) é ambigua e (£3,1) é ambigua.

uu’—m/D_Qx(—Q)—OxOx5_—4__1
N 4 4

vu' —v'uD 00X (—2)—-0x2x5
N 4 B

Desta forma, (£2,0) é ambigua e vamos tomar apenas (2,0) como classe funda-

0
7=0

mental. Agora aplicando o Critério 1 (£3,1) temos:

ur' —vv'D 3 x(=3)—-1x1x5 —14

= =—-35
N 4 4
No Teorema 29 fizemos as sequintes substituicoes v = 10m — 3 ey = 2n + 1,
x+3 y—1

. Algumas solucoes na classe 3+ /5. Com as

donde tiramos m = 10 en 5
substituigoes = 3 + V5 e =9+ 45 teremos:
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) Solucao m = % n— y;l
1 | Bat =47+ 215 5 10

2 | Ba® =843 + 3775 84.6 188

3 | Ba® = 15127 + 67655 1513 3382

4 | Bo* = 271443 + 1213935 27144.6 60696

5 | Ba® = 4870847 + 2178309+/5 487085 1089154

6 | Ba’® = 87403803 + 39088169v/5 8740380.6 19544084

7 | Ba” = 1568397607 4 701408733v/5 156839761 350704366

8 | Ba® = 28143753123 + 125862690255 2814375312.6 | 6293134512

9 | Ba? = 505019158607 + 2258514337175 50501915861 112925716858
10 | Bat® = 9062201101803 + 4052739537881/5 | 906220110180.6 | 2026369768940

Algumas solugoes na classe —3 + /5. Com as substituicoes § = —3 + /5 e v =

Tabela 31: Algumas solucoes de 22 — 5y? = 4 na classe 3 + /5.

9+ 44/5 teremos:

i | Solucao m= \ml\(J)rB n= \y|;1

1 |0y =—-7-3V5 1 1

2 | 04* = —123 — 555 12.6 27

3 | 093 = —2207 — 9875 221 493

4 | 6y* = —39603 — 177115 3960.6 8855

5 | 64° = —710647 — 317811/5 71065 158905

6 | 675 = —12752043 — 5702887/5 1275204.6 2851443

7 | 047 = —228826127 — 102334155/5 22882613 51167077

8 | 674° = —4106118243 — 1836311903v/5 410611824.6 918155951

9 | 07 = —73681302247 — 32951280099+/5 7368130225 16475640049
10 | 6~'9 = —1322157322203 — 591286729879+/5 | 132215732220.6 | 295643364939

Algumas solucées na classe 24+0/5. Com as substituicoes &€ = 24+0v5 en = 94+4/5

teremos:

Tabela 32: Algumas solucoes de 22 — 5% = 4 na classe —3 + /5.
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1 Solucao m = % n— %

1 | &nt =18+8V5 2.1 3.5

2 | €n? =322+ 1445 32.5 71.5

3 | &nd =5778 + 25845 578.1 1291.5

4 | &n* = 103682 + 463685 10368.5 23183.5

5 | &n® = 1860498 + 832040+/5 186050.1 416019.5

6 | &n = 33385282 + 14930352V/5 3338528.5 7465175.5

7 | &n" = 599074578 + 267914296+/5 59907458.1 133957147.5

8 | &n® = 10749957122 + 48075269761/5 1074995712.5 | 2403763487.5
9 | &n® =192900153618 + 86267571272v/5 19290015362.1 | 43133785635.5
10 | €00 = 3461452808002 + 1548008755920+/5 | 346145280800.5 | 774004377959.5

Tabela 33: Algumas solucoes de 2 — 5y = 4 na classe 2 + 0v/5.

ros da intersegao entre 1, e pT*:

Com os dados presentes nestas trés tabelas ja podemos mostrar 0s primeiros nime-

T, 7 Numero Geométrico

T pr 1

T P> 55

Tyo3 p2 121771

T3382 p°t 5720653

T158005 pr1065 12625478965

Ti089154 p7®7T0% 593128762435

Ts1167077 p%2882613 1309034909945503
1350704366 po6839761 61496776341083161
116475640049 p;368130225 135723357520344181225
T112925716858 p?0501915861 6376108764003055554511

Tabela 34: Alguns ntimeros da intersecao entre 1), e pI'.

Exemplo 24. Vamos resolver x*> —30y? = 546 presente no Teorema 30. Vamos utilizar

o Teorema 18 para encontrar as solucoes fundamentais da equacao x> — 30y* = 546. A
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equacio x* — 30y* = 1 tem solucdo fundamental igual a (11,2). Assim, precisaremos

buscar v no intervalo:

0< v <09.

Portanto, devemos testar os valores de v =0,1,2,3,4,5,6,7,8 ou 9.

v | u= 4546 + 3002 Solucao
0 | V546 + 30 x 02 = /546 = £23.36 | Nao
1| /546 + 30 x 12 = /576 = 24 Sim
2 | V/546 + 30 x 22 = /666 = +25.80 | Nao
3 | V546 + 30 x 32 = /816 = £28.56 | Nao
4 | /546 + 30 x 42 = /1026 = £32.03 | Nao
5| V546 + 30 x 52 = /1296 = £36 Sim
6 | v/546 + 30 x 62 = /1626 = £40.32 | Nio
7 | V546 + 30 x 72 = /2016 = +44.89 | Nao
8 | V546 + 30 x 82 = /2466 = £49.65 | Nio
9 | V546 + 30 x 92 = /2976 = £54.55 | Nio

Tabela 35: Teste de alguns valores de v na equacao % — 30y% = 546.

Temos duas solugoes (£24,1)

que elas nao sao ambiguas.

No Teorema 30 fizemos as sequintes substituicoes xr = 60m —24 ey = 6n—1, donde

x+ 24
60

tiramos m =

y+1

e (£36,5).

substituicoes = 36 + 530 e a = 11 + 24/ 30 teremos:
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i Solucao m = %024 n= %

0 | Ba® =36+5v30 1 1

1 | Ba® =696 +127/30 12 21.33

2 | Ba® = 15276 + 2789/30 255 465

3 | Ba® = 335376 + 612311/30 5590 10205.33

4 | Ba* = 7362996 4 1344293+/30 122717 224049

5 | Ba® = 161650536 + 29513215+/30 2694176 4918869.33

6 | Bal = 3548948796 + 647946437+/30 59149147 107991073

7 | Ba = 77915222976 + 14225308399+/30 1298587050 2370884733.33
8 | Ba® = 1710585956676 + 3123088383411/30 28509765945 52051473057

9 | Ba® = 37554975823896 + 68565691351031/30 625916263732 1142761522517.33
10 | Bat® = 824498882169036 + 150532212133925+/30 | 13741648036151 | 25088702022321

Algumas solucées na classe —36 4+ 5v/30. Com as substituicoes § = —36 + 5v/30 e

Tabela 36: Algumas solugoes de x? — 30y? = 546 na classe 36 + 5v/30.

v =11 4 24/30 teremos:

i | Solugdo m = ‘wlgg% n= \y\6+1

1 | 64" =—96 — 1730 2 3

2 | 072 = —2076 — 379v/30 35 63.33

3 | 6y = —45576 — 8321/30 760 1387

4 | 6y* = —1000596 — 182683+/30 16677 30447.33

5 | 64° = —21967536 — 4010705/30 366126 668451

6 | 075 = —482285196 — 88052827+/30 8038087 14675471.33

7 | 647 = 10588306776 — 1933151489+/30 176471780 322191915

8 | 0v8 = —232460463876 — 42441279931+/30 3874341065 7073546655.33
9 | 67 = —5103541898496 — 931775006993+/30 85059031642 155295834499
10 | 6~'9 = —112045461303036 — 20456608873915+/30 | 1867424355051 | 3409434812319.33

Tabela 37: Algumas solucoes de 2% — 30y? = 546 na classe —36 + 5v/30.

Com estas duas tabelas jd podemos mostrar os primeiros numeros da intersecao
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entre P, e plh:

P, kg Numero Geométrico

Py p%z 1

P; p3y 12

Pyes pis’ 324105

Pi3g7 pis0 2884960

Pso4049 pi32T7 75296819577

Peesast p3g6126 670239774876

Pio7991073 pi97991073 | 17493107717541457
Ps32191915 pi 0471780 155711444975954880
Psoosiarsosr | 209765945 | 4064033771079369651345
Pisso05834499 | p5aCP0031642 | 36175194319033549954252

Tabela 38: Alguns nimeros da intersecao entre P, e pfs.
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