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Resumo

O presente trabalho versarda em fazer uma releitura das teorias que circundam os
procedimentos de calculo da drea de um poligono convexo, assim como, do volume de
uma piramide cuja base ¢ um poligono convexo, com seus vértices devidamente re-
presentados em um sistema de coordenadas, no plano ou no espaco, respectivamente.
Aborda alguns topicos sobre matrizes e determinante e algumas de suas aplicagoes, em
especial o estudo de area de poligonos e o volume de piramide. Baseado na aplicacao
de determinante para o calculo da area de um triangulo com seus vértices represen-
tados em um sistema de coordenadas, apresenta um novo teorema para o calculo da
area de qualquer poligono convexo, assim como, uma nova férmula para calcular o vo-
lume de qualquer piramide com base convexa como uma aplicacao direta do volume do
tetraedro com seus vértices representados em um sistema ortogonal. Para tanto, foi im-
prescindivel abordar o conceito de coordenadas no plano e no espago, vetores no plano
e no espaco e algumas de suas propriedades, sendo fundamentais para a demonstrar o

volume do tetraedro e a drea do triangulo, usando determinante.

Palavras-chave: Volume. Area. Poligono convexo. Piramide. Tridngulo. Tetraedro.

Determinante. Matriz. Vértice. Sistema ortogonal.
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Abstract

This work will concentrate on making a rereading of the theories that surround the
procedures for calculating the area of a convex polygon, as well as the volume of a
pyramid whose base is a polygon convex, with its vertices properly represented in a
coordinate system, in the plan or in space, respectively. Addresses some topics on arrays
and determinant and some of its applications, in particular the study of polygon area
and the volume of the pyramid. Based on applying a decisive factor for the calculation
of the area of a triangle with its vertices represented in a coordinate system, presents
a new theorem to calculate the area of any polygon convex, as well as, a new formula
to calculate the volume of any pyramid with convex basis as a direct application of the
volume of the tetrahedron with its vertices represented in an orthogonal system. For
both, it was essential to the concept of coordinates in the plane and in space, vectors in
the plane and in space, and some of its properties, being essential for the demonstrate

the volume of the tetrahedron and the area of the triangle, using determinant.

Keywords: Volume. Area. Convex polygon. Pyramid. Triangle. Tetrahedron.

Determinant. Matrix. Vertex. Orthogonal system.
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Introducao

Intuitivamente, area de uma figura é um nimero que mede sua extensao em um
determinado plano que a contém. Para estabelecer uma unidade de area, considere
uma unidade quadrada como uma superficie contida em um quadrado de lado medindo
1 unidade linear. Assim, a drea de uma figura contida em um plano, é o nimero de
unidades quadradas contidas na superficie compreendida pela figura. Enquanto que o
volume de um sélido é um numero que mede sua extensao no espacgo, ou seja, a porgao
do espaco ocupada por ele. Como unidade de volume, considere uma unidade ctibica,
como o volume de um cubo com aresta medindo 1 unidade linear. Entao, para cada
poligono, tem-se, associado a ele, um numero positivo denominado area; da mesma
forma, para cada sélido, tem-se um nimero nao negativo chamado de volume.

Desde a pré-histéria aos dias de hoje, as medidas de areas e de volume foram de tal
forma incorporadas as vidas dos humanos que é impossivel imaginar uma civilizagao
sem elas. No antigo Egito, civilizacao que se desenvolveu no fértil vale do rio Nilo, por
exemplo, métodos para calcular areas - baseados nas conhecidas dreas do triangulo,
retangulo e trapézio - eram utilizados para determinar as medidas de superficie des-
tinadas a uma melhor ocupacao do terreno pelos agricultores. Foi quando surgiu a
Geometria Egipcia, segundo Herddoto!, pois havia a necessidade de redistribuir os
campos cultivaveis entre os proprietarios apds cada inundacgao do rio Nilo. Conforme

escreve Elza F. Gomide em seu livio HISTORIA DA MATEMATICA (1996, pég. 6):

Seséstris ... repartiu o solo do Egito entre seus habitantes ... se o rio
levava qualquer parte do lote de um homem ... o rei mandava pessoas para
examinar, e determinar por medidas a extensao exata da perda ... Por esse
costume, eu creio, é que a geometria veio a ser conhecida no Egito, de onde

passou para a Grécia.
HERODOTO

Sabe-se que o estudo de areas de figuras planas esta ligado aos conceitos relacionados

a Geometria Euclidiana, que surgiu na Grécia Antiga, embasada no estudo de ponto,

'Herédoto (485-420) foi um gedgrafo e historiador grego, considerado o pai da histéria. O seu
segundo livro, EUTERPE, ¢é destinado & histéria do Egito - geografia, religiao, reis, animais sagrados

e costumes.
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reta e plano. Para Cavalieri?, uma regiao plana era a unidao de linhas paralelas a
uma reta dada e uma regiao sélida como uma uniao de segoes planas paralelas a um
plano fixado. De posse dessas decomposicoes e ciente das dificuldades em somar tais
quantidades infinitas de indivisiveis, Cavalieri evitou calcular dreas e volumes pela soma
dessas partes indivisiveis, mas desenvolveu um método para relacionar areas ou volume
de figuras em que os indivisiveis tém relacao constante.

A area de uma figura ou o volume de um sélido sao conhecidos, desde que, tenha
informacoes que possibilita tais cdlculos. Por exemplo, para determinar a area de um
retangulo ¢ necessario que conheca as medidas de seus lados; para o volume de um
prisma é preciso saber a sua altura e a drea da sua base. Esses valores também podem
ser obtidos de forma analitica, onde sao consideradas as informagoes dos seus vértices
em um sistema de coordenadas ortogonais.

O modelo de célculo de area de poligonos convexos e de volume de piramides com
bases convexas, baseado nas informacoes dos seus vértices, até entao utilizado, consiste
na decomposicao em uma série de triangulos e de tetraedros, respectivamente. Ao
calcular a area de cada um desses triangulos e o volume desses tetraedros, tem-se a
area do poligono e o volume da referida piramide. Considerando que este procedimento
torna-se demasiadamente extenso a medida que aumenta os lados do poligono, decidiu-
se desenvolver um novo procedimento de calculo sem a necessidade de decomposicao,
tornando-os menos extensos.

Tem-se que um poligono convexo AjAsAs--- A, com A; = (x;,v;), pode ser de-
composto em n — 2 triangulos - sejam t; = AA;AxAz, to = ANAJA3A,, -+, T, 0 =
ANA1A, 1A, - e que, a area de cada um desses triangulos, primeiramente demonstrado

por Lagrange?, é dada por:

2Bonaventura Cavalieri (1598-1647) foi um sacerdote jesuita e matemético italiano. Demonstrou
que dados dois sélidos incluidos em um par de planos paralelos, se todo plano paralelo ao par de
planos e que intersecta os sélidos, o faz em secoes cujas areas estao sempre na mesma razao, entao os

volumes dos sélidos também estao nessa mesma razao.

3Joseph Louis Lagrange (1736-1813) foi um matemético italiano. Foi o primeiro matemético a de-
monstrar o Teorema do Valor Médio, muito usado no Célculo diferencial; dentre outras contribuigoes,
demonstrou que o volume de um tetraedro pode ser calculado usando as coordenadas de seus vértices.

Para Napoleao Bonaparte: ”Lagrange é a piramide mais alta das ciéncias matematicas”.
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T no 1
1 .
Ati:§|Di|7ZE{]—72737"' ,n—2}, sendo D, = Tit1 Yirl 1

Tiya Yiy2 1
A ideia é somar os valores de D;, desde que D; tenha mesmo sinal para todo valor

de 7 - sendo demonstrado ao longo do trabalho - para se chegar a uma nova relagao
para o céalculo da area de qualquer poligono convexo.

Tem-se ainda que uma piramide cuja base é um poligono convexo A;AAz--- A, e
vértice V', sendo A; = (z4,v:,2) e V = (xv,yv, 2v), pode ser decomposta em n — 2
tetraedros - considere T} = A1 A2 A3V, Ty = A1A3AYV, -, T,_o = A1A,_1AV - e
que, o volume de cada um desses tetraedros, sendo Lagrange o primeiro a demonstrar,

é dado por:

oy a1

1 Tit1 Yit1 Zig1 1
Vi, = 6‘Di|’ i€{l1,2,3,--- ,n—2}, sendo D; = " i "

Tite Yirz Zig2 1

v o oyvy  zv 1
Com isso, para se chegar a uma nova relagao para calcular o volume da piramide em

questao, a estratégia é somar os valores de D;, sendo necessario inicialmente demonstrar
que D; tem mesmo sinal para todo valor de 1.

Como resultado dos estudos, propoe-se um novo teorema, tanto para a area de
poligonos convexos como para o volume de piramides com bases convexas, que facilita
a computacao dos dados necessarios, pois dispensa a decomposicao e adota a juncao
de todos os vértices do poligono e da piramide, respectivamente, em um tnico célculo,
tornando-o mais curto e pratico; sendo necéssario especificar quanto a paridade do
nimero de lados do poligono, assim como, o da base da piramide.

Utilizou-se de Pesquisa Bibliografica para a melhor compreensao das teorias ja
existentes. Aborda-se, no primeiro capitulo, matrizes e determinante e algumas de
suas propriedades, uma vez que todo trabalho estda fundamentado nas aplicacoes de
determinante, sobretudo, o calculo de area de poligonos e o volume de piramides.

No segundo capitulo, apresenta-se um breve resumo sobre alguns conceitos da Ge-
ometria Analitica no plano e no espaco, haja vista, toda proposta do trabalho ser
baseada nas informacoes das coordenadas dos vértices, a saber: coordenadas no plano

e no espacgo, retas no plano, vetores no plano e no espago, algumas propriedades e

17



operacoes com vetores - tanto no plano, quanto no espaco - produto misto, interno e
vetorial, assim como, suas interpretacoes geométricas.

O terceiro capitulo se destina ao estudo de algumas aplicagoes de determinante,
convergindo para duas principais que € o calculo de area de poligonos convexos e o vo-
lume de piramides com bases convexas. Sendo imprescindivel abordar, primeiramente,
o método de como calcular a area do triangulo e do volume do tetraedro, o que da
sustentacao as novas formulas apresentadas.

Com esses novos teoremas, os calculos se tornam menos extensos e mais praticos,
uma vez que dispensa a decomposi¢ao do poligono em triangulos e da piramide em

tetraedros, adotando a juncao de todos os vértices em um tunico calculo.
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1 Matrizes e Determinantes

Muitas vezes, é mais conveniente formar grupos ordenados de niimeros que se apre-
sentam dispostos em linhas e colunas. Esses grupos sao chamados na matematica de
matrizes. Na computacao, por exemplo, as matrizes adquiriram grande importancia,
pois héa necessidade de se guardar muita informagao.

As imagens em uma tela de computador sao, na verdade, formadas por peque-
nos pontos, denominados pixels, que sao elementos de uma matriz. Uma imagem de
resolucao 800 x 600 tem 800.600 = 480000 pixels em 800 linhas e 600 colunas.

As matrizes sao largamente utilizadas em aplicacao de banco de dados, tao impor-
tantes na organizacao de qualquer empresa; ao realizar um cadastro numa pagina da
internet, os dados vao imediatamente para um banco de dados, que nada mais é do
que uma matriz que relaciona as informacoes de todos cadastros com as respectivas
pessoas.

Este capitulo apresentara um esbogo sobre matrizes, determinantes e algumas de

suas propriedades.

1.1 Definicao de Matriz

Considere um conjunto K (K = C,R,Q, Z, N, etc), uma matriz A sobre esse con-
junto é um quadro retangular de m x n (m linhas e n colunas) elementos a;; € K

(Z:1a27 7mej:1727"' 7”):

aip -+ Qin
A=
Am1 " Qmn
Exemplos:
2 4
a) ¢ uma matriz de ordem 2 x 2.
10 -2
21 141 -7
b) ¢ uma matriz de ordem 2 x 3.
10 -2 18

19



¢) Quando m = 1, a matriz é chamada de matriz-linha. Por exemplo [ 2 4 7 }

é uma matriz-linha de ordem 1 x 3.

d) Quando n = 1, a matriz é chamada de matriz-coluna. Por exemplo é

uma matriz-coluna de ordem 4 x 1.

1.2 Representagao Genérica de uma Matriz

Os elementos da matriz sdo chamados de elementos ou termos da matriz.
Na matriz:

2 4 7]
-3 10 11
7 V3 8

| 17 10 20 |

pode-se observar:

e O elemento 10 estd na segunda linha e na segunda coluna; indica-se: ass = 10.

e O elemento /3 estd na terceira linha e segunda coluna; indica-se: azs = V3.

Assim, o elemento genérico de uma matriz A serd indicado por a;;, em que ¢ repre-
senta a linha em que o termo se encontra e 7, em que coluna; ele é chamado de 7j-ésimo

termo da matriz.

A matriz A, de ordem m X n, genericamente, sera escrita da seguinte forma:

aply a2 @3 - Qip
Q21 Q22 A23 -  Q2p
Amxn =
L Am1 Am2 Qp3 - Amn |
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Uma matriz A pode ser escrita na seguinte forma:

A = [ajjlmxn, com 1<i<m, 1<j<n e i,jeN.

Quando o nuimero de linhas for igual ao nimero de colunas, ou seja, m = n, diz-se
que A é uma matriz quadrada de ordem n X n, ou simplesmente n.

Exemplos:

2 4
a) ¢ uma matriz quadrada de ordem 2.

-3 10

b) ¢ uma matriz quadrada de ordem 4.

1 3 21 6

Numa matriz quadrada de ordem n, os elementos a;; em que ¢ = j, ou seja, 0s
elementos a1, ass, ass, -+« , ap, formam a diagonal principal da matriz.

Os elementos da matriz a;; em que i+ 7 = n+1 formam a outra diagonal da matriz,
chamada diagonal secundéria.

Nos exemplos anteriores, 2 e 10 formam a diagonal principal e a diagonal secundaria
é formada pelos elementos 4 e —3, no item a; enquanto 2, 0, —1 e 6 formam a diagonal

principal e a diagonal secundaria é determinada por 7, —2, —30 e 1, no item b.

1.3 Determinantes

O determinante surgiu, inicialmente, da necessidade de resolver sistemas de n
equagoes lineares a n incégnitas. Sendo posteriormente identificado como a area de
um paralelogramo e o volume de um paralelepipedo.

Uma matriz quadrada A = [a;;] tem um ndmero, associado a ela, chamado de
determinante da matriz A - denotado por det A, |A| ou det[a;;] - obtido por meio de
operagoes que envolvem todos os elementos a;;. Sendo que nao existe determinante de

matriz que nao seja quadrada.
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Para entender determinante, primeiro veja algumas nocoes de permutagoes, que sao

usadas na definicao de determinante.

1.3.1 Permutacao

Seja J, = {1,2,--- ,n}, com n € N*. Uma permutagao de J, é uma aplica¢do
o J, = J, que é bijetora. Denota-se por S,, o conjunto de todas as permutacoes de

Jn. Usualmente, um elemento o de S,, é denotado por:

1 2 n
o(1) o(2) o(n)
Assim, por exemplo,
1 2 3
1 3 2

representa a permutagao o de J; definida por o(1) =1, 0(2) = 3 e ¢(3) = 2. Quando
o(j) = j para todo 1 < j < n, tem-se uma permutagao identidade e é denotada por id.

Percebe-se que S, tem n! elementos, pois, ao permutar os n elementos de um con-
junto, pode-se colocar qualquer um desses n elementos na primeira posicao, qualquer
um dos restantes n — 1 elementos na segunda posicao, qualquer um dos restantes n — 2
elementos na terceira posicao, e assim segue, até que a n-ésima posicao seja preenchida

pelo tdltimo elemento restante. Com isso, existe

nn—1)(n—-2)---2-1=nl!

permutagoes de S,,.

Considere 0 € S,. O conjunto dos pares (i,7) com 1 < ¢ < j < n tais que
o(i) < o(j) é denotado por P*. Quando o(i) > o(j), com 1 <i < j < n, o conjunto
dos pares (i, j) é denotado por P~. O ntimero de pares m pertencentes a P~ é chamado
niumero de inversoes de o.

Por exemplo, considere a seguinte permutacao de Jy:

1 2 3 4

214 3
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Tem-se que o numero de inversoes nessa permutagao ¢ 2. Ja a permutacao dada por

12345
: (2)
3125 4

tem trés inversoes.
O sinal de o, denotado por (o), é definido pelo niimero (—1)™, onde m é o niimero
de inversoes de o.

O sinal das duas permutagoes apresentadas em (1) e (2) sdo 1 e —1, respectivamente.

Definigao 1.1 O determinante de uma matriz A com entradas reais, denotado por

detA, € o niumero real dado por

detA = Z 6(0)&10(1)a20(2) “*lpg(n)- (3)
UESn
aix -+ Qi
Observagao 1.3.1 O determinante de uma matriz A = : : também
Qm1  °° Qmp
pode ser denotado por
aip - Qip
detA =
Am1 *°° Amn

1.3.2 Determinante de uma Matriz de Ordem 1

Quando n = 1, tem-se a matriz A = [a1;|. Existe somente a permutagao identidade
em S;. Portanto,

detA = €(id)a1id(1) = a-

Exemplos:
a) Se A = [2], entao detA = 2.
b) Se B = [—1], entao detB = —1.
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1.3.3 Determinante de uma Matriz de Ordem 2
Em S5 existem duas permutacoes, a saber:

1 2 1 2

1 2 21

Sejam id e o1, respectivamente, essas permutagoes.

air  a12
Dai, o determinante de uma matriz A de ordem 2, A = , sera dado
Q21 Q22
por
detA = €(id)a1id(1)a21d(2) +€(01)a101(1)a201(2) (4)
= Q11022 — A12G21-
2 8
Por exemplo, o determinante da matriz A = ¢ dado por:
15
detA = 2-5—-8-1=2.
1.3.4 Determinante de uma Matriz de Ordem 3
Considere a matriz genérica de ordem 3:
ain G2 a13
A= ay axn ay
asy azz asg
Em S5, tem-se 6 permutacoes. Sao elas:
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 2 3 1 3 2 21 3 2 31 31 2 3 21

Sejam ud, o1, 09, 03, 04 € 05 essas permutacoes, respectivamente. Note que id, o3
e 04 possuem um numero par de inversoes, enquanto oy, 0o € g5 possuem um numero

impar de inversoes.
Entao, o determinante de A serd calculado da seguinte forma:
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detA = e(id)a1id(1)02id(2)A3id(3) T €(03) A1 (1) 0204(3) U305 (2) FE(T4) U104 (2) @204 (1) O304 (3) +
5(01)a101(2)a201(3)a301(1) + 5(02)a102(3)a202(1)a302(2) + 5(05)a105(3)a205(2)a305(1)'
Ou seja,

detA = a11a22a33 + A12G23031 + Q13021032 — (13022031 — Q11023032 — A12021033- (5)

Esse determinante pode ser obtido usando uma regra pratica, conhecida como Regra

4

de Sarrus “, repetindo as duas primeiras colunas a direita da terceira e calculando o

produto das diagonais formadas. Sendo que o produto da diagonal principal, assim
como, de suas paralelas, permanecerd com o mesmo sinal; o produto das diagonais

secundaria e suas paralelas mudam de sinal.

11 a2 @13 Al Q12
21 Q22 A23 QA21 Q22

a31 dazz2 33 daAz1 32

O determinante é a soma dos valores obtidos.

1 -1 2
Por exemplo, o determinante damatriz A= | 3 1 4 |, pela Regra de Sarrus,
2 3 =2

¢ dado por:
detA = 1-1-(-2)+(-1)-4-24+2-3:3—-2-1-2—-1-4-3—(-1)-3-(-2)
= —14.

1.3.5 Determinante de uma Matriz de Ordem n > 4

Como pode observar, o calculo de determinantes de matrizes de ordem n > 4, pela

definicao, é muito trabalhoso, pois tem-se n! parcelas. Mas, existe um método muito

4Pierre Frédéric Sarrus (1798-1861) foi um matemdtico francés autor de vérios tratados, incluindo
uma solucao de equagoes numéricas com multiplas incégnitas, entre outras. Ele também descobriu
uma regra memoravel para solucionar o determinante de uma matriz de ordem 3, conhecida como

Regra de Sarrus.
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mais pratico, que permite calcular o determinante de uma matriz de ordem n > 2, a
partir de uma linha ou coluna da matriz, conhecido como Teorema de Laplace®.

Para enuncié-lo, sao necessarias algumas definigoes.

Definigao 1.2 Seja A uma matriz quadrada de ordem n > 2. Denomina-se menor
complementar de A pelo elemento a;; o determinante D;; associado a matriz quadrada

que se obtém de A ao se suprimir a linha i e a coluna j que contém o elemento a;;

considerado.
1 -1 2
SeA=13 1 4 |, tem-seque o menor complementar de A pelo elemento asy
2 3 =2
é.
1 2
2 =2

Definigao 1.3 Sendo A uma matriz quadrada de ordem n > 1. Denomina-se cofa-
tor do elemento a;; de A o nimero real A;; = (—1)i+j - Dy, em que D;; € o menor

complementar de A pelo elemento a;;.

-1 2 3
Considere a matriz A = 1 4 0 |, o cofator de a5 é dado por:
3 71
10
A12 = (-1)1+2 . D12 = (-1)3 . det = —1 . 1 = —1
3 1
O cofator de agy é:
-1 3
A22 = (—1>2+2 . D22 == (-1)4 : d€t == —1 -1 — 3 : 3 == —1 - 9 == —10
3 1

Agora, tem-se condi¢oes de enunciar o Teorema de Laplace.

SPierre Simon Marques de Laplace (1749-1827) foi um matemético, astrénomo e fisico francés.
Dentre outras contribuigoes no campo da matematica, em Algebra Linear desenvolveu um teorema
que leva seu nome, criando um novo método que permite calcular o determinante de uma matriz de

ordem n > 2.
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Teorema 1.3.1 (Teorema de Laplace) O determinante de uma matriz A = (a;;) de
ordem n > 2, € a soma dos produtos, efetuados termo a termo, dos elementos de uma
fila qualquer pelos seus respectivos cofatores. Mais precisamente, para cadai, 1 <i <n
fixado, tem-se que

detA = anAj + aipAip + - -+ + ainAin
e para cada 7, 1 < 5 <n fixado, tem-se
d@tA = a/leij —I— CLQjAQj —|— cee —|— an]‘Anj.

Demonstracao 1.3.1 A demonstracao serd feita por inducdao sobre n.

Primeiramente, o teorema serd demonstrado para as colunas de A = (a;;). Como

o . . ajpr a2
foi visto em (4), o determinante de uma matriz A = ¢ dado por ay1as —

Q21 A22
a12a21 .

Veja que ao desenvolver esse determinante pela primeira coluna, tem-se a3 A +
as1 Ag1 = ay1 (=) Dy +ag (—1)*™ Doy = ajy1a29—ar2a91 € desenvolvendo pela sequnda
coluna tem-se ajpAis + agAy = a12(—1)1+2D12 + a22(_1)2+2D22 = Q11022 — G1202] .
Portando, o teorema € vdlido para n = 2.

Suponha agora que o teorema € verdadeiro para n — 1.

Primeiro, considere as sequintes observagoes: os menores complementares das en-
tradas de A sao determinantes de matrizes de ordem n — 1 e denota-se por Df,i 0
determinante da matriz que se obtém suprimindo de A as linhas i e j e as colunas k e
l.

Fiza-se a k-ésima coluna de A, 1 < k <n, e calculamos o nimero
C = a1 Ak + agr Aok + -+ + QnpAni.
Pela definicao de cofator, tem-se que
C = ayp(=1)"* D1y, 4 agy(=1)* ™ Dy + - -+ + api(—1)""D,yp.. (6)

Como foi observado, Diy, Doy, -+, Dyur sao determinantes de matrizes de ordem
n — 1, podendo ser calculados, pelo Teorema de Laplace, por hipotese de indugao. FEs-
colhendo, sem perda de generalidade, fazer o desenvolvimento pela primeira coluna da

matriz gerada. Assim,
le = &21(—1)2+1D%]£ —|— (I?,l(—l)ngll):f}C + Tt + anl(—l)n+1D{%

= Z:z ai1<—1)i+1D%€.
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ng == an(—l)Hlle +a 1( 1)3+1D%i +---+ am(—l)”‘HD%

CLHD%,i + 23 ;1 (—1>Z—~_1D§C

Prossequindo analogamente tem-se que

an = allD'rlL}c — angi}c + ...+ a(n—l)qu(,:}Lcil)l

n—1 ) )
_ ; CLZ'1<—1)H—1D;1]€.

Substituindo Diy, Do, -+, Dpx na expressao (6), acarreta em

C' = ay (D)"Y ain (1) Di} M a(—1)* " {an1 D3+ an(—
= i=3

n—1
_1>n+k{z Clﬂ(— z+1Dz k}
=1

Tomando em (7) todas as parcelas onde a1y aparece, tem-se

an{age(— 1) DI + ag (—1)3+F DI 4 .. 4 g (—1)™HRDIY =
all{CLQk(—l)kD%k + asp(— 1)1+kD§i + o app(— )n+k 2D1}€}

a1 Dy

Fazendo o mesmo com as parcelas onde as aparece, tem-se

a21{a1k(—1)1+kD21 + agi(— 1)3+kD21 Fo ot a(— )n+kD2}f}
azl{am( )kDm — a3k( )k—l—ngé . ank( )n-l—k 2D2}€}

—ag1 Do .

Raciocinando indutivamente, tem-se que se tomar em (7) somente as parcelas

an1 aparece, entao

j:anl{a1k(—1)n+k+1D{Lk1 + a2k(_1)2+k+nD£Lli 4+ e+ @n71k(—1)2"+k anl "

tap{a(— )k—l—anl + ag(— 1>2+kD721é 4+t anilk(_:[)n-i‘k‘ 1Dn1 n

:i:(lnanl.
Dai, conclui-se que

C=a11Dy1 —anDo + -+ £ andn.

Logo,

C=anAn +ando + -+ andn.
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Veja que detA = a1 A1+ a1 Ao+ - - +an1 Ani, ou seja, tem-se a prova do Teorema
de Laplace pela primeira coluna da matriz A.

Pela arbitrariedade da escolha de k conclui-se que o teorema € verdadeiro para todas
as colunas da matriz A.

A demonstragao baseada nas linhas da matriz A € de forma andloga.

[
Exemplo:
Dada a matriz i i
-1 2 30
1 40 2
A=
3 710
1 2 1 1]

O seu determinante pode ser calculado usando o determinante de ordem 3 e o
teorema de Laplace. Veja:

Tomando os elementos da quarta coluna, tem-se:

detA = ayg Ay + agg Aoy + a3gAzy + agqAys.

Entao,

detA=0-(—=1)"*| 3 7 1 [+2:(=1)*"| 3 7 1 [+0-(=1)*"| 1 4 o |+

121 1 21 1 21
-1 2 3

L-(=)**-1 1 4 0
371

Usando a regra de Sarrus para calcular o determinante dessas matrizes de ordem
3, lembrando que, como um dos fatores da primeira e terceira parcela é zero, nao ha
necessidade de calcular o determinante das respectivas matrizes.

detA=2-[-1-7-1+2-1-14+3-3-2—-3-7-1—(-1)-1-2—=2-1-3]+1-[(—1)-
4-14+2-0-343-1-7-3-4-3—(-1)-0-7—2-1-1] = —45.

Observacgao 1.3.2 As melhores linhas ou colunas a serem escolhidas para o cdlculo de

determinante, usando o teorema de Laplace, sao aquelas que tiverem elementos iguais a
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zero, pois, 0s cofatores que forem multiplicados pelos zeros, nao precisam ser calculados,
uma vez que o produto sempre serd zero, independente do valor do cofator. Sendo
assim, melhor ainda é optar por aquelas que tiverem maior quantidade de elementos
wquais a zero. Com isso, € facil ver que toda matriz quadrada que tiver uma linha ou

coluna com todos elementos iguais a zero seu determinante é nulo.

1.4 Propriedades dos Determinantes

Visando mais agilidade para o calculo do determinante de determinadas matrizes,
grandes matematicos como Jacques Philippe Marie Binet e Carl Gustav Jacobi dedi-
caram ao estudo de propriedades. Este capitulo fard mencao de apenas duas delas -
filas iguais e troca de filas paralelas - pois serao fundamentais para justificar alguns

calculos posteriores.

Propriedade 1.4.1 Se a matriz B = (b;;) € obtida da matriz A = (a;;) pela troca de

duas linhas ou duas colunas, entdo detB = —detA.

Demonstracao 1.4.1 Suponha, sem perda de generalidade, que a matriz B é obtida
permutando a i-ésima linha com a (i41)-ésima linha da matriz A. Note que 0s mesmos
termos aparecem em ambos os desenvolvimentos, mas ao trocar duas linhas da matriz
A, altera a paridade do niumero de inversoes dos indices, e portanto o sinal dos termos
serd trocado.

A demonstracao baseada nas colunas € andloga.

Propriedade 1.4.2 Se A = (a;j) possui duas linhas ou duas colunas iguais, entdo
detA = 0.

Demonstracao 1.4.2 Seja B = (b;j) a matriz obtida de A trocando de posi¢io as

duas linhas ou as duas colunas iguais, mantendo as demais fixas. Pela propriedade
1.4.1 tem-se que detB = —detA. Mas A = B. Entao, detA = —detA. Logo, detA = 0.
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2 Coordenadas no Plano e no Espaco

Neste capitulo, ha uma introducao de coordenadas no plano a fim de represen-
tar pontos por meio de pares de nimeros reais e, consequentemente, identificar um
poligono por meio de seus vértices, pois, a representacao dos pontos por meio de suas
coordenadas permite resolver algebricamente diversos problemas geométricos; abor-
dando também nocoes de vetores, o que permite estudar varios conceitos geométricos
de forma mais simples e direta. Assim como, um breve resumo sobre coordenadas no

espaco, vetores no espaco e algumas de suas propriedades.

2.1 Coordenadas no Plano

Aplicado pela primeira vez em 1637 pelo matemético francés René Descartes © -
motivo pelo qual, frequentemente, a Geometria Analitica é chamada de Geometria
Cartesiana - o sistema de coordenadas no plano, podendo ser chamado de sistema
ortogonal, ¢ amplamente utilizado para determinar a posi¢ao de pontos no plano, pos-

sibilitando o estudo algébrico de formas geométricas do plano.

Definicao 2.1 Considere dois eixos num plano m que se intersectam perpendicular-
mente em um ponto O - denominado origem - eixo OX e eizo OY, com unidade de
medida estabelecida. O par de eizos OX e OY é um sistema de coordenadas retangula-
res, chamado de Sistema de Fizos Ortogonais OXY , ou simplismente, Sistema OXY .

Por convencgao, o eixo horizontal é OX e OY o eixo vertical.

Para cada par de coordenadas (z,y) tem um e apenas um ponto P no plano co-
ordenado. Ou seja, para cada ponto do plano 7 existe um tnico par ordenado (z,y)-
R? = {(z,y)|z,y € R} - isto é, ao ponto P € 7 faz-se corresponder o par ordenado
(z,y) onde x é a coordenada do pé da perpendicular ao eixo OX, baixada de P e y é
a coordenada do pé da perpendicular ao eixo OY que passa por P (Figura 1). Entao,
se (z,y) = (2/,y) em R? isso implica que z = 2’ e y = . Reciprocamente, ao par
ordenado (z,y) € R? associa-se o ponto P € m, sendo a interseccao da perpendicular

ao eixo OX que passa pela coordenada x com a perpendicular ao eixo OY que passa

6René Descartes (1596-1650) foi filésofo, fisico e matemdtico francés. Obteve reconhecimento ma-
temdtico por sugeri a fusdo da dlgebra com a geometria, fato que gerou a geometria analitica e o

sistema de coordenadas que hoje leva o seu nome.
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pela coordenada y. Com isso, existe uma correpondéncia biunivoca entre os pontos do
plano 7 e o conjunto dos pares ordenados de niimeros reais.

Dado o ponto P, correspondente ao par ordenado (z,y), denomina-se que z é a
abscissa ou primeira coordenada de P e y é a ordenada ou segunda coordenada de P.

Doravante, se P € 7 corresponde a (x,y) € R?, escreve-se P = (z,v).

Y

Figura 1: Sistema Cartesiano Ortogonal.

Os eixos OX e OY dividem o plano 7 em quatro regioes denominadas quadrantes
e enumeradas como na Figura 2.
Os pontos que pertencem ao eixo OX tém coordenadas (z,0), os pontos que estao

sobre o eixo OY tém coordenadas (0, %) e os pontos que pertencem aos quadrantes sao

dados em coordenadas:

1° Quadrante = {(x,y) € R*|z > 0 ey > 0};
2° Quadrante = {(x,y) € R*)|lz <0 ey > 0};
3° Quadrante = {(x,y) € R*|z < 0 e y < 0};
4° Quadrante = {(z,y) € R*z > 0 e y < 0}.
4
v 7r
22 Quadrante 12 Quadrante
0 X

32 Quadrante

4° Quadrante

Figura 2: Quadrantes do Sistema OXY.
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2.2 Distancia Entre Dois Pontos no Plano

Considere dois pontos do plano m, P = (a,b) e Q = (¢,d), dados por suas coorde-

nadas em relagao a um sistema OXY'.

a1/ 0| c X
|

P b R

Figura 3: Distancia Entre Dois Pontos do Plano 7.

Observando o triangulo retangulo PQ R, tem-se que a distancia do ponto P ao ponto
@, designada por d(P, @), é a medida da hipotenusa P(Q. Tem-se que as medidas dos
catetos sdo, respectivamente, |PR| = |a —¢| e |QR| = |b—d|. A medida da hipotenusa

é dado por:

A(P,Q) = [PQ| = \/|PR! + [QR? = v/{a— o + (b — d)>. (8)

Essa relacao é conhecida como Teorema de Pitdgoras 7.

2.3 Equipoléncia de Segmentos Orientados

Seja AB um segmento orientado de origem A e extremidade B. Isto é, no segmento
AB tem-se o sentido do percurso de A para B. Enquanto o segmento BA tem sentido
de percurso oposto ao do segmento AB. Bellavitis ® classificou os segmentos orientados

do plano a partir da relagao de equipoléncia.

"Pitdgoras de Samos, cidade onde nasceu, foi um filésofo e matemético grego. Sua maior descor-
berta se deu no campo da geometria, demonstrando uma relagao entre os lados do triangulo retangulo,
denominada Teorema de Pitagoras, embora essa relagao ja ser conhecida pelos babilonicos, a mais de

um milénio antes de Pitagoras.

8Giusto Bellavitis (1803-1880) foi um matemético italiano, autodidata, se destacando no estudo de
vetores. Classificou os segmentos orientados por uma relacao que ele chamou de equipoléncia, dando

origem a nogao de vetor.
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Definigao 2.2 Os segmentos orientados AB e C'D sdo equipolentes, e escreve-se AB =

CD, quando tém mesmo comprimento, sao paralelos e tém mesmo sentido.

2.4 Vetores no Plano

Os vetores tem aplicacao em diversas areas de conhecimento. Na fisica, por exemplo,
a velocidade e a aceleragao de um objeto, assim como, as forcas que agem sobre ele sao
descritas por vetores.

Baseado na relacao de equipoléncia, é possivel classificar os segmentos orientados

do plano por meio da seguinte defini¢ao.

Definigao 2.3 Sejam A e B pontos no plano. O vetor v = z@ é o conjunto de todos
0s segmentos orientados equipolentes ao segmeto AB. Cada segmento equipolente ao

segmento AB € um representante do vetor /@

o
//'// -
st

Figura 4: Representantes do Vetor AB.

Quando em um vetor, representado por um segmento, a origem ¢é igual a extremi-

dade, diz-se que o vetor é nulo ou vetor zero.
—
0=AA=BB=CC=

E interessante ressaltar, no entanto, que os componentes de um vetor fisico depen-

dem do sistema de coordenadas para descrevée-lo.

Defini¢ao 2.4 Dados os pontos A = (ay,a3) e B = (by,bs), 0s nimeros by — ay e

by — ag sao as coordenadas do vetor U = Ag, e escreve-se U = (@ — ag, by — by).

Pela relacao de equipoléncia, as coordenadas de um vetor podem ser calculadas

usando qualquer segmento orientado que o represente.
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Proposicao 2.4.1 Considere o sistema de eixos ortogonais OXY . Tem-se, para cada
vetor 7, um unico ponto P tal que v = O‘}% Sendo que as coordenadas de P coincidem

com as do vetor .

2.4.1 Operagoes com Vetores no Plano

Tem-se duas operacoes no conjunto de vetores no plano, bem definidas: adigao de

vetores e multiplicacao de um vetor por um nimero real.

Definicao 2.5 Adicdo de vetores € a operacdo que associa o vetor 1@ a cada par de

vetores U = E eV = B?, designado por U+ .

<
<

Figura 5: Soma de Vetores.

Proposicao 2.4.2 Dados dois vetores U = (a1,b1) e v = (ag,be) expressos por meio

de suas coordenadas do sistema OXY . Entao,
7"‘7 = (CLl +a2,b1 +b2)

Demonstragao 2.4.1 Sejam os pontos P = (a1,b1) e Q = (az,bs), tal que U = (ﬁ
eV = @, e seja o ponto S = (as, bs), tal que v = ﬁ

Com isso, tem-se:
7:@:((12—0,172—0) = (ag—a17b3—b1>:ﬁ.

Entao,

S = (as, by) = (a1 + ag, by + by).

Portanto,

7+7=O¢+ﬁ=0?:(a1+a2,b1+b2).
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E f4cil ver uma propriedade da adicao de vetores que é a existéncia do inverso
aditivo, isto é, para cada vetor 7 existe um tnico vetor, o inverso ou simétrico aditivo
de ¥ denotado por — W, com U — U = ﬁ

Ao justificar essa propriedade, tem-se que o simétrico do vetor zﬁ é representado

—
pelo segmento BA, com isso, ao somar @ e — U, tem-se
—
W - U =AB+BA=A4A=T.

Observacao 2.4.1 O vetor diferenca do vetor U pelo vetor U € o vetor U + (—7),
designado por U—7. Sed = @ eV = 1@, entao

U-7 = @+ (-0)=AB+(~AC)=AB + CA=CA+AB =CB.

£l
IS!
|
<

Figura 6: Vetor Diferenca.

Ao multiplicar um vetor por uma nimero real positivo pode-se alterar a magnitude
do vetor, alongando ou encurtando, ou mantendo o mesmo tamanho caso esse niimero
seja 1. Essa operacao ¢ chamada de multiplicacao de um escalar por um vetor, que a
cada vetor @ associa o vetor )\7, com A € R, chamado de produto do escalar A pelo

vetor . Observe a definicao dessa operacao.

Definigao 2.6 O produto A € R por ¥ = zﬁ ¢ o vetor \v = )\E, representado
pelo segmento orientado AC, tal que:
(a) A, B e C sao colineares;
d(A,C) = |\d(A, B);
C=Ase=0;

Usando o produto de um escalar por um vetor, é possivel verificar se um ponto P
qualquer pertence a uma reta que passa pelos pontos A e B, ou seja, verificar se os

pontos A, B e P sao colineares.
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Proposicao 2.4.3 Um ponto P pertence a uma reta r que passa pelos pontos A e B
se, e somente se, ﬁ = )\1@, para algum X\ € R.

Demonstracgao 2.4.2 Pela Defini¢ao 2.6, o ponto P tal que ﬁ = )\E pertence a
reta r.

Por outro lado, considere que a reta r contém o ponto P e que § = %

Caso o sentido do percurso de A para P for o mesmo do de A pam’ B, entao
/ﬁ = )\B, com isso, X\ = 3, pois P € o unico ponto da semirreta com origem em A
e passa por B tal que d(A, P) = Bd(A, B).

Se o sentido do percurso de A para P for oposto ao sentido de A para B, entdo
ﬁ = )\E, onde A\ = —[3, pois P € o unico ponto da semirreta de origem em A com
sentido oposto ao da semirreta de mesma origem que passa por B tal que d(A, P) =

Bd(A, B).

2.4.2 Produto Interno

Existe outra operacao entre vetores denominada de produto interno ou produto
escalar, que associa a cada par de vetores um escalar. Para definir geometricamente
o produto interno, é fundamental abordar dois conceitos preliminares: norma de um

vetor e angulo entre dois vetores.

Definicao 2.7 A norma ou comprimento de um vetor U € dado pelo comprimento de

wm segmento representante de V. Esse nimero é denotado por || 7]

Se A = (ay,az), B=(by,bs) e ¥ = 1@, entao

17 = V/(br — a1)? + (by — a)*.
Se P = (z,y) é o ponto tal que v = O?, entao
I7]l = d(0, P) = /a2 + 2.

Definicao 2.8 Dados dois vetores nao nulos Ted. O angulo entre esses dois vetores

¢ o menor angulo entre os segmentos representantes de Ve, Designa-se por 6 =
4(7, 7) a medida do angulo entre U e .

Sejam AB e AC' os segmentos representantes de U e 7, respectivamente.
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Figura 7: Angulo Entre Dois Vetores.

Definicao 2.9 Dados dois vetores do plano e 7, o produto interno entre esses dois

vetores € o numero real:

07 Se 7:

I
<777>: —
||| ||cosd, Se U # 0, #

Na proposicao seguinte, ver-se que o produto interno entre dois vetores pode ser

calculado baseado em suas coordenadas em relacao a um sistema de eixos ortogonais.

Proposicao 2.4.4 Tem-se que o produto interno entre os vetores U = (a,b) e v =
(¢c,d) € dado por
(W, V) = ac+ bd.

Demonstracao 2.4.3 Caso um dos vetores seja nulo, entao, pela defini¢cao, (7, 7} =
0 e ac+ bd = 0, satisfazendo a identidade.

Considere os pontos P = (a,b) e Q = (¢,d) e sejam os vetores nao nulos U = O?
eV = Oﬁ, entao,

]@z@—ﬁz?—ﬁ:(c—a,d—b).

=
153
(=8

Figura 8: Diferenga Entre Dois Vetores.
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Aplicando a Lei dos Cossenos no triangulo OPQ, obtem-se
I =2 =)+ 7N = 20| 7| cost,
onde 0 = Z(U, 7).

Assim,

2 || T |lcosd = |[T|*+ TN~ |« -
= (a®+ )+ (2+d*) — ((c—a)*+ (d—b)?)
= a2+ +cE+d?— (A —2ca+a®+ d* — 2bd + b?)
= 2ca + 2bd
= 2(ac+bd).

Portanto,

(W, 7)) = ||| 7 ||cost = ac + bd.

Tem-se que, quando o cosseno de 6 for zero, isso implica que o angulo formado entre
os dois vetores, é reto. E equivalente dizer que os vetores sao perpendiculares. Segue

uma defini¢ao sobre a condicao de perpendicularismo entre dois vetores.

Definicao 2.10 O wvetor U é perpendicular ou ortogonal ao vetor 7, denota-se por

UL, se WU = T ouT = ou L(W,T) =90°,

E possivel estabelecer um critério de perpendicularidade entre dois vetores usando

produto interno. Observe a seguinte proposicao.

Proposicao 2.4.5 Dois vetores sao perpendiculares se, e somente se, seu produto in-

terno € zero, ou seja,

ULY < (U, 7)) =0.

Demonstracao 2.4.4 Caso os vetores U oou W sejam nulos, entao, pela Definicao
2.10, WLV e também, pela Definicio 2.9, (7, 7} =0.
Considere W #0, 7 #0 e 0 = Z(W, V), entio:

(W, V) = ||Z)||V]|cosd = 0 < cosh = 0 < 6 = 90°
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2.5 Equacoes da Reta no Plano

E possivel estabelecer uma relagao entre a Geometria e a Algebra, obtendo equagoes
associadas a um conjunto de pontos.

Nesse capitulo serao apresentadas dois tipos de equagoes relacionadas a uma reta
do plano, equacoes paramétricas e equagoes cartesianas da reta, pelas propriedades

geométricas da reta.

2.5.1 Equagao Paramétrica da Reta

Dado um ponto P pertencente a uma reta r, nesse tipo de equacao, as coordena-
das de P sao dadas por expressoes do primeiro grau em funcao de um ntmero real,
denomidado parametro. A medida que o valor desse parametro varia, tem-se pontos
distintos da reta, e, reciprocamente, cada ponto da reta corresponde um parametro.

Dois casos serao analisados: reta que passa por dois pontos e reta que contém um
ponto e é paralela a um vetor.

1° Caso - Reta r que passsa pelos pontos A e B.

Considere uma reta r que contém dois pontos A e B e seja P um ponto qualquer
do plano. Pela Proposigao 2.4.3, tem-se que o ponto P pertence a reta r se e so se
ﬁ = t@ para algum ¢t € R. Entao, para deslocar do ponto A para o ponto P, basta
usar a operacgao t@. E possivel entao escrever a equacao que determina o ponto P,

baseada na variagao do parametro ¢, da seguinte forma:
r:P=A+ tzﬁ ,

para algum t € R.
Essa equacao é chamada de equacao paramétrica da reta r.
Considerando A = (aq1,b1), B = (as,b2) e P = (x,y), entao, para algum ¢t € R,
tem-se
P=(x,y)er, & (r,y)=(a1,b1)+t(az—as,by—0y)
r = aj+tlay —ay)

=
y = bl ‘f‘t(bg — b1>

Com isso, tem-se as equagoes paramétricas da reta r, para algum t € R

r = a1 —|—t(a2 —al)

Yy = bl —|—t(b2 —bl)
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2° Caso - Reta r que passa pelo ponto A e é paralela ao vetor o #+ 6)

Pela Geometria Euclidiana, sabe-se que dado um vetor o = (a,b) ndo nulo e um
ponto A = (z,Y), existe uma tnica reta r com direcao de v que contém o ponto
A. Dizer que r tem a mesma direcao de v significa que dois pontos quaisquer de r
determinam um vetor com a mesma direcao de v.

Assim, uma reta r contém um ponto P = (z,y) se, e sé se,
AP =17,

para algum t € R.

<Y
<

Figura 9: Vetor Direcao da Reta 7.

Em funcao das coordenadas, tem-se
(z — 20,y — yo) = t(a, ).
Entao, tem-se o sistema de equacao
r = x9+al
y = Yo+t .

Que sao as equacoes paramétricas da reta r, para algum t € R.

2.5.2 Equagao Cartesiana da Reta

Usando o produto interno, é possivel caracterizar algebricamente uma reta perpen-
dicular a uma direcao dada. Com isso, tem-se o segundo tipo de equagao da reta no

plano: a equacao cartesiana.

Definicao 2.11 Um vetor U nao-nulo é perpendicular ou normal a uma reta r, que
passa por dois pontos A e B, se v L f@
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Considere uma reta r que passa pelo ponto A = (g, yo) e é perpendicular ao vetor

nao-nulo ¥ = (a,b). Logo,

P=(z,y)er < AP LW
o (AP, W) =0

A <(:E—x0,y—y0),(a,b)> =0
& a(r— 1) + by —yo) =0
& ax + by = axg + byy
& ar+ by =c, onde ¢ = axy+ byy.
7
A B r

A 4

Figura 10: Vetor Normal a Reta r.

Entao, é possivel representar uma reta algebricamente, conhecendo o vetor diregao
e apenas um ponto da reta. Diferentemente das equagoes paramétricas, neste caso,
tem-se uma unica equacao para relacionar as coordenadas dos pontos pertencentes a

uma reta.

2.5.3 Distancia de um Ponto a uma Reta

Sejam P e r, respectivamente, um ponto e uma reta no plano. Como visto, é
possivel determinar a distancia de P a um ponto qualquer de r. Agora, veja como

determinar a distancia de P a reta r.

Definicao 2.12 Dado um ponto P e uma reta r, a distancia do ponto P a reta r,
denotada por d(P,r), € definida por

d(P,r) = min{d(P,P)|P" e r},
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Diz que um ponto P* € r realiza a distancia do ponto P a reta r se
d(P, P*) < d(P, P'),

para todo P’ € r.

1 r

//P ]W

Figura 11: Distancia do Ponto P a Reta 7.

Pelo Teorema de Pitagoras, tem-se que a distancia do ponto P a reta r é o valor do

cateto PP*, ou seja, P* é o pé da perpendicular a r que passa pelo ponto P. Entao,
d(P,r) = min{d(P,P)|P" € r} = d(P, P*).

Teorema 2.5.1 Sejam r : ax + by = ¢ uma reta e P = (x9,y0) um ponto do plano.

Tem-se que a distancia do ponto P a reta r é dada por

awo +byo — ¢

Va? + b?

Demonstracgao 2.5.1 Seja s a reta que passa por P e é normal a reta r. Como

d(P,r) (9)

v L r, isso implica que v é paralelo a s. Logo, tem-se as equagoes paramétricas de s

r = x9+at

y = yo+bt

para algum t € R.
Seja {P*} = rNs, ou seja, o pé da perpendicular a r que passa por P. Entao,

tem-se as coordenadas de P, para algum t* € R:

P* = (zg + at™, yo + bt™).
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Como P* € r, entao,

a(xg + at*) + b(yg + bt*) = ¢

& (a4 V)t 4 axg+ by = ¢
¢ — (azo + byo)

&t =
a? 4+ b2

Como d(P,r) = d(P, P*) = |PP*|| ¢ PP* = (a,b)t*, entdo:

laxo + byo — |

dP,r) = |t ||(a b)]| = "= Va? + 12 =

2.6 Poligonos no Plano

O presente trabalho abordard alguns métodos para o calculo da area de poligonos
em funcao das coordenadas de seus vértices. Para tanto, essa secao apresentara algumas
definicoes da Geometria Elementar sobre poligonos.

A palavra poligono vem do grego, polugonos, que significa ter muitos lados ou
angulos. Para Euclides ?, poligono era uma figura limitada por linhas retas, sendo que
essas linhas deviriam ser mais de quatro.

Uma linha poligonal é uma sucessao de segmentos consecutivos e nao colineares,

dois a dois. A linha poligonal A;AsAs--- A, 1A, corresponde a reuniao dos segmentos

A1As, AsAs, -+, A,_1A,. Sendo que, quando os extremos A; e A, coincidem a linha

¢ chamada de linha poligonal fechada; quando nao coincidem, linha poligonal aberta.

(a) Linha Poligonal Aberta. (b) Linha Poligonal Fechada.

9Fuclides de Alexandria foi um matemaético e escritor, possivelmente egipcio. Além de sua principal
obra, Os Elementos, Euclides também escreveu sobre perspectivas, seccoes conicas, geometria esférica

e teoria dos numeros.
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Quando a intersecao de qualquer dois segmentos nao consecutivos é vazia, a linha
poligonal é chamada de linha poligonal simples; quando for nao-vazia, é chamada de

linha poligonal nao-simples.

(c) Linha Aberta Nao-Simples. (d) Linha Aberta Simples.

Definicao 2.13 Poligono € a regiao plana limitada por uma linha poligonal fechada.
Sendo assim, um poligono A1AsAs---A,_1A,, com n > 3, corresponde a regido limi-
tada pela reuniao dos segmentos A1Asg, AsAsz, A3Ay, -+, A,_1A, e A AL

Caso a linha associada ao poligono for uma linha poligonal simples, o poligono
é classificado como poligono simples. Quando a linha for nao-simples, o poligono é

classificado como poligono nao-simples ou complexo.

(e) Poligono Simples. (f) Poligono Nao-simples.

Na literatura também encontra-se o termo poligono como sinénimo de linha po-
ligonal fechada. Sendo assim, a regiao plana limitada pelo poligono é chamada de
seu interior e a uniao do poligono com seu interior é chamada de regiao poligonal ou
superficie poligonal.

Num poligono A;AsAs--- A, os pontos Ay, As, As, ---, A, sdo os vértices do

poligono; os segmentos A; Ay, Ay Az, - -+, A,_1 A, sdo os lados do poligono; segmentos de

reta com extremidades em dois vértices nao consecutivos sao as diagonais do poligono;

e os angulos An;l\lAg, Alz/él\gAg, cee An,lz/él-;Al sao os angulos internos do poligono.
Uma regiao do plano se diz convexa quando o segmento de reta que liga dois pontos

quaisquer dessa regiao estd inteiramente contido nela.
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Definicao 2.14 Um poligono A1A3Asz--- A, € convero se, para 1 < i < n, a reta
A;Aip1 nao contém nenhum outro ponto Aj;, mas deiza todos eles em um mesmo se-
miplano, dentre os que determina (aqui e no que se seque, Ay = A,, Apy1 = Ay e
Ano = As).

Um poligono nao-convexo ¢ chamado de poligono concavo.

(g) Poligono Convexo. (h) Poligono Céncavo.

2.7 Coordenadas no Espaco

Comecando o estudo da Geometria Analitica Espacial, primeiro tem-se as nogoes de
coordenadas no espaco, vetores, como também, algumas de suas operacoes, que serao
fundamentais para compreender o volume de uma piramide, mediante as infomacoes

de seus vértices.

Definicao 2.15 Um sistema de eizos ortogonais OXY Z no espaco € da Geometria
FEuclidiana consiste de trés eizos mutuamente perpendiculares, OX, OY e OZ, com a

mesma origem O.

Figura 12: Eixos do Sistema OXY Z no Espaco ¢.
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Escolhido um sistema de eixos ortogonais OXY Z no espaco ¢, ha trés planos espe-
ciais, chamados planos cartesianos:

e Txy, 0 plano que contém os eixos OX e OY;

e Txz, 0 plano que contém os eixos OX e OZ,

e Ty, 0 plano que contém os eixos OY e OZ.

Figura 13: Planos Cartesianos do Sistema OXY Z.

Cada ponto do espacgo corresponde exatamente a um terno ordenado de nimeros
reais, e cada terno ordenado de nimeros reais corresponde examente a um ponto de
e. Isto é, um sistema de eixos ortogonais OXY Z estabelece uma correspondencia
biunivoca entre os pontos P do espaco ¢ e os ternos ordenados de niimeros reais (z,y, 2).

Diz que x, y e z sao as coordenadas de P em relagao ao sistema de eixos ortogonais
OXY Z, se o ponto P estd em correspondéncia com o terno (z,y, z). Essas coordenadas
sao obtidas da seguinte forma:

e coordenada x: coordenada no eixo OX do ponto de interseccao deste eixo com
o plano 7 que passa pelo ponto P e é paralelo ao plano my z;

e coordenada y: coordenada no eixo OY do ponto de interseccao deste eixo com
o plano 7 que passa pelo ponto P e é paralelo ao plano mxz;

e coordenada z: coordenada no eixo OZ do ponto de interseccao deste eixo com
o plano 7 que passa pelo ponto P e é paralelo ao plano wxy.

Dezigna-se por R? o conjunto de todos os ternos ordenados (z, y, z) de ntimeros reais.
Uma vez escolhido um sistema de eixos ortogonais OXY Z no espaco ¢, identifica-se

cada ponto P € ¢ pelas suas coordenadas (x,y, z) € R?® e escreve-se
P=(z,y,z).

Com esta identificagao, tem-se que:

e O ponto O = (0,0,0) é a origem do sistema de eixos ortogonais.
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e 0s conjuntos abaixo sao os eixos do sistema:
eizo OX = {(z,0,0)|z € R};
eizo OY ={(0,y,0)|ly € R};
eizo OZ ={(0,0,z)|z € R}.
e 0s planos cartesianos sao os conjuntos:
mxy = {(x,y,0)|x,y € R}, ou seja,nxy = z = 0;

Txz = {(ZE,O, Z)|I',Z € R},OU Seja/,’]TXZ =Y = O’

myz = {(07y7 Z)|y72 S R}70u Seja, Myy = T = 0.

2.8 Distancia Entre Dois Pontos do Espaco

Sejam P(x1,y1,21) e Q(x1,y1,21) pontos do espago e Py e (Qy suas respectivas
projecoes no plano OXY. Considerando um ponto S tal que o segmento PS seja
paralelo ao segmento Fy()y, obtem-se o triangulo retangulo PSQ. Entao, pelo Teo-

rema de Pitdgoras, a hipotenusa P(Q), distancia do ponto P ao ponto (), é dada por:

d(P,Q) =1\/5Q" +SP". (10)

Figura 14: Distancia Entre Dois Pontos no Espaco.
Tem-se que o quadrilatero SQoFPyP é um retangulo. Entao,
—=2
SQ = (22 — 21)2. (11)

e aplicando o Teorema de Pitdgoras no triangulo PyHQy, onde H = (z1,y1,0),

tem-se
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5P = mQ = (22 —21)* + (2 — 1) (12)

Substituindo (12) e (11) em (10), tem-se

d(P,Q) = /(w2 — 21)? + (32 — 11)? + (22 — 21)2. (13)

2.9 Vetores no Espaco

As nocoes de vetor no espaco sao semelhantes as de vetores no plano, mantendo as
principais propriedades.
Para estbelecer uma relagao de equipoléncia, é interessante observar que, no espaco,

duas retas sao paralelas quando sao coplanares e nao tém ponto em comum.

Definicao 2.16 Dois segmentos AB e C'D, no espaco, sao equipolentes, e escreve-se
AB = CD, quando tém mesmo sentido, estdao contidos em retas paralelas ou na mesma

reta e tém igual comprimento.

O conjunto de todos os segmentos orientados do espago pode ser dividido em sub-
conjuntos denominados classe de equivaléncia pela relacao de equipoléncia ou, simples-
mente, classe de equipoléncia. Cada classe de equipoléncia é denominada um vetor no
espaco. A mesma notagao de vetor no plano é usada para designar todos os segmentos

orientados, equipolentes a um determinado segmento AB:
7 = AB = {CD|AB = CD).
A definicao de vetor nulo ou vetor zero no espaco, segue a mesma do vetor nulo no

0 =A4A=BB=CC=-..

Sendo P e 7, respectivamente, um ponto e um vetor do espaco, tem-se que P é

plano. Ou seja,

origem de um segmento representante do vetor 7. Ou seja, existe um unico ponto
QEatalque7:]%.

2.9.1 Produto Interno

Analogamente a definicao de produto interno no plano, tem-se sua definicao no

espago.
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Definicao 2.17 Dado um vetor v = 1@, no espaco, sua norma ou comprimento € o

numero

17| = d(A, B).

Para a definicdo de produto interno, ainda se faz necessario definir o conceito de

angulos entre dois vetores no espaco.

Definicao 2.18 Dados dois vetores nao nulos U = 1@ eV = 1@, o angulo entre
esses dois vetores, e escreve-se 4(7, 7), ¢ o menor angulo formado pelos segmentos

AB e AC medido no plano mapc, determinado pelos pontos A,B e C. Observe que
Z(V, W) €0, 7).

Com os conceitos de norma e angulo, a definicao de produto interno entre dois

vetores no espaco é de forma semelhante a que foi feita para dois vetores do plano.

Definicao 2.19 Dados dois vetores do espago U e, o produto interno entre esses

dois vetores é o numero real

0, Se U =

N
(T, ) = R
||| ||cost, Se ¥ # 0, U #

A seguinte proposicao caracteriza o produto interno entre dois vetores do espaco
por meio das coordenadas dos vetores em relacao a um sistema de eixos ortognais. A

demonstracao é de forma andloga a que foi feita para dois vetores no plano.

Proposicao 2.9.1 O produto interno entre dois vetores do espaco U = (a,b,c) e
v = (a',b,c) é dado por
(W, V) =ad +bb +cc.

2.9.2 Produto Vetorial

Seja OXY Z um sistema de eixos ortogonais no espago e considere os vetores U =

(xluylazl) eV = (1‘2792, 22).

Definicao 2.20 O produto vetorial de v por o € o vetor

U xV = (y122 — 2192, —(¥122 — T221), T1Y2 — TaY1).
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Propriedades do Produto Vetorial

Para melhor compreender e justificar alguns calculos posteriores, duas propriedades
de produto vetorial serao abordadas.
Para quaisquer vetores do espaco i = (x1,91,21), v = (2,Ys,22) € W = (x3,Ys, 23)

valem as seguintes propriedades:

Propriedade 2.9.1 U X U € um vetor ortogonal aos vetores U e o, isto ¢, <7 X
U, V)= (U x VT, ) =0

Demonstracao 2.9.1 Calculando o produto interno entre os vetores U XV e,

tem-se

<7 X 77 7> = (122 — 2192)71 — (2122 — Ta21)Y1 + (T1Y2 — Tay1) 21
= T129Y1 — Z1Y2T1 — Y1XT122 + T2Z1Y1 + Z21T1Y2 — T2Y121

= 0.

Para mostrar que (W x U, V) =0 € de forma andloga.

Propriedade 2.9.2 Dados dois vetores Ued e seja 0 = 4(7, 7), tem-se que

I x V| = IV |lsene.

Demonstragao 2.9.2 Tem-se

||7 X 7||2 = (122 — Y221)* + (T122 — 2221)? + (21Y2 — x2y1)?

= Y222 — a1z + Ys2E + w222 — 211021 2
+x527 + 2Tys — 2m1 9y + 13y}

= 21y +23) +yi(a3 + 23) + 21 (23 + 43)
=221 2211y — 22122(2122 — Y1Y2)

= 0y )+ R R )+ 0 )
—xtry — Yiys — 2725 — 21Ty Y — 221 22(T1T2 — Y11)2)

= (el +yi + 203 + 3 + 23) — [2723 + 20120192 + YTy

—|—22122<$C1372 + y1y2) + Z%Z%]
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I x T = (a3 +y7 + 23+ 95+ 25) — (1125 + y19)?
+22120(@122 + Y1y2) + 2723)
= (af +yi+20)(23 + 95 + 23) — (2122 + Y1y + 2122)°
= 12PN~ (7, 7).
Como (W, 7) = || |||V ||cosh, entdo:
I x TN = [TIPITN? = WP Peos0

= [IZPIIF|P(1 ~ cos®0)
= |71V [*sen’s.

Logo,
I x || = (||| 7| sene.

Propriedade 2.9.3 <7 x W, ﬁ) = det(ﬁ, o, ﬁ), onde
1 Y1 &
(7’ 77 W) = | T2 Y2 22 (14)
T3 Ys Zz3

¢ a matriz de ordem 3 com as linhas compostas pelas coordenadas dos vetores u, Ve

U, na ordem em que sao listados.

Demonstracao 2.9.3 Tem-se que

<7 X 77 ﬁ> = <(?/122 - Z1Y2, —(%22 - 1U221)7 T1Y2 — $2y1)7 ($3, Y3, 23)>

= (Y120 — 21y2)x3 — (122 — T221) Y3 + (T1Yy2 — TaY1) 23.

Por outro lado, ao desenvolver o determinante da matriz (14), tomando os elemen-

tos da linha asj, ao aplicar o Teorema 1.3.1, tem-se
1 Y1 A
det | Yo 29 | = (Y122 — 2192) T3 — (122 — X221)Ys + (T1Y2 — T2y1)23.

T3 Yz z3

Portando, (4 x U, W) = det(W, v, ).
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Interpretacao Geométrica da Norma do Produto Vetorial

—
Sejam U =0Ae = (ﬁ vetores nao nulos e nao coplanares, e seja C' o quarto
ponto do paralelogramo P = OABC.

74 C
B
u h
6 A
\ u
0
Txy Y

Figura 15: Interpretacao Geométrica da Norma do Produto Vetorial.

Considerando o segmento OA como base do paralelogramo, sua altura é dada por
—
h = |OB||sens(OA, OB).

Dal, tem-se a area de P
Area(P) = ||OA|||OB|sens(OA, OB)
= |7 lsens (T, 7).
E pela Propriedade 2.9.2, tem-se
Area(P) = | x 7. (15)

—
Isto é, a norma do produto vetorial entre dois vetores U =0Ae W = O@ , éa

area do paralelogramo que tem os segmentos OA e OB como lados adjacentes.

2.9.3 Produto Misto

Dados os vetores 7, 7 e ﬁ, tem-se que o produto misto desses vetores é o niimero
real
T W] = (T x T, D),
Como visto na Propriedade 2.9.3 do produto vetorial, o produto misto é o determi-
nante da matriz do tipo 3 x 3 cujas linhas sao as coordenadas dos vetores 7, e ﬁ,

na ordem em que sao listados. Isto é,

@0 = det(T, T, D).
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Interpretacao Geométrica do Produto Misto

Sejam A, B, C' e D pontos nao coplanares - vértices de um tetraedro - e P o

paralelepipedo que tem os segmentos AB, AC' e AD como arestas adjacentes.

Figura 16: Interpretacao Geométrica do Produto Misto.

Tem-se que o volume de P é dado por
Vol(P) = Area(r).h. (16)

Onde h ¢é a altura relativa a base 7 do paralelepipedo de lados adjacentes AB e AC.
Se W = 1@, v = z@ e W = @, pela Propriedade 2.9.1 do produto vetorial,
sabe-se que U x U é vetor perpendicular a 7 e V. Com isso, a altura relativa a base

7 do paralelepipedo P é dada por
h=||W|].|cosZ(W, W x V)| (17)

e ainda que, como visto ao interpretar geometricamente o produto vetorial, a area de

7 é dada por
Area(t) = ||W x V|| (18)
Substituindo (17) e (18) em (16), tem-se
Vol(P) = || x V||| &]|.|cos£(W, T x T)|.

Isto é,
Vol(P) = (W x U, W).

Entao, pela Propriedade 2.9.3, tem-se o volume de P
Vol(P) = |[W, 7, ]|

Em termos dos vértices A, B, C' e D, tem-se o volume de P

Vol(P) = |[AB, AC, AD)|. (19)

Ou seja, o volume de P é o médulo do produto misto dos vetores 7, 7, .
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3 Aplicacao dos Determinantes

Os determinantes apareceram ha cerca de 300 anos (apesar de ja existirem esbogos
do que seriam determinantes na matematica chinesa de 2000 anos atrds) associados
a resolucao de equagoes lineares. Hoje em dia, juntamente com matrizes, sao uma
importante ferramenta matematica, com aplicacoes diversas.

Por exemplo, os determinantes de matrizes de ordem 2 podem ser interpretados
geometricamente como a area de um paralelogramo e os determinantes de matrizes
de ordem 3, como o volume de um paralelepipedo. Para tanto, é necessario con-
siderar tanto o paralelogramo quanto o paralelepipedo definidos pelos seus vértices,
devidamente representados em um sistema de coordenadas, no plano ou no espaco,
respectivamente.

O presente trabalho versard algumas aplicacoes dos determinantes, a saber: condicao
de alinhamento de trés pontos, equacao geral da reta, area do triangulo, area de

poligonos, volume do tetraedro e volume da piramide.

3.1 Condicao de Alinhamento de Trés Pontos

Pela Geometria Plana, diz-se que trés pontos distintos estao alinhados, ou que trés

pontos distintos sao colineares, quando existe uma reta que os contém.

(a) Trés Pontos nao Colineares. (b) Trés Pontos Colineares.

Segue uma proposi¢ao, usando determinante, que identificard quando trés pontos

quaisquer representados em um sistema de coordenadas sao colineares ou nao.
Proposigao 3.1.1 Trés pontos A = (z1,v1), B = (22,92) e C' = (x3,y3) sdo colineares

se, e somente se, D =0, onde D € o determinante:

r oy 1
D = det Ty Yo 1

z3 yz 1
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Demonstracao 3.1.1 Veja, genericamente, que o fato se verifica sempre que trés

pontos A, B e C' estao alinhados:

Figura 17: Trés Pontos Colineares.

Pelo teorema de Tales 19, tem-se

AB - AlBl AB T2 — T

— = . 2
AC A101 @ AC T3 — X1 ( O>
‘ AB  AB, AB
252 Y2 — W1
= = . 21
AC AQCQ < AC Ys — 1 ( )

To — T —
Comparando (20) e (21), tem-se: 2 L_%B7Hh S T3l — T3Y1 — T1Yo + T 1Y =
T3 — Iy Ys — W
TolYs — ToY1 — T1Ys + T1Y1 & T3Y2 — T3Y1 — T1Ye — Tays + Toy1 + 1y3 = 0 x21y2 - 1 —

1Y - 1+ xoys - 1 — 2oy - 1+ w3y - 1 —23y2 - 1 = 0.

Ou seja,
Ty 1
ry yp 1| =0
r3 ys 1

Se trés pontos sao colineares, entao pertencem a uma mesma reta. Entao, baseado

nessa aplicacao, pode-se encontrar uma equacao que descreve algebricamente essa reta,

0Tales de Mileto (623-556), foi matematico, engenheiro, homem de negécio e astrénomo da Grécia
Antiga. Dentre outras contribuigoes no campo da geometria, demonstrou que um feixe de retas

paralelas determinam segmentos proporcionais a um feixe de retas transversais, teorema que leva seu

nome.
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mediante as coordenadas de dois desses trés pontos, pois, pela Geometria Euclidiana,
para determinar uma reta é suficiente e necessario que tenha apenas dois pontos.
Como visto na Proposicao 3.1.1, se trés pontos sao alinhados, entao o determinante
da matriz correspondente é zero. Entao, dados dois pontos P, = (x1,y1) € Po = (22, y2)
distintos no plano e um ponto qualquer P = (z,y), uma reta contém esses trés pontos,

se, e somente se, D = 0, onde D é o determinante

z y 1
D= 1 oy 1
To Yo 1

Exemplo 3.1.1 Determine a equacdo geral da reta que passa pelos pontos A = (1,2)
e B=(2,1).

Pela Proposicao 3.1.1 tem-se o determinante da matriz:

z y 1
D=1 2 1]=0.

2 11
Dali,
2¢x+2y+1—-4—-—2x—-—y=0
< rv+y—3=0.
Isso implica que, se trés pontos nao sao colineares, o determinante correspondente
é diferente de zero, podendo ser um niimero positivo ou negativo.

As duas proposicoes a seguir abordam as condi¢oes quanto ao sinal do determinante,

quando trés pontos nao colineares.

Proposicao 3.1.2 Dados trés pontos nao colineares A = (xa,ya), B = (zB,yp) €
C" = (z,y) € 7', sendo ® um dos semiplanos determinados pela reta AB como nas
figuras dos quatro casos sequintes, tem-se que D' > 0, onde D’ é dado por:

ra ya 1

D'=|2p yp 1

x y 1
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Demonstracao 3.1.2 Quatro casos precisam ser analisados:
1°Caso - A inclinagao da reta AB € positiva.

Considere o ponto C' pertencente a reta AB, tal que v = x¢.

Y s
c
Y C
V| B ’
Ya A
0 Xa Xp Xc=x X

Figura 18: Inclinacdo da Reta AB é Positiva, C' € 7'.

Como os pontos A, B e C sdo colineares, seque pela proposicao 3.1.1, que

ra ya 1

zg yp 1|=0.

o yo 1
Isto é,
TaYB + Toya + TYc — xoyYp — Tayc — xpya = 0. (22)
De (22), tem-se
—yYc(rp — Ta) = TaYB + TeYa — TeYp — TBYA. (23)

Montando a matriz baseada nos pontos A, B e C' e calculando o determinante,

tem-se:
g ya 1
D' = rg yg 1 |= Y(rp — x4) + TaYB + TYA — TYB — TBYA. (24)
x y 1

Comparando (23) e (24), visto que v = x¢, tem-se:

D' =y(zp —ra) —yc(rp —24) = (y — Yo) (v — 4). (25)
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Como xp > x4 €y > yo, entao:
D' > 0.

2°Caso - a inclina¢ao da reta AB € negativa.
Considere o ponto C pertencente a reta AB, tal que x = x¢.

Como x4 > xp eyc >y, de (25), obtém-se

D' > 0.

Figura 19: Inclinacado da Reta AB é Negativa, C' € 7'.

3°Caso - A reta AB € perpendicular ao eizo OX.
Considere o ponto C pertencente a reta AB, tal que y = yc.

v 4 g

Yo =Y

Vs

Ya

Figura 20: Reta AB Perpendicular ao Eixo OX, ¢’ € 7',

De (22), tem-se
(26)

—xc(Ya — YB) = TaYp + TBYC — TaYc — TBYA.

Montando a matriz baseada nos pontos A, B e C' e calculando o determinante,

tem-se:
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Ta ya 1

D'=1|z2p ys 1 |=2%ays+TYa+yrp — TYp — YTa — TBYa. (27)

z y 1
De (27), tem-se
D' =x(ya —yp) + Tayp + TY — TaY — TRYA. (28)
Comparando (26) e (28), visto que yo =y, tem-se:
D' =2(ya —yp) — vo(ya — ys) = (x — v0)(Ya — yn)-
Como x¢c > x e yg > ya, entao:
D' > 0.

4°Caso - A reta AB € paralela ao eizo OX.

Considere o ponto C pertencente a reta AB, tal que x = x¢.

T T4
Ya=Ys =Yc C B 4
1 i
L
1 |
T 1 me— i I
i P
i i i
! I I
i i i
! | I
1 1 I >
0 x.=x x5 x, X

Figura 21: Reta AB Horizontal ao Eixo OX, C' € 7’.
Como y < yc e xp < x4, de (25), tem-se

D' > 0.

Proposicao 3.1.3 Dados trés pontos nao colineares A = (xa,ya), B = (vp,yp) €
C” = (z,y) € 7”7, sendo " um dos semiplanos determinados pela reta AB como nas

figuras dos quatro casos abaizo, tem-se que D" < 0, onde
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Demonstracao 3.1.3 Quatro casos precisam ser analisados.

g ya 1
rp yp 1

r y 1

1°Caso - a inclinacao da reta AB € positiva.

Y

Ye
y
b/

Yal_

Figura 22: Inclinacao da Reta AB é Positiva, C” € 7”.

Como os pontos A, B e C sao colineares, seque pela Proposicao 3.1.1, que

Isto €,

De (29), tem-se

Da matriz formada pelos pontos A, B e C", tem-se o determinante

D// —

—yo(rp —xA) = Tayp + TcYa — TeYp — TBYA.

x4 ya 1
g yp 1
rz y 1

a4 ya 1
zp yg 1|=0
o yo 1
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TAYB + Tcya + TBYc — Tcyp — TaYc — xpYa = 0.

=y(xp —x4) +TaYp + TYs — TYB — TRYA.

(29)

(30)

(31)



Comparando (30) e (31), visto que x = x¢, tem-se
D" =y(rp —va) —yolrp —va) = (y — yo) (x5 — 74).
Como xp > x4 ey < Yo, entao
D" <0.

2°Caso - a inclina¢do da reta AB € negativa.

v

Yo=Yy dc—————r

VB

Yal

=]
Bl———
)

| I
£
e —

Figura 23: Inclinacao da Reta AB é Negativa, C” € 7”.
De modo andlogo ao caso anterior, tem-se
D" =(y —yc)(zp — xa).
Como x4 > xp e yo <y, entao,
D" <.

3°Caso - A reta AB € perpendicular ao eizo OX.

Considere o ponto C' pertencente a reta AB, tal que y = yc.

Y“ T’ '’
U
ye=vl____JC__LC
|
v T T T T B I
|
|
ya————A I
I >
0 Xy =Xgp =Xp X X

Figura 24: Trés Pontos Nao Colineares C” € 7.
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De (29), obtém-se

—2c(Ya — YB) = TAYB + TBYC — TaYc — TBYA.

Considerando os pontos A, B e C", tem-se o determinante:

ra ya 1
D" =| zp yg 1 | = TAYB T TYa + YTB — TYB — YTA — TBYA-
x y 1

De (34), tem-se
D" = x(ya — yg) + Tays + Ty — TaY — TYa.
Comparando (33) e (35), visto que yo =y tem-se
D" =x(ys —yp) — vc(ya — yp) = ( — 2¢)(ya — yn).
Como xc < x e yg > ya, entao,
D" < 0.

4°Caso - A reta AB € paralela ao eizo OX.

Considere um ponto C' pertencente a reta AB, tal que xc = x.

v

" yh—— ' o
I
}
1
1

Ya =Yg = ¥ iC B A

i i i
! I |
1 1 i

= A
! 1 |
1 | I
! I I
1 i I
1 I I
1 1 |
] i I
1 L L »>

o x.==x b xy X

Figura 25: Reta AB Paralela ao Eixo OX, C” € 7.

De (32), tem-se

D" = (y —yc)(xp — xa).

Como xg < x4 ey > yc, entao

D" <.
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3.2 Determinante e Poligonos

No capitulo anterior foram abordadas algumas defini¢oes da geometria plana sobre
poligonos. Nesta secao, tem-se algumas aplicacoes de determinantes relacionadas a
poligonos representados em um sistema de coordenadas.

Considere o poligono convexo A;AxAs--- A,

Ap-3 As
An_s A,
Ap—q A3

A, A,
Ay

Figura 26: Poligono Convexo.

Proposicao 3.2.1 Dado um poligono convero A1AsAsz---A,, como na Figura 26,
Ty y1 1
tem-se que Dy = | 2z, y,_, 1|>0, comie€{3,4,5, - n}, onde A; = (x4, ;).

Z; yi 1

Demonstracao 3.2.1 Considerando a reta A1 A;_1, tem-se que o ponto A; pertence ao
semiplano 7' descrito na Proposi¢ao 3.1.2, logo, D; > 0 para todo i € {3,4,5,--+ ,n}.

Corolario 1 Dado um poligono convero A1AsAs--- A, como na Figura 26, tem-se
I no 1
que Di=1| z, y;, 1[<0,comi€{3,4,5 - n}, onde A; = (v4,y;).

Tic1 Yi—1 1

Demonstracao 3.2.2 Considerando a reta A1 A;, tem-se que o ponto A;_1 pertence ao
semiplano " descrito na Proposi¢do 3.1.3, logo, D; < 0 para todo i € {3,4,5,--+ ,n}.
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3.3 Area do Triangulo

A geometria analitica possui um artificio para o calculo da area de um triangulo,
primeiramente demonstrado por Lagrange em um artigo publicado no ano de 1775 -
Solutions analytiques de quelques problemes sur les pyramides triangulaires - usando
as coordenadas dos vértices do triangulo. Montando uma matriz conveniente com tais
coordenadas, a area sera a partir do determinante dessa matriz.

Dado o triangulo ABC.

\ altura rela-

tiva ao lado BC

B H €

Figura 27: Triangulo ABC.

Pela geometria plana, sabe-se que a area da regiao triangular é dada por:
1 -—
A= §(BC)(AH). (37)

Em geometria analitica, tem-se que:
e d(B,C) expressa a medida do lado BC.

e a distancia entre A e a reta que contém o lado BC' expressa a medida da altura
AH.

Proposicao 3.3.1 (Proposi¢ao de Lagrange) Se os vértices de um triangulo sio os
pontos A = (xa,ya), B = (xp,yp) e C = (z¢,yc), entdo sua drea é dada por A =

§|D|, onde D € o determinante

g ya 1

D=\|azp yp 1

e Yo 1

Demonstracao 3.3.1 Tem-se, por (8), que a distincia entre os vértices B e C € dada

por:

d(B,C) = /(x5 — 2c)* + (y5 — yo)*. (38)
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Por (9), a distancia de um ponto P(xg,yo) a uma reta r : ax + by +c =0 € dada

por:

a.xo+ byy + ¢
Va?z +v2

Calculando a equacdo geral da reta que passa pelos pontos B e C', tem-se:

d=

(yp —yo) - v+ (z¢ — xB) -y + ¥Yc — yprc = 0.
Entao, a distancia entre o vértice A e a reta BC' € dada por:

d— (yp —yc) - xa+ (tc —zB) - Yya + Tpyc — Yyprc|
V(s —yc)? + (z¢ — x5)?

Substituindo (38) e (39) em (37), tem-se:

(39)

A = S(BO)AR)

l(yp —yc) - va+ (xc — ) - ya + TYc — yprc|
V(s —yo)? + (zc — xp)?

= %K?JB —yc) Ta+ (xc —TB) ya+ TpYc — ypic|

= %\/(xB —xc)*+ (Y — yYc)?-

1
= §|:cA-yB-1+yA-xc-1+xB-yc-l—yB-ch-l—:EA-yc;-l—yA-:L‘B-1|-

Logo,
1
A=—|D|.
2

3.4 Area de um Poligono Convexo

Usando o artificio para cdlculo da drea de um triangulo, pode-se determinar a area

de qualquer poligono convexo. Primeiro observe a proposigao.

Proposicao 3.4.1 Um poligono convero A1AsAs--- A, pode ser decomposto em n — 2

triangulos.

Demonstragao 3.4.1 Para n = 3, nao hd o que demonstrar.
Para n = 4, tem-se os triangulos A1 AyAz e A1 AsAy, ou seja, 2 = 4 — 2 triangulos.
Supondo n > 5. Unindo o vértice A1 aos n — 1 vértices restantes Ay, Az ---, A,
obtém-se n — 1 segmentos; destes, dois sao lados A1Ay e A1A, e os n — 3 restantes

(A1As,- -+, A1A,—1) sdo diagonais. Esse raciocinio é andlogo, tomando qualquer outro
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vértice como referéncia. Seque que, essas n — 3 diagonais formarao com os lados
(AsAy, -+, Ap_oAn_1), n — 4 triangulos. Somando com os demias triangulos Ay Az As
e A1A,_1A,, resultard em n—2. Provando que um poligono convexo com n lados pode

ser decomposto em n — 2 triangulos.

Como visto, um poligono convexo pode ser decomposto em triangulos. Sendo assim,
a estratégia para calcular sua drea é somar todas as areas dos triangulos resultantes da

decomposicgao.

Exemplo 3.4.1 Determine a drea do poligono convero Ay Ay AsAy, sendo Ay = (x1, 1),
Ay = (29,2), Az = (73,y3) € Ay = (T4,Y4).

Pela Proposicao 3.4.1, tem-se que o poligono pode ser decomposto em dois triangulos.
Seja t1 o triangulo formado pelos vértices Ay, As e As e ty o triangulo determinado
pelos vértices Ay, Az e Ay.

Com isso, a drea do poligono serd dada por:
A = Atl + Atz-

Pela Proposicao 3.53.1, Ay, € dada por:

1
Atl = §|D1|7
onde Dy € o determinante
Ty oy 1
Dy =1 x, yo 1
r3 yz 1
Calculando D+, tem-se
Dy = x1ys + Y173 + T2y3 — Y23 — T1Y3 — Y1T2. (40)

Pela Proposi¢ao 3.5.1, Ay, € dada por:

1
At2 = §|D2|7

onde Dy € o determinante
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T oy 1

Dy=1 a5 ys 1

Tq Ysa 1

Calculando D4, tem-se
Dy = z1ys + y12a + T3Ya — Y34 — T1Ya — Y173 (41)
Pelo Coroldrio 3.2.1, tem-se que Dy e Dy tém mesmo sinal, isso implica que
|D1| + |Do| = [D1 + Dof.

Entao, somando (40) e (41), tem-se

D1+ Dy = xyz + 1123 + Tays — Y23 — X1Ys — Y122 + T1Y3 + Y124 + T3Ya
—Y3Ty — T1Ys — Y173
= T1Y2 + T2Y3 — YoI3 — Y1T2 + Y104 + T3Ys — Y3T4 — T1Ya
= 21(Y2 — ya) — y1(22 — 24) + 23(Ys — y2) — Y3(T4 — T2).
Logo,
Dy 4 Dy— 1 N 4 T3 Y3
T2 —Tg Y2 — Y4 Ta— T2 Ya— Y2
Sendo assim, a drea do poligono A1 AsA3Ay € % do modulo do valor dessa soma.

Teorema 3.4.1 A drea de um poligono convero A1AsAs---As,, n > 1, onde A; =

1
(xi,y:), comi € {1,2,---,2n}, € dada por A = §|S|, sendo S a soma

g_ i L2i—1 Y2i—1

i=1| To; — XT2j—2 Y2i — Y2i—2

Demonstracao 3.4.2 A prova serd por indugao.
Paran =2, tem-se o Fxemplo 3.4.1.
Suponha que a drea de um poligono convero AyAsAs--- Asy, sendo A; = (x;,y;),

seja dada por
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1
H2n = 5‘5’7

onde S € a soma

Y2i—
2i—1 (42)

n
T2i—1
$=>.
i=1

Lo — T2i—2 Y2i — Y22

Considere um poligono convexo A;AsAs -+ Agpio.

AZn A4

A2n+1

A2n+2

Ay

Figura 28: Poligono A;A3As - - Ag, o Decomposto em Triangulos.

Tem-se que, em relacdo ao poligono convero A;AsAs--- Ag,, 0 poligono conside-
rado, quando decomposto, aumentard em dois triangulos. Seja t1 o triangulo formado
pelos pontos Ay, As, € Asgni1 ety o triangulo determinado pelos pontos Ay, Aopi1 €

Asnio. Sendo assim, a drea do poligono Ay AsAs--- Aopio serd dada por
A - Hgn + Atl +At2'

Pela Proposicao 3.3.1, Ay, € dada por

1
Atl = §|D1|7

onde D € o determinante

gl U1 1

Dl = Lon yZn 1

Tont1 Yong1 1
Calculando Dy, tem-se

D1 = 21yon + Y1%2n41 + T2nYont1 — Y2nTont1 — T1Y2nt1 — Y1Z2n- (43)
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Pela Proposi¢ao 3.5.1, Ay, € dada por
1

Atg = §|D2|7
onde D5 € o determinante
T hn 1
Dy =1 2opi1 Yons1 1

Tont2 Yonso 1

Calculando Ds, tem-se

Dy = m1Yont1 + Y1%2n42 + Tont1Yont2 — Yont1T2n4+2 — T1Y2n42 — Y102n41- (44)

Considerando o poligono AyAs,Aoyi1Asnyie, pelo Coroldrio 3.2.1, tem-se que Dy e

Dy tém mesmo sinal, isso implica que
|D1| + |D2| = [D1 + Dof.

Entao, somando (43) e (44), tem-se

D1 + Dy = T1Yon + Y1%2n41 + Ton¥oni1 — Y2nTont1 — T1¥2n41 — Y1020 + T1¥Y2ns1 +
Y1%2n+2 T Tan+1Y2n+2 = Yon+1T2n+2 — L1Y2n+2 — Y1T2n+1 = L1Y2n T T2nYon+1 — Y2nTont+1 —
Y1T2n +Y1T2n+2 + Tont1Y2n+2 — Yon41T2n+2 — T1Y2nt2 = L1(Yon — Yont2) — Y1 (T2 — Tont2) +

I2n+1(y2n+2 - y2n) - y2n+1($2n+2 - $2n)-

Logo,
X1 n Ton+1 Yon+1
Dy + Dy = + . (45)
LTon — Toan+2  Yon — Yon42 Ton4+2 — La2n  Yon+2 — Yon
Entao,

1
Ay + Ay, = §|D1 + Dol
Somando (42) e (45), tem-se:

n Ti—1 Y2i—1 T Y1
A= E + +
=11 To; — T2i—2 Y20 — Y2i—2 Top — Ton+2  Yon — Y2n+2
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Ton+1 Yon+1

Ton+2 — Loan  Yon+2 — Yon

Para melhor compreensao, duas parcelas de A - a primeira e a peniltima - serdao

somadas separadamente.
Somando essas parcelas, tem-se:
I Y1 I hn
+ = T1Y2 — T1Y2n — Y1T2 +Y1T2n +
T2 — Ton Y2 — Yon Ton — L2n+2  Yon — Y2n+2
T1Yon — T1Yont2 — Y1T2n + Y1Tont2 = T1Y2 — Y102 — T1Yont2 + YiTonr2 = T1(Y2 — Yony2) —
L1 W

yl(l’z - $2n+2) =
T2 — Top+2 Y2 — Yon42

Com isso,

n

T n Toi—1 Y2i—1
A= + g
T2 — Top+2 Y2 — Yon42 =2 | To; — Xoi—2 Y2i — Y2i—2
Ton+1 Yon+1
LTon+2 — Loan  Y2n+2 — Yon

Portanto,

n+1

A Z L2i—1 Y2i—1

i=1 | To; — T2j—2 Y2i — Y2i—2

Visto que Ag = Agnio, A1 = Agpys, -+
Logo, pelo Principio de Inducdao Finita, a formula € vdlida para todo valor de n € N.
[

Teorema 3.4.2 A drea de um poligono convero Ay AsAs- -+ Asyir, n > 1, onde A; =

1
(xi,y:), comi € {1,2,--+ 2n+ 1}, € dada por A = §|H|, sendo H a soma:

T2i—1 Y2i—1 Ton Yon

=1 | Ty — T2i—2 Y20 — Y2i-2 LTon+1  Yont1

71



Demonstracao 3.4.3 Pelo Teorema 3.4.1, tem-se que a drea do poligono convexo

1
A1 AyAs -+ Ay, € dada por A = §|S\, sendo S a soma

- T Y2i—
o Z 2i—1 2i—1 | (46)
=1

Toi — X2i—2 Y2i — Y2—2

Entao, a drea do poligono em questao € a soma da drea do poligono A1 AsAs - -+ Aoy,

com a drea do triangulo t formado pelos vértices Ay, As, € Agpiq isto €,
A=Ay, + As.
Pela Proposicao 3.3.1, A; € dada por:

1
At: ElD‘,

onde D é o determinante

I (A 1
Lon Yon 1

Tont1 Yons1 1

Calculando o valor de D, tem-se que

D = z1y2n + Y1%2n11 + T2nYont1 — Y2nTon+1 — T1Y2n+1 — Y1T2n. (47)

Tem-se a primeira parcela de 46, visto que Ag = Asap,

X1 U1
= T1Y2 — T1Y2n — Y122 + Y1T2p. (48)
Ty — Ton Y2 — Yon
Somando (47) e (48), tem-se
T1Y2 — T1Yon — Y1 T2+ Y1Ton +T1Y2n + Y1201 T To2nY2n+1 — YonTont1 — T1Y2n+1 —Y1Ton =
T1Y2 — Y12+ Y1Ton+1 + TonYont+1 — Y2nTan+1 — T1Y2n+1 = T1(Y2 — Yont1) — Y1 (T2 — Toni1) +
TonYon+1 — YoanTon+1-
Colocando essa soma em forma de determinante, tem-se

X U1 Lon Yon

+ . (49)

Ty — Ton+1 Y2 — Yon+1 Ton+1  Y2n+1
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Somando (49) e (46), lembrando que a primeira parcela de (46) jd foi considerada
em (49), tem-se

T U1 T2i—1 Y2i—1 Ton Yon
H =
To — Ton+41l Y2 — Yon+t1 | =2 | T2y — XT2i—2 Y21 — Y2i—2 Ton+1  Y2n+1
Entao,
n
T2i—1 Y2i—1 Ton Yon
H=>" +
=1 | To; — T2i—2 Y20 — Y242 Ton+1  Yont1

3.5 Determinantes e Piramide

Esta secao abordara uma das aplicacoes dos determinantes que ¢ o calculo do volume
de uma piramide de base triangular - tetraedro - com seus vértices representados em
um sistema de coordenadas. E, a partir dessa aplicacao, apresentara uma relacao que
permite determinar o volume de qualquer piramede cuja base é um poligono convexo;

nesse contexto, sendo necessario as informacgoes de seus vértices.

3.5.1 Definicao e Construcao de Piramide

Considere um poligono A;AsAs--- A, contido em um plano € e um ponto V nao
pertencente a esse plano. Traca-se os segmentos AV, AV, A3V --- A, V. Cada
dois vértices consecutivos de A1 As Az - -+ A, determinam com V uma regiao triangular.
Esses triangulos, juntamente com o poligono A;AsAs--- A, determinam um poliedro
chamado piramide de base A;AyAsz--- A, e vértice V. Os segmentos A;Ay, AsAjz,
A3Ay, ---, A, A, s@o as arestas da base; os segmentos AV, AV, A3V .-, A,V sao

as arestas laterais; as regioes triangulares sao as faces laterais da piramide.
Uma piramide com base triangular é chamada de tetraedro. Em particular, qualquer

face da piramide pode ser considerada como base, pois, tanto a base, como as faces

laterais sao regioes triangulares.
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Figura 29: Construindo uma piramide.

C B
’ C A‘B C‘A E
B D D

Figura 30: Piramide de Base Triangular.

3.6 Volume do Tetraedro

No ano de 1773 o ilustre matemético Lagrange , em um trabalho sobre mecanica
- Solutions analytiques de quelques problemes sur les pyramides triangulaires - desen-
volveu um método de como calcular o volume de um tetraedro, sendo apresentado em

1775. Nesse contexto, é necessario apenas as informacgoes de seus vértices.

Proposicao 3.6.1 (Proposi¢io de Lagrange) Dado um tetraedro ABCD de vértices

A(wa,yas 24), Blag,ys.25), Clac,yo.zc) e D(p.yp.2p) o seu volume é dado por

V= %|D|, onde D é o determinante

TA
B

Ic

TD

Demonstracao 3.6.1 Sejam A, B, C e D pontos nao coplanares - vértices de um

tetraedro - e P o paralelepipedo que tem os segmentos AB, AC' e AD como arestas

adjacentes.

ya za 1
yp zp 1
yo zo 1
Yyp zp 1
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Considerando o paralelogramo 7 de lados adjacentes AB e AC' como base de P e h

a altura de P em relagdo a 7. Entao, por (19), o volume de P € dado por
Vol(P) = |[AB, AC, AD)|.

Isto € o determinante da matriz de ordem 3 que tem por linha as coordenadas dos

vetores 1@, B e E Seque, entao:

TB —TA YB — YA ZB — Z2A

Vol(P) = |del | v —z4 yo—ya zc—za

Tp — XA YD — YA <D — ZA

Calculando o valor desse determinante, tem-se

D = (zp —2a)(yc —ya)(zp — za) + (yp — ya)(zc — za)(xp — za) + (25 — 24) (xC —
z4)(Yp —ya) — (28 — 24) (e — ya)(@p — wa) — (x5 — wa)(2c — 24)(Yp — ya) — (Y5 —
ya)(rc —xa)(2p — 24).

Desenvolvendo esses produtos e organizando de forma conveniente, tem-se

D = 1-[(zpyczp) +yp2cTp+2TcyYp —2BYcTp —TRZcYD —YpTc2p| — - [TAYczD +
YAZeTp + 2ATCYD — 2AYcTp — TaZoYp — YaZozp| + 1 [Yprazp + 2pyaTp + Tpzayp —
YBZATD — ZBTAYD — TBYAZD] — 1 - [Yp2zcTA + 2BTCYA + TBYCZA — YBTCZA — ZBYCTA —
TBZCcYA-

Percebe-se que esse € o determinante de uma matriz de ordem 4 com todos elementos
da ultima coluna iguais a 1, tomando como referéncia essa coluna ao aplicar o Teorema

de Laplace. Isto €,
Ta Yya za 1
rp yp zp 1

rc Yo zc 1

Tp Yp zp 1

Agora, resta mostrar que o tetraedro ABC'D é um % do paralelepipedo P.

Considere um paralelepipedo ABCDEFGH

Considerando somente os vértices, A, B, D, E, F e H, tem-se um novo sdlido
chamado de prisma triangular ABDEFH. Efdcil ver que esse prisma € a metade do

paralelepipedo ABCDEFGH. Sendo assim, € suficiente analisar somente o prisma
ABDEFH.
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Figura 31: Paralelepipedo ABCDFEFGH.

A ideia € determinar o volume de uma piramide triangular a partir do volume de
um prisma triangular. Entdao, ao decompor esse prisma triangular em trés piramides,
como indicam a figura 32, tem-se que os tetraedros I e I tém bases congruentes e
alturas iguais. De fato, os triangulos ABD e EFH sao congruentes e a distancia
de E ao plano (ABD) € igual o distincia de B ao plano (EFH) - altura do prisma

original. Logo, I e II tém mesmo volume, pelo Principio de Cavaliere

;e ainda,
que os tetraedros I e I11 também tém bases congruentes e alturas iguais. De fato, o
triangulo ADE € congruente ao triangulo EDH, pois cada um deles é a metade do
paralelogramo ADHE e a altura de cada um desses tetraedros € a distancia de B ao
plano (ADHE). Logo, I e IIl tém o mesmo volume. Assim, Vi = Vi e Vi = Viyr.
Pela transitividade, tem-se Vi = Vi = V. Sendo assim, o volume do prisma € o triplo
do volume de um tetraedro gerado por ele e o volume do paralelepipedo ABCDEFGH,
seis vezes, pois ABCDEFGH ¢é o dobro de ABDEFH.

Portanto, o volume do tetraedro ABCD ¢é % do volume de P.

H H.~
1 |
I 1
My Ef— F EE—t F
i 1 'y
I ]
Ef } F D L;\ - y Di\
. . — < eI
e Al ] Al —==ulp
P T ig bl
Al ==l p H
[
Ef ! E/i ‘
D . DL
ale = p

Figura 32: Prisma ABDFEF H Decomposto em Tetraedros.

HBonaventura Cavaliere (1598-1647) foi um sacerdote jesuita e matemético italiano. Demonstrou
que dados dois sélidos incluidos em um par de planos paralelos, se todo plano paralelo ao par de
planos e que intersecta os sélidos, o faz em segoes cujas areas estao sempre na mesma razao, entao os

volumes dos sdlidos também estao nessa mesma razao.
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3.7 Volume da Piramide

Como visto na demonstragao da Proposi¢ao 3.6.1, o volume de uma piramide é %
do volume do prisma de mesma base. Uma vez que o volume desse prisma é conhecido,
consequentemente, tem-se o volume de uma piramide de mesma base.

Neste trabalho, o volume da piramide serd calculado analiticamente e sera funda-
mentado na Proposicao 3.6.1. Entao, dada uma piramide P, cujos vértices estao re-
presentados em um sistema de coordenadas, para calcular o volume de P, a estratégia

inicial é decompor a piramide em tetraedros.

Proposicao 3.7.1 Uma piramide P cuja base € um poligono convero AyAsAs--- A,

e vértice V' pode ser decomposta em n — 2 tetraedros.

Demonstracao 3.7.1 Segundo a Proposi¢ao 3.4.1 o poligono convero A1 AxAs--- A,
- base da piramide - pode ser decomposto em n — 2 triangulos. Considerando cada
triangulo resultante da decomposi¢ao desse poligono com o vértice V', tem-se n — 2

tetraedros.

Figura 33: Piramide Decomposta em Tetraedros.

Ao calcular o volume dessa piramide, para cada um desses tetraedros, pela Pro-
posicao 3.6.1, tem-se um determinante de ordem 4. A proposicao a seguir identificara

o sinal desses determinantes.
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Proposicao 3.7.2 Dada uma piramide cuja base € um poligono convexo A1 AsAs--- A,

oy a1

o Tic1 Yie1 Zie1 1 _
e vértice V', tem-se que D; = tem mesmo sinal, para todo

T Yy oz 1

rv  yv  zy 1
i€{3,4,5,---,n}, sendo A; = (vs,yi,21) e V = (zv,yv, 2v).

Demonstracao 3.7.2 Sem perda de generalidade, pode-se supor o poligono A{AsAs--- A,

- base da piramide - contido no plano OXY, isto é, A; = (x;,y;,0). Sendo assim, tem-

se
T Y1 0 1 T Y1 0 1
T2 Y2 0 1 Tn-1 Yn-1 0 1
D3 = iD=
xz ys 0 1 Tn Yo 0 1
ry yv cv 1 rv  yy 2y 1

Ao determinar o valor dos determinantes D;, pelo Teorema de Laplace, tem-se o0s

sequintes cofatores pelo elemento ass

vy 1 ooy 1
D3 = T2V | Ty Yo 15 )Dn = TRV | Tp-1 Yn—1 1
T3 ys 1 Tno Yoo 1

I y1 1

Pela Proposicao 3.1.2 e pela Proposi¢io 3.1.3, tem-se que | x; _, y,_, 1| tem

mesmo sinal para todo i € {3,4,5,--- ,n}.

Exemplo 3.7.1 Considere uma piramide com base A1(x1,y1, 21), As(x2, Y2, 22), As(zs,
Y3, 23) € Ag(24,ya, 24) € vértice V(zy,yy,2v).

Pela Proposicao 3.7.1, tem-se que a piramide pode ser decomposta em dois tetra-
edros, a saber: Ty(A1A3A3V) e To(A1A3ALV). Com isso, o volume da piramide, Vp,
serd dado por:

Vp =V + V.
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Pela Proposi¢ao 3.6.1, Vi, € dado por
1

VTl = 6|D1|7

onde D € o determinante

r1 oy oz 1

To Y2 2o 1

S
I

T3 Yz 23 1

v yv zv 1

Usando o Teorema 1.3.1 para calcular o valor do determinante, considerando os ele-

mentos a;, tem-se a soma envolvendo os menores complementares

Y2 22 1 oz 1 yi & 1 oz 1
Di=21| ys 23 1| =%2| ys 23 1|[+T3] yp 20 1|=2v|ys 20 1
yvy 2y 1 yvy a2y 1 yv zy 1 ys 23 1

Aplicando novamente o Teorema 1.3.1, ao determinar os valores desses determinates,
tomando a terceira coluna como referéncia - lembrando, pela Propriedade 1.4.1, que ao

trocar duas linhas, muda o sinal do determinante.

Ys Z3 Yy 2y Yo 22

Dy = (x1 — x9) + (21 — x3) + (21 — zy) + (29—
Yv 2y Y2 22 Ys z3
Yy = Ys 23 Y1 2
IL‘3) + (IQ — .I’V) + (ZE3 - flfv) . (50)
Yyv zv 1 oz Yo 22

Pela Proposi¢ao 3.6.1, Vi, € dado por
1
VT2 - 6|D2|7
onde Dy € o determinante
1 oy oz 1

T3 Yz 23 1

D,
Ta Yo 2 1

v yy 2y 1
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Usando o Teorema 1.3.1 para calcular o valor do determinante, considerando os

elementos a;1, tem-se a soma envolvendo os menores complementares

yz 23 1 oz 1 ooz 1 o~ 1
Dy=w1| yy 24 1|—%3| yy 24 1|F+Ta|ys 23 1|—2v|ys 25 1
yv 2y 1 yv zv 1 yv 2y 1 ys 24 1

Aplicando novamente o Teorema 1.3.1, ao determinar os valores desses determina-
tes, tomando a terceira coluna como referéncia - lembrando que ao trocar duas linhas,

muda o sinal do determinante, pela Propriedade 1.4.1 - tem-se

Ys 24 Yy v Ys Z3

Dy = (21 — x3) + (21 — x4) + (21 — zy) + (23—
Yyv  cv Ys 23 Y 24
oz Ys 24 Yy z
1’4) + (1'3 — Iv) + (]74 — xv) . (51)
Yv 2v Y1 21 Ys 23

Pela Proposicao 3.7.2, tem-se que Dy e Dy tém mesmo sinal, isso implica que
|D1| + |Da| = | Dy + Daf.

Entao, somando (50) e (51), tem-se

Yv Rv Ys z3 Yyv zv
D+ Dy = ($1—$3) ‘1‘(951—5152) +(=’U1_$4) +(1‘2_
Y2 22 Yv 2v Ys z3
Ys z3 1 o~ Ys Z4 B oz
Ty) + (v4 — wy) + (21 — x3) + (22 — 23) +
N oz Ys =23 Yyv 2v Yyv zv
o < h = Y 24 Yo 22
(23— x4) + (r3—2v) +(r3— V) +(z1—av) +
Yyv zv Y2 22 Y1 z1 Ys Z3
Ys =3
(1 —v)
Ys 24

Juntando os termos com determinantes semelhantes, ainda que linhas sejam inver-

tidas, fato que muda o sinal do determinante, pela Propriedade 1.4.1, obtém-se
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Yv 2v Yv 2v Ys Zz3

Dy +Dy = (21 —x3) + (22 —14) + (12 —24) +(z3—11)
Y2 22 Ys z3 N oz
Yyv 2v Yyv 2y Y2 22 (AR
+ ($4 — .’13'2) + (l’v — 1'3) + (xv — xg) +
Y 24 Y1 oz Y1z Y4 24
Ys Z23 Ya 24
(xy — x1) + (zy — 1) : (52)
Yo 22 Ys Zz3
Ya2 22 Yq 24
Somando e subtraindo os termos (x; — x3) (23 — x1) e (xy —
Y1 Y1 2
N oz B /
Z2) na equagao (52), obtém-se
y oz
Yv v Y2 Z2 Yyv 2v
D1 —I— D2 = (Il — 1'3) —I— (IL‘l — I3) + (ZEQ — 1‘4) —I— (ZL‘Q
Ya 22 Y1 2 Ys Z3
Ys 23 Yyv 2v Ysa 24 Yyv 2v
—xy) + (x5 — x1) + (x5 — x1) + (4 — x9) +
B 2 Ya 24 Y1 21 Y1 oz
i oz Y2 22 Y2 22 N A
(x4 — 1) + (zy —x3) — (21— x3) + (zy — x3) -
nh <1 o z Uy 2 Yg 24
Ys 24 Ys 23 Ys 24
([Eg — 1‘1) + (ZBV — 1‘1) + (ZL‘V — 1‘1)
Y1 & Y2 22 Ys 23

Agora, a ideia € juntar os termos com primeiro fator semelhante e somar os que
apresentam mesmo determinante, invertendo linhas, caso necessdrio, o que acarreta
pela Propriedade 1.4.1 a mudanca de sinal. Entao,

Yy —1 v — 21 Yy — Y1 Ry — 21
Dl + D2 = (.’171 — .%‘3) + (-772 - .CE4) + ('T3 -
Y2 22 Ys 23
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Y —W v — 21 Yy —h v — 21 Y2 22
.171) —+ (.174—132) —f—(ZEV—ZEl) +(IV—
Ya 24 Y1 21 Y1 21
n oz Ys z3 Ya 24
-’171) -+ (l’v—.’ﬂl) + (33\/—.1'1)
Ya 24 Y2 22 Ys 23
Assim,
Yyv —Y1 v — 21 Yyy — Y1 v — 21
Dl + DQ = (iL’l — .1’3) + (.1’2 — .1'4) + (33'3 —
Y2 22 Ys Z3
Y —4H =zv — 2 Yyv — 1 v — 21 Y2 22
l’l) —+ (ZE4—ZL’2) +(ZEV—ZE1) +
Ys 24 n <1 Y1 —Ys Z1— 23
Ya Z4
(l’v — 1'1)

Ys — Y1 23— 21

Logo,

4

D1 + .D2 = Z(Z‘Z — xi+2)

=1

2

+ Z(I‘V — 171)

=1

Yyv —yY1r  zv — 21 Y24 224
7

Yit+1 Zi41 Y2i—1 — Y2i4+1 22i—1 — 22341

visto que A1 = Az e Ay = Ag.
Portanto, o volume da piramide com base Ay(x1,y1,21), A2(x2, Yo, 22), Az(x3,ys, 23)

e Ay(xy,ya, 24) € vértice V(zy,yy,zv) € 6 do mddulo dessa soma.

Teorema 3.7.1 O volume de uma piramide P cuja base € um poligono convexo Ay AsAs
cor Agp, mo > 1, e vértice V., sendo A; = (x,yi,2:) e V = (zy,yv,2v), € dado por

V = 2|5, onde S € a soma:

2
= Yy —Y@1 v — 21 " Y2i 22
E (i — Tito) + (zy — Il) E
i=1 Yi+1 Zi+1 =1 | Y2i—1 — Y2i+1 R2i—1 — 22i+1

Demonstracao 3.7.3 A prova serd por inducao.

Para n =2, tem-se o Fxemplo 3.7.1.
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Suponha que o volume Vp de uma piramide P cuja base € um poligono convexo

A1 AsAg - -+ Ay, e vértice V, onde A; = (x;,y5,2) e V = (zv,yv, 2v), seja dado por

Vp = é [Z(iﬂz - 37¢+2) ] .
- (53)

Considere uma piramide P cuja base é um poligono convero A1AsAsz -+ Asgyio €

n

+(SEV —xl)z

i=1

Yyv —Y1r 2y — 21 Y24 224

Yi+1 Zi+1 Y2i—1 — Y2i+1 22i—1 — 22i+1

vértice V.
Em relagao a piramide de base A1AsAsz --- Asy,, a de base AyAsAz -+ Agyio,
quando decomposta, aumentard em dois tetraedros. Seja Ty o tetraedro formado pelos

pontos Ay, As,, Aopi1 €V oe Ty o tetraedro delimitado pelos pontos Ay, Aspi1, Aopia
eV.

Figura 34: Piramide de Base A;AsAj3 - -+ Ao, o Decomposta em Tetraedros.

Com isso, o volume V dessa piramide de base AyAsAs -+ Asyio serd dado por
V=Vp+Vpy +Vp,.
Pela Proposi¢ao 3.6.1, Vi, € dado por
1
VTl = 6|D1|7 (54>

onde |D1| € o mddulo do determinante
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T (7 211

Ton Yon Zon 1
D,

Tont1l Yont1l Zony1 1

Ty yv v 1
Calculando o valor desse determinante, pelo Teorema 1.3.1, considerando os ele-

mentos a;1, obtém-se

Yo Zon 1 () 21 yooa 1
Dy =21 yopi1 2ong1 1| = %20 | yont1 Zong1 1| T %2nt1| yo, 20, 1
yv zy 1 yv zy 1 yy zy 1

(1 z 1

—Tv Yon Zon 1

Yon+1 R2n+1 1

Aplicando novamente o Teorema 1.3.1, ao determinar os valores desses determina-
tes, tomando a terceira coluna como referéncia - lembrando que ao trocar duas linhas,
muda o sinal do determinante, pela Propriedade 1.4.1 - assim como, jd agrupando os

termos com determinante semehante, tem-se

Yon+1  R2n+1 yv 2y Yon Z9n
D, = (fl —$2n) +($1 —$2n+1) +($1 —ZUV)
Yv v Yon Zon Yon+1  22n+1
Y1 2 Yon+1 Z2n+1 [
+(Zon—Tant1) +(zon—2v) +(22n+1—2V) . (55)
Yy Rv U1 21 Yon Zon

Pela Proposi¢ao 3.6.1, Vi, € dado por

1
VT2 - 6|D2|7 (56>

onde Dy € o determinante
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T (7 211
Tont1 Yont1 Zon+1 1
Dy =
Tont2 Yoni2 Zony2 1
Ty Yyv 2y 1

Aplicando o Teorema 1.3.1 ao calcular o valor do determinante, tomando como

referéncia os elementos a;1, obtém-se

Yont1 Zong1 1 (70 211 (1 21 1
Dy =21 oo Zanso 1| = Zont1]| Yonso Zonso 1 |+ T2n42| yopy1 2ongr 1
yv 2y 1 Yy 2y 1 Yy 2y 1

Y1 21 1

TV | Yopt1 Zomy1 1

Yont2 Zont2 1
Usando novamente o Teorema 1.3.1, ao determinar os valores desses determinates,

tomando os elementos a;3, assim como, ja agrupando os termos com determinante
semehante - lembrando que, por consequéncia, ao trocar duas linhas, muda o sinal do

determinante, pela Propriedade 1.4.1 - tem-se

Yon+2 R2n+2 Yv v Yon+1  R2n+1
Dy = (21—T2p41) +(r1—T2n12) +(z1—2v)
Yv v Yon+1 Z2n+1 Yon+2 R2n+2
y oz Yon+2 Z2n+2 Y1 21
+(@2p41—Ton+2) +(on41—2v) +(2ont2—2V)
Yv Rv Y1 21 Yon+1l 22n+1
(57)

Considerando a piramide de base AjAs,Asyi1Asny1 e vértice V, pela Proposicao

3.7.2, tem-se que Dy e Dy tém mesmo sinal, isso implica que
|D1| + |D2| = [D1 + Dof.
Entao, somando (55) e (57), tem-se
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yv v Y2n+1 Z22n+1 yv ZAve
Di1+Dsy = (x1—2p41) +(z1—x2) +(21—Tont2)
Y2n Z2n yv v Y2n+1 22n+1
Yon+1 R2n+1 U1 21 Yon+2 R2n+2
+(zon—2v) +(Tony2—2v) +(21—on 1)
n 21 Yon+1 R2n+1 Yv 2y
[ ] 1 oz 1 oz
+(Zon — Tant1) + (Tant1 — Toni2) + (T2n41 — @v) +
Yyv 2v Yyv zv Yan Z2n
Yon42 Z2n42 Yon Zon Yon+1 Z2n+1
(on41 — V) + (x1 —2xv) + (x1 —av)
U1 21 Yon+1 R2n+1 Yon+2 R2n+2

Agrupando os termos com determinantes semelhantes, mesmo que para iSso Seja
necessario a inversao de linhas, o que acarreta, pela Propriedade 1.4.1, a mudanca de

sinal, tem-se

Yyv v Yv v
Dy + Dy = (z1 — Tap41) + (T2n — Tant2) + (T2n — Tant2)
Yon Zon Yon+1 <2n+1
Yon+1 <2n+1 Yyv v Yv 2v
+ (Top+1 — x1) + (Tant2 — T2n)
Y1 Z1 Yon+2 Z2n+2 y oz
Yon Zon U1 21 Yon+1l 22n+1
(v — Tont1) + (v — Tant1) + (zy — 1)
B oz Yon+2 R2n+2 Yon Zon

Yon+2 R2n+2
+(zy — 1) ) (58)

Yon+1l R2n+1

Somando e subtraindo os termos:

Yon R2n Yon+2 Zo2p+42 oz
(=T1 - $2n+1) ) ($2n+1 - 1’1) € (1172n+2 - xzn) na

B oz Y1 21 Uy 2

equacao (58), obtém-se
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yv Eave Y2n Z2n yv ave
Di1+Dy = (21—%2n41) +(z1—22n41) +(z9p —Topt2)
Yan Z22n Y1 Z1 Y2n+1 22n+1
Y2n+1  22n+1 yv 2V Yon+2  22n42
+(Xon — Tonta) + (Ton1 — 1) + (Ton41— 1)
Y1 z1 Y2n+2  Z2n+2 Y1 21
Yv zv Y oz Yon Z2n
+(2ont2 — Tan) + (Tont2 — Tan) + (v — Tont1)
y oz (] 1z
Yon Zon Y1 21 Yon+2 R2n+2
—(x1 —Tap41) +(xy — Tapt1) — (op41 — 1)
n oA Yan+2 Zon+2 n 21
Yon Z2n Yon+1 Ron+1
+(z1 — xv) + (21 — zv)
Yont+1  Z2n+1 Yon+2 Z2n+2

Juntando os termos com primeiro fator semelhante e somando os que apresentam

mesmo determinante, ainda que seja necessdario inverter as linhas, o que altera o sinal

do determinante, pela Propriedade 1.4.1. Com isso, obtém-se a soma de (54) com (56).

Isto €

Yy — Y1 Ry — 21 Yy — Y1 v — 21
Dy + Dy = (21 — Tan41) + (z2n — Toni2)
Yon 2on Yon+1 2on+1
Yyv — Y1 2y —z1 Yyv — Y1 2y —z1 Y2n Z2n
(2n41 — 1) + (Tont2 — Tan) + (zy — 1)
Yon+2 22n+2 Y1 zZ1 Y1 21
U1 21 Yon+1 R2n+1 Yon+2 R2n+2
+(xy — x1) + (xy — x1) + (xy — x1)
Yont2 Z2n42 Yon Z2n Yon+1 Z2n+1
Entao,
1 Yy — Y1 v — 21 Yy — Y1 v — 21
Vi +Vn, = 6 (21 — Zapt1) + (Ton — Tont2) +
Yon Z2n Yon+1 Z2n+1
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Yyv — Y1 v — 21 Yy — Y1 v — 21

(2n41 — 1) + (Tont2 — Tan) + (zy — 1)
Yon+2 22042 U1 21
Yon Zon Yon+2 22n+2
-+ (IV — I1> . (59>
Y1 — Yon+1 21 — Z2n+1 Yont+1 — Y1 Zon+1 — 21

Somando a parcela de (53) quando i = 2n — 1 com a primeira parcela de (59),
tem-se

Yy — Y1 v — 21 Yy —Yy1 v — 21
(Ton—1 — 1) + (1 — Tant1) = (Top_1—

Yon Z2n Yon 22n

Yy — Y1 v — 21
$2n+1) . (60)

Yon Zon

Somando a parcela de (53) quando i1 = 2n - visto que As, 1 = Ay - com a ante-
pendltima parcela de (59), tem-se

Yyw —Y1 v — 2 Yy — Y1 v — 21
(Ton — 2) + (Tont2 — Ton) = (Topto—

Y1 21 U1 21

Yy — Y1 v — 2
T9) . (61)

Y1 21

Somando a ultima parcela de (53) - visto que As, 1 = Ay - com a peniltima parcela
de (59), tem-se

Yon 2on Yon Zon
(zy — 21) + (zv — 21) = (zy—

Yon—1 — Y1 Rop—1 — 21 Y1 — Yon+1 21 — Z2n+1

Yon Zon

1) ) (62)

Yon—1 — Yon+1l 22n—1 — 22n+1
Somando as parcelas restantes de (53) e (59) com (60), (61) e (62), tem-se
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2n—2

1 Yy — Y1 v — 21 Yyv — Y1 v — 21
V= 6 Z (@5 = @it2) + (T2n-1 — Tan41)
i=1 Yi+1 Zit+1 Yon Zon
Yy —1 v — 21 Yy —Y1 v — 21
(T2n — Tanto) + (z2n+1 — 71) + (Tont2 — T2)
Yon41 Zon+1 Yon+2 22n+2
Yyv — Y1 v — 21 n—1 Y2i 29
+(.TV—.T1) Z +<$V—x1)
U1 21 ! Y2i—1 — Y2i4+1  22i—1 — 22i+1
Yon 22n Yon+2 22n+2
+ (,TV — Il)
Yon—1 — Y2n+1 R2n—1 — 22n+1 Yon+1 — Y1 R2n+1 — 21
Entao,
2(n+1) n+1

1 yv —y1 2y — Z1 Y2i 22i
V=—- E (l’l — .Z'Z'+2) + (l’v — 113'1) E ,
6 . Yi+1 Zi+1 . Y2i—1 — Y2i+1 22i—1 — 22i+1
i=1 i=1
visto que Ay = Agpiz e Ag = Aoy
Como pode observar, ao supor que o Teorema € wvdlido para algum n € N, essa
verdade tmplicou que para n + 1 € N o Teorema também € verdadeiro. FEntao, pelo
Principio de Inducao Finita, a formula é vdlida ¥ n € N.

Observacao 3.7.1 Ao aplicar o Teorema de Laplace para calcular o determinante das
matrizes de ordem 4, envolvidas no cdlculo do volume de cada tetraedro, tomar como
referéncia os elementos a;y, coluna da coordenada y, o volume de P pode ser reescrito

da sequinte forma

1
V= _|S|7
6
onde S € a soma
2n n
Ty —T1 Rv — 21 Lo 224
E (Vi — Yir2) + (yv — 1) g
i=1 Tit1 Zit1 =1 Toj—1 — T241  22i—1 — 2241
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Observagao 3.7.2 Caso tome como referéncia os elementos a;3, coluna da coordenada
z, ao aplicar o Teorema de Taplace para calcular o determinante das matrizes de ordem
4, envolvidas no cdlculo do volume de cada tetraedro, o volume de P pode ser reescrito

da sequinte forma

1
V= _|S’7
6
onde S € a soma
2n n
Ty —T1 Yyv — U1 X2 Yoi
E (2 — ziy2) + (2v — 1) E
i=1 Tit+1 Yi+1 i=1 | Toj—1 — T2i+1 Y2i—1 — Y2i+1

Corolario 2 O volume de uma piramide P cuja base € um poligono convexo Ay AsAs
oo Aoy, m > 1, e vértice V., sendo A; = (x4, y;,2) e V = (xy,yv, 2v), com uma aresta

lateral ortogonal ao plano OXY , € dado por

1
V =-|5|,
15|
onde S € a soma
2n
Yy — Y1 v — 21

Z(ﬂfz - $i+2)
=1 Yi+1 Zi+1

Demonstracgao 3.7.4 Sem perda de generalidade, considere A1V a aresta ortogonal

ao plano OXY . Entdo, tem-se x1 = xy. Isso implica que xv —x1 = 0, por consequinte

n

Y2i Z2i
(xy — x1) Z = 0.

=1 Y2i—1 — Y2i+1 22i—1 — 22i+1

Como o volume de P é dado por

1 2n n
Yyv —y1 2V — 21 Y2i 224
V= > (@ — i) + (zy — 1) ) ;
§ - Yit+1 Zit1 - Y2i—1 — Y2i+1  22i—1 — Z2i+1
=1 =1

entao, o volume da piramide em questao € igual a

2n

1 Yv —Y v — 21
V= 6 E (Ti — Tiya)
=1 Yi+1 Zi+1
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Corolario 3 O volume de uma piramide P cuja base € um poligono convexo Ay AsAs
oo Aoy, m> 1, e vértice V, sendo A; = (x4,v:,2) e V = (zv,yy, 2v), com o plano ¢,

determinado pela base da piramide, paralelo ao plano OXY , é dado por

1
V =—-|5]|,
25|
onde S € a soma
2n Yy — Y1 v — 21
Z(% - $z‘+2)
i=1 Yi+1 Zit1

Demonstracao 3.7.5 Pelo Teorema 3.7.1, o volume de P € dado por

1 2n n
2 : Yyv — Y1 v — 21 Y24 224
V = —= (J]Z — ZEH_Q) + (CL’V — 1’1) E .
6 — Yi+1 Zit1 - Y2i—1 — Y2041 22i—1 — 22i41
=1 i=1
Com o plano € paralelo ao plano OXY, entao zy = 2o = 23 = +++ = Zop_1 = Zon.
Logo,

n
Y2i 224 Y2 21
(zy —21) ) = (zy —21) )
i=1 | Y2i—1 — Y2i+1 22i—1 — 2241 i=1 | Y2i—1 — Yoiy1 O
Calculando o somatorio dos determinantes, tem-se
=21y + 21y3 — 21Y3 + 215 — 0 — Z21Y2n—3 T Z21Y2n—1 — 21Y2n—1 + 211 = 0,

visto que Ag,i1 = Ay
Entao,

n

Y2i Z9;
(JZV - 171) Z = 0.

=1 Y2i—1 — Y2441 22i—1 — 22i+1

Portanto,

2n

1 Yyv =%
V= 6 Z(ﬂﬂz — Tit2)

=1 Yitr1 Zit1

2y — %1
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Teorema 3.7.2 O volume de uma piramide P cuja base € um poligono convero Ay AsAs

coo Agpyr, n> 1, e vértice V', sendo A; = (x4,y5,2) e V = (zv,yv, 2v), € dado por

1

V= 6|S’7
onde S é a soma
2ntl Yy — Y1 2y — 21 n Y2i 29
> (Ti— Tiy2) + (zy — 1) +
1 i—1
! Yit1 Zit1 ! Y2ie1 — Y2it1  22i—1 — 22i41
n 21

(zv — 21)
Yon+1 R2n+1

Demonstracao 3.7.6 Pelo Teorema 3.7.1, tem-se que o volume da piramide cuja base

¢ um poligono convero A1AyAs -+ Agy, € dado por Vp,, = %|S!, onde S € a soma
2
- Yyv — Y1 v — 21 - Y2i Z9i
E (;—Tit2) +(xy—21) E . (63)
i=1 Yit1 Zit+1 i=1 | Yoi—1 — Y2i+1 R2i—1 — Z2+1

Figura 35: Piramide de Base A1 AsAs--- Aopiq.

Entao, o volume Vp,, , da piramide em questao € a soma do volume da piramide
de base A{AsAs --- Ag, com o volume do tetraedro T determinado pelos vértices Ay,

A2n7 A2n+1 eV.
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VP2n+1 = VPQn + VT'

1
Pela Proposicao 3.6.1, o volume do tetraedro T é dado por Vi = 6|D|, onde D € o

determinante
T (1 211
Ton Yon Zon 1
D =
Tont1 Yont1 Zong1 1
Ty Yv 2y 1

Tem-se o valor do determinante, aplicando o Teorema 1.3.1 , considerando os ele-

mentos a; .
Yo Zon 1 (7 21 yoza 1
D=21] yon1 zont1r 1| = %2 Yopsr Zonpr 1| T %2041 o 22 1
ywoozv 1 yw o ozv 1 yv 2y 1
hn 21 1
TV Yo Zon 1
Yont1 Zont1 L

Aplicando novamente o Teorema 1.3.1, ao determinar os valores desses determina-

tes, tomando a terceira coluna como referéncia - lembrando que ao trocar duas linhas,

muda o sinal do determinante, pela Propriedade 1.4.1 - assim como, jd agrupando os

termos com determinantes semelhantes, tem-se

Yon+1 22n+1 Yv Ry Yon Zon
D = (21— x9) + (21 — Z2n41) + (1 —2v)
Yv ka%s Yon Z2n Yon+1 R2n+1
Y1 o~ Yon+1 R2n+1 1 oz
+($2n—l‘2n+1) +($2n—$v) +(5’32n+1 —l'V) . (64>
Yy v n 21 Yon Zon

Sendo assim, tem-se
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1 2n n
Yyv — Y1 2y — 21 Y2i Z2q
VP2n+1 = Z(ﬂfz - xi+2) + (IEV — [Bl) Z
6 i=1 Yi+1 Zi+1 i—1 Y2i—1 — Y2i4+1  22i—1 — 22i+1
Yon+1 <Ron+1 Yv avs Yon Z9on,
+(z1 — Tap) + (21 — Z2n41) + (1 —2v) +
Yyv A Yon Zon Yon+1 Z2n+1
[ ] Yon+1  Z2n+1 1z
(Ton — Tant1) +(x9n, — V) + (Ton41 — @v)
Yyv 2v n 21 Yon Z2n
Logo,
1 [2nz2 Yv — Y1 Ry — 21 Yyv 2y
Vi = 5 > (T — Tigo) +(z2n-1—21) +(Ton-1—
—
! Yi+1 Zit1 Yon Zon
Yon 2on Yy Ry n=1 Y2i 224
1’1) —|—(ZL’2n—ZE2) +(CL’V—$1) -+
—
Y1z Y1 2 ! Y2i—1 — Y241 22i—1 — 2241
Yon Zon 1 2 Yon+1 R2n+1
(xy —x1) + + (xy — 1) + + (21 — Zay) +
Yon—1 R2n—1 Yon Zon Yv v
Yy Ry Yon Z2n (]
(X1 —Tont1) + (z1 —2v) + (T2n — Ton+t1) + (22—
Yon Zon Yon+1 Z2n+1 Yv 2v
Yon+1 R2n+1 (S|
Ty) + (T2nt1 — 2v) (65)
Y1 21 Yon Zon

Agrupando os termos com primeiro fator semelhante e somando os que apresentam

mesmo determinante, podendo haver a inversao de linhas, fato que muda o sinal do

determinante, pela Propriedade 1.4.1.

Entao, nestas duas parcelas, invertendo as linhas da sequnda matriz, tornando os

determinantes iquais, e somando-as, tem-se
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Yv 2v y o~
<x2n - :L‘Q) + (l’Qn — $2n+1) =
Y1 2 Yv Rv
Yyv 2v
Tap) = (Tonq1 — T2)

B oz

Yv 2v
(xon — x2) + (Ton41—
N1 oz
Yv 2v
(66)
x5

As duas parcelas abaixo tém primeiro fator semelhante, entdo, agrupando-as, tem-se

Yon+1 R2n+1 Yan Zon
(xy—21) +(xy—11) = (zv—1)[Yon(22n-1—22n+1)—
Yon Zon Yon—1 Zon—1
Yon Zon
Zon(Yon—1 — Yont1)] = (2 — 1) (67)
Yon—1 — Yon+1 22n—1 — Z2n+1
Nestas parcelas os determinantes sao iguais. Com isso, tem-se
Yyv 2v Yyv  2v Yyv  2v
(-1 —1) + (21— Ton1) = (Ton—1—T2n41) . (68)
y2n Zon y2n Zon y2n Zon
Assim como, nestas
Yy A Y1 2 Y1 2
(,Tgn_H — .Q?V) + (.TV — .Tl) + == (xQn—&-l — .171) . (69)
Yon Zon Yon Zon Yon Zon
Yon  Zon
Somando a parcela (za,-1 — x1) com (68) e (69), tem-se
B oz
Yv zv Yon Zon Yy 21
(Ton—1 — Tant1) + (zop—1 — 1) + (Topt1 — 1) =
Yon Zon U1 21 Yon Zon
Yyv zZv Yon Zon Yon Zon
(Ton—1 — Tont1) + (z2n-1 — 1) + (1 — Tan41) =
Yon Z2n B 2 (A
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Yyv Ry Yon Zon
($2n—1 - $2n+1) + (ﬂﬂzn—1 - $2n+1) = (l'zn—l - $2n+1>[_y2n(2v—

Yon Zon Y1 2

Yyv =Y v — 2
21) + zon(yv — y1)] = (T2n—1 — Tont1) . (70)
Yon Zon

Agrupando as parcelas restantes de (65) com (66), (67) e (70), tem-se

2n—2

1 Yyv — Y1 v — 21 Yyv — Y1 v — 21
VP2n+1 = 6 E (931 - 51?i+2) +($2n—1—$2n+1)
i=1 Yi+1 Zit1 Yan Zon
Yon+1  Z2n+1 Yyv 2v Yon+1  Z2n+1
($1 —l'zn) + ($2n+1 —332) + (372n—917v) + (JUV—
Yv 2y N oz hn 21
n—1
Y2i Z2i Yon Zon
.731) E + (xv — :1:1)
=1 Y21 — Y2441 R2i—1 — R2i+1 Yon—1 — Yon+1 Z2n—1 — Z2n+1
(71)
. Yon+1  22n+1 Y1 21
Somando e subtraindo os termos (xe, — 1) e (Topi1—x2)
n <1 Yy =
na equagao (71), tem-se:
2n—1
1 Yyv — Y1 Zv — 21 Yon+1  Zon+1
Vi = 6 E (zi — Ti40) +(21—295) +(z2n—121)
i=1 Yit1 Zit1 yv v
Yon+1  22n+1 Yyv cv 1 o~
+ (T2n41 — 22) + (Ton41 — X2) + (x2n — V)
Y <1 n = Y1z

Y2n+1 22n+1 Y2i 224

+(1’V—$1)Z

— (w2 — 1)

Y1 Z1 Y1 z1

Y2n+1 22n+1
Y2i—1 — Y2i41  22i—1 — 22i+1

] |
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1 Yy — Y1 v — 2
Veyn = G Z (Ti — Tit2) +(T2n—21)[=Y2nt1(2v—21) +22n41 (yv —
=1 Yit1 Zit1
Yon+1 Z2n+1
yi)l + (z2n1 — 22) = ((2v — 21) + 21(yy — y1)] + (21 — wv) + (vy —
Y1 2
n Y2i 224

.171) '

EU yoic1 — Yair1 221 — 22i41

Isto é,

1 |2zl Yv — Y1 Ry — 21 Yv — Y1 v — 21
VP2n+1 = 6 Z (:CZ - xi+2) _'_(37211_371) +
=1 Yit1 Zit1 Yon+1 Z9n+41
Yy —Yy1 v — 21 n Y2 22
(T2n+1 — T2) + (zv — 1) )2 +(zy —
Y1 Z1 EH Yo — Yoir1  Zoie1 — 22i41
Y1 21
.Tl)
Yon+1 R2n+1
Logo,
yv —Y1 2y —=z1 = Y2i 22i

1 2n+1
VP2n+1 = 6 [Z (l’z - .Ti+2>

+($V—$1)Z

i1 Y2i—1 — Y2i+1  22i—1 — 22i+1

U1 21

Yon+1 Ron+1

Corolario 4 O volume de uma piramide P cuja base é um poligono convexo Ay AsAs
coo Agprr, no> 1, e vértice V, sendo A; = (z4,v:,2) e V = (zv,yy,2v), com uma

aresta lateral ortogonal ao plano OXY € dado por:
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1
V=28
6| ’7

onde S € a soma

2n

Yy — U v — 21
E (331 - $i+2)
=1 Yit1 Zit1

Demonstracao 3.7.7 Sem perda de generalidade, considere A1V a aresta lateral or-
togonal ao plano OXY , com isso, x1 = xy. Isso implica que xy — x1 = 0, consequen-

temente,

- Yo 29 Al 21
(JZV—CCl)Z —f-(l’v-l’l) = 0.
i=1

Y2i—1 — Y2i+1 R2i—1 — 22i+1 Yon+1l Z2n+1

Como o volume de P € dado por

+ (I'V o le) Z Y2i 224

i1 Y2i—1 — Y2i+1  22i—1 — 22i+1

1 2n+1
VP2n+1 = 6 [Z (l’z - .Ti+2>

n 21
+(.TV — .1'1)

Yont1  Z2n+1
Entao, o volume da piramide em questao € dado por

2n+1

Yyv =
V= 6 Z(% — Tit2)

i=1 Yi+1 Zit+1

2y — %1

Corolario 5 O volume de uma piramide P cuja base € um poligono convero A;AsAs
cor Agpa1, n > 1, e vértice V, sendo A; = (x;,yi,2:) e V = (zy,yv, 2v), com o plano

e, determinado pela base da piramide, paralelo ao plano OXY , € dado por

v =13,
6
onde S € a soma
plany Yy — Y1 v — 21
Z (Ti — Tita)
=1 Yit+1 Zi+1
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Demonstracao 3.7.8 Pelo Teorema 3.7.2, o volume de P é dado por

1 2n+1 n
Yyv — 2V — 21 Y2i 224
V== E (Ti — @it2) + (v — 1) E
6 - Yit+1 Zi+1 - Y2i—1 — Y2i+1  22i—1 — 22i+1
i=1 i=1
n Z1
+(zy — x1) : (72)
Yon+1  Z2n+1

Como o plano € € paralelo ao plano OXY | entao z1 = 290 = 23 = -+ = 2o, = Zop41-

Logo,
- Y 29 - Y2 21
(zv — 21) E = (zv — 1) E
=1 | Yoi—1 — Y2it1 Z2i—1 — 22i+1 i=1 | Y2i—1 — Y2i41 O

Calculando o somatorio dos determinantes, tem-se

—21Y1 T 21Y3 — 21Ys T 21Ys — -0 — Z1Y2n—3 T 21Y2n-1 — F1Y2n—1 T Z1Y2n+1 = —R1Y1 +
21Yon+1 = —22n+1Y1 + 21Y2n+1-

Entao,

u Y2i 22 Yon+1  22n+1
YA YA n n
(xy — 1) g = (zy — x1) ) (73)
=1 Y2i—1 — Y241 22i—1 — 22i+1 Y1 21

Somando a iltima parcela de (72) com (73), tem-se

n 21 Yon+1  22n+1
(xy — x1) + (zy — 1) =0.
Yon+1 R2n+1 1 al
Portanto,

2n+1

1 Yyv — Y1 2y — 21

V= 6 Z(Iz — Tit2)

=1 Yit+1 Zit+1
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4 Conclusao

O atual modelo utilizado para encontrar a area de um poligono convexo e o volume
de uma piramide com base convexa, usando as coordenadas de seus vértices, consiste
em decompor o poligono em triangulos e a piramide em tetraedros e, a partir dai,
aplicando as respectivas proposicoes de Lagrange, tem-se os referidos calculos. Por
essas proposicoes, a area de cada triangulo ¢é calculada usando um determinante de
uma matriz de ordem 3, e para o volume de um tetraedro, um determinante de uma
matriz de ordem 4. Como visto, para um poligono com n lados, tem-se n—2 triangulos,
consequentemente, n — 2 determinantes, assim como, para uma piramide cuja base é
um poligono com n lados. Tais modelos, pode até nao ser necessariamente uma forma
mais dificil, pelo fato de ser processo repetitivo, mas isso o torna, inevitavelmente, um
calculo mais extenso, a medida que aumenta os lados dos poligonos.

Na tentativa de resumir o procedimento para tais calculos, foram entao apresentados
novos teoremas, usando determinates de matrizes de ordem 2, que demonstram mais
praticidade.

Por exemplo, dado um poligono com 6 lados, tem-se 6 — 2 = 4 matrizes de ordem
3, implicando 4 x 3 = 12 matrizes de ordem 2; aplicando o novo teorema, tem-se 6
matrizes de ordem 2, pois, se trata de um somatorio de 1 a n. Para uma piramide
cuja base é um poligono com 6 lados, tem-se 6 — 2 = 4 matrizes de ordem 4 que, pelo
Teorema de Laplace, resulta em 4 x 4 x 3 = 48 matrizes de ordem 2; usando o novo
Teorema, tem-se 9 matrizes de ordem 2, uma vez que se trata de um somatorio de 1 a
n e de outro somatorio de 1 a g

A escolha do melhor método dependerd do valor de n (nimero de lados do poligono),
pois com n pequeno, nao faz tanta diferenca com relacao ao tamanho do célculo,
mas a medida que n aumenta, é mais viavel a aplicacao dos novos Teoremas. KEsse
procedimento torna-se mais apropriado para n consideravelmente grande. Ou seja,
se a quantidade de lados de um poligono ¢é relativamente pequena, o procedimento
corriqueiro de calculo da area do poligono e do volume da piramide atende a necessidade
sem complicagoes, mas se um poligono apresenta uma quantidade demasiadamente
maior de vértices, os novos Teoremas serao melhores empregados, visto que, uma de
suas principais caracteristicas é a capacidade de reduzir a quantidade de calculos -
matrizes de ordem 2 - na computacao dos dados.

Além de possibilitar uma flexibilidade quanto & escolha do melhor método, percebe-

se esses novos teoremas como sendo uma alternativa pratica para a compreensao e
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execucao dos calculos envolvidos.

O professor do Ensino Médio ao trabalhar contetidos relacionados ao tema, pode
mostrar para seus alunos essas novas possibilidades de calculo , pois, acredita-se que
no processo educacional, estas formulas terao grande aceitacao, por parte dos alunos,
pois se percebe que seu carater pratico pode proporcionar maior interesse de resolucao
e aprendizado; além de trabalhar matrizes/determinantes de forma contextualizada,
despertando em seus alunos mais interesse e dando significado aquilo que esta sendo

ensinado.
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