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Axioma1! ������ �� �	�
��� "��� � �� ��#�������� 
� N ��� ���

i)0 ∈ S.

ii)S � ���$�
� �� �����	� 
� ���� % � ���� ���������� �� ����� ∀n, n ∈ S ⇒ n+1 ∈ S

���	�� S = N.

& ����� �������� �������� ��� � ������ ��� ��� ��������� ���� �� ������


� ��'����� ���� ��� ��� 
��������	� #����
� �� ()*+

������� ��	�	 ,�������� 
� ��
��	� ����������-� ���� � ∈ N � ���� p(n) 
��

��	��	�� ������ �� n �� �
��	�� �
�

�� ���� � �������� � �
�

ii) ���� ���� n ≥ �, p(n) ��� �!� p(n + 1) � �������� �	���� p(n) � ������� ���� ����

n ≥ ��

"���	������� #� "��� W = {n ∈ N. ���� p(n)/ � �� ����� W � � ��#�������� 
��

��������� 
� N ��� �� ����� p(n) � ��
�
�+

������ �� ��	
� �������� �	�� ����� � ���� n ���� ������� � ��� �� ��	� ��� ��	�	��

���������� �� ����� ���	�� n � ��������� ��� �� 	����� 	����� ����������

%0



���� ���� �� p(a) 	�
 ��
�����
� �		��
� ��� a ��
����� � W � � �������� �� p(n)

������� �� �������� �� p(n + 1)� 	� � ��
����� � �� ����� n + 1 ������ ��
����� �

�� ���� �������� ���� ����
� ����
�� ��
����� � W � ���
 ����
� p(n) � ��
�����
�

��
� ���� n.

��� ���
� �����	�
���� ����	��������� 	�����	�� ���� 	�
 �		�� ��
�������

��������	
�� �  ������ ��
 	����������� ��� a = 0 � ��
 ��	�
�� ��� W �= N�

���!	� n0 ∈ N � /∈ W � ���� P (n0) ��� � �"����� �� �����
� ��� � 	�� ������		�


������ ��� � �� �� 	�#�� Pn0−1 ��� � �"����� � 
�������� �		� �
���		� ���� n0 + 1

����	 � 	�$������ ��
� �%��
 � P (0) ������ ��������� � ��� � ��� ����
������ #" ���

P (a) � �"���� ��
 %��&��	�� ���� W = N.

���� �� �
���'��� �� (������ )����"���� ��"		���� ����� �����	�
���� �*�	�� ���

	����� ��
	�� �	��� ��
� �
���
 ����������	 ������ � �
���	� ���$
��
 � ��������

�� �
���	���� ��
� ����
�	 ����
�	 �� ��� n� �
������� �� ��		��� �� %��&��	� ��

������� 	������ �"���� ��
� n � �
���
 � ���������� �� n+ 1�

��
� �		�� ���� %" � 
����	��� �� ��������� �	 ��	 �����	
��� 	��� 	�� ��
�������

� 	�� �����	�
���� ��� �� 	����� �	���� �
������	 �� +,-�

�	�
	�� ����� .�
���'��� �� /�� 0
�������1� ���� ����������� � ⊂ N ��� �	���

������ �� ����� ��������� ���� �� �� �������� � �	�  �� t ≤ n �	�	 ���� n ∈ A

��������	
�� 2�	�� �����	�
���� ����	 ������
 In = {p ∈ N/0 ≤ p ≤ n} � ���!

#���� ��	 ����
��	 ����
�	 �� ����	 � n�  � 1 ∈ A ����� 	�
" � ����
 �������� �� A�

��
��� 	� 1 �∈ A ����� ���	���
�!	� � ���#���� X ��	 ����
��	 n ��� � �
��
������

�� ��� In ⊂ Ac� ��� ��� ��� I1 ⊂ N\A� ����!	� ��� 1 ∈ X� ��
 ���
� ����� #" ��� A

� ��� ������ �������!	� ��� X �= N ������ � %��&��	� .��1� ������� ����� �*�	��
 ��

n ∈ X ��� ��� n + 1 �∈ X� 3����� In = 1, 2, 3, · · · , n ⊂ N − A ��	 n0 = n + 1 ∈ A�

��
����� ���!	� ��� n0 � � ����
 �������� �� ���#���� ��

0��
���������� 	���� ��		'��� ��
� ���� ���� �� ��/�4� �*��������� � ����
������

��
����!	��

�	�
	�� ���� .5� ��
�� �� �
���'��� �� (������ )����"����1� !��	 �"�# ��	 ���$

���
	 	����	 �	�  ��

�# �"	# � ����	��� �  ��
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��� �� ���� ��	� 
 
������ ����� ������� · · · � ��
� ������ ��� ��
��� � ���	�	��
�
��� ��
� � ���	�	� ���� ��	� 
 ≥ ��

����
�������� ��������� � 	��
���� ��N� � (a, a + 1, a + 2, · · · )� ����������� �

	��
���� S = {m ∈ (a+N) ��� ��� ���� p(m)}. ���� � � 	��
���� ��� ��������� m ���

����� p(m) ����� �� ������ ��� �������� ���� a �

�����	������� ������� ���

W = {(a+ N)\S}
� ������ ������� ��� ������� �� � ����� ��� ���� � 	����!���" �����" ���� ����	#��� ��

 �� ���������" W ����� �� $��� �� ����� �������� 	%����� ���� �� t" � ���� %��&����

(i) ��� '������ ��� t �∈ W � �������� ��$���� ��� �(���� �� ������� m �� ������� � ���

$���� t = a+m > a� �����" a, a+1, a+2, · · · , a−1 �∈ W " ����� a, a+1, · · · , a−1 ∈ S�

)'���" (ii) ������� 	��	���� ��� t = t − 1 + 1 ∈ S" � ��� 	�������� � $��� �� t ∈ W

'��������� W = ∅.

��� ������	
� �� 
����		


*������� +� ���		� ,�%� �� -���		���" ������� �� .���" ��'��� 	����	��� �� 	�����

�� ��!���" $�� �� �����!��	� ����� ��/����� �� ��� �����" � ��� %�
� ��	��%�	��� �����

���� 	����� ���0��" ������ ���� � ��	��������� �� ��� ��� ��'������� �������! �	�� �

� ��� �� �#� ��� 1 ���� � �2���� ���� 	%����� �� �������� �� !�� ���

3����� ���� ��� ����� 	������� �� ���� ��� ��%��" ������ � ���� $����� �� �����

�� ��� ���� ��� 	���%��" �� 	��� ,	���� 	��%�	���" � ����4�	�� �� +� ���		�" ��� ��

���'����" �����  ����� �� 5616 ��������� �����7 !��� ����� ��
������� �
 �
� �

� �"

�
� ����� #����
�
����

8��������� ���� ��� ���'��'�� 	��������9��� ������� ���������� ��� �����7 ��

	���� �� 	���%�� ��	�� ���	���� $�� ��������� ������� ��� � 	��� �4� �� 	���� ��

	���%�� ������ ����� 	���� � ��� 	��� �� ������ 	����� � ���	���� ���� ����� ������

�� ��� ���	������" ���������� ������� 	����� %������ ������� �� ����

:�� ������� ���� � ��� ����" ������� ��� ������� �� 	��������� �� ����4	��� ����

	��� �2���� ���������� � ���������� �� 	�����7 5"5"6";"<"="5;"65" · · · un"· · · " ���� 	���
�����" ���� ��� �(������� ���� $&����� �� ��	���4�	�� un = un−1+un−2� ���� $&�����

��� �������� ����	��0�� � 	�����������" ���" ��������������� �����#���� ����� ���

*������� ��� %���� 	��� �������� �� ��� 	������" ��'���� ������  ���� ������������

����� $��������� � ������������ ���� $������ ��� �� $%&�

5>
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 ������

�
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 ��
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(◦ �" �� "#
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)��� *+��� 
�
�
� ��
 � ��������
 �
 ��
���� 
� �� �
�
������ ��� � �
 *���

�,��� �� ��
�� �
 ������ �� ��� ��
���� ���
���� �� ��� ��
���� �� ��
�����

����� ������	
�
	� 
� �	������ 
	 ���������

-
����� .�� un �� ��
�� �� �
������ �
 )�������� ����� .����� ��,����

.��.��
���
� �
��������  +/��� -������ 0���� 1 -02 ��� �� 3���
� ��� ��
���

�
 )������� 
 �� .�4.���� ��
���� ���� ����� �
�+ ����� � ���5�� (un, um) .���

�
.�
�
��� �  �-�0� 
��
 �� ��
��� un 
 um� ��
 
��
 �
/��� �
�+ �������� ��
 �

�&



������ ����� 	
��	
�� ��� ������ ����� ������ �� � ��������� �� ���������

��� �����

�� ������ ��� � ���������� ���
�� ����������� ���� �������� ��� ��
����

�� � 
� ��������� ������������ ���� ��� �������� � ����������� �� ������

�����
���� �� ��������� 	
� ��� 
� �� !��� �� "
����� 	
� ��
��

���� ����� #���� �� 	
�����$� ����� a, b, n ∈ N ��� a < na < b� �	
��

(a, b) = (a, b− na)

����	
������ %�&� d = (a, b−na)� ���� a ' 
� �������� �� d � (b−na) ' 
� ��������

�� d� ��
� 	
� b ' �������� �� d � b = b−na+na� !���� d ' 
� ������ ���
� �� a �

b� 	
�� ��(��� d � (a, b)� %
����� x = (a, b), 	
�� ��(��� x � (a, b− na)⇔ x � d. ��

���� d = (a, b − na) ����� d � x� ��(���� ����� ��� 	
� x = d � ��� ) 
� ������

�� (a, b− na) ���� ����'� � ����� �����

���� ������ ��� 	����� �� ����	���� ��	���
��� �� ����� �	
�� ��

����	
������ ��(���� 
� �� ��� ���� ������ 	
� � ������ ����� ��� ������

�����
���� ' 
�� ���� � ��� �������� ������ �� ��������� �� � * � � ��)����

*� (1, 1) = 1� 	
�� ��(���

(u1, u2) = 1.

� ��� �� & ���� � ���� � �+������ ���� n = 1

%
����� � ���� � �+������ ���� ���
� n� 	
�� ��(��� (un+1, un) = 1 ��'� �� ����

�� un+2 = un+1 + un ����� un = un+2 − un+1

,���� ����� ���� ���� �� 	
����� ������ ���� a = un+1 � b = un+2 	
�

(un+2, un+1) = (un+2 − un+1, un+1).

!���� (un+2 − un+1, un+1) = (un, un+1) = 1 +����� �������� ���� P.I.M. ���� ���� n

���
����

	������ �� ������	�� u8 � u9 
��� ��� 21 � 34 �� ��  �
� ����� �	
�� ������

��!��� (u8, u9) = (21, 34) = 1

-��� � ����������� �� ��)���� !���� �� 
��� � ��
���� ����������.

un+m = un−1um + unum+1 #/�*$

����+� ��� �� 0*1�

*2



���� ������ ����� n,m ∈ N
∗ ���� 	
�� m � n �� �������� ����� ��� ���� � ������

�� �������� �� ���������� ������� ������  ���

����������� ����� ������	
�
 ���� ��� ��
�  ��� ��� ��� m ���	���� �� n ����

um ���	���� �� un� ��
� k = 1 	���� ��� 1 = k ∗ 1 ��� k = 1 � u1 = 1 ∗ u1� �������

���
� ������ ��
� ����� k� ��	� ��um = kun� ���
 ����
� um ���	���� �� un� ��� ���

��� ���� ��
��	�

um(k+1) = umk+m = umk−1um + umkum+1 ���� 

	���� ��� umk−1um � ���	���� �� um � ���� !��"	��� �� ����#$�� umkum+1 ���	���� ��

um� ���������� ��� um(k+1) � ���	���� �� um ��������� ����� � 
����	����

�	��
�� ��

%����!���� & � ��� ����� ��
�'��
 ��� u12 � ���	���� �� u4. (� )�	�� u12 = 144 �

u4 = 3� *�������	� ��
�'��+�� ��� �&&,-· &. ���)�
�� ���
/���� ������	
�
�

������ ������ ���� 
�� ��	
 ���� (un)n ��� 	
� ∀m ≥ n, (am, an) = (an, ar)� ���

� �  ���� �� ������ �� � �� �� ���� ���!�� 	
�

(am, an) = a(m,n)

�

����������� ��0�� r1, r2, · · · , rs, rs+1 = 0 �� 
��	�� ��
����� �� 1���
�	�� �� %����+

���� ����� 	���� ��� rs = (m,n)� ��
	��	�� ���� �
��
������ �� (an)�

(am, an) = (an, ar1) = · · · = (ars , ars+1) = (ars , 0) = a(m,n)

2�� ����� 	
3� ����� � � 	��
��� ����� ������� �
���
 �� 	��
��� �� �
����


����4����� ��� ��� ��� � �
��
������ ���� �$� ��
 	$� ������	� �� �� ���������
 ��
���

�� ���� ���	� ������	� ������� )�
����
 �����5

������ ������ " ����#� �� ��� ������ �� �������� un � um � 
� ����� ��

�������� �� 	
� ��
 ������ � ��� ��� ����#� ����� � ������� � � �� 	
�� ��$���

(un, um) = u(n,m)

�6



��������	
��� ��� ����� �� ��	���
����� ���� ���� ��� m ≥ n� �	��� �����

�������� m = nq + r� � ����	�� ���	� ����� ����

um = unq+r = unq−1 + unqur+1.

��� ��  ���� ����� 	� ����	�� ��� unq � ��
���
 �� un, ������ ������ ���

 ���� �� 	
����� ������� ������ ���

(un, um) = (unq−1ur + unqur+1, un) = (unq−1ur, un) �����

 ���� ����� ����	�� ��� (unq−1, unq) = 1� � �� ��� (unq−1, un)� �	�����	���

��	�� �� ����� �������� ���

(um, un) = (un, ur).

!�� ��" ��� #$ %� �����  ������� ������  ����
��� ����� ��������	�� �

(un, um) = u(n,m)

	������ �� 	 ��������	 �� �����	���� � ������ ������ ������ � ��� � � ��������

����� � � �����  �!� ������	 	���	�

(u15, u20) = (610, 6765) = u(15,20).

"���� ���� (15, 20) = 5 ����� (610, 6765) = u5 = 5

	������ �� 	 ��������	 �� �����	���� � �������� ��	��� ����� � � ������ #�$�%

� � ������ ��&�� � � '%� �� �	����	 ���

(u24, u16) = (46368, 987) = u(24,16).

"���� ���� (24, 16) = 8 ����� (46368, 987) = u8 = 21

 � ��&'��� ���
���� �� �
$����� � �� ��%���� � ���� �� ����� �� ����(	��� ��

)��	���� 	�� ������� �	����
��	�� ��� �
�*� ���� ����
�� � �	�� ������	������

���� �
�� %�"�	� �� � +��	�,�� �� -	��*� .����$����/

�������� �� �� ��	 ()���!	  	�	 	 ���	 ��� n  �������� ������ �	 ��������	 ��

�����	����

�0



�������� �	
�� ��	 	�� �����	�� �� �	������� ���� �	�
� � � ������ ��� ����

���	�	�	��	� �	��� ��	 � �	������� ��
	�� 	��� ���� ��
	���� ��
	����
	��	 ������

� �� ���� ��	� ���	� ��	

u1 = 1

u2 = 1

u3 = u1 + u2 = 2

����� ��	
�� 	���	�	� ����
�

u1 = u3 − u2 = 1

��	� ���	�� ���� �	�
� ��	 �	� �	�	�	����� 	�� ���	�	��� ��� ���� ���	����	� 	



 �����

u1 = u3 − u2

u2 = u4 − u3

u3 = u5 − u4

��� =
���

un−1 = un+1 − un

un = un+2 − un+1

!��	��� � ��
� �	�
� � �	�
� ��� ���� 
	
"��� �"�	
���

u1+u2+u3+ · · ·+un = (u3−u2)+(u4−u3)+(u5−u4)+ ·+(un+1−un)+(un+2−un+1)

#���	����� �� �	�
�� �� �	����� 
	
"�� ��	 �	 �����
 �"�	
$�	�

u1 + u2 + u3 + · · ·+ un = un+2 − u2

%
� �	� ��	 u2 = 1 	����

u1 + u2 + u3 + · · ·+ un = un+2 − 1 &'�()

�������� 	
 �� ��� �����	� 
��� � ���� �� n 
�������� ������ � ���� ��
��

� ��������� � ����������

''



�������� ��	� 
� � ������

u2 = u1

u4 = u3 + u2 ⇒ u3 = u4 − u2

u6 = u5 + u4 ⇒ u5 = u6 − u4

��� =
���

u2n = u2n−1 + u2n−2 ⇒ u2n−1 = u2n − u2n−2

� �	� �� n ���	���� ��	��� �� ��������� �� ����	 �	��� ����� ��� ��	

u1 + u3 + u5 + · · ·+ u2n−1

� �� ���� � ���������� ���� ��	��� ���������� ���	�

u2 + u4 − u2 + u6 − u4 + · · ·+ u2n − u2n−2

!�� ���������� � ��	��� ���� ����� � ���	� u2n �� ����� � �"�������

u1 + u3 + u5 + · · ·+ u2n−1 = u2n #$�%&

�������� 	
 �� ��� �����	� 
��� � ���� �� n 
�������� ������ � ���� 
�� �

��������� � ����������

�������� �� � �	� �� ���	� �� �!�'���� �� ��������� ��� � ����	 2n ��

u1 + u2 + · · ·+ u2n−1 + u2n = u2n+2 − 1

� �� �	���� ��� � ����	 2n− 1 ��� ��	�

u1 + u3 + u5 + · · ·+ u2n−1 = u2n.

���������� 	�	��� � 	�	��� � ���	���� �"������� �� �"���� ����	(� � �	� ��

���	� �� �!�'���� �� ����	 ��� 
� �� �"���� 	�	���

u2n+2 − u2n − 1

)	� *� !�� u2n+1 = u2n+2 − u2n ��	�

u2 + u4 + · · ·+ u2n = u2n+1 − 1

+���� 	������ � ������ ���� � ��' ������	�� *�	� ��������� �	 �,�	���

���� ���� �	 ���� � ����� ���	��	���� ��������� �	� ��	�������� �� �-�	���

����*� �� .�������� �� /������ 0���	������

$1



������� �	 � ���� ��� ��� 	
����
�� ��
��� �� �������� �� ��������� ��
��

u1+u2+u3+u4+u5+u6+u7+u8+u9+u10 = 1+1+2+3+5+8+13+21+34+55

u1 + u2 + u3 + u4 + u5 + u6 + u7 + u8 + u9 + u10 = u12 − 1

u1 + u2 + u3 + u4 + u5 + u6 + u7 + u8 + u9 + u10 = 144− 1

u1 + u2 + u3 + u4 + u5 + u6 + u7 + u8 + u9 + u10 = 143

������� 
	 � ���� ��� ���� 	
����
�� ����
�� �� �
��� ��	�
 �� �������� ��

��������� ��
��

u1 + u3 + u5 + u7 + u9 + u11 + u13 = 1 + 2 + 5 + 13 + 34 + 89 + 233

u1 + u3 + u5 + u7 + u9 + u11 + u13 = u14

u1 + u3 + u5 + u7 + u9 + u11 + u13 = 377

������� �	 � ���� ��� ���� 	
����
�� ����
�� �� �
��� 	�
 �� �������� �� �����

����� ��
��

u2 + u4 + u6 + u8 + u10 + u12 + u14 + u16 = 1 + 3 + 8 + 21 + 55 + 144 + 377 + 987

u2 + u4 + u6 + u8 + u10 + u12 + u14 + u16 = u17 − 1

u2 + u4 + u6 + u8 + u10 + u12 + u14 + u16 = 1577− 1

u2 + u4 + u6 + u8 + u10 + u12 + u14 + u16 = 1576

������� �	 �������
� �� � ���� ��� n 	
����
�� ��
��� �� �������� �� ���������

� ���� 	�
 un+2 − 1�

�������
����� �������� �	�� PIM 
 ���� �	� ��	 
 ������ ���� n = 1� ������� ������

���� ����� k� ��	� ���	�

u1 + u2 + u3 + · · ·+ uk = uk+2 − 1

����� ����� uk+1 ��� ���� �	����� �� ��������	 ���	���

u1 + u2 + u3 + · · ·+ uk + uk+1 = uk+2 + uk+1 − 1

���� uk+3 = uk+2 + uk+1 	���� �	��� ��	������	��	 ��	

u1 + u2 + u3 + · · ·+ uk + uk+1 = uk+3 − 1

� 



�������� 	
 ��������� 	
� � ���� ��� n �������� ������ �� ����� ���� ��

��	
����� �� ��������� � ���� �� un+1�

������������� �������� �	�� PIM 
 ���� �	 �	� ��	 
 ������ ���� n = 1� �������

������ ���� ����� k� ��	� ���	��

u1 + u3 + u5 + · · ·+ u2k−1 = u2k

������� u2k+1 ��� ���� �	����� �� ��������	 ���� 	���������

u1 + u3 + u5 + · · ·+ u2k−1 + u2k+1 = u2k + u2k+1

���� u2k + u2k+1 = u2k+2 	���� 
 ��	����� ���	��� ��	

u1 + u3 + u5 + · · ·+ u2k−1 + u2k+1 = u2k+3

�������� �
 ��������� 	
� � ���� ��� n �������� ������ �� ����� �� �� ��	
�����

�� ��������� � ���� �� u2n+1 − 1�

������������� �������� �	�� PIM 
 ���� �	 �	� ��	 
 ������ ���� n = 1� �������

������ ���� ����� k� ��	� ���	��

u2 + u4 + u6 + · · ·+ u2k = u2k+1 − 1

������� u2n+2 ��� ���� �	����� �� ��������	 ���	���	

u2 + u4 + u6 + · · ·+ u2k + u2n+2 = u2k+1 + u2n+2 − 1

���� u2k+1 + u2n+2 = u2k+3 ���	��� ���������� �� �	����� �	���� �� ��������	

���� 	 ���	�

u2 + u4 + u6 + · · ·+ u2k + u2n+2 = u2k+3 − 1

��� �����	
 ������
 	 �
 ��	��
 �	 ��������

 	��� �	���� ����� ���������� ���� ��� �	����� �	�!����� 	���	 ���� ����� ��

���	����� ����	��	�	��	 	������	�� 	 ��	 ���� ��� �	� ����� ��� �����		��	��	

"#



������� ��	 �
 ��	���
 � 
�������� � ���������� ���� ���� 
��� ����� �
 ������


��������
� ��� ���� 
������ ������	� �����
 �������
 ���� ��

� ������� ����	� ��	 �

��

�� � ��� �� ������ ��������
� 
���� 	��
 �������� ����!�� ��� ������� �	
��
�����

	�
 ��	� � �"���

�� #� ������� �

�	� 
��� ���
�� �� �

� ������� 	�
	� ��� ���

����� � ���� 
��������� #� ��� � �����

� ����	���� ��! � ��������� � ������ ��	���	�


��� 	�
���� � 	��� �� ��� �	 �"�	��� ��	����� ��	 � ������
79

29
�

������� �	 ����
�	 �	 �	 ���	����	 �� ������� ����������
��� �������

79 = 2 · 29 + 21

29 = 1 · 21 + 8

21 = 2 · 8 + 5

8 = 1 · 5 + 3

5 = 1 · 3 + 2

3 = 1 · 2 + 1

2 = 2 · 1 + 0

��� ������
79

29
= 2 +

21

29
� 	
�� 	 
����	 � � � �����	

21

29
	������� ����������
��

�� �������� ��
�� ��� �������� ���������� � ��
�	 	 ����	 ����	� 
�	 
� �����	
21

29
������

79

29
= 2 +

1
29

21

� �	
��
�
�	 ���� ��	����	 ��! 	 "
��� 	������� �� ���� ����	 �� ����
��� ��������

79

29
= 2 +

1

1 +
8

21

79

29
= 2 +

1

1 +
1
21

8

79

29
= 2 +

1

1 +
1

2 +
1
8

5

$%



79

29
= 2 +

1

1 +
1

2 +
1

1 +
3

5

79

29
= 2 +

1

1 +
1

2 +
1

1 +
1

1 +
2

3

79

29
= 2 +

1

1 +
1

2 +
1

1 +
1

1 +
1

1 +
1

2

����� ����	� �
������ ������� � ������� �� ����� �������� ��� ���������� �

��	��� ��������
79

29
� � �� ��	���� ��������������� �� �� ���������� �������� �����

������

�� ��� ������� 	���
�

�������� 	
�
�
 � �
������

q0 +
1

q1 +
1

q2 +
1

q3 +
� � �

+
1

qn

���� q0 ∈ Z � q1, q2, · · · , qn ∈ N
∗� � � �	��� �� ����� �������� � �� q′i� ����!�	 �

��	� �� ���������� ���������

��� � ������ ��� ��	������ ����� ���� � ������ ����������� � ����� �� ������

�������� �������� ��� ����������� ��� � �������� ������ ���� � ���������

��������

 !



� ������ �� ���	�� ����
 ����� �������� 
��
� 
� ��
���� ����	
� �� �	�������

�
���
�� �������� ��
�����
�
� ���� �������� �� �
���
 �	� 
� ��� ���� ��
���� �����

	
�� ��
 ������ �	������� ��
�
���� �� �
�� ���
� ����� ������� � ����� 
����
�
�


��
� 
� ����	
� ���
��

�
�
 �����
� �� �	������� �
���
�� �
�
 
 ��
���
a

b
� ������� ���������
���

����	
��� 
 ������� �	�����

 �� 	���
��� ���� �����
���� �	�� �� ��� 
 ��
���
a

b
�
 ���

a = bq0 + r1

��� 0 � r0 � q0. !� ��"	��
� ����	
��� ��
���� 
 �������� ����
 �� �� b ��������

��� r1 � 
���� �	������
���� ��
�� 
�����

b = r1q1 + r2

r1 = r2q2 + r3
��� =

���

rn−2 = rn−1qn−1 + rn

rn−1 = rnqn.

!��� ����������� �� ���� ����	
� ������
����� ���� ����
��� 	�
 ���	#�

��
 �� $����� 
�	�
�� r1 > r2 > · · · �	� �� ����	� ���� �������� � �	� ��

% �������� ���� �������� �
 ��
 ����
���� &�"�� �
�
 
�"	� n, rn−1 = rnqn� '


�������
 ����
� ��	
����� ��������

a

b
= q0 +

r1
b

= q0 +
1

b

r1

! �
 ��"	�
�
b

r1
= q1 +

r2
r1

= q1 +
1
r1
r2

'
 �������
 % �������� ������
�

r1
r2

= q2 +
1
r2
r3

()



������ ���	
�	 	��	�	 � ����� �������� ��	��� �	��� �	�� �����	��	� ��������

������

q0 +
1

q1 +
1

q2 +
1

q3 +
� � �

= (q0, q1, · · · , qn)

+
1

qn

� �	���	��	 	������� �	��	 ������ � ���� �	 qn ������� �����	��	 ������� �	

�	��	 ���� �� ��	 �� ���� �	 ����	 ����� � �� rn−1 �	�� ����� � rn 	 rn−2 ������


�	� �� rn−1 	 � ������� �	�� 	��	��� �� ����� ���	���  � ����� �	������ 	�

qn = (qn − 1) +
1

1
	 ��	 �	 ����� qn − 1 	 1 ��� �� ������� �����	��	� �������	���

�	 ������	 ����� ��������� ����� �	��	 ��	 rn > 1 ���	
�	 	��	�	 �� �����	��	�

������� (r0, r1, · · · , rn) = (r0, r1, · · · , rn−1, 1).
!� ���� �� 	�	��"�� �� ������� � 	���� �	�
�	�

79

29
= 2 +

1

1 +
1

2 +
1

1 +
1

1 +
1

1 +
1

1 +
1

1
79

29
# �$���$������������

%�������� 	��� ��	�� �� �����
35

8
�&�	���

35 = 4 · 8 + 3

��� �	' ��	 � �����	��	 �� ������� ( ) 	 � 	��� *� +���������� �� �����,	�

8 = 2 · 3 + 2

3 = 1 · 2 + 1

2 = 2 · 1 + 0

��'	��� ��� ��	 �	�-�
�	 �� 	.�	����

q0 +
1

q1 +
1

q2 +
1

q3

$/



� ���������� q0 = 4, q1 = q2 = 1 � q3 = 2 �	
� �� r1 = 8, r2 = 3 � r3 = 2 ������ �

������ ��������

4 +
1

2 +
1

1 +
1

2

������� �	 ��������� 	 
�	��� ������	 ��� ������ �� ��������� �	��	�� ����������

4 +
1

2 +
1

1 +
1

3

���� 
�	��� ������	 ������� ����������� �	�	

4 +
1

2 +
3

4

4 +
4

11
=

48

11

������ ������ � ����������� �� �������� �� ��������� �� ��� ������ ���������


������ �	�	�	 �� 	 α �!	 
�	��� ������	� ���� ��"���

α = q0 +
1

q1 +
1

q2 +
1

q3 +
� � �

+
1

qn
��������	��� �� �#!����

q0, q0 +
1

q1
, q0 +

1

q1 +
1

q2

, q0 +
1

q1 +
1

q2 +
1

q3

, · · ·

$	!	��� ����"��	� �	 
�	��� ������	 α 	� �	"%�� �	 
��!	 ����������� ��
��!�

��&��'

α0 =
q0
1

=
P0

Q0

α1 = q0 +
1

q1
=

q1q0 + 1

q1
=

P1

Q1

��



α2 = q0 +
1

q1 +
1

q2

=
q2q1q0 + q0 + q2

q1q2 + 1
=

P2

Q2

α3 =
P3

Q3

= q0 +
1

q1 +
1

q2 +
1

q3
��� �

��� �
���

αn = · · · = Pn

Qn

������� ��� αn = α � 	
�
 �����
Pn+1

Qn+1

�
��
 �������� ��
Pn

Qn

� ����� ��������

qn 	��

qn +
1

qn+1

.

������
�� ��� ���� ��
�� �� 	����� ������
� ��� �� 
������� � ������
 �����
� ����


������ ��
��� ���� ��
�
�� �� ��
���� �������
� � �
��� ����� ������ �
 ���� ��
 ��

!���
�� �� ��
 �
���
 ���	���������"

������� ��	�
� ���� αi � ��	
��� ������ � ������ �������� (q0, q1, · · · , qn−1, 1)�
����� ����� ���� � �������� Pi � ��������� Qi �
 
�������
 �������


i) Pi+1 = qiPi + Pi−1

ii) Qi+1 = qiQi +Qi−1

iii) Pi+1Qi − PiQi+1 = (−1)i

��� n ∈ N
∗.

#�
 ��� ��� � ����� ����� ��
�
�$� ������� 
	��
���� �� PIM � ����� �
	�����

���
� �
 ���� ��
 �� !���
��� ���� ����
 
 ��������
��� �� ����� ������
�

�
������� ���%����� �� &�'� ����� 
�� 
	������
�� 	
�
 
 ��������
��� ����� �
��

	
�����
� �
� ��
���� �������
� � ��
� ���
���� ��� �� ������� un �
 ���� ��
 ��

!���
��"

������� ��	��� ���� α ��� ������ �������� ��� n ���������
 �������
 ���
 �����
 �

�� ����� α =
un+1

un

� ��� un 	 � ��	
��� ����� � 
��� ���� �
 �!����
 � "�#�������

$����
������� !
����� ��� �
� ������
� αn� �����

αi =
Pi

Qi

()



���� α1 = 1 =
1

1
, α2 = 1 +

1

1
=

2

1
�� ������� 	
� ������������� �� �� �� �������

��	�
�

Pi+1 = qiPi + Pi−1 = Pi + Pi−1


�� �� 	
� ����� 	
�������� ������� ��� 
��������� �� ���� �������������� �� �����������

� �� ������ ��������� ������� ������ Pn = un+1� �� �� ������� ��� ��������������

Q1 = Q2 = 1 � ������

Qi+1 = Qiqi+ 1 +Qi−1 = Qi +Qi−1

� ��������� ���� ������
�������� ����� ����������� � ���� 
�� �� ����� ������ ����

������ Qi = ui ������� ��� 	
�

αi =
ui+1

ui

���� ������� ����� 	
� 
�� �� 	
� �� 	
�������� ������� �� 
�� ������ ������
�

��� ����� 
��������� ������ ���� n 	
�������� ��������� ������ 	
� � ������ � � 
�� !

����� ����� � ����� n+1 � n �� ��	
����� �� "�������� �������� ������� �#���������

����#�$

������ 
�� ���� � �����	 
	����� α = (1, 1, 1, 1, 1)� ���� ������ 
��
	 ��	
������

���
���� ������ � ��

1 +
1

1 +
1

1 +
1

1 +
1

1

��������	 	� 
��
��	� ����	 � ����	� ����������	�

1 +
1

1 +
1

1 +
1

1 +
1

1

= 1 +
1

1 +
1

1 +
1

2

= 1 +
1

1 +
2

3

= 1 +
3

5
=

8

5
=

u6

u5

������ 

� ����� �����	 
	������ ��	�� 
	� 	��	 ��	
������ ���
���� �������	��
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u9

u8

� ������������������

1 +
1

1 +
1

1 +
1

1 +
1

1 +
1

1 +
1

1 +
1
1

1

= 1 +
1

1 +
1

1 +
1

1 +
1

1 +
1

1 +
1

2

=

= 1 +
1

1 +
1

1 +
1

1 +
1

1 +
2

3

= 1 +
1

1 +
1

1 +
1

1 +
3

5

= 1 +
1

1 +
8

3

=

= 1 +
1
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13

= 1 +
13
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=

34
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�
 ���
 � �� ����� �������� �������� �� �������	 �� ����� 
� ����� � �� �� ���� ��������

� ���� �� ���� ��� ������ ���� ����������  ����!
 "������ #���
 �� $%%&� ' 
����

��� ������
 ���
 ��������
	 �(�
�� �� �)���� ������ �� ��������
 ����

����
 ����

����
������ ����
 �
 ��
��
 ���� ����� ��
�� �	 �(�
�� 
������ ���� �������� �)���� ��

��
��
* +��� � 
������ ��������	 � ��
��
�� , ����� �� ���������

 ��� � 
������� 
������� ������- p(n) = .� ���� ��� 
������ ��� n ��
��
/ �

��������� p(1) , ������ ���
 � 
������ , ����������� ���������� �����
 ��0

���� � )���� ��
���

1������ ��� p(n) 
��� ����� ���� ����� n	 ���
 ����� ��� ��� ���� p(n+ 1)�

+��� �

�	 ���
 ���� ����
 �
 n ��
��
 ���� ��� ����� ��
��	 
���� ��� �

� ,

��

��� ���� ���2��
� �� �������	 � ���(�� � ����� ��
�� �� ��
�� �������� 3�� �� ���

����
 n �
��� �� ����� ��
��	 ���0
� � ��
�� ��
����� ���� � ����� ��
�� ��� �
����

����	 � �����	 ���0
� �
 n ��
��
 ���� �

� �������� ��
�� �� ���� ��� , ��

��� ����

���2��
� �� ��������

+��� � �������� ��������	 ���
 ������ ��� ������

�� �����,����0����,������

�������� 	
�
� 4+�����

�� 5����,����06���,�����7
 ��� �����	
�� �� 	����� ���

��� �� ����

an+1 = qan + r


�� a1 ���� � 
������ �� ���������� ��������
����������
��

8���� ����� �

�	 
� ��

����
 ��� bj , � 
���!���� ��� ��
 �� � �)���� ������ ��

��������
 (bi)	 ���������� �

� �2����� ��� 
��� ��� ������� 3� ���� ���������� ,

���	 
� (bj) , � 
���!���� ��� �(����� � �)���� �� ��������
 ���� n ��
��
	 ����

��
���� ���� n+ 1 ��
��
	 � �)���� �� ��������
 ���� ��� ���������������� ��

��

���
 ���
 ���� 
������ ������ ��� n ��
��
	 ��
 �����-

bj+1 = 2bj + 1 4&�$7

���� �����	 bj ��������
 ���� �
 n ��
��
	 �� �������� ���� � ��
�� ����
�������

����0
� ���� ��� ��
�� ����	 � �������� bj ��������
 ���� �
 n ��
��
 ��

�0

��
 ���� � ��
�� ��� � ����� ��
��� 5 
������ ���� �

� �2����� 
��� ����� �
����

�������� � PIM � �
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�������� 	
 ������� ��	 � 
����	���� �����������	�������� � �	����� �	�� �������

an = a1 · qn−1 + r · q
n−1 − 1

q − 1

�	����������� ����� ���	
��� �� � 	������� � ���	�� ���� n = 1

a1 = a1 · q1−1 + r · q
1−1 − 1

q − 1

a1 = a1 + r · 0

q − 1
a1 = a1

������ ���	�� ���� ���� k� �����

ak = a1 · qk−1 + r · q
k−1 − 1

q − 1
�����

���	��	����� �� ��	� ������� ��� q � ��	�	������ r ��������

(ak) · q + r =

(
a1 · qk−1 + r · q

k−1 − 1

q − 1

)
· q + r

ak+1 = a1q
k +

qr(qk−1 − 1)

q − 1
+ 1

ak+1 = a1q
k +

(
qk − q + q − 1

q − 1

)
· r

ak+1 = a1 · qk + r · q
k − 1

q − 1

�����  �	�� 	���� �������� � ��	����	�� �� ������ ��!"�� q � r�

#�� � �	���� � �$���� �� ���	����� % &� ��� ��	� �	����� � ���	����� ����

�	��� � ����� �	���� � ����� ��	�' �� ���� ����� � �	��� ��	�� ���� � (���� ��!	� �

��	� ���� ���� ����� � ����� ���� �	�� ������

#�� ��)� �	����� * ���	������� ��	�� ���+� ��������	�� �� ��)� ���	������ ��	���

� ���� ����� ���� �	��� ������	��� � ����� ��)� ���	������ ���� ���+� ����� �� ��	�

�	���� ���� �	�� �� ��	�� �	���� , ���)��	� ��
�� ���	� ���-"��

b1 = 1

b2 = 3

b3 = 7

b4 = 15

b5 = 31

b6 = 63

�.



��� �����	� � 
������ � �������� bj = 2j − 1� ���� ��������� � ������ 	�

����������� 	� �� ���������� ��	
��
	� �����
�	� � � ������ bj ��	� ���� � 	�

�� ���� PAG� ��	���� �������� (ak) · q + r ��� bj = 2j − 1 ��� �����	� � ��
����

�� �� ����������� ������ a1 = 1, q = 2� r = 1� ��� ���� ��������	� �� ����� ��� 	�

ak = 1 · 2k−1 + 1 · 2
k−1 − 1

2− 1

ak = 2k−1 +
2k−1 − 1

1

ak = 2 · 2k−1 − 1

ak = 2k−1+1 − 1

ak = 2k − 1

��� 	��	� �� �������� �� ������� � � ���� �!���� 	� ��������� ���� �����"��

� ������������ 	� n 	����� �� ����� 	� #�����

��� �����	
� �� ��	��

����� ����� ���� �������� ���� � ��������� �� 
���� 	� ����������� ���� ���

����� � ������ �����"�	� ������� 	� ��	���� $������������ ����� ������ � ��������

���� � � ���� �����!%�� 	� ���������	�	�� ���� � �����	�	� 	� ���	�� � �����

&�������"��	� ���� ������ � ���� 	� ���	���

�����	
� �� �� �� �����
� �� � ������ ���� ����� ��� ������ �� ���� �	�
	�
�

�� 
���� �� ����	�� ��
���	��� � ������ ���	�� �� �������� ���� ������	� ���� � �

��	� ����� ����� ������ ������ ��� ������� �� ��	� ���
���

'��� �������� 	� ���	� 
���� 	������� ������	�	� �%������ ���� 	��������� ���

������� �� ���� 	� ��� ��� ����� 	� ����� �� ���(�� � �!���� 	� 
���������

����������� ��� 	�"��� � ������ 	� ������ ��� 	� ������ 
�	�������� ����������

���	� �������� � ����������� ����� )� �� �������� ��� 	� '����� *�	�� ���� ��&�&��

���������� �����	� � 
��������	�	� �	����	� ��� 	���������+�� ������������

�����	
� �  	��!�"�� �� 3n ������ ���� ��� ����� � ������ ���� �	#��� ������ ���
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������� ��
  ����
� ��� ��� ! ���	
� �"� ��������� 	�
� ���
����� #
�
 �����

���
�
��� �� ���� ������ 	� ���� ���	
�� ��
��$
��� ��
 ���
��� ��� 	��� �������

�
�� %� ����� ����� 	��������� �����
��� � ������� �� ��� � ����� 	� ���� ���	
�

�
�� ����� 	� ���������� �
�� � ���� ��%
 ���
�� 
����� ����� ����� �����	������ ��

����� ��� �"� �� ���
	��

������ ���� � �������� � 
 ���� #& ����� ��� ���� n = 1 �� ���� � ����� ���

��� !��� �������� ������� ������� ��� "����� ��� ��#� � ���� � ���������

���� �� k� ���� ��$��� ��� 3k ������ %����� k ������� ���� �������� � ����� ������

����� ��� 3k+1 ������� ������� � ������ �� 3k ������� � ��$&�� � ������� ��� ��

��� ������� '��� ���� ������%����� %���� �����$�� �� k ������� � ����� �� 3k ������

��� ���� �� ����� �������� � �� ���� ���� �� ��#�� �� � %����� ����� ���� ����

���� �� ������ ��$&�� �� k ������� ���� ����� �� 3k ������ ��� ���� ���� ���� �

%����� �������� ����� � ������������

�������� ��
  ����
� ��� ��� 2n ���	
� � ��
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������� ��	� � 
	����� ��� ���� n = 1 � ���	
 ������� ��	� � ������� ���

��� ����� �� ���� ����� �� �
���� �� ������ � ����� ��	� 
����

������� ��� ���� 2k ��� ��������	�� k ��������� ���� ����� � ����� ��
�� ��

2k+1 ������� ��������� �� ������ �� ��	� ������ �� � ���� 2k ������ �� ���� ������

����� ��� ��
������ �� ����� �� 2k �� ���� ����� ���� ������	� ���
 ����� ������

� ����� ��	� 
���� ��������� ���� ����� �� 2k ������ � ��
� �	�!���� �� 	�������

k �������� ��� ��"�	����� ���� ������	� � ����� ��
��� ��� � ������� �� ���������

����� k + 1 ��������

# ����	�� ����$���� �� ���
��� ���� �� �%���� ���
���� �� ������ � ������

��� ��
��� ������ ������������ � ��
���� ����� ��& ������ � ������� ������ �� PIM


	����� ��� ���������� 	 �
���	 �����	 �� ������� ��� ����	���� ���� � �

�	��� ����� �� �� �	�����	 �� � �	�����

���� � ��
���� ���� � �
	���� ���� ��&�� � � ������ 	���	� �� �� �%���� a ∈ Z.

'�������� ��� a ����	�� �� ����	���� q0 �� �	�	��� �� a ��� (� ����	��� ��
�

����	���� q1 �� �	�	��� �� q0 ��� (� ����	��� ��
� ����	���� q2 �� �	�	��� �� q1 ��� (�

����

)� �	�	��� ���
	�	��� ������	��� ������ ���� ����		
	������ �� a � *����� ����� �

����� r0 �� ��	��	�� �	�	��� ��	�� � +� ���� �������	� &���, ������ r1 = 1 �� q0 *���� �

	���
 � - ���� �������	�� .� ���� ����
� ri+1 = 1 �� qi *���� � ri+1 = 0 �� �������	��

����	��� � �	�	��� ������	������� ��� ��������� qn−1 = 1� ������ ��
������ rn = 1�

����� �	��������� ���

a = r0 + r12
1 + r22

2 + · · ·+ rn2
n.

������ ��� �������� 	 �
���	 � �� ���� �������� ������	 � ������	 �� � 	�  !

���	����"�� ��	������ 4 � ����	 1� #� ������	 �� 4 	�  	����"�� ��	������ 2 � ����	

0� $	�	 �� �� ������ � ������	 �� 2 	�  �� ��	������ 1 � ����	 0� ����	! 	��"��

����� � �%����	

9 = 1 · 23 + 0 · 22 + 0 · 21 + 1

������� ��	� � �	����� �� � /�&���� � � ������ 	���	� �� � ��������

m = 2n1 + 2n2 + · · ·+ 2nr ;n ∈ N;

0���	����� ������� ��� n1 1��	�� � ������ �� ��� (2 �������� ���� ���� ��	����	��

� ����� ��
�� � ���� ��	�� ������� �� ������� ������ �� PIM ���� n1�
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������� n1 = 1� �	
��	 �� 
��
� ��	��� ���� 
�	���� 	 ������� � � 
������

��
� ���	� ���� �	����� �
� ����� �	�� ������� � �	������� ����� ���� ���� k < n1.

�	������� �� m 
�	��� 	
 ���� ����	�� �
� �	��� ��
 2n1 	 � ����� ��
 2n2 +

· · ·+2nr � �	
�� ���� �����	�	� ���� � ���	 ��
 � 
�	�� ������ �	 � 
�	�� ����� 	����	�

�� ���	 ��
 2n1 
�	���� � 	
������  � ������	 ��	 n1 �	���	�� �� ���������� �

�����	
��  ��	 ! �
 ���� ��	�����	� ��
 ��	��� �
� �	���	
� ��	� ���	�� ������ �

���	 	
 ���� 
	���	� � ��	 �������	 �	 �
 ��
	�� ��� �	 
�	���� 	�	�����	 � �	���	


	 ��	�������	 �	 � �����"� 	������� 	�����������

�	 � 
�	�� ����� �#� 	����	� �	��	 ���	 �	 2n1 
�	���� �����
 �� 2n2 + · · · + 2nr


�	��� ���� 	�������� � ������ 	 � �����	�	 �	 ����"#� ������	 ��	 n2 �	���	�� �#�

��$��	��	� ���� ��������� � ����� �	���	 ������ ��� ����� �
 ����� �	 n2+1 �	���	���

���	������� � ����"#� �� 
�	�� ����� ��
 �
 ��
	�� �	 �	���	�� 
	��� �� ����� �

n1�

%&



�������� 	


�������� � ���������� ������ ��


������ �����

��� ������		
� �������� �� ����� ��������

����� �����	
�� ���� ������ 	�� ���������� ���������� �� ����� �	������ �
��

�� �����
��� ��� �� ������������ 
������� �� ���	��� ����� � �	� 
������ �������� ���

� ���	����� �� ��������� ���
������ ����	���� �� �������� 	�


������ ������ ��� ������		
� ���������  ��� 	�������� ������� �� ��� �

��������� ����� ����	���� ���	 �����	 ���	�������	  ���	������

������� ��� ���� � ������� ������
�� 	��� �	��� � 	�������� ��	 ������	 ����

�����	 ��������	� ���� �� ��� an = n2. !	 ��������	 �����	 	
�� a1 = 1, a2 = 4, a3 =

9, · · · , an = n2. "������������ ��������	� ��� � ��������� ����� �	 �����	 �
�  ���	�

������ �� ���� Δan+1 = an+1 − an ����	�

Δa1+1 = a1+1 − a1 = 4− 1 = 3.

Δa2+1 = a2+1 − a2 = 9− 4 = 5.

Δa3+1 = a3+1 − a3 = 16− 9 = 7.

#� ������� ����$�

Δan+1 = an+1 − an = (n+ 1)2 − n2

��



Δan+1 = 2n+ 1

���� ����	
���� ������ ��� �� ��� � �������� �� �������� ���� ��
�� ����� �������

���� ��� ����� Δ(Δan) = 2 � ����� �
� �������� ���
����� �� ���
 �� � ���

��
�	����� ��� ����� � ������� Δ(Δan) = Δ2an.

�������� 	
�
� ����������� 	�
���
�� �� ����� ��
 �
� ��������� ��
���� ��

���	 �� ��������� �������� �� ���� ��
�� ������������ ��
�
 �
� ���� ���������

����� ���� �	��
� �
� �� �

����
��� ���� ����� ���
����
� ��� �
�������� �� ������ ����
����

�������� 	
�

 �
� ��������� ��
���� �
 ��� Δkan ������� �� �
� ���������


��!���� � �"�
��� �� ��������  ��
����� �� ���
 #�

������� ��
 $�%� �
� ��������� bn ���� � ��
� ���	 � ���� ��	� �!
�	� bn =

n3− n2� &��
�� �
� ��'�	� ��� �(�
�	���� � ����� �� ��� ������� �� �
� �� � ��

������ ���
� ����
�� � �)
'�	� Δ ��� �������� � �������� ���� �� ��
�� ��

���
 n � n + 1 �� bn. *� 
��
� 	!����� ��� ����� �
� ���� ��������� ��� �����

���	����� ��� �"�
���� �� cn = Δbn � dn = Δcn� ��� ����	��� � �������� ������

Δbn = cn� Δ
2bn = Δcn � �� �
 Δ3bn = Δdn.

������ � !� ������ ��� ��������"��

n bn Δbn Δ2bn Δ3bn

# # # � $

! # � !# $
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% !& %# �� $
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������� Δbn := bn+1− bn ��	� ��
���	�	 � ��	�� �	�� �� �	�	����� �	������
� ��

�	��� ����	��	 � an�

Δbn = [(n+ 1)3 − (n+ 1)2]− (n3 − n2)

Δbn = n3 + 3n2 + 3n+ 1− n2 − 2n+ 1− n3 + n2

Δbn = 3n2 + n+ 2

��� ��
������� ��	��
� �	���	��� �� ��	���� ��	� � ��	�� �	�� �� �	�	����� �	������
�

�� �	��� ����	��	 � bn ��� ����
�	���� ��	 Δbn� � ������� Δ2bn = Δbn+1 −Δbn

Δ2bn = [3(n+ 1)2 + (n+ 1) + 2]− (3n2 + n+ 2)

Δ2bn = 3(n2 + 2n+ 1) + n+ 1 + 2− 3n2 − n− 2)

Δ2bn = 6n+ 4

� ��������� � �� ��
�� ����� �� �	���	��� �� ��	�� �	�� �� �	�	����� �� �	��� �����

	��	 � Δbn ��	������ ����
��� ��	 Δ2bn� !�	 "����� ��	���� Δ3bn = Δ2bn+1 −Δ2bn�

Δ3bn = [6(n+ 1) + 4]− (6n+ 4)

Δ3bn = 6

� ������ ��� ��� ����� � 	
������� ��� Δ3bn � ��������� ���������� ����

��������� ��
��� 
��
����� ���
� ��� Δbn ���� ��� ��� ���� �� �����
�� �����

�������� �����
������ �� ��	
��� ����� � ���� 
��� ����
������� �� ������� ���

������

��	
��� ������ 1p + 2p + · · ·+ np =
n∑

i=1

ip � �� �����#��� �� 	�� p+ 1 �� ��	�����

n

$������	� ��� ���� �� ������ �������������� � 
�������� ����	�� �� PIM � ����

p = 1 ����� ��� � ���� � � ���� ��� n ��
��
��� ����� �� ��� ���� �� ����� �� ���

� ��
�� ������ �� ��
n(n+ 1)

2
=

n2 + n

2

�� ���
�!�
� �� ������� ����� "������ ��� � ������� 	��� ���� p ∈ {1, 2, 3, · · · , t}
����
	� �� ������� ��� 	��� ���� p = t + 1� �� ����� 	��
��� ��� � 
��������

n∑
i=1

ip+1

����� �� �� �� ���
�!�
� �� ���� p+ 2 �� 	��
#	�� n�

$%



���� ����� � ��	
�� �	���� �		�� 
���� � ������	 �	 (i+1)p+2 = ip+2+(p+2)ip+1+

· · · � 	� ��	 �� �	���� �������� ������ �� ����
���� �	 ���� p 	� i� �
���� ���
��

	��� ��������	 �	���	 ��	

n∑
i=1

(i+ 1)p+2 =
n∑

i=1

ip+2 + (p+ 2)
n∑

i=1

ip+1 +G(n)

�	
�� G(n) �� ����
���� �	 ���� p+ 1 	� n �	�� ������� �����	�	 �	 �
������ ��
�

��
��
��� �	 ���������� �� ���� �	� ��� �� ��������	 � �	���	

(n+ 1)p+2 = 1 + (p+ 2)
n∑

i=1

ip+1 +G(n).

!����
��

n∑
i=1

ip+1 	
��
�����	

n∑
i=1

ip+1 =
(n+ 1)p+2 − 1−G(n)

p+ 2

�����
����	 �	 �� ����
���� �	 ���� p+ 2 
� ����	� n�

������� ��	�
� (bn) � ��� �����	

�� �������� �	 ���	� k ��� k ≥ 2 
	� 	 
��	�	


	 (bn) � �� ��������� �	 ���� k 	� n�

�	���
������ "�#	
�� ��� �� PIM 	� k� �	�� ������� bn �� ����
���� �	 ����

k = 2� �	���	$

bn = an2 + bn+ c

��� a �= 0 	 Δbn = bn+1 − bn� %	 ����

Δbn = [a(n+ 1)2 + b(n+ 1) + c]− (an2 + bn+ c)

Δbn = [a(n2 + 2n+ 1) + bn+ c]− an2 − bn− c

Δbn = 2an+ a+ b

��	 �������	 �	 �� ����
���� �	 ����	��� ���� 	 Δbn & 
�� ��
���
�	�

'����� ����
�� bn & ��� ��'� �	 �	��
�� ���	�� Δbn = bn+1− bn & ��� ��'� ���

��#�� ���	�	
�	 �	 #	�� 	

Δb1+Δb2+· · ·+Δbn−2+Δbn−1+Δbn = (b2−b1)+(b3−b2)+· · ·+(bn−bn−1)+(bn+1−bn) = bn+1−b1

((



��� ����� � �	 
����	�� �� ������� ���� �	 n 
������� ����	 ��� 
��� k = 2 ����

� �����	��

��
���� ��� � �����	� ���� ������ 
��� ���� k ∈ {2, 3, 4, · · · , t}� � �������� �

	������ � ��������� 
��� k = t+ 1

�� bn �������� �� �	� ���� �� ����	 t + 1� ��	�� ��� Δbn � �	� 
��������� ��

����	 t � � ��
 ���� �� ������� ��� ������� Δbn �	 
����	�� �� ���� t �� ��������

n� !�����
n∑

i=1

Δbi

� �	 
����	�� �� ���� t+ 1 �	 n 
��� ������� ��	�	� ��� ����� �"���	���� �����
n∑

i=1

it ��� �	 
����	�� �� ���� t+ 1 �	 n #��$��	� �����#��������� #��#�����

������ �� bn ��	 ���� t + 1 �	 n� Δbn = bn+1 − bn � �	 
����	�� �� ���� t � �

��
 ���� �� ������� �� ������� Δbn �	� ���� �� ����	 t� ���� ��%��� bn �� $��� � �	�

���� �� ����	 t+ 1

��� ������	
��� �
��� �� ����
�� �����

&���� ����� ��� ��� ��'���� �� (�#���)�#��� �� ����	 * �� ��	��)���� � �	 	�����

�� ��������� ������� �� ������� #���#���+���#� ��$���%���� 	��� �	� ��% � ����)�#��

�� ,�����##��


������ ����	 -(�#���)�#�� �� ����	 * ��	��)���.� ���� ����	
��� � ��� ����

���� � �������� � ��
��� ��� ���� �
���������� �������� � ������ �� ������	
���

�� ���� � �� �������
��� ��
���
��� � ��� ����������� ���� ������ un+2 + pun+1 +

qun = 0

������� 	�� � ����	
��� �� ����
���� un 
� ���� ���� ���� � ������
��� ����

��� ��� ���� ��������
�� �
�������� �
�� u1 = u2 = 1 � ���
��� ���� 

un+2 = un+1 + un(n ≥ 0)


������ ����� -!������ /���#���+���#�.� � ���� ������	
��� ��
��� �� ��!�
�� ����

���!	
�� �� �������
��� ��
���
��� �� ���� un+2 + pun+1 + qun = 0" �����������

� �� ������� �� !��� ���� � y 

y2 + py + q = 0
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� ����������	 
��� ������ ���������	���� �� ������������ un+2 + pun+1 + qun = 0�

����� ����� ���	��� 
��� �����
��� �������� ���� ��� ��
�����
�� ������ � ���

���� ���� ����������

������� ��	�
� �� �	 �����	 �� y2 + py + q = 0 	�� y1 � y2 ����� un = C1y
n
1 + C2y

n
2

� 	����� �� ����������� un+2 + pun+1 + qun = 0 ��� C1 � C2 ���	�����	 ����	�

�����	������� ����	�	���� un = C1y
n
1 +C2y

n
2 �� un+2+pun+1+qun = 0 ��
��	�����

C1y
n+2
1 + C2y

n+2
2 + p(C1y

n+1
1 + C2y

n+1
2 ) + q(C1y

n
1 + C2y

n
2 ) = 0

����
��� C1y
n
1 � C2y

n
2 �� �����
�� �������� � ������� 
��������	� ��	����

C1y
n
1 (y

2
1 + py1 + q) + C2y

n
2 (y

2
2 + py2 + q) = 0

���� y1 � y2 ��� ������ � ������� 
���
	����	�
�� 	���� ���

(y21 + py1 + q) = (y22 + py2 + q) = 0

�

C1y
n
1 · 0 + C2y

n
2 · 0 = 0

������� 
	� �� � 	������� �� ��
���� � ����� ����� �� 	������� �� ���������

un ��� u0 = u1 = 1

������� !�� ��� � ������� 
���
	����	�
� " � #���� y2 − y − 1 = 0 ���
�����

�� ������ ��
��	�����

y1 =
1 +

√
5

2
e y2 =

1−√5

2
��� ����� � ������� ���$

un = C1

(
1−√5

2

)n

+ C2

(
1 +

√
5

2

)n

%��� �&���
�	�� C1 � C2 ����� ���� �� 
������� ���
���� u0 = u1 = 1 ��	���� �

���	��� � ��������

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
u0 = C1 + C2

u1 = C1

(
1−√5

2

)1

+ C2

(
1 +

√
5

2

)1

'(



⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
1 = C1 + C2

1 = C1

(
1−√5

2

)
+ C2

(
1 +

√
5

2

)

���������� ��	��
���� ������� ���� C1 � C2

C1 =

√
5 + 1

2
√
5

� C2 =

√
5− 1

2
√
5

���� � ������� un ��� ���	����� �

un =

(√
5 + 1

2
√
5

)(
1 +

√
5

2

)n

+

(√
5− 1

2
√
5

)(
1−√5

2

)n

���
����� �� ��������� ������	��� ���� � ����������

un =
1√
5

(
1 +

√
5

2

)n+1

− 1√
5

(
1−√5

2

)n+1

������� �	
 ������ � ��	
��� �����	��� �� �������� 	 ������� u3.

��������

���� n = 3 
�����

u3 =
1√
5

(
1 +

√
5

2

)3+1

− 1√
5

(
1−√5

2

)3+1

u3 =
1√
5

(
56 + 24

√
5 + 30 + 20

√
5 + 25

16

)
− 1√

5

(
1− 4

√
5 + 30− 20

√
5 + 25

16

)

u3 =
1√
5

(
56 + 24

√
5

16
√
5

)
− 1√

5

(
56− 24

√
5

16
√
5

)

u3 =
56 + 24

√
5− 56 + 24

√
5

16
√
5

u3 =
48
√
5

16
√
5

u3 = 3.
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�� ���� ���� �������

����� �����	
� ��� ����������� 	� �
��� �� �	
� ����
����� ���	������ � � ���

���������� �� ����	
� �� ��������� ��� ������ ������ �� 	�� ���������� ����������

������� �� ���	��� ����������

����� ���	������� ���� ��� ������ �� ����������  ���������

����	
���

• !�����	�� � ��"����� �� ����������  ���������#

• $���	�� � ��������� ��� ������ �� 	�� �� � � �����	
�� 	�� ����	
� ���� �
���� �������� ����� ���� ��������
� ������� �� %��	��� &��������#

• '�(�� 	�� ��
������ ��� ��������)��  ���������� �� 	�� ���	���� �������

���	�����

• ���	����� &��������#

• ����������  ���������#

��������

• * �	
�� �� +, ���	���#

�������

• -�	�� .�����#

• /�(#
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• ���������

• ����	��
�

����������	�
 �����
�

• �������� ������ ���� P.I.M.

��	��������
�

• ���� �������� ���������

• ������������ ����� ����� �������� �� ������ �� �������� ��������� � ��

���	���� �������� ���� ������� � �������� �� ��� ���� ������ �� �������

•  ������� � ������ ��������

• !�������� �� �����"����

• !������� �� ������# $������%� ��������# �����&� �� �������� �� ����' ������

� ������ �� ��(���� �� ���������� ����&���#  �����(��� � ������� ������

��������#

• )��� � �������� ������� ��� ������ ���� �������� ����	������ ������� ����� ��
���	��� �� �������� ���� ����� ��%�� � ����� ���� ���� ��� n ������ �� �#�#

• )��� ������ ���� ������� � ������� �� ���� ��� ������ �� �#�# �������� ���
Sn =

(a1 + an)n

2
���� r �����*�� �� ��%�� �� �#�# �������� �� �����+

	�
��������� ,��(����� � ���� ���� n = 1 ���*��+

S1 =
(a1 + a1)1

2

S1 =
2a1
2

S1 = a1

�����' ������� ����� ���� ����� n ≥ 2 �����*�� ��� & ����� ���� n+ 1 :

n+1∑
i=1

ai =
n∑

i=1

ai + an+1

-.



n+1∑
i=1

ai =
n(a1 + an)

2
+ an+1 =

(na1 + nan + 2an+1)

2

n+1∑
i=1

ai =
(2 (n+ 1)a1 + n(n+ 2− 1)r )

2

n+1∑
i=1

ai =
(n+ 1)(2a1 + nr)

2
=

(n+ 1)(a1 + (a1 + nr))

2

n+1∑
i=1

ai =
(n+ 1)(a1 + an+1)

2

��
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