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Resumo

O presente trabalho tem como principal objetivo desenvolver um material manipulavel
para auxiliar o processo de ensino e aprendizagem dos Numeros Complexos. Primeiramente
procura situar o atual ensino dos Numeros Complexos tendo como norte, o viés da
pesquisa produzida em dissertacoes de mestrado e publicadas no portal da Capes e na
biblioteca Virtual do PROFMAT no periodo de 2004 a 2014. Apresenta, em seguida,
aspectos historicos sobre o tema, uma fundamentacao matematica e uma discussao sobre a
utilizacao de materiais manipuldveis como recursos didaticos para o ensino da matematica.
E proposto um material manipulével denominado GeoPlexo e uma sequéncia de atividades
dos contetidos de potenciacao e radicagdo de Numeros Complexos explicando sua utilizacao.
Constatou-se a relevancia do material manipulédvel como recurso didatico para o ensino
dos Numeros Complexos, principalmente no que tange a visualizagdo geométrica deste

objeto matematico.

Palavras-chaves: Ensino. Ensino Médio. Numeros Complexos. Material Manipulavel.



Abstract

This study aims to develop a manipulative material to assist the teaching and learning
of Complex Numbers. Primarily, It tries to define the status of the current teaching of
Complex Numbers, having as guide the bias of the research produced in dissertations and
published on the website of Capes and the Virtual Library of Profmat from 2004 to 2014.
It presents historical aspects of the theme, a mathematical foundation and a discussion of
the use of manipulative materials as teaching resources for the teaching of mathematics.
It introduces the manipulative material called GeoPlexo and a sequence of activities of
potentiation and settling of complex numbers, explaining its use. It concludes with the
importance of manipulative materials as a teaching resource for the teaching of Complex

Numbers, especially regarding the geometric visualization of this mathematical object.

Key-words: Teaching. Geometry. Complex Numbers. Manipulative Materials.
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1 Introducao

Foi-se o tempo em que bastava qualquer diploma, contanto que tivesse um pequeno
numero de horas relacionadas com, ou a simples citacao da palavra matematica em seu

interior, e o profissional ja estava apto a ser um professor de matematica.

Nao estamos nos referindo aos professores que antigamente, apesar de nao terem
formagao especifica, até hoje sao lembrados pela sua qualidade e dedicacao, verdadeiras
excegoes a regra. O fato é que com o surgimento das teorias de educagao, um novo rumo
foi dado ao ensino da matematica, agregando um novo suporte aquilo que antes era apenas
conhecimento técnico especifico que associado a muita vontade em ensinar, era considerado
suficiente. Suporte este, que norteado por parametros didaticos pedagogicos tentam compor
o novo professor de matematica, justamente o que se espera de um curso de Licenciatura

em Matematica.

Evidentemente seria injusto atribuir a graduacao a incumbéncia de resolver toda
essa problematica. A complexidade deste contexto nos leva a travar uma batalha constante

que requer a participacao de toda a comunidade académica, em todos os ambitos e niveis.

Dando um enorme salto na sequéncia temporal, quando falamos no ensino da
matematica no Ensino Médio e a forma de como vamos efetivamente atender as necessidades
do nosso estudante, nos deparamos com intimeras questoes realmente relevantes a este
impasse mas que, no momento, nao serao abordadas. No entanto podemos citar pelo menos
uma delas, a propria metamorfose constante do objeto em questao, o aluno. Redes sociais,
aparelhos eletronicos, novas liberdades - um verdadeiro buffet de possibilidades que é
oferecido ao nosso jovem aluno - competem com a aten¢ao a aula de matematica e com a
dedicacdo de seu estudo. E utépico crer que, em turmas convencionais de ensino médio,
geralmente teremos homogeneidade. Como educadores, precisamos estar preparados para

todas as situagoes.

Quando o assunto ¢ restrito ao ensino dos Numeros Complexos, onde o tratamento
tradicional, norteado pelo método de aulas expositivas sem interagao alguma entre as partes
envolvidas, fez o aluno desenvolver uma verdadeira aversao a este conteudo, fazendo-nos
perceber a necessidade de reavaliar todo o processo envolvido e de alguma forma reacender

a motivacao para este ensino.

Questoes envolvendo o ensino e a aprendizagem dos Nimeros Complexos no Ensino
Médio das escolas brasileiras, sejam particulares ou publicas, tém sido tema de muitas
discussoes por profissionais envolvidos no assunto. Esse fato, inclusive é de facil comprovagao
quando observamos que no proprio programa PROFMAT, nos ultimos trés anos foram

mais de trés dezenas de trabalhos focando este tema.
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Os Numeros Complexos, além de se configurarem como um conjunto de ferramentas
fundamentais dentro da préopria matematica, como no estudo das variaveis complexas,
algebra linear complexa ou na sua aplicagdo em geometria, como mostra Neves (2014a),
também sao de extrema necessidade em diversas areas do conhecimento, como nas enge-
nharias, sendo muito utilizado em eletromagnetismo, controle e circuitos elétricos, como

aborda Costa (2007).

Quando observamos os Pardmetros Curriculares Nacionais(PCN, 1998), ja no
capitulo de apresentacao temos a frase: “De certa forma, também organizam o aprendizado
de suas disciplinas, ao manifestarem a busca de interdisciplinaridade e contextualizagao e
ao detalharem, entre os objetivos educacionais amplos desse nivel de ensino, uma série de
competéncias humanas relacionadas a conhecimentos matematicos e cientifico-tecnologicos”
e mais adiante, no capitulo das competéncias e habilidades também comenta: “Articular
o conhecimento cientifico e tecnolégico numa perspectiva interdisciplinar” verificamos o
respaldo legal para o ensino contextualizado, interdisciplinar e de conteidos que tenham

aplicagao tecnoldgica.

As Diretrizes Curriculares da Educagao Béasica do Estado do Parana sao muito claras
quanto ao ensino dos Numeros Complexos. Além de estar incluido no desmembramento

dos conteiidos estruturantes niimeros e algebra, recebe grande énfase:

"No ensino médio, ha necessidade de aprofundar o estudo dos niimeros,
de modo a ampliar o conhecimento e dominio deste conteiido para que
o aluno: compreenda os Numeros Complexos e suas operagoes, [...]".
(PARANA, 2008)

Conforme discorremos, o ensino de conteidos que tenham uma relagdo estreita
com o uso em tecnologias, tal como os Numeros Complexos, sao comentados pela prépria

legislagao vigente.

Se nao bastasse o pré-requisito necessario para grande parte dos cursos de enge-
nharia, o vasto rol de conteidos dentro da propria matematica que podem ser trabalhados
ao se ensinar Numeros Complexos, como geometria, trigonometria e progressoes, ja seria o

suficiente para credenciar sua importancia.

Em julho de 2010, no X Encontro Nacional de Educacao Matematica realizado
em Salvador — BA (SOUSA; OLIVEIRA, 1993) foram exibidos, em formato de Pdster,
um relatério de uma pesquisa executada por pesquisadores da Universidade do Estado
do Parad enfatizando a extrema dificuldade dos alunos em assimilar o contetido dos
Numeros Complexos frente ao método utilizado. Em suas consideragoes finais ressaltam:
“A pesquisa apontou que, de maneira geral, os alunos estao em uma situac¢ao preocupante,
nao demonstrando um bom resultado na resolucao das questoes propostas, sendo estas

consideradas usualmente tidas no ensino dos complexos”.



Capitulo 1. Introdugdo 3

O fato é que, independentemente dos motivos, o professor de matematica da
educacao basica tem encontrado muitas dificuldades no ensino dos Nimeros Complexos.
Porém, é visivel a sensibilidade por parte dos estudiosos do assunto em promover discussoes,
estudos, estratégias e metodologias que venham a contribuir com a melhoria do processo de
ensino e aprendizagem deste conteiido, e que de uma maneira mais ampla, possa mostrar

resultados efetivos em suas aplicagoes.

Duas décadas de trabalho, ministrando aulas em turmas do ensino médio de escolas
publicas estaduais e particulares me inquietaram sobre as dificuldades supracitadas, que
juntamente com a necessidade de mostrar aos alunos a importancia do conhecimento dos

Numeros Complexos, me inspiraram a realizar esta pesquisa.

Minha experiéncia no ensino dos Niimeros Complexos fez-me vivenciar situagoes
que me levaram a constatar que realmente algo pode e deve ser feito para desmitificar este
tema. A vontade de fazer parte de uma possivel mudanca de mentalidade e ser membro

ativo deste processo me alimenta para esta jornada.

Nesta perspectiva, a presente pesquisa teve como objetivo desenvolver um material
manipulavel para auxiliar no processo de ensino e aprendizagem dos Numeros Complexos,
principalmente no que tange a visualizagdo geométrica, as operacoes de potenciagao e

radiciacao.

Os objetivos especificos deste estudo foram:

1. realizar um estudo bibliografico com aprofundamento matemético dos Ntmeros

Complexos;

2. investigar sobre a utilizacdo de materiais manipuldveis no ensino e aprendizagem da

matematica;

3. realizar um levantamento bibliografico sobre as pesquisas focadas no ensino dos

Numeros Complexos no periodo de 2004 a 2014;

4. construir um material manipulavel e uma sequéncia de atividades para seu uso no

ensino e aprendizagem dos Nimeros Complexos.

Para isso optou-se por desenvolver uma pesquisa qualitativa de cunho tedrico, uma
vez que nos baseamos em estudos bibliograficos para elaborar um modelo de material

manipulavel para o ensino dos Numeros Complexos.

Este material manipulavel, que denominamos GeoPlexo, tem o objetivo de fazer
a ponte entre as abordagens algébricas e geométricas veiculadas pelo tema. A ideia do
material é tornar o aluno participante ativo na dinamica de seu uso. A estrutura fisica do

GeoPlexo, composta de partes fixas e mdveis pretende ajudar o aluno a entender o sentido
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pratico dos resultados encontrados e esta associacao devera facilitar a compreensao da
parte analitica e operacional, como por exemplo a compreensao dos resultados obtidos a

partir do calculo das raizes n-ésimas pelo uso da segunda féormula de Moivre.

Deste modo, esta pesquisa esta organizada em 4 capitulos. A presente introducao; o
capitulo 2, que trata das pesquisas sobre o ensino e aprendizagem dos Numeros Complexos
buscando situar o ensino deste contetudo pelo resultado destas pesquisas; o capitulo 3,
que traz a fundamentacao tedrica envolvida no tema referente aos aspectos matematicos
dos Numeros Complexos e o estudo dos materiais manipulaveis no ensino da matematica;
o capitulo 4, que faz uma descricao detalhada do GeoPlexo e traz uma sequéncia de

atividades para seu uso, e por fim, as consideragoes finais.

?? mostra ...



2 Os Nimeros Complexos e o seu ensino: um

olhar pelo viés da pesquisa

Para identificar como tem se apresentado o ensino dos Numeros Complexos na
atualidade, optamos por olhar através da pesquisa sobre o assunto, sendo assim, escolhemos
o periodo de 2004 a 2014 para analisar as pesquisas que tratam sobre os Numeros

Complexos.

O recorte utilizado foi investigar as dissertacoes de mestrado publicadas no portal
da Capes e na Biblioteca virtual do portal PROFMAT .As palavras chaves utilizadas na
janela de busca do site dos Peridédicos da Capes foram: Ntumeros Complexos, Ensino dos
Numeros Complexos, Materiais Manipulaveis para o Ensino dos Ntumeros Complexos e

Materiais Manipulaveis para o Ensino da Matemaética.

Apébs o estudo destas pesquisas, organizamos os trabalhos em categorias de in-
vestigacao, para no final do capitulo situarmos o ensino dos Numeros Complexos pelo
viés da sua pesquisa. As categorias foram elencadas a partir da andlise do titulo, resumo,

palavras-chave e organizadas conforme o seu objetivo principal.

Atualmente, muitas publicagdes académicas tém levantado inimeras questoes sobre
o estudo dos Numeros Complexos, incluindo o préprio Programa de Mestrado Profissional
em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT) que em muito vem enriquecendo as fontes
de informacoes e os pardmetros de andlises do tema tao questionado. Gomes (2013b) cita
na introducao de sua dissertacao: "Apesar de contemplados nas DCEs do estado do Parana,
nem sempre nas salas de aula esses conteudos sdo abordados com a devida importancia'e
mais adiante ressalta: "...no caso dos Complexos o tratamento se da com quase nenhuma

importancia'.

De fato, como participante do processo e descontente com esse cenario, mesmo
sabendo das diversas dificuldades que assolam todo o professor de matematica, seja pela
heterogeneidade das turmas, seja pela falta de interesse dos alunos, seja pelo desconheci-
mento da importancia do tema e principalmente pela inseguranca em ensina-lo, nao posso
contribuir com o aumento do rol de justificativas, mas sim tentar encontrar alguma saida
viavel, estudando, sugerindo solucoes, propostas e alternativas, para quem sabe chegar
num denominador comum com tudo o que ja esta sendo feito e desmitificar, de uma vez

por todas, o ensino dos Ntumeros Complexos.

De um modo geral, as pesquisas indicam que o tratamento dado aos Numeros

Complexos, quando existe, é essencialmente algébrico e ndo apresenta relagdo com os

outros contetidos ((OLIVEIRA, 2013), (CAON, 2013b), (CUNHA, 2013), (PAES, 2013),
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(CHAGAS, 2013).

Apesar da grande complexidade do tema, percebe-se que as discussoes conver-

gem para duas principais situagoes: ou os Nimeros Complexos nao recebem sua devida

importancia ou sao apresentados de forma essencialmente algébrica.

O fato é que, apesar da inclusao de propostas pedagdgicas diversificadas no processo

de ensino sempre ter sido alvo de criticas , como afirma Spada (2009), muitas tentativas

vém sendo feitas para melhorar o aprendizado dos Numeros Complexos.

A tabela 1 apresenta as dissertagoes estudadas, a universidade e o programa de

origem, o ano da publicacao e a categoria na qual classificamos, com base no enfoque dado

ao tratamento dos Niumeros Complexos.

Tabela 1: Categorizagdo dos Trabalhos Analisados

Categorias | Titulo Ano | Universidade e Programa
Numeros Complexos e Fungoes de Universidade Federal do Rio Grande
Varidvel Complexa no Ensino Médio 5019 do Sul - Mestrado Profissionalizante
- Uma Proposta Didética com Uso em Ensino de Matematica
Uso de de Objeto de Aprendizagem
Tecnologias Numeros Complexos e Polinémios: Universidade Estadual de Maringa -
estratégias de ensino para aplicacdo | 2013 | PROFMAT
por meio do GeoGebra
Ntmeros Complexos e GeoGebra 2013 Universidade - Estadual Paulista. -
PROFMAT
Aplicacoes dos Numeros Complexos 9013 Universidade Federal da Paraiba -
na Geometria Plana PROFMAT
Nuimeros Complexos e Algumas Apli- 5013 UFF - Instituto de Matemaética e
cagoes Estatistica - PROFMAT
Ntmeros Complexos: Inter-Relagao 9013 Universidade Estadual de Ponta
entre Contetidos e Aplicagoes Grossa - PROFMAT
Numeros Complexos e Conicas Universidade Federal do Amazonas -
2013 | PROFMAT
o Uma metodologia baseada na histé- Universidade Federal do Tocantins -
Aplicagoes . . .
ria para a obtencdo do conceito sobre | 2014 | PROFMAT
Numeros Complexos
Numeros Complexos: Um estudo de Universidade Federal do Ceara -
aplicacoes a trigonometria e as equa- | 2014 | PROFMAT
¢Oes algébricas
Uma Aplicacdo dos Numeros Com- 5014 Universidade Federal do Piaui -

plexos no Ensino Médio da Educagao

Profissional Técnica

PROFMAT
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Universidade Estadual da Paraiba -

Numeros Complexos e Geometria, 2014
PROFMAT
Numeros Complexos: Um estudo Universidade Federal de Juiz de Fora
acerca dos conhecimentos prévios e - PROFMAT
das nogoes de aplicabilidade na pers- | 2014
pectiva dos alunos do 3° ano do En-
sino Médio
Numeros Complexos: Uma Proposta Universidade Estadual de Londrina -
Didatica Baseada na Modelagem Ma- | 2013 | PROFMAT
tematica e em Contextos Histéricos
Modelagem Modelagem Mateméatica no Processo Universidade Estadual de Londrina -
de Ensino e Aprendizagem dos Nu- 5013 PROFMAT
meros Complexos: Uma Proposta Di-
datica
Numeros Complexos: Uma Proposta Universidade Federal do Rio Grande
Geométrica 2013 | do Sul - Programa de Pés-Graduacgao
em Ensino de Matemética
Numeros Complexos: Alguns Aspec- 5013 Universidade Federal do Maranhao -
tos Algébricos e Geométricos Departamento de Matemaética
_ | Nameros Complexos: Uma proposta Universidade Federal Fluminense -
Representacoes 2013
de ensino PROFMAT
Semidticas
Explorando um Tratamento Matri- Universidade Federal de Vigosa -
cial para uma Introdugdo aos Nume- | 2013 | PROFMAT
ros Complexos
Representacdo Geométrica dos Ni- Universidade Federal do ABC -
meros Complexos: Aplicagoes e Pos- | 2013 | PROFMAT
sibilidades Didaticas
Ntmeros Complexos Para o Ensino Universidade Federal de Campina
Médio: Uma Abordagem Com Histé- | 2013 | Grande - PROFMAT
ria, Conceitos Bésicos e Aplicagoes
Resolugao de
Aplicagbes dos Numeros Complexos Instituto Nacional de Matematica
Problemas 2014
em Geometria Pura e Aplicada - PROFMAT
Numeros Complexos Aplicados a Ge- 5014 Universidade Federal de Juiz de Fora-
ometria PROFMAT
Anélise de Nem Complexo, nem imaginario. Universidade Estadual do Sudoeste
Livros Ressignificando o ensino dos Nume- | 2013 | da Bahia - PPROFMAT
Didaticos ros Complexos no ensino médio
A Relevancia do Ensino dos Niime- Universidade Estadual do Norte Flu-
Estudo com
ros Complexos no Ensino Médio na minense - Centro de Ciéncia e Tec-
Professores 2013

Opiniao dos Professores de Matema-

tica

nologia
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Numeros Complexos: Ensino e Apli- 9013 Universidade Federal do Mato
cacoes Grosso do Sul - PROFMAT
Numeros Complexos: Uma Aborda- 5013 Universidade Federal do Amazonas -
gem Para o Ensino Médio PROFMAT
Dos Nimeros Complexos aos Qua- Universidade Federal Tecnolégica do
térnions: Desenvolvimento Algébrico, 5013 Parana - PROFMAT
Aplicacoes Interpretagdo Geométrica e Aplica-
com Aprofun- | ¢oes
damento Transformacdo de Mobius no Plano 9013 Universidade Estadual Paulista-
Matematico Complexo PROFMAT
Ntumeros Complexos e Transforma- 9013 Universidade Federal de Goids-
¢do de Mobius PROFMAT
Ntumeros Complefxos e o Teorema 9014 Universidade Federal de Goids-
Fundamental da Algebra PROFMAT
Aplicabilidade dos Ntmeros Comple- Universidade Federal da Paraiba -
x0s nos circuitos elétricos em cor- | 2014 | PROFMAT
rente alternada

Fonte: Acervo préprio

2.1 Uso de Tecnologias

Entendemos por Uso de Tecnologias a integracdao de recursos que visem transformar
o tratamento essencialmente tedrico de uma aula de matematica num ambiente estimulador
de outras formas de aprender. Podemos citar nao apenas o uso das novas tecnologias, como
o computador através de softwares e ambientes virtuais interativos, mas também o uso do

proprio video, video-game, calculadora e o préoprio celular.

Gomes (2013b), em seu trabalho, utiliza o GeoGebra para a resolu¢ao de uma
sequéncia de atividades sobre Nimeros Complexos. O enfoque dado pelo autor ¢é utilizar a
janela de visualizacao do software de forma que sempre seja habilitada a fun¢ao que mostra
os eixos coordenados e a malha quadriculada da tela, justamente para a visualizacao
do aluno. Dentro deste contexto, o autor define as formas de um ntimero complexo e
realizando operacoes utilizando varios recursos do GeoGebra, tais como Pontos Sobre a
Malha , Fizar a Malha, Vetor definido por dois pontos, janela de dlgebra, Reflexdo em
relagdo a uma reta, dentre outros. Com certeza, seu trabalho podera servir de modelo
para a utilizacao pelos professores quando forem ministrar Niimeros Complexos e quiserem

utilizar este software.

A importancia da vizualizagdo geométrica também se faz presente no trabalho

de Bastos (2013), que também utiliza o software Geogebra na resolugdo de uma lista
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de atividades. Apesar da semelhanga com o trabalho de Gomes (2013b), que além de
fundamentar o conjunto dos Nimeros Complexos, suas formas e operacoes, traz o diferencial
de contemplar exercicios de varios vestibulares como Fuvest, Vunesp, ITA e Ufscar. Muitos
pontos sao positivos em seu trabalho, porém, o mais marcante é o zelo pelos detalhes no

passo-a-passo na utilizacao do Geogebra.

Monzon (2012), em seu trabalho, destaca o uso de um video com o nome "Dimensi-
ons: une promenade mathematique”, que consiste de 9 capitulos com o intuito de explicar
a quarta dimensao e também o uso de outra ferramenta que é o objeto de aprendizagem
denominado "Numeros Complezxos’, representado pela sigla NC, que consiste num recurso
multimidia interativo que possuem animacoes graficas geradas com o uso do software
Geogebra. Este objeto é disponibilizado no site (SUL, 2013) , no link Biblioteca Virtual.

2.2 Aplicacoes

Compreendemos que nesta categoria se enquadram os trabalhos que utilizam os
Numeros Complexos como uma ferramenta usada nao sé para o tratamento de situagoes
em outras areas do conhecimento, como na engenharia, fisica, quimica, dentre outras, mas

também dentro da propria matematica.

O trabalho de Nobre (2013), define de maneira rigorosa os Nimeros Complexos,
apresentando algumas propriedades e aplicacdes em trigonometria e eletricidade, além
do trato formal de todas as formas e operacoes. Seu trabalho também teve um momento
dedicado a aplicacao de questionarios envolvendo professores e alunos sobre a problematica
do tema, registrando algumas informagoes sobre o assunto, como por exemplo, verificou
que 25% dos alunos que participaram da pesquisa afirmaram nao saber o que sao Numeros

Complexos, lembrando que os alunos eram do 3° ano do Ensino Médio.

Caon (2013a), inicia seu trabalho com um histérico e fundamentagdo dos Numeros
Complexos. Em seguida analisa 10 livros didéticos disponibilizados pelo Plano Nacional do
Livro Didético do Ensino Médio (PNLEM) levando em consideragao o contexto histérico,
as formas de apresentacgao, as relacoes com outros conteiidos matematicos e as aplicagoes
em outras areas do conhecimento. Realiza uma conexao entre os Nimeros Complexos e
a Geometria, mas principalmente entre outras areas do conhecimento, como é o caso da

fisica e engenharia elétrica.

A utilizacdo dos Numeros Complexos como ferramenta para solucionar atividades
envolvendo a geometria plana, em muitos casos, tem se mostrado muito eficaz e esse fato
é comprovado pelo trabalho de Feitosa (2013). O autor utiliza os Numeros Complexos
na demonstragao de teoremas classicos da Geometria, tais como o Teorema de Napolido,

a Lei dos Senos e dos Cossenos, bem como alguns exemplos de aplica¢des na geometria
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analitica.

Aratjo (2014b), em seu trabalho, utiliza os Numeros Complexos para a classificacao
e calculos de elementos das cOnicas, tais como a direcao da diretriz, coordenadas do focos
e vértice. O autor considera que uma das vantagens da utilizagdo dos Nuimeros Complexos
para trabalhar com coénicas ¢ justamente quando os eixos nao sao paralelos aos eixos

cartesianos.

Mesmo construindo o conceito dos Numeros Complexos a partir do ponto de vista
histérico, valorizando todo a trajetéria da evolugao destes nimeros, (LOPES; 2014) acaba
em utilizar os Nimeros Complexos para a resolucao de problemas concretos, que incluem

a rotacao de vetores, construcao de poligonos e o classico problema do tesouro.

Araujo (2014) aplica a parte algébrica dos Numeros Complexos na resolugao de
equagoes algébricas quadraticas e ciibicas e também a abordagem geométrica para aplicagao

na trigonometria.

O trabalho de Lira (2014) apresenta uma aplicacao dos Numeros Complexos na
Educagao Profissional Técnica de Nivel Médio, mais precisamente em cursos Técnicos de
Eletronica, Eletromecanica e Eletrotécnica. O Autor utilizou a estrutura do Corpo dos
Complexos como ferramenta para a andlise de circuitos de corrente alternada, onde aplica

um método para a resolugao de circuitos lineares.

Apesar da semelhanca com o trabalho de Feitosa (2013) na utilizacado dos Niimeros
Complexos como ferramenta na resolugao de exercicios de geometria plana, o trabalho
de Oliveira (2014) também utiliza os Nimeros Complexos para a resolugao de exercicios
algébricos e tem como principal caracteristica uma preocupacao com o tratamento algébrico

paralelo as resolucoes dos problemas.

Simao (2014) realiza um estudo com uma turma de 53 alunos da Escola Preparatéria
de Cadetes do Ar (EPCAR), realizando uma rotina pedagégica de Ensino dos Numeros
Complexos com o intuito de conhecer as motivagoes e desmotivagoes, como a prépria
autora comenta, do processo. Ela inicia aplicando um questionario a fim de compreender a
forma como os alunos dao sentido aos Nuimeros Complexos, seguido de aulas tedricas sobre
o assunto valorizando os aspectos histéricos, apresentacao voluntaria dos alunos sobre
a aplicabilidade dos Numeros Complexos e apds a exposicao de cada contetido, houve
uma pratica contextualizada com a fisica. Finalmente houve a aplicacdo de um segundo
questionario. A autora utiliza as informacoes que foram registradas em diario de campo e
as respostas dos questionarios, agrupando por similaridades e também elenca a fala dos

alunos.
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2.3 Modelagem Matematica

(Classificamos em Modelagem Matematica os trabalhos que utilizaram os Ntimeros
Complexos como forma de descrever situagoes do mundo real, bem como aquelas que

geraram uma sequéncia de atividades para o proprio ensino deste contetudo.

Cunha (2013), realiza uma intervengao pedagégica numa escola onde sugere um
roteiro de atividades que podem ser trabalhadas na 3* série do ensino médio com o
contetiddo dos Numeros Complexos. Partindo de algumas situagoes-problema e utilizando
dos Nimeros Complexos e o software Geogebra, produz uma sequéncia didatica como

sugestao aos professores de Matematica.

O problema classico da [lha do Tesouro ¢ uma das situagoes-problema escolhido por
Paes (2013), para realizar seu trabalho de modelagem. Ela resolve o mesmo problema varias
vezes de forma geométrica para a partir de entao, mostrar a importancia dos Niimeros

Complexos em situagoes em que ocorre a auséncia de algumas informacoes.

2.4 Representacoes Semidticas

Entendemos que os trabalhos que se enquadram nesta categoria sao aqueles que
utilizam e priorizam o trabalho com mais de uma representacao do objeto matematico

Numeros Complexos, seja algébrico, geométrico, matricial ou trigonométrico.

No que tange ao ensino dos Numeros Complexos propriamente dito, Caldeira (2013)
constata que na maioria das vezes os professores optam por uma abordagem mais algébrica
em detrimento do uso da geometria e realiza uma sequéncia didatica que prioriza o uso da
visualizagao geométrica, apesar de trabalhar de forma mais tradicional e utilizar alguns
recursos tecnologicos, como o software GeoGebra, nao prioriza sua utilizacao pelos alunos

mas apenas como fonte visual de resultados.

O trabalho de Junior (2013) apresenta um proposta que consiste em utilizar o
Numero Complexos como pares ordenados de niimeros reais, definindo as operagoes de

adicao e multiplicacao.

Pinheiro (2013), realiza um trabalho dando énfase as representacoes geométricas
dos Numeros Complexos, que juntamente com uma fundamentagao detalhada do tema
tem como objetivo fornecer um material que possa ser utilizado pelos professores de
matematica. A ideia é incentivar o uso da representacao geométrica sempre que possivel,

para possibilitar uma nova visdo de aprendizado dos Niimeros Complexos.

O tratamento matricial é muito utilizado por Gomes (2013a) em seu trabalho a
fim de associd-las a pontos do plano R?. Desta forma, consegue fazer a ligacdo com a

visualizacao geométrica. Também trabalha as operacoes de multiplicacdo dos Ntimeros
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Complexos e sua relagdo com as rotagoes no plano.

Dias (2013), inicialmente, levanta uma discussao sobre as representagoes geométri-
cas que sao utilizadas para o ensino de alguns contetdos. Apresenta algumas possibilidades
de aplicacoes e readequacao de acordo som a situacao. Defende a representacao geométrica
em detrimento da algébrica. Introduz o estudo dos Sistemas de Coordenadas, Vetores
e Numeros Complexos e apresenta alguns métodos para operagao de vetores utilizando

geometria e trigonometria.

2.5 Resolucao de Problemas

Compreendemos que nesta categoria estdo os trabalhos que utilizam a resolucao de

problemas para propor uma forma de ensinar os Niimeros Complexos.

O objetivo de criar um material que tivesse aplicacao direta em sala de aula, foi o
que levou Almeida (2013) a apresentar uma proposta de ensino baseada na resolugao de
problemas sobre o tema Niumeros Complexos. Sua sequéncia contempla problemas que
envolvem historia dos Numeros Complexos, os conceitos basicos e problemas de aplicacao

do referido contetudo.

Santos (2014), utiliza a resolugao de problemas para mostrar aplicagoes basicas dos
Numeros Complexos na geometria euclidiana plana. [lustra a possibilidade de trabalhar
com a forma geométrica e vetorial, sempre buscando estabelecer comparagoes entre o

algébrico e o geométrico.

O trabalho de Neves (2014b) utiliza a representacdo vetorial de um nimero com-
plexo no plano R? dando énfase a importancia da operacdo de multiplicacio e seu efeito

na rotagao de um vetor.

2.6 Analise de Livros Didaticos

Esta categoria trata de um trabalho que focou a sua investigacdo na analise de

livro didatico utilizados por professores.

Rocha (2013) realizou uma analise de livros didaticos do Ensino Médio utilizados
em algumas escolas publicas do Estado da Bahia e constatou limitacoes quanto a abor-
dagem de alguns aspectos sobre o ensino dos Numeros Complexos, como por exemplo a
superficialidade nos histéricos, conceitos e aplicacoes. Na avaliacdo do autor, uma grande
parte dos livros didaticos precisam sofrer alteracoes que visem melhorar o ensino dos

Numeros Complexos e também defende a ideia da permanéncia deste conteido no curriculo
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e nos livros didaticos, enfatizando sua importancia na aplicagao em conteidos dentro e

fora da matematica propriamente dita.

2.7 Estudo com Professores

Compreendemos que esta categoria enquadra os trabalhos que realizaram pesquisas
qualitativas ou quantitativas envolvendo professores de matematica que trabalham com

Numeros Complexos.

Com o objetivo principal de descobrir a opiniao dos Professores de Matematica
sobre os ensino dos Numeros Complexos, sua relevancia no Ensino Bésico e os fatores
que influenciaram nas opinides, Chagas (2013) realizou uma pesquisa quantitativa com

professores de Matematica que atuam no Ensino Médio.

Naquele ano, constatou que 48% dos professores consideraram relevante o ensino
dos Numeros Complexos e 20% consideraram indispensavel. Em contrapartida, também
descobriu que 29% consideraram esse estudo pouco relevante e ainda 3% consideraram

irrelevante.

Em seu trabalho, o autor também analisou o grau de formacao dos Professores
pesquisados e relatou algumas respostas, como por exemplo a de um professor que em seu

depoimento disse que nao ensinava Niumeros Complexos por nao ser contetido programatico

do ENEM.

2.8 Aplicacdes com Aprofundamento Matematico

Nesta categoria, elencamos os trabalhos que utilizam o contetido dos Numeros
Complexos como aplicacao em outras areas do conhecimento geralmente trabalhados em

nivel superior ou geralmente nao abordados no ensino médio.

Apesar de sua dissertagao tratar da aplicagao dos Numeros Complexos e trazer uma
fundamentacao académica sobre o assunto, incluindo o trato dos Polinomios sobre o Corpo
C, Oliveira (2013) acaba trabalhando com contetidos mais avangados que geralmente nao
sdao contemplados no ensino médio, como por exemplo a Algebra de Clifford, iniciando

com a fundamentacio vetorial e chegando até o Isomorfismo de A(R*) com quatérnions.

Araijo (2014a), em seu trabalho onde aplica os Nimeros Complexos em problemas
envolvendo a teoria dos circuitos elétricos em corrente alternada, realiza uma fundamentagao
aprofundada dos contetidos necessarios para o tema. Mesmo fazendo uma fundamentagao
tradicional dos Numeros Complexos e aplicando intimeros problemas de circuitos elétricos,
também trata dos limites e derivadas de fungoes reais de uma variavel real e fungoes

complexas de uma varidavel complexa.
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Santos (2013) realiza uma linha do tempo fazendo uma associagao entre a repre-
sentacao algébrica e geométrica dos Nimeros Complexos. Como na maioria dos trabalhos,
define todas operagoes em C e as diferentes formas de representagdo dos Niumeros Com-
plexos, incluindo defini¢ao e operagdo com Quatérnions. Finalmente utiliza os Ntimeros
Complexos como ferramenta na resolugdo de outros problemas em diversos ramos da
matematica e em outras areas, tais como aerodindamica, analise de circuitos elétricos,

biomecanica, computacao gréafica e jogos digitais, dentre outras.

O foco do trabalho de Filho (2013) séo as transformagoes no plano utilizando os
Numeros Complexos. O autor inicia definindo Complexos como pontos do plano, suas
representacoes, propriedades operatérias, associacao com algumas matrizes e significados
geométricos. Apresenta algumas transformagoes especiais, tais como a Transformacao de

Mobius e as Transformagoes de Schirnhausen.

Muito similar ao trabalho de Filho (2013), Pereira (2013) também utiliza os Nimeros
Complexos para trabalhar a transformacao de Mobius e utiliza a unidade imaginaria ¢

como operacao de rotacao.

Rocha (2014) realiza um trabalho voltado ao estudo do Teorema Fundamental da
Algebra. Além de uma abordagem histérica sobre as equacoes algébricas e do préprio Teo-
rema Fundamental da Algebra, o autor realiza uma formalizacdo dos Nimeros Complexos,
principalmente evidenciando sua relagdo com o Teorema. Busca demonstrar o Teorema

Fundamental da Algebra de forma mais acessivel, porém axiomaética.

O trabalho de Fonseca (2013) apresenta o conjunto dos ntimeros perplexos fazendo
uma analogia com os Numeros Complexos. O autor define as operagdes de adicao e
multiplicagdo no conjunto dos nimeros perplexos e realiza um estudo do Corpo dos
Numeros Complexos. Também define e trabalha com estruturas algébricas, como Grupos

e Anéis.

2.9 Consideraces Sobre o Capitulo

As investigagbes mostraram que a maioria das dissertagoes que trataram do tema
Numeros Complexos foram voltadas para a Aplicacao deste contetido, seja em subareas da

propria Matematica ou em outras areas do conhecimento, como na engenharia elétrica.

Muitos dos trabalhos que também trataram da aplicagdo dos Numeros Complexos
focaram no aprofundamento matematico, trabalhando com contetidos que normalmente
nao sao contemplados no ensino médio, como a transformacao de Mobius, os Quatérnions,

dentre outros.

Varios trabalhos evidenciaram a preocupacao em relacionar as representacoes

algébrica e geométrica de um Numero Complexo, outros abordaram o uso de recursos
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tecnologicos tal como o uso do software Geogebra e o restante ficou dividido entre a
resolugao de problemas, modelagem matemaética, analise de livros didaticos e estudo com

professores.

Entretanto, independente do foco dado aos trabalhos, o que mais chamou nossa
atencao, é que a grande maioria dos autores expressou que o ensino dos Numeros Complexos
enfrenta um momento muito conturbado e que nao esta associada apenas a dificuldade
natural do processo ensino e aprendizagem do assunto, mas também ao descaso no

tratamento deste contetudo.

Sempre lembrando que tal descaso contradiz a legislagao vigente, os PCNs e as
DCEs, que deixam claro sobre a importancia do ensino dos Numeros Complexos, nao
apenas como aplicacdo em muitas areas do conhecimento, mas também como ferramenta
dentro da prépria matematica, como citados e utilizados em varios trabalhos analisados

neste capitulo.

Nao obstante, o ponto animador e praticamente unanime entre os autores, é a
vontade de contribuir para o enriquecimento dos estudos em busca da melhoria de todos os
aspectos relacionados ao tema. Deste modo, podemos dizer que o Ensino dos Complexos,
baseados nestes estudos, passa por um periodo de intensas mudancas e ao mesmo tempo
que se constatam grandes dificuldades de aprendizado por parte dos alunos, se observa

uma busca de alternativas para supera-las.
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3 Fundamentacao Tedrica

3.1 Aspectos Matematicos

3.1.1 Breve Historico

Havia uma raiz de nimero negativo no meio do caminho, no meio do caminho
havia uma raiz de nimero negativo. Certamente uma situacao que sempre traz um certo
receio e desconforto aos alunos do ensino médio ao se depararem com equagoes do tipo
2241 =0, 22 +5 =0 ou na aplicacio da féormula de Béskara, sempre que A = b* — dac é

negativo.

Na verdade, o tratamento desta questao ja vem de longa data. Resolver equagoes
realmente fascinava estudiosos do passado e eventualmente enfrentavam o mesmo problema
quando do célculo de raizes de niimeros negativos, geralmente associados a situagoes
envolvendo a geometria. Apesar de algumas referéncias de trabalho com estes niimeros,
como ¢é o caso de Heron de Alexandria que registra em sua obra /81 — 144 proveniente
do céalculo do volume de uma piramide e, apds praticamente dois séculos, Diofanto de
Alexandria, que ao resolver uma equagao do segundo grau se deparou com +/1849 — 2016,
geralmente eram descartados pelos matematicos da época que nao os consideravam como
nimeros "verdadeiros', (DANTE, 2010).

Num salto histérico, podemos lembrar que em 1545, Girolamo Cardano publicou seu
livro "Ars Magna'"(A Grande Arte) que apresenta varios problemas envolvendo solugoes de
equagoes do segundo e terceiro grau, geralmente associados a geometria. A obra apresenta
alguns casos que culminavam em raizes de ntimeros negativos que, assim como muitos de

seus antecessores, eram desconsideradas, (DANTE, 2010).

O fato de grande parte dos matematicos tratarem tais nimeros como "intteis"ou
'absurdos" nao era satisfatorio e, obviamente, inquietou a muitos estudiosos que sentiram
a necessidade de estudar tais ideias. Entao, foi um discipulo de Cardano, Rafael Bombelli
que deu continuidade a este estudo, justamente por acreditar na existéncia dos niimeros
imaginarios. Bombelli, apesar de nao se sentir muito a vontade com as raizes quadradas de
nimeros negativos, operava livremente aplicando-lhes regras usuais da Algebra, inclusive

admitindo a existéncia de expressoes da forma a ++v—-bea—+v—b,coma € Rebe R,.

Entretanto, foi apenas em 1777, que o matematico suico Leonard Euler utilizou,
pela primeira vez em um de seus trabalhos, o simbolo i para v/—1, denominada mais tarde
de unidade imaginaria. Euler também mostrou a existéncia das raizes conjugadas, ou seja,
que se @ 4+ by/—1 é raiz de uma equacdo, entdo a — by/—1 também sera, (MILIES, 1993).
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A representacdo geométrica dos niimeros complexos viria a ser trabalhada pelo
também suico Jean Robert Argand e pelo noruegués Caspar Wessel, que infelizmente nao

tiveram o merecido reconhecimento por terem pouca representatividade na época (CAON,
2013a).

Foi entao que em 1832, o alemao Carl Friedrich Gauss apresentou um importante
artigo sobre a representacao geométrica dos niimeros complexos, que abriu caminho para
a extensao da teoria dos niimeros do corpo real para o corpo complexo. Foi a partir do

trabalho de Gauss que o nome nimeros complexos comegou a ser usado, (MILIES, 1993).

No ano seguinte, Sir William Rowan Hamilton apresentou a Academia Irlandesa
a introducao de um modelo formal para os ntimeros complexos propondo a expressao
matematica onde um nimero complexo z pode ser escrito na forma a + b7 onde a e b sao

nimeros reais e i é a unidade imaginaria(MILIES, 2000).

A representacdo z = a + bi, onde a é a parte real e b é a parte imaginaria de z,
representados respectivamente por R.(z) = a e [,,(z) = b influencia a origem de uma
extensao dos niimeros reais, isso porque, quando b = 0 o nimero complexo reduz-se apenas

a parte real, sugerindo consequentemente que os reais estao contidos nos complexos.

Jean Robert Argand ao trabalhar os niimeros complexos atribuindo-lhes grandeza
e diregao, passou a trata-los como vetores, conquistando maior respeito e aceitacao no
meio cientifico (MILIES, 1993).

Por sua vez, Leonard Euler viria a propor a forma trigonométrica ou polar, onde o
complexo z = a + bi pode equivalentemente ser representado por z = |z|(cosf + isenf),
onde |z| = Va? 4+ b? é o mddulo do segmento orientado e 6 é o angulo também chamado

de argumento principal, medido em radianos, que o segmento forma com o eixo x(HEFEZ;
VILLELA, 2012).

A representacao trigonométrica foi utilizada pelo matematico Abraham de Moivre
para trabalhar a potenciacao de expoentes inteiros Z = {..., —3,—-2,—1,0,1,2,3, ...} para
complexos nao nulos. Essa representacao é conhecida atualmente por primeira féormula de
Moivre, cuja expressao é descrita por 2" = |z|"(cos(nf) + isen(nf)),(HEFEZ; VILLELA,

2012), que serda demonstrada na seccao 4 deste capitulo.

Futuramente, o préoprio Moivre iria trabalhar com expoentes racionais, dando
origem a expressao para encontrar as raizes n-ésimas de um nimero complexo, hoje

também conhecida por segunda férmula de Moivre.
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3.1.2 O Ndmero i

Admitindo a existéncia de um nimero complexo i, que i° = 1 e que i> = —1, é pos-
sivel operar poténcias de i como se estivéssemos tratando de um nimero real propriamente

dito, ou seja podemos resolver situagoes do tipo i, n € N .

Alguns exemplos:

3.1.2.1 Teorema

Dados k € N e i = v/—1, tem-se i** = 1 e além disso, i*"? = ¥ = 1. = ¢?
comp=1,23.

O que na pratica significa que para todo " vale a igualdade " = ¢, onde p é o
resto na divisao de n por 4.

Demonstracgao:

Na divisao de n por 4 temos: n = 4k +p, onde n, k,p € N com p = 1,2, 3. Portanto,

devemos provar que 1" = ".
Aplicando indugao matematica sobre n, teremos:
I) Para n = 4:
= ()2 =(-1)2=1=1"
Note que é conveniente escolher algum n > 4 justamente por estarmos efetuando

divisoes inteiras por 4 .

I1) Admitindo que i" = i para algum n > 4, devemos provar que i"*' = i**1,

Partindo de i"! temos:

‘n+1 — Z'4k:+p+1

i = W pth = (Hkaptt = 1Rt = 17T = P que prova o

resultado.
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Exemplos:

. 1777 =17 =171 = —1, note que ao dividir 235 por 4, o resto ¢ 3, ou seja: 253 = 4.58+43 .

2. %21 =4 note que ao dividir 6421 por 4, o resto é 1,0u seja: 6421 = 4.1605 + 1.

.1 =1” =171 = —1, note que ao dividir 735 por 4, o resto é 3, ou seja: 735 = 4.183+-3.

1'% = 4% =1, note que ao dividir 104 por 4, o resto é 0, ou seja: 104 = 4.26 + 0.

5. 320037 — §1 = 4 note que ao dividir 20637 por 4, o resto é 1, ou seja: 20637 = 4.5159+1.

6. 1'% = 4% = 1, note que ao dividir 1000 por 4, o resto é 0, ou seja: 1000 = 4.250 + 0.

7. %% =i = —1, note que ao dividir 602 por 4, o resto é 2, ou seja: 602 = 4.150 + 2.

8. i =% =4' =i, note que ao dividir 41 por 4, o resto é 1, ou seja: 41 = 4.10 + 1.

. 1° =1" = —1, note que ao dividir 42 por 4, o resto ¢ 2, ou seja: 42 = 4.10 + 2.

10. i* =% = 4%.i = —i, note que ao dividir 43 por 4, o resto é 3, ou seja: 43 = 4.10 + 3.

11. i** =i =1, note que ao dividir 44 por 4, o resto é 0, ou seja: 44 = 4.11 + 0.

12. i*® = i' =i, note que ao dividir 45 por 4, o resto é 1, ou seja: 45 = 4.11 + 1.

13. i*® =42 = —1, note que ao dividir 46 por 4, o resto é 2, ou seja: 46 = 4.11 + 2.
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3.1.3 O Conjunto dos Nimeros Complexos como um Corpo

Segundo (CARMO et al., 2005), os ntimeros complexos constituem um conjunto,
que denotaremos por C' = {a + bi/a,b € R}, onde estdao definidas operacoes de adigao e

multiplicagao.

Sendo z; = a+bi e zo = ¢+ di, com a,b,c,d € R teremos:

Adicao:
1)z1+29=(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i
O processo sera andlogo para a subtragdo, bastando trocar 2z, pelo seu oposto —zs:
2)z1+ (—2) =21 — 22 = (a+bi) — (c+di) = (a—c)+ (b—d)i
Multiplicagao:
3) 21.29 = (a + bi).(c + di) = ac + adi + bci + bdi® = (ac — bd) + (ad + be)i

No entanto, elas tem como consequéncia o fato extremamente importante de que
podemos identificar o conjunto dos niimeros complexos com o plano R* = {(a,b)/a,b € R},
por meio do isomorfismo R — linear ¢ : R* — C definido por ¢(a,b) = a + bi, (NETO,
1993).

Além destas operagoes, se verificam as seguintes propriedades:

1. Comutatividade, isto é, se z; = a1 + byt € 25 = as + bei s@o nlimeros complexos,

entao
21 +29=20+21 € Z21.20=29.21 .

2. Associatividade, isto é, se z; = a1 + b1i, 29 = as + byt €z3 = a3 + bzi 840 numeros

complexos, entao
(z14+2)+23 =21+ (20+23) e (21.22).23 = 21.(22.23)

3. Distributividade da multiplicacao em relacao a adicao, ou seja, se z; = ay + b4,

Zo = a9 + bot ez3 = az + b3t sao numeros complexos, entao
21(22 + 23) = 2120 + 2123
4. Existem e sao tnicos os nimeros 0 e 1 satisfazendo as condigoes:
z+0=2 e 1zl =z, para todo z complexo.

5. A todo complexo z corresponde a um tnico nimero complexo —z , e se z % 0,

um tnico nimero complexo — tais que
z

z+(—2)=0 e ZC:):L
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Além disso, todo nimero complexo pode ser escrito de maneira tinica na forma
)
a+ bi , onde a e b sdo reais (a é denotado parte real e b denotado parte imaginaria do

complexo a + b.i).

Estas propriedades (Axiomas do Corpo) juntamente com as operagoes de soma e
multiplicacio mostram que (C,+,.) é um Corpo. A partir dai, tomando i® = 1 e i* = —1,

podemos operar com Numeros Complexos similarmente ao corpo dos niimeros reais.

Frequentemente usa-se a letra z para indicar um nimero complexo, cuja forma
supra citada z = a + bi, pode ser pensada como o ponto (a,b) do plano, onde a e b sdo
suas coordenadas ou ainda como um vetor de origem na origem do sistema de coordenadas

e com extremidade em (a,b), como indica a Figura 1:

41m

@
L

Fe

Figura 1: representacdao geométrica de z = a + bi

Fonte: Acervo particular

3.1.3.1 O conjugado de um complexo

Define-se como conjugado do complexo z = a + bt ao nimero complexo z = a — bi,
onde podemos concluir que; R.(2) = R.(Z) e I;,(z) = —I,,(2) geometricamente o conjugado

de z é o simétrico de z em relagdo ao eixo Ox, como na Figura 2.

De fato, o conjugado de um niimero complexo é uma funcao f : C' — C' tal que
z +— f(z) = z, verificando as seguintes propriedades(OLIVEIRA, 2009):

a) V z,w € C temos:
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Figura 2: Conjugado de z

Fonte: Acervo particular

Demonstracoes:

Definindo z=a+bi e w=c+di, coma,b,c,d € R temos:

z4w=(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+(b+d)i sendo z+w=(a+c)— (b+d)i

Por outro lado, Z+w = (a+¢) — (b+d)i = 2+ w, provando o resultado do item

zaw = (ac — bd) + (bc + ad)i sendo zZw = (ac — bd) — (bc + ad)i
Por outro lado, Z=a — i, w =c— di e, portanto,

2w = (a—bi)(c—di) = (ac—bd)—(bc+ad)i = Zaw, que prova o resultado do item II.

Sendo Z = a — bi podemos escrever:

Z=a—bi=a+ (—b) e portanto, Z = a — (—bi) = a + bi, provando o item III.

Item IV:

(=):

Se z =a+bi , entdo Z = a — bi , logo:
Z =2z =

a+bi=a—-bi =

a = a (sempre verdade!) e b = —b e este s6 acontece quando b = 0 =
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z=a+ 0.1 =
z =a, e como a € R entao z € R, provando a proposicao.
(=)

Por outro lado, se z € R, entao b = 0, ou seja z = a+bi = a+ 0.4 = a e

Z=a—bi=a—0.=a,eportando Z = z, provando a implicacao e o item IV.

3.1.3.2 O médulo de um complexo

Na representacao geométrica de um nimero complexo no plano de Argand-Gauss,
como visto na Figura 1, define-se médulo de um complexo z como a distancia de seu afixo
a origem. Como as linhas de projecao sao ortogonais aos eixos real e imaginério, temos a
formacao de um tridngulo retangulo, onde o médulo de z é a hipotenusa e o valor absoluto

das partes real e imaginaria sao os catetos, como mostra a Figura 3.

Figura 3: Representacao Geométrica

Fonte: Acervo particular

Denotando o médulo de z por p ou |z| e aplicando teorema de Pitdgoras teremos:

pPP=a’+b = p=|z| = Va2 + 1?2 = \/]i’e(z)Q—O—l}n(z)2 :

E interessante frisar que o médulo é uma funcéo de C em R e pode ser representado
por f: C — R*, devido a identificacio C' = R?, como espacos vetoriais em R (OLIVEIRA,
2009).

Propriedades: Para todo € C, tem-se:

I) |z = 7]

) 2.z = |22
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1
III) Se z # 0, ‘
A

V) [Re(2)] < |2], [Im(2)] < 2] e |2 < [Re(2)] + [m(2)]

V) Para todo z e w em € C' | verifica-se:

|z + w| < |z| + |w|, muito conhecida por desigualdade triangular.
Demonstracao da propriedade II:

2.(2) = (a+ bi)(a —bi) = a®> + b* = |2|?

Demonstracdo da propriedade V (desigualdade triangular)(AVILA, 2008):

lz4+w)* = (z+w)(z Fw)

ZZ+zw+wz+ww

12|? + |w]* + 20 + zw

< |2 + Jw]? + 2.R.(2.)
< e + 2] +
< P+ 2zl +
< (el + w))?

ou seja, |z +w[* < (|z| + |w|)? e que extraindo a raiz resultara em:
|z +w| < |z| + |w|, que prova o resultado.

A partir da definicao de z, de seu conjugado z e de seu médulo, podemos definir a
divisao entre complexos, uma vez que dividir equivale a multiplicar pelo inverso, ou seja,

convém que possamos conceber a existéncia do nimero —, z # 0.
z

z z a b .
=—=—= — i
z  zzZ  |zZ2 a?+0* a®+ b
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~ . . 21
Isso fornece a sustentacao para que possamos definir o quociente — (22 7€ O) como
zZ9

1
sendo o produto z;.(—).
Z2

Entretanto, apesar do respaldo desta definicdo, quando na resolucao de problemas
envolvendo divisao entre dois niimeros complexos, pode-se resolver facilmente multiplicando

ambos os membros pelo conjugado do denominador.

Por exemplo, se z; = 2+ 31 e 25 = 3 + i, teremos:

n 2430 (2430)(3—1) 64349 -2 9+7 9 T
= = = = — — —1

2z 340  (B3+9)(3—1) 9+ 1 10 10 10

Outros exemplos:

Sendo z1 =141 e 29 =1 — i, entdo:

2 14i (T4 +4) 142+ 2
- = — = = — =1

7  1—i  (1—4)(1+19) 1+1 2

Se z1 = 2i e zo = 2 — i, entdo:

o 2 (20)(2+14)  4i+2% 4i-2 2 L4
—_— = = = = = —— —1
» 2—i (2—-0)(24i) 4+1 5 5 5

Se z1 =44 2i e z9 = 21, entao:

2 4+20 (4+20)6)  4i+27 4i-2

2 2 (20)(0) 2i2 -2

=1-2

Sez1 =541iez=1—1, entao:

2 5+i  (5+i)(1+i) 5+5i4+i+i® 446
z 1—i (1—d)(1+d)  12—42 2

=2+ 3
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3.1.4 A Forma Trigonométrica(Forma Polar)

Como ja citado anteriormente, um nimero complexo z = a+ bi pode ser visto como
um ponto do plano cartesiano, cujas coordenadas sdo (a,b). Também podemos associar
este mesmo complexo a um vetor cuja origem ¢ a origem do sistema de coordenadas e cuja
extremidade é o préprio ponto (a,b) e que possui uma abertura 0° <0 < 360° em relacio
ao eixo Ox, geralmente medida em radianos, denominada de argumento do complexo.
A partir do momento em que estas informagoes geram a representacao geométrica de
um tridngulo retangulo onde as coordenadas a e b representam os catetos e |z| = p a
hipotenusa, como visto anteriormente na Figura 3, em relacdo ao angulo 6, podemos

escrever:

a = pcosf e b= psent
Substituindo em z = a + bi teremos:

2z = pcost + psenbi
z = p(cosf + senbi) ou ainda:
z = |z|(cos® + isenf), onde p = |z| = Va? + b? representa o Mddulo do vetor OP.

O trato trigonométrico, através de uma analise geométrica, permite facilitar a

operacao de multiplicagao entre nlimeros complexos.
Por exemplo, sejam z; = p;1(cost; + isenby) e zo = pa(coshy + isenbsy) temos:

21.29 = p1(costy + isenby).pa(cosby + isents)

21.29 = p1p2|coshicosty — senbysenby + i(senbdicosty + senbycosd,)]
21.29 = p1p2|cos(01 + 02) + isen(0; + 05)]

Analogamente, a divisao pode ser definida por:

A &[008(01 —0y) +isen(b — 0s)]
) P2

Demonstracao:

21 pi(costh +isenth)  pi(cost + isent)(costy — isends)

2y pa(costy +isenfly)  py(cosby + isenby)(coshy — isends)

cosbicosly — isenbscosly + isenbicosly — isenbd;senbs

c0s%0, — 12sen?0,
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= &[003(61 — 0y) + sen(0; — 63)], provando assim o resultado.
P2

Quando houver a necessidade de resolver, por exemplo, z; podemos voltar & defini-

¢ao de multiplicagao de dois complexos, uma vez que 212 = 21.21, € entao teremos:

22 = z1.21 = pipifcos(0y 4 01) +isen(0, + 0,)] = p?[cos(20;) + isen(26))]

Da mesma forma teremos:

2} = pilcos(36y) + isen(36,)]

2} = pilcos(46,) + isen(46,)]

e que generalizando nos leva a:

21 = ptlcos(nby) + isen(nby)] e ainda:

2" = p"[cos(nb) + isen(nd)], com n natural, e que conFigura a relacdo atualmente

conhecida por primeira fé6rmula de Moivre.

raizes.

1
Quando tomamos um valor para n do tipo — sera equivalente a trabalharmos com
n

Sejam dois nimeros complexos, 21 e 2.

Temos que {/z1 = 20 => 25 = 2

Definindo z; = p1(cosby + isenby) e zo = pa(coshy + isenby) e

utilizando a 1* férmula de Moivre temos que z§ = p5[cos(nbs) + isen(nbsy)]

e como zy = z; podemos escrever:
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py[cos(nby) + isen(nbs)] = pi[cos(0;) + isen(6;)]

= py = p1 e cos(nby) + isen(nby) = (cosb + isenbd)

) . :n92:91+2k7r:02:7,
isen(0, = isenb n

{ cos(nby = cosb 0, + 2km

com k =0,1,2,3,...,(n — 1), pois para k > n os resultados comegam a se repetir.

O que nos leva a escrever as raizes do nimero complexo 2z; como :
0, + 2km 0, + 2km
n

) + isen(

)], conhecida por segunda férmula de

(22) = /71 | cos(

Moivre.

Obs: No ensino médio é muito comum o uso de W ao invés de z,, fazendo com que
a formula fique escrita da seguinte maneira:

0, + 2km 0, + 2k

)+ isen( )], com k=0,1,2,...,(n —1).

Wi = /p1cos(

3.1.4.1 Uma propriedade importante

Oh + 2km /.
17) representa o formato dos n-ésimos

Na segunda férmula de Moivre, (
argumentos de suas respectivas n-ésimas raizes, e como k =0, 1,2, ..., (n — 1), podemos
escrever a sequéncia:

0, +2.0m 6 +2.17 6, +2.27 01 +2(n—2)1 61 +2(n— 1)7r)

n n n n n

(

(ﬁ 91+27T 91+47T 91+2(n—2)7r 91+2(n—1)7r)

n n n n n

Fazendo uma correspondéncia com sequéncias numéricas finitas:

(a1, a9, a3, a4, ..., Qp—2,Ayp_1), tEMOS:

3|

a) = —

_61+27T
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91+47T
a3 = ———
n
91+67T
Qg = ———
n
01 + 2(n - 2)7’(
Ap—1 =
n
. 91 + 2(7’L - 1)’/T
" n

agora, executando as diferencas de cada termo pelo seu anterior:

91+27T 91 2
o — Q1 — —— — — = —

n n n
91+47T 91+2’/T 2
a3 — a9 = —( ):7
n n n
01 + 67 0, + 4 27
ay — az = —( ):7
n n n
0, + 2nm 01+ 2(n—)m 2m
Ap — Qp—1 = _( ):7

n n n

Como esta diferenga é uma constante, temos a caracterizacdo de uma progressao
aritmética. Essa diferenca constante é chamada razao da progressao e geralmente repre-
sentada pela letra r(LIMA et al., 2006).

Note ainda que o argumento da primeira raiz, ou seja, quando k£ = 0 sempre

tera o formato —, este resultado sera fundamental na utilizacdo do material manipulavel,

n
proposta principal deste trabalho.

Uma vez constatado que os afixos das n-ésimas raizes estao em progressao aritmética
e somado ao fato de que os médulos destas raizes sao iguais, pois nao dependem de k, a
representagao geométrica das n-ésimas raizes no plano complexo (plano de Argand-Gauss)
é um poligono regular de n-lados(NEVES, 2014a), sempre que n > 3, pois para o caso

n = 2, como sao duas raizes, serao extremos de um didmetro da circunferéncia de raio
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igual ao seus modulos, como mostram as Figuras 4,5 e 6 .

#lm

Fe

"

Figura 4: Raizes Quadradas

Fonte: Acervo particular

$Im
o
"
'r"RE

Figura 5: Raizes Cubicas

Fonte: Acervo particular
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Figura 6: Raizes Quartas

Fonte: Acervo particular

3.1.5 A Forma Exponencial

De fato, devido a necessidade de ferramentas matematicas geralmente estudadas
apenas em nivel superior, o rigor desta demonstragao normalmente é omitida dos alunos do
ensino médio que necessitam apenas de seu resultado final para a resolucao de problemas

relacionados a este conteudo.

Primeiramente vamos lembrar da Série de Taylor, definida em (PROFMAT, 2014):

Seja f : I — R uma fungao infinitas vezes derivavel em a € I C R. A série infinita

f(z) = f(a)+ f'(a)(x —a) + @(m —a)® + @(m —a)®+ ..
)= 3 L=y

¢é chamada série de Taylor da funcdo f € R no ponto a. Esta série, para a = 0, é

chamada série de Maclaurin.

Tomando-se f(x) = e” com a = 0 podemos demonstrar que
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[EQ 1'3 " 2 3 0
7115(1010(1+x+?+§+ + )—1+x+?+§+ 2
analogamente teremos:
ZL‘S 175 (_1)nx2n+l 1'3 ZES 00 1)n 2n+1
sena =l (o —art o=t g ) T T n; e
e ainda:
£L‘2 ZE4 . :L,Zn 12 ZL‘4 o9 2n
cosr = hm(l—;—kﬁ—...—l—(—l) (2n)!):1_5+7_" g o)) (2)
22 3 gt 5

Agora, partindo de e* =1+ x + 5 + a7 + o + = + ... e fazendo x = 0i teremos:

] 6i 2 Qi 3 6i 4 6i 5
eez:1+0i+(;) —|—(32!) —|—<42!) —|—(5Z') + ..., e como 2 = —1:
o _ 14 p; 0% 6% 6* 05 N
e’ = 1— == — 4+ =+ —+ ...

2 3141 5l
agrupando:
62 04 . 0 O

, 0% ot 6 0
0i __ v . 7 v
e’ =(1- 5 + m )+ i + 5 )
e utilizando os resultados (1) e (2):

00 2n 00 n.2n+1

— -1 A

D B TP ShcrrT

e@z’

= cosf) + isenf, conhecida como Formula de Euler.
Com este resultado podemos escrever a seguinte equivaléncia:
p(cosf + isend) = pe

z =

ou seja:
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z = pe’, que é a forma exponencial de um nimero complexo.

Este resultado serd de grande utilidade na resolucao de algumas problemas propostos

na sequéncia de atividades da secao 2.2.

3.1.5.1 A potenciacao na forma exponencial

Nesta secao, por ser de relevancia deste trabalho, evidenciaremos a operacao

potenciagdo de um nimero complexo escrito na forma exponencial.

O processo de multiplicagoes sucessivas ou potenciagao de niimeros complexos é

analogo aos nimeros reais.

Exemplos:

Sendo z = pe” podemos escrever:

2 201

62’)2 :p2<€9i)2 = pe

2% = (pe
23 — (p66i>3 — p3<€9i)3 — p3639i

24— (p€0i>4 — p4<€9i)4 — p4e49i

25 = (pe) = pP(e") = pPe’” | que pode ser generalizado por:

n _nbi

z=pe’ = 2" = ple

Demonstracao:
Aplicando inducao matemaética sobre n:

I) Para n = 1:

2l = (peei)l = plewi = peei — 2= peei, de fato, verdadeiro.

II) Admitindo que z" = pre™? & verdadeiro para algum n = k, ou seja, que

2% = pFek? devemos provar paran =k + 1.

Partindo de 2* = p*ef? e multiplicando ambos os lados da igualdade por z teremos:
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(k+1) k_koi

==z = pFeM 2, mas como z = pe”

— kD) pkekei.peei

— kD) pkp.ekeieei

— kD) p(k+1)€(k9i+9i)

= () = DD hrovando o resultado.

3.1.5.2 Interpretacdo geométrica

A Figura 7 representa o ntimero complexo z = pe’’ no plano de Argand-Gauss.

41m

Figura 7: Representacdo Geométrica

Fonte: Acervo particular

Neste caso é importante lembrar da equivaléncia z = pe® = a + bi.

Quando operamos 2" que implica em 2" = p"e™ teremos como resultado geométrico
a ponderagao no modulo do complexo bem como uma variagao no valor do argumento,

como mostra a Figura 8.

Dependendo dos valores de 6 e n certamente irdo ocorrer variagoes nas represen-
tagdo geométrica quanto aos quadrantes no plano de Argand-Gauss, como, por exemplo,

mostra a Figura 9.

E interessante salientar, que tanto o exemplo da Figura 8, quanto o exemplo da

Figura 9, sdo equivalentes a forma algébrica 2’ = a’ 4+ 0'i, onde 2/ = 2".
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ng

Figura 8: Poténcia de z

Fonte: Acervo particular

alm
z:” ........................ o
o
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gl *Fa

Figura 9: Poténcia de z com variagdo de n

Fonte: Acervo particular

3.1.6 Semelhanca de triangulos

O conhecimento deste assunto é um pré-requisito para a utilizacao do GeoPlexo,

bem como no respaldo matematico das fundamentacao nas explica¢oes do tema.

De acordo com Lima (2006), dois tridngulos semelhantes tém angulos iguais e
lados homologos proporcionais. Reciprocamente, se dois tridngulos cumprem uma das trés

condicoes seguintes entao eles sao semelhantes:

a) Tém lados proporcionais;

b) Tém angulos iguais;

¢) Tém um angulo igual compreendido entre lados proporcionais.

A demonstragao deste teorema esta na pagina 51 do livro supra citado.
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Interessante ressaltar que Lima (2006) usa uma linguagem um tanto informal

quando utiliza o termo "angulos iguais'como referéncia aos angulos congruentes.

De forma mais simplificada, (GIOVANNI; BONJORNO, 2005) afirma que dois
triangulos sao semelhantes quando tém os angulos respectivamente congruentes ou os
lados correspondentes proporcionais. Defini¢ao muito utilizada por autores de material

didatico para o ensino médio.

O fato é que, quando dois tridngulos possuem os angulos congruentes, sao seme-

lhantes. E se sao semelhantes, possuem lados proporcionais, como afirma (LIMA, 2006).

Observe a Figura:

Figura 10: Triangulos semelhantes

Fonte: Acervo particular

Se A A, B~ B e(C=(" entdo A(ABC) ~ A(A'B'C"). Logo, pela definicdo,

os lados sao proporcionais. Entao podemos escrever:

A AC BT
AB AC  BC

= k, onde k é denominada constante de proporcionalidade.
Esta constante sera utilizada como fator de ponderacao na resolugao das atividades .

Vamos tomar duas retas, r e s, que se cruzam sob um angulo diferente de 90°:

Em seguinda, marcamos dois pontos distintos, B e C, sobre a reta r e tracamos

suas projecoes ortogonais em relagao a reta s.
Desta forma teremos dois tridngulos, A(ABD) e A(ACE), Figura 13.

Como sao tridngulos retangulos, a soma dos dois angulos agudos totaliza 90° e
como, neste caso, o angulo A é comum, B = C'. Logo, todos os angulos correspondentes

sao congruentes e isso nos leva a garantir que os triangulos sao semelhantes, Figura 14.
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Figura 11: Retas concorrentes

Fonte: Acervo particular

c
B
r | s
A D E

Figura 12: Projecao ortogonal

Fonte: Acervo particular

Figura 13: Visualizacao dos triangulos

Fonte: Acervo particular

Figura 14: Triangulos semelhantes

Fonte: Acervo particular

E sendo semelhantes, possuem os lados correspondentes proporcionais. Saber isso, é
entender que se partirmos de um triangulo qualquer, se forem mantidos os valores de seus
angulos, ao variar um de seus lados, os outros sofrerdo a mesma variagdo. Por exemplo, se

dobrarmos um lado de um triangulo sem alterar seus angulos, entao os outros dois lados
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também dobrarao de valor. A reciproca é verdadeira, se reduzirmos a medida de um dos
lados & metade, os outros lados também sofrerao redugao proporcional, como mostra a

Figura 15 .

Figura 15: Triangulos semelhantes

Fonte: Acervo particular

De maneira geral, sendo um ntimero real £ > 0 o coeficiente de proporcionalidade
entre dois tridngulos semelhantes, a reciproca é verdadeira bastando tomar —. Ou seja,
quando multiplicamos os lados de um triangulo por um valor k£ > 0 , para fazer a volta
basta dividir pelo mesmo k£ > 0 . Essa ideia se estende, obviamente, para triangulos

retangulos semelhantes, como pode ser visto na Figura 16.
//j
kb
//j . /\/
¢ : ke

Figura 16: Triangulos retangulos semelhantes

Fonte: Acervo particular
A semelhanca de tridngulos também sera imprescindivel para a resolugao de alguns
exercicios da sequéncia de atividades apresentada na secao 2.2 através do uso do GeoPlexo.

Notem que, se quisermos aumentar um triangulo, bastaria tomar um £ > 1. Na
Figura 15, por exemplo, o tridngulo maior é o dobro do menor, justamente por k = 2. Se
quisermos voltar ao tridngulo original bastaria tomar k = 5 que significa dividir a medida

dos lados do triangulo maior por 2.

3.2 Materiais manipulaveis como recursos didaticos para o ensino

da matematica

Em geral, todo professor busca que seus alunos possam efetivamente aprender os

conteudos propostos e, como nao poderia ser diferente, os professores de matemaética, a
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cada dia, participam mais de eventos pertencentes a area de educagao matemaéatica, com
o intuito de tomar conhecimento das novas praticas, tendéncias e metodologias de seu
ensino, buscando formas para facilitar o processo de ensino e aprendizagem e desfazer o

grande tabu criado a respeito desta disciplina.

Por conta desta necessidade ¢ que opta-se nesse trabalho pela criacao de um

material manipuldvel para o ensino dos Numeros Complexos.

De fato, o processo de ensinar matemaéatica é muito eclético. Alguns professores
possuem uma maneira peculiar de transmitir e compartilhar o conhecimento apenas com a
verbalizacdo e com o uso da lousa. Outros, fazem do recurso virtual um grande aliado no
seu dia-a-dia de trabalho. Ha aqueles que buscam nos materiais manipulaveis a sustentacao
de seu método e finalmente aqueles que fazem uso de todos esses recursos, de acordo com

cada situagao especifica.

Quanto aos materiais manipulaveis, é comum perceber que a grande expectativa
de muitos professores esta em justificar seu uso meramente como fator de motivagao, nao
percebendo que por tras de cada material ha uma proposta pedagogica e que, de forma
alguma, os professores devem subjugar suas proprias metodologias de ensino a qualquer
deles, como expressa Lorenzato (2006). Isso geralmente acontece quando o uso do material
manipuldvel nao relaciona a experiéncia concreta com a matematica formal, conFigurando
entao, um exemplo negativo. Em outras palavras, além de possuir uma ferramenta, é

necessario dominar sua utilizagao.

Um uso inadequado ou pouco exploratério de qualquer material mani-
pulével pouco ou nada contribuird para a aprendizagem mateméatica. O
problema nao estd na utilizacdo desses materiais, mas na maneira como
utilizé-los.(NACARATO, 2005)

Para nortear nossa discussao precisamos primeiramente definir materiais manipu-
laveis. Uma das definigbes mais conhecidas, citada em (SOUSA; OLIVEIRA, 1993), é a
de Reys, que define materiais manipulaveis como "objetos ou coisas que o aluno é capaz
de sentir, tocar, manipular e movimentar. Podem ser objetos reais que tem aplicagcdo no

dia-a-dia ou podem ser objetos que sdo usados para representar uma ideia’.

De acordo com Lorenzato (2006), quando um material apresenta aplicabilidade
para modelar um grande niimero de ideias matematicas, ele pode ser considerado um bom
material didatico. Este autor também cita e elenca alguns critérios definidos por Reys?,

usados como parametros para selecionar bons materiais manipuléveis:

1. os materiais devem proporcionar uma verdadeira personificacdo do
conceito matematico ou das ideias a serem exploradas;

1 R. Reys (1971), "Considerations for teaching using manipulative materials", Arithmetic Teacher.
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2. os materiais devem representar claramente o conceito matematico;

3. os materiais devem ser motivadores;

4. os materiais, se possivel, devem ser apropriados para usar quer em
diferentes anos de escolaridade, quer em diferentes niveis de formagao de
conceitos;

5. os materiais devem proporcionar uma base para a abstragao;

6. os materiais devem proporcionar manipulagao individual.

Inegavelmente, tais critérios reforcam a preocupagao com o uso destes materiais ao
mesmo tempo que fornecem um conjunto de variaveis a serem observadas pelo professor,
que dependendo de suas intengoes, poderao desempenhar inimeras fungoes em sala de aula,
sejam para apresentar um assunto, para a simples motivagao, memorizagao de resultados

ou para facilitar a redescoberta pelos alunos.

O planejamento das atividades também ¢é de fundamental importancia no éxito
da utilizagao do material. As agoes do professor precisam da dosagem certa a fim de
impedir que a aula torne-se simplesmente outra aula expositiva e mecanica nao permitindo

a verdadeira construcao do conhecimento.

E evidente, portanto, que o material manipuldvel por si s6 nio ird ensinar ma-
temética. E necessdrio que o professor seja um mediador neste processo e para tanto,
precisa fazer um estudo aprofundado sobre o material que esteja pretendendo usar. Deve
buscar conhecer, ndo apenas sobre seu uso, mas também sobre sua construcao e criacao.
Assim, podera perceber todos os assuntos que podem ser explorados pelo material, adqui-
rindo maior seguranca e obviamente proporcionando maior proveito a seus alunos, como

comentado por (SOUSA; OLIVEIRA, 1993).

Nao obstante, o uso do material manipulavel deve priorizar o verdadeiro aprendizado.
Nao deve jamais ser usado como subterfiigio de apenas facilitar o trabalho em sala de aula
sem que haja uma abordagem realmente efetiva com uma relagao estreita com o conteido
formal e analitico. Cabe a cada professor procurar a melhor maneira de utiliza-lo, seja
como ponto de partida para um conceito, ou como explicacao para tal. O aluno precisa
ser parte ativa neste processo, maximizando suas potencialidades, melhorando assim a

possibilidade de seu aprendizado.

Ao aluno deve ser dado o direito de aprender. Nao um "aprender"mecénico,
repetitivo, de fazer sem saber o que faz e por que faz. Muito menos um
"aprender"que se esvazia em brincadeiras. Mas um "aprender'significativo
do qual o aluno participe raciocinando, compreendendo, reelaborando o
saber historicamente produzido e superando, assim sua visao ingénua,
fragmentada e parcial da realidade.

(FIORENTINI; MIORIM, 1993)

Deste forma, nao s6 podera facilitar o trabalho em sala de aula, como podera
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cumprir a sua fungao principal que é a de ensinar matematica, como reforca Lorenzato

(2006). Sua escolha e correta utilizagdo serao os grandes aliados do professor.

Acreditando nisso, desenvolvemos um material manipulavel ao qual denominamos
GeoPlexo, que tem como objetivo auxiliar no trabalho com os Numeros Complexos

promovendo uma associagao direta com a geometria e a manipulagao propriamente dita.

O GeoPlexo, que seréd descrito e utilizado no capitulo 4, conFigura-se como uma base
de trabalho capaz de associar os Numeros Complexos com sua representacao geométrica
de forma dindmica, possibilitando a realizacdo de operagoes, principalmente a potenciagao
e a radiciagdo, dando um sentido concreto aos resultados encontrados pelas primeira e

segunda férmula de Moivre.

Apostamos que o uso de um material manipuldvel possa ser uma possibilidade
para ensinar o contetido dos Numeros Complexos por promover a visualizagao e por tentar

cumprir os critérios definidos por Reys.
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4 GeoPlexo: material manipulavel como re-
curso didatico para o ensino dos Nimeros

Complexos

A experiéncia de duas décadas em sala de aula, a convivéncia e troca de informagoes
com outros professores tanto de ensino médio quanto de ensino superior e pela propria
abordagem realizada dentro do programa PROFMAT, fez-nos perceber a grande dificuldade
que os alunos encontram, nao apenas em compreender o conteido Numeros Complexos,

mas também na dificuldade da manutencao deste conhecimento.

Numa época em que o desenvolvimento tecnolégico atinge niveis surpreendentes
e 0s recursos virtuais parecem ser a menina dos olhos no direcionamento dos rumos da

educacao, parece que o uso de materiais manipulavels estd na contra mao desta tendéncia.

De fato, o recurso computacional é importante no processo ensino e aprendizagem,
seja pela precisao nas informagoes ou pela propria dinamica da animacao grafica, dentre
outras virtudes. Portanto, a criagdo do GeoPlexo ndo tem por objetivo substituir e/ou
desprezar outras ferramentas, muito pelo contrario, tem o objetivo de agregar esforgos a
todo o aparato ja existente, incluindo tais recursos, a fim de facilitar a visualizacao das

ideias e tornando palpével as informagoes, bem como o seu tratamento.

Apoés tantas aulas ministradas sobre o assunto e sempre explorando formas de
exposicao, seja através das aulas expositivas tradicionais, expositivas dialogadas, usando
apenas o quadro negro, retroprojetor ou softwares tais como PowerPoint e GeoGebra,
surgiu a ideia de transformar tudo isso em algo que o aluno pudesse realmente "pegar na

mao", manipular.

O espirito da "bricolagem" facilitou a concretizacao desta ideia. Foi confeccionado um
primeiro prototipo, totalmente caseiro, incluindo as pecas moveis. A partir dai, percebendo-
se a necessidade de melhoria da precisao, o projeto partiu para outra etapa, onde as pegas

em acrilico foram recortadas a laser, formando o kit que hoje denominamos de GeoPlexo.

Este capitulo sera organizado em duas se¢oes principais: uma destinada a descri¢ao
dos itens que compoem o GeoPlexo e a outra, destinada a utilizagdo do material com

sugestoes de atividades a serem desenvolvidas com alunos e/ou professores.
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4.1 Descricao do Material Manipulativo - GeoPlexo

O material manipulédvel, denominado GeoPlexo é composto por 10 partes, envol-

vendo pecas fixas e pecas moéveis, que serao elencadas e descritas a seguir.

4.1.1 PECAS FIXAS

1. Base

Consiste de uma placa de MDF' de espessura variando entre 10 mm a 20 mm,
preferencialmente lisa e de coloracao mais clara possivel a fim de facilitar a visualizacao
das marcagoes, oriunda de retalhos descartados de industrias moveleiras da propria cidade
de Pato Branco — Pr. O aproveitamento desta matéria prima, além de baratear o material
manipulavel, destaca a importancia da reciclagem como forma de inser¢ao na abordagem

da sustentabilidade como tema transversal.

Seu formato é quadrangular com dimensoes de 30 cm, onde serdao tracados os eixos
horizontal e vertical, com divisdes em milimetros, que representarao o plano de Argand-
Gauss e servirao para a marcacao das projegoes ortogonais dos Numeros Complexos. O
centro desta base quadrada coincide com o centro do plano complexo, onde serd fixada
uma peca de madeira com 6 mm, conhecida por cavilha, que ird servir de eixo de fixagao

para as pecas moéveis, como mostra a Figura 17.

e
[t G L o AP P P, P

e L e G G i e L e )
R I R A D I I R R 1z 3 4 5 & 7 o8 7 0w

© & 4 e & A b b4
A G CEP R P P PN, |

i

Figura 17: Base do GeoPlexo

Fonte: Acervo particular
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2. Base Transferidor

E uma peca quadrada confeccionada em acrilico transparente incolor (ou colorido)
de 3 mm de espessura, cujas dimensoes periféricas equivalem as da base em MDF. Ela é
vasada na parte interna, com um furo circular de raio igual a 10 cm, e sua parte interior
possui marcacdes correspondentes a 360° destinadas as medicoes dos angulos. Em seus

quatro cantos foram feitos furos de 6 mm para fixacao.

Devemos ressaltar que os recortes e marcacgoes foram feitos a laser numa empresa
especializada que requisitou o projeto em arquivo de um software especifico, o CorelDraw
X7. (Figura 18).

Figura 18: Base Transferidor

Fonte: Acervo particular

Esta peca é sobreposta e fixada sobre a base de MDF, com parafusos comuns para

madeira que também sao encontrados no comércio local, como mostra a Figura 19.

3. Moldura

Peca em acrilico, podendo ser transparente ou fosco, que sera fixada sobre a Base
Transferidor e tem como objetivo ser o guia para a régua. Esta peca nao necessita de

espessura especifica, entretanto optamos por manter um padrao de 3 mm.
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Figura 19: Conjunto Base - Base Transferidor

Fonte: Acervo particular

Figura 20: Moldura

Fonte: Acervo particular
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A Figura 21 mostra o conjunto com as trés partes: Base, Base Transferidor e

moldura.

Figura 21: Conjunto: moldura - base transferidor - base

Fonte: Acervo particular

A Figura 22 mostra o conjunto completo das pecas fixas que formam a base de
trabalho do GeoPlexo.

Figura 22: Base de trabalho completa

Fonte: Acervo particular
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4.1.2 PECAS MOVEIS

Faz-se necessario informar que todas as pecas moveis foram confeccionadas em
acrilico transparente de 3 mm, justamente a espessura da Base-Transferidor (podendo
ser incolor ou colorido). Estes fatos sdo importantes para facilitar a translacao da régua,
que tera como guia a moldura, e visualizacao das projegoes, implicando diretamente na
precisao das leituras. Com excecao da régua, todas as pegas mdveis também possuem um
furo de 6 mm em seus centros, onde serdao encaixados na cavilha de madeira, fixada no

centro da base em MDF.

1. Régua

Figura 23: Régua

Fonte: Acervo particular

Em formato retangular com vértices arredondados medindo 26 cm, milimetrada a
partir do meio até a extremidade de 0 a 130 mm. Sera encaixada sobre a Base-Transferidor,
limitada e guiada pela moldura sempre num angulo de 90°. Tem por objetivo fornecer o
valor das projec¢oes ortogonais dos Ntumeros Complexos e devera ser utilizada tanto na

horizontal quanto na vertical, como mostram as Figuras 24 e 25.

Figura 24: Régua na horizontal

Fonte: Acervo particular
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Figura 25: Régua na vertical

Fonte: Acervo particular

2. Haste

Trata-se de uma peca no formato de um losango, neste caso foram confeccionadas
duas com tonalidades diferentes, com uma régua de 10 cm, localizada sobre a diagonal
maior do losango iniciando no centro e terminando no vértice mais distante. Sera utilizada

para a marcagao dos médulos(raios) dos Ntumeros Complexos.

i T T T T T T T
1 7

2z 3 + 5 L3

Figura 26: Haste

Fonte: Acervo particular

A funcao desta peca, além da visualizagdo geométrica de inumeras situagoes,

também é de encontrar as raizes quadradas de um niimero complexo.
Podemos compreender melhor visualizando a Figura 27.

Note que neste caso, esta sendo feita a leitura da coordenada real(parte real) de

uma das raizes quadradas de um complexo.
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Figura 27: Haste e Régua

Fonte: Acervo particular

3. Tridangulo

Triangulo equilatero com raio de circunferéncia circunscrita igual a 10 cm que
determina um lado de 17,3 cm aproximadamente. Estas medidas fazem com que a peca
se encaixe perfeitamente sobre a base em MDF ficando limitada pela circunferéncia da

Sobre-Base em acrilico.

Figura 28: Triangulo

Fonte: Acervo particular



Capitulo 4. GeoPlexo: material manipuldvel como recurso diddtico para o ensino dos Niumeros Complezal

Quando encaixamos a pega na base, podemos fazer a leitura das raizes ciibicas de

um determinado nimero complexo, como mostra a Figura 29.

Neste caso, por exemplo, o GeoPlexo esta fornecendo a coordenada imaginaria(parte

imaginaria) de uma das raizes ctbicas de um nimero complexo.

Figura 29: Triangulo e Régua

Fonte: Acervo particular

4. Quadrado

Quadrado com diagonal medindo 20 cm, que corresponde ao diametro do circulo

vazado da Base-Transferidor(Figura 30).

Esta peca serd usada para o obtencao das raizes quartas de um complexo, como
pode ser visto na Figura seguinte que mostra a extracao da coordenada real(parte real) de

uma das quatro raizes(31).

5. Pentdgono

Pentégono regular, com raio da circunferéncia circunscrita, também medindo 10 cm
e tera como funcao a obtencao das raizes quintas de um complexo, que pode ser visualizado

pela Figura 32.

Note que neste caso o GeoPlexo estd fornecendo a coordenada real(Parte real) de

um numero complexo.
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Figura 30: Quadrado

Fonte: Acervo particular

z
i
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Figura 31: Quadrado e Régua

Fonte: Acervo particular
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Figura 32: Pentagono
Fonte: Acervo particular
6. Hexagono

Hexagono regular, com as mesmas caracteristicas dos poligonos regulares anteriores,
ou seja, também possui circunferéncia circunscrita de didmetro 20 cm e tem como finalidade
encontrar as raizes sextas de um niamero complexo, Figura 33.

Figura 33: Hexdgono

Fonte: Acervo particular
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4.1.3 O GeoPlexo

Este ja é o resultado de ajustes e acertos que foram baseados na construcao do
"GeoPlexo geragao ["que teve todas as pegas construidas de forma totalmente artesanal,
incluindo as pecas méveis. O GeoPlexo possui uma inclinacio variando entre 20° e 25
visando o conforto do usuario. As Figuras 34, 35 e 36 sao fotos que mostram as 3 pegas

fixas ainda separadas e o conjunto todo montado.

Figura 34: Pecas Fixas

Fonte: Acervo particular

Figura 35: Base completa

Fonte: Acervo particular
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Figura 36: Base completa em outra perspectiva

Fonte: Acervo particular

As pegas moéveis foram recortadas e marcadas a laser, porém as escalas foram
"pintadas manualmente'com tinta a fim de dar maior contraste, facilitando a leitura das

medidas. A Figura 37 mostra as 7 pegas que compoe o conjunto.

Figura 37: Pecas moveis

Fonte: Acervo particular

As Figuras 38 e 39 mostram o conjunto completo, composto pelas 3 pecas fixas e

pelas 7 pecas moéveis, num total de 10 pegas.

Por tratar-se de uma ideia inédita, temos a intencao de patentear este material.
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Figura 38: GeoPlexo completo

Fonte: Acervo particular

Figura 39: GeoPlexo completo visto de frente

Fonte: Acervo particular
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4.2 Sequéncia de Atividades

Nesta se¢ao apresentaremos um conjunto de atividades resolvidas de duas maneiras,
sendo uma pelo método cléssico (forma expositiva e mais popular entre os professores) e
outra com o uso do material manipulavel GeoPlexo.

ATIVIDADE 1:

Escreva a forma algébrica do niimero complexo que possui médulo igual

a 5 e argumento igual a 30°.
Método classico:

Devemos representar o nimero complexo no plano de Argand-Gauss:

o

"

Figura 40: Representacao geométrica

Fonte: Acervo particular

Note que o médulo do complexo é p =5 e o argumento é 6 = 30°.

Lembrando que a = pcosf e b= psenf, como visto anteriormente, temos:

3 1
a = 5c0s30° e b=>55en30" = a = 5.\2— eb= 55
5V3 5
E como a forma algébrica é z = a + bi, a resposta da atividade é z = \2/_ + 52

Se fizermos V3 &~ 1,73, teremos: a ~ 4,325 e b = 2, 5.

resultando na resposta aproximada: z &~ 4, 325 + 2, 5.
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Usando o GeoPlexo:

Primeiramente encaixe a haste no pino central da base do GeoPlexo, alinhando

uma das pontas com o angulo de 30°, tal como mostra a Figura 41.

Figura 41: Posicionamento da haste sobre a base

Fonte: Acervo particular

Em seguida posicione a régua na vertical, alinhando com o valor do médulo graduado
sobre a haste, neste caso p = 5. A partir dai basta fazer a leitura: no eixo real a =~ 4,3 e

na prépria régua, o valor da parte imaginaria b ~ 2,5, vide Figura 42.

f
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Figura 42: Leitura dos valores com régua na vertical

Fonte: Acervo particular

Também podemos utilizar a régua na horizontal, neste caso as leituras seriam:
no eixo imaginario b ~ 2,5 e na prépria régua o valor da parte real, ou seja a ~ 4, 3,

representado na Figura 43.
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Figura 43: Leitura dos valores com régua na horizontal

Fonte: Acervo particular

Agora, basta escrever o resultado: z ~ 4,3 + 2, 5i.

E imprescindivel destacar a importancia de sempre garantir a perpendicularidade
da régua tanto com o eixo horizontal (real) quanto com o eixo vertical (imaginario), uma
vez que as projecoes do plano de Argand-Gauss sao ortogonais. Por uma questao de

preferéncia, optaremos em utilizar a régua, sempre que possivel, na posicao vertical.

Podemos notar que, apesar da velocidade com que encontramos o resultado utili-

zando o GeoPlexo, os valores possuem uma boa aproximacao.

Obviamente que os calculos poderiam ser feitos utilizando uma calculadora ou até
mesmo usando um software, entretanto o uso do material manipulavel GeoPlexo cria a
possibilidade de tornar a situacao literalmente palpéavel, justamente pelo fato do usuario

poder manusear as pegas.
ATIVIDADE 2:

Escreva a forma algébrica do niimero complexo que possui médulo igual

a 6 e argumento igual a 120°.
Método cléssico:

Devemos representar o nimero complexo no plano de Argand-Gauss(Figurad4):

Note que o médulo do complexo é p = 6 e o argumento é 6 = 120°.
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Figura 44: Representacao geométrica

Fonte: Acervo particular
Agora podemos utilizar o tridngulo retangulo com angulo de 60°, que pode facilitar
a visualizacao do aluno, como mostra a Figura 45.

. |1
4]

L)

He

Figura 45: Representacao geométrica

Fonte: Acervo particular

1 3
a = 6c0s60° e b= 6sen60’ = a = 6.5 =3eb= G.é— = 3V/3.
Neste momento, é importante frisar que o valor da parte real é negativo por estar
a esquerda da origem, ou seja a = —3.

Os calculos também poderiam ser feitos da seguinte forma:

Lembrando que a = pcosf e b= psenf, como visto anteriormente, temos:

—1
a = 6c0s120° e b= 6sen120° = a = 6.7 =-3eb= 6.\23 =3V3
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Esta é uma boa oportunidade para mostrar, no préprio GeoPlexo, a equivaléncia

de alguns resultados trigonométricos, tais como:

c05120° = —c0s60° e sen120° = sen60°.

E como a forma algébrica é z = a + bi, a resposta da atividade ¢ z = —3 + 3v/3.
Se fizermos V3 &~ 1,73, teremos: b ~ 5, 19.

resultando na resposta aproximada: z &~ —3 + 5, 19¢.

Usando o GeoPlexo:

Primeiramente encaixe a haste no pino central da base do GeoPlexo alinhando

uma das pontas com o angulo de 120°, tal como mostra a Figura 46.

Figura 46: Posicionamento da haste sobre a base

Fonte: Acervo particular

Em seguida posicione a régua na vertical(sempre garantindo a perpendicularidade
com o eixo real), alinhando com o valor do médulo graduado sobre a haste, neste caso
p = 6. A partir dai basta fazer a leitura: no eixo real a &~ —3 e na prépria régua, o valor

da parte imaginaria b ~ 5, 2, vide Figura 47.

Agora, basta escrever o resultado: z ~ 4,3 + 2, 5i.
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Figura 47: Leitura dos valores com régua na vertical

Fonte: Acervo particular

ATIVIDADE 3:

Sabendo que o argumento da primeira raiz quarta de um complexo z,

ou seja, quando k = 0, é igual a 10°, encontre os argumentos das outras 3 raizes.

Método classico:

Como sao 4 raizes e lembrando que, no plano de Argand-Gauss, seus afixos formam
0

60
um poligono regular. Entao, fazendo ) = 90" temos a razdo da progressao aritmética

dos argumentos de z. Logo:

PA dos argumentos (10°,10° 4 90", 10° + 2.90%,10° + 3.90%), ou seja:
Solucao: (10°,100%,190°, 280°).

Usando o GeoPlexo:

Como trata-se de raizes quartas, escolheremos a pega quadrada e posicionaremos
sobre a base do GeoPlexo alinhando um dos vértices com o angulo do primeiro argumento
que foi fornecido pelo exercicio, no caso 10°. Agora basta fazer a leitura dos outros
dngulos(argumentos)que estao alinhados com os outros vértices do quadrado e escrever a

resposta, como mostra a Figura 48.

Solucao: (10°,100%,190°, 280°).
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o 91 = 1000 o

8, = 190°

Figura 48: Leitura usando o quadrado

Fonte: Acervo particular

Nesta hora é interessante ressaltar que o material manipulavel ajuda a tornar
concreto os valores encontrados pelo aluno quando resolvido pelo método classico. Isso
mostra que a ideia do GeoPlexo nédo é descartar outros métodos de resolucao, pelo contrario,
o GeoPlexo ird auxiliar na visualizagdo dando um sentido geométrico as respostas que
antes, para muitos alunos, nao passavam de valores algébricos abstratos.

Também podemos observar que poderiamos encontrar a forma algébrica de quatro niimeros
complexos com argumentos equivalentes aos deste exercicio, bastando para isso arbitrar o

valor do médulo(p).
ATIVIDADE 4:

Dado o niimero complexo z = 2(c0s30° + isen30°), encontre a forma algé-

brica de 2°.
Método classico:

Sendo z = 2(c0s30° 4 isen30°) podemos utilizar a primeira férmula de Moivre:
23 = 2%(c083.30° + isen3.30°)

23 = 8(c0s90° + isen90°), que apds substituirmos os valores do seno e cosseno,

teremos:
z =8(0+1i.1), ou seja:

z = 81, neste caso, um imaginario puro.



Capitulo 4. GeoPlexo: material manipuldvel como recurso diddtico para o ensino dos Nimeros Complei3

Usando o GeoPlexo:

Posicionando a haste sobre a base com abertura de 30° verificamos que o afixo de

z esté sobre o 2 da escala, como mostra a Figura 49.

Figura 49: Posicionamento da haste

Fonte: Acervo particular

Agora, para fazer 2° faremos duas operacoes: p' = 2° =8 ¢ ' = 3.30° = 90°, que
representam, respectivamente, o médulo e o argumento do novo complexo z°. Em seguida
posicionamos a haste no novo argumento(900) e marcamos, visualmente, a posi¢ao do novo

moédulo sobre a haste (p’ = 8), como na Figura 50.

o 6’ = 330°=90°" o

[ R S A A A

Figura 50: Reposicionamento da haste

Fonte: Acervo particular
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Note que neste caso, a haste ficou totalmente perpendicular ao eixo real, isso indica
que nao ha projecao sobre o eixo real, ou seja, a = 0 e no eixo imaginario o valor é o

préprio médulo de 22, ou seja, b = 8, conforme destaca a Figura 51.

Figura 51: Leitura dos valores

Fonte: Acervo particular

Portanto, 2* = 0 + 8i = 8i.

Interessante destacar, que neste caso, a transformagao da visualizagao geométrica

num resultado literalmente concreto foi uma grande contribuicdo do GeoPlexo.
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ATIVIDADE 5:

Dado o niimero complexo z = 2(cos60° + isen60’), encontre a forma algé-

brica de 2z°.
Método classico:

Analogamente ao exercicio anterior, como z = 2(cos60° 4 isen60°) podemos utilizar

a primeira férmula de Moivre:

23 = 2%(c083.60° + isen3.60°)

23 = 8(cos180" + isen180%), que apds substituirmos os valores do seno e cosseno,

teremos:
z = 8(—1+1.0), ou seja:

z = —8, neste caso, um numero real.

Usando o GeoPlexo:

Como fizemos anteriormente, posicionamos a haste sobre a base com abertura de

60" verificamos que o afixo de z estd sobre o 2 da escala, como mostra a Figura 52.

Figura 52: Posicionamento da haste

Fonte: Acervo particular
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Da mesma forma, para fazer 2% p = 2° =8 e #' = 3.60° = 180°, que representam,
respectivamente, o médulo e o argumento do novo complexo z°. Em seguida posicionamos
a haste no novo argumento(180") e marcamos a posicdo do novo médulo sobre a haste

(o' =8), como na Figura 53.
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Figura 53: Reposicionamento da haste

Fonte: Acervo particular

Note que neste caso, a haste ficou totalmente horizontal, isso indica que nao ha
projecao sobre o eixo imaginario, ou seja, b = 0 e no eixo real, como o valor do médulo de
2% estd para a esquerda o valor serd negativo, ou seja, b = —8, conforme destaca a Figura

54.
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Figura 54: Leitura dos valores

Fonte: Acervo particular

Portanto, z° = —8 + 0.1 = —8.
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Novamente, a contribuicdo geométrica na representacao concreta do resultado é

uma fator altamente esclarecedor.

O respaldo tedrico usado na resolucao das atividades 4 e 5, esta descrito na secc¢ao

3.1.5 da fundamentacao tedrica deste mesmo capitulo, entretanto é importante relembrar.

Como visto e demonstrado, z = p(cosf + isend) = pe’ e que z = pe¥ — Z" =

n _nbi

ple
Na atividade 4 teremos: z = 2(c0s30° + isen30°) = 26>, ¢ ainda:

0, 0, 0, 0,
2z =2 = 73 = 233307 = 2333070 — 8907 mostrando, de fato, que o novo

complexo Z2 possui médulo p = 8 com abertura ou argumento igual a 90°.

ATIVIDADE 6:

4504

Represente no plano complexo o niimero z = 5¢™ ' e escreva suas formas

trigonométrica e algébrica.
Método cléssico:

De imediato, como z = p(cosf + isenf) = pe”, a forma trigonométrica sera:
2 = 5¢™" = 5(cos45° + isend5?) .
No plano de Argand-Gauss temos:

41m

45

*pe

Fri] = PR

Figura 55: Representacao geométrica de z

Fonte: Acervo particular

De onde, lembrando que a = pcosf e b= psenfl, podemos fazer:
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a = 5c0s45° e b= 5send5’ e atribuindo os valores correspondentes:

a = 5cos45° e b= 5send5’, ou seja:

V2

2
a= 57 e b= 57, logo a forma algébrica sera:

2 2
z = 5\2_ + 54 e se fizermos V2 ~ 1,41 teremos a aproximagao:

2z~ 3,525 4 3, 5251, que caracteriza a forma algébrica.
Usando o GeoPlexo:

Obviamente, como a forma trigonométrica depende apenas do médulo e do argu-
mento ja fornecidos através da forma exponencial dada, a resolucao é imediata, tal como o

método classico.

No entanto, para encontrarmos a forma algébrica comegaremos posicionando a
haste na base do GeoPlexo no angulo em questao(45”) marcando a posicao do médulo

sobre a escala da haste, neste caso p = 5, tal como na Figura 56.

Figura 56: Posicionamento da haste

Fonte: Acervo particular

Em seguida posicionaremos a régua sobre o ponto que representa o modulo do

complexo e fazemos a leitura, como indica a Figura 57.
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Figura 57: Posicionamento da régua

Fonte: Acervo particular

O valor projetado no eixo real a ~ 3,5 e o valor da régua representa o valor da

parte imaginaria, b &~ 3,5. Nos levando a z =~ 3,5 + 3, 57, que é a forma algébrica pedida.

Confrontando os resultados obtidos pelos dois métodos podemos perceber que os
valores se equivalem na primeira casa decimal. Aqui faz-se necessario entendermos que,
assim como qualquer material manipulavel, existe um limite fisico na tomada de valores,
justamente por esse motivo é importante destacar que os resultados sao aproximados.
ATIVIDADE T7:

Escreva a forma algébrica do niimero z*, sendo z = 2(cos30" + isen30").

Método classico:

Neste caso, podemos utilizar diretamente a primeira formula de Moivre para a

obtencao direta do resultado.
2t = 2%(c0s4.30° + isend.30°) =

2t = 16(c05120° +isen120°) = e utilizando de conhecimento trigonométrico, onde

1 3
c0s120° = —c0s60° = —5 e sen120° = sen60° = =y temos:
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1 3
2t = 16(—5 + \g_z) e se atribuirmos 1, 73 para v/3 teremos:

2" ~ —8 + 13, 844, sua forma algébrica.
Usando o GeoPlexo:

Tomando as informacées fornecidas pelo enunciado: p = 2 e # = 30° faremos:

P =2"=16e 6 =4.30° = 120°. Quanto ao argumento #’, ndo ha problema algum,
pois a base do GeoPlexo contém a volta completa(360°), porém, como o limite fisico do
raio circunferéncia da base é de 10 unidades, devemos fazer a ponderacao deste valor para

que o valor do médulo seja < 10.

Uma boa opgao é dividir por 2 e efetuar o uso no GeoPlexo normalmente, porém

lembrando, que para chegarmos no resultado correto deveremos multiplicar pelo mesmo 2.

Entao, dividindo 5 = 8. Agora basta posicionar a haste na base e marcar o valor

8 sobre sua escala na abertura de 120°, como mostra a Figura 58.

Figura 58: Posicionamento da haste

Fonte: Acervo particular

Em seguida faz-se a tomada de valores, por exemplo, posicionando a régua na
vertical como mostra a 59, e teremos @’ ~ —4 ¢ b’ =~ 7, logo, (*) ~ d + Vi = —4 + 7i,

lembrando que agora temos que multiplicar por 2:
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Figura 59: Leitura dos valores com régua na vertical

Fonte: Acervo particular

Portanto z* ~ 2(—4 + 7i) ~ —8 + 144, que é o resultado do exercicio.

ATIVIDADE 8:
Encontre as raizes quadradas do niimero z = 2 + 2v/3i.
Método cléssico:

Primeiramente vamos resolver utilizando a segunda férmula de Moivre, que é

descrita da seguinte maneira:

Dado um nimero complexo z na forma trigonométrica, tal que z = pcosf + psenbi,
chamamos de raiz n-ésima de Z a qualquer niimero complexo w, tal que w = pcosa+ psenai,

que verifica a relagdo (wg)" = z, com n € N*. Os valores de wy sdo dados por:

0, + 2km 0, + 2km

)], com k=0,1,2,....,(n —1).
n

wi = /p1[cos( ) + isen(

Portanto, primeiramente devemos transformar o nimero complexo z = 2 + 2v/3i |
que esta na forma algébrica, para a forma trigonométrica. Para tanto, precisamos de 6 e

de p, que sao respectivamente, o argumento e o médulo de z.

Lembrando que, sendo z = 2 + 2v/3i, temos a = 2 e b = 2V/3, logo:
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p=Va2+02 =224+ (2V3)2 =V4+12=4
tan(f) = 2\2/§ —V3=0= g(GOO)

Visualizando o complexo Z = 2 + 21/3i no plano de Argand-Gauss:

[
a=

Figura 60: Representacio geométrica de Z = 1+ v/3i

Fonte: Acervo particular

(Note que 2v/3 ~ 2.1,73 ~ 3,46)

Entao, como a forma trigonométrica de Z é z = p(cost + senfi), temos:

= 2(cos— + sen—i
z (C083 sengz)

A seguir, podemos utilizar a segunda férmula de Moivre. Neste caso, como estamos
procurando as raizes quadradas, n = 2, e como k varia de 0 até n — 1 seus valores serao

k=0e k=1 que juntamente com p=2e f = g(GO") teremos:

T L 90r T L 90r

wo = \/1[005(37) + isen( 5

- )=
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wy = 2[008(%) + z’sen(%)] —

3 1

wy = V'3 + i(forma algébrica).

Analogamente:

Tt 21r  +21r
wy = \/Z[cos(?’T) + isen(?’T)]

T T
wy = 2[cos(€) + isen(z)], onde ao substituirmos os valores dos seno e cosseno

correspondente teremos:

V3 o1
= -2— — 21 =
w1 2 2Z

w; = —v/3 — i (forma algébrica).

Portanto, as raizes quadradas de z = 2 + 2V/3i, sdo wy = V3 +ie

’(Ul:\/g—l

Usando o GeoPlexo:

Ainda faz-se necessario conhecer o médulo e o argumento de z.

Como z = 242v/3i, sendoa = 2 e b = 2v/3i, temos p = Va2 + b2 = /22 + (2V/3)2 =
V4412 =4.

Também utilizando a representagao no plano de Argand-Gauss:

2\/§ om

podemos fazer tgf = — = V3 =0= 3= 60°.

De posse do médulo p = 4 e do argumento § = 60° e como queremos encontrar

60°

as raizes quadradas: p' = V4 =2e 0 = — = 30°, que sdo o médulo e o argumento da

primeira raiz e a peca movel serd a haste.
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4-

2/3 =346

243

O

Figura 61: Representacao geométrica de Z =1+ V/3i

Fonte: Acervo particular

Agora basta posicionar a haste no 30° e observar o valor do médulo 2, Figura 62:

Figura 62: Posicionamento da haste

Fonte: Acervo particular

Em seguida efetuar a leitura dos valores, como mostra a Figura 63.
Logo,wy &~ 1,73 + i ou wy ~ V3 + i (primeira raiz quadrada).

A segunda raiz quadrada estd na outra extremidade da haste (210°), também com
modulo 2, como mostra a Figura 64 e a tomada de valores é analoga, porém com sinais

negativos devido ao quadrante em questao, ou seja: w; ~ —1,73 — i ou wy ~ —V3—i.
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N

T AR, O N O OO v O

R T O T T AU S

T

Figura 63: Posicionamento da régua e leitura

Fonte: Acervo particular

médulo =2

i
BN 10 % 8 7 6 5 4 3 oz 1

Figura 64: Reposicionamento e leitura

Fonte: Acervo particular

Portanto, as raizes quadradas de z sdo wy ~ 1,73 +1i e w; ~ —1,73 — 1 ou
wo ~ V3+iew ~—v3—i.
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ATIVIDADE 9:
Encontre as raizes ciibicas do ntimero z = 1 + v/3i.
Método cléssico:

Usaremos a segunda féormula de Moivre, que é descrita da seguinte maneira:

Dado um ntimero complexo z na forma trigonométrica, tal que z = pcosé + psenbi,
chamamos de raiz n-ésima de z a qualquer niimero complexo w, tal que w = pcosa+ psenai,
que verifica a relagao (wg)" = 2z, com n € Nx*. Os valores de wy sdo dados por:

0, + 2k , 0, + 2km
wg = Vp1 [COS(IT) + Zsen(lT

Portanto, primeiramente devemos transformar o nimero complexo z = 1+ V/3i |

)], com k=0,1,2,....,(n —1).

que estd na forma algébrica, para a forma trigonométrica. Para tanto, precisamos de 6 e

de p, que sdo respectivamente, o argumento e o moédulo de z.

Lembrando que, sendo z = 1 4+ v/3i, temos a = 1 e b = V/3, entéo:
p:~/a2+b2: 12+(\/§>2:2

3
tan(6) = \1[ — V3= 0= Z(607)

Visualizando o complexo z = 1 + v/3i no plano de Argand-Gauss:

(Note que v/3 = 1,73)

Entao, como a forma trigonométrica de z é z = p(cos + senbi), temos:

z= 2(005% + sengi)

A seguir, podemos utilizar a segunda férmula de Moivre. Neste caso, como estamos

procurando as raizes ciibicas, n = 3, e como k varia de 0 até n — 1 seus valores serdao k = 0,
5

k=1e k=2 que juntamente com p=2¢e 0 = 5 60°) teremos:

T + 2.0m T + 2.0m

wo = \3/5[003(%) + isen(?’i

— )]
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Figura 65: Representacdo geométrica de z = 1 + /34

Fonte: Acervo particular

wy = V/2 [cos(g) + z‘sen(g)] e neste caso, fazendo uso de uma calculadora temos :

wo ~ 1,18 + 0, 43¢ (forma algébrica).

Analogamente:

T o

wy = \3/5[003(37) +isen(3———

T ioin

3

)]

7 7
wy = V/2 [cos(g) + isen(g)], onde ao substituirmos os valores dos seno e cosseno

correspondente teremos:

wy ~ —0,96 + 0, 8i(forma algébrica).

e, finalmente:
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T + 227 T + 2.2m

wy = %[COS(ST) + isen(?’i

)]

13 13
wy = V/2 [COS(TW) + isen(%)} que fazendo a atribuicdo de valores corresponden-

tes:
wy ~ —0,2 — 1, 2i(forma algébrica).

Portanto, as raizes cibicas de z = 1—|—\/§i, sao wg ~ 1,18+0,43t,w, = —0,96+0, 82

ewy ~—0,2—1,2i.
Usando o GeoPlexo:

Como Z =1+ +/3i, temos p=2a=1e b= /3, logo:
p:\/a2—|—b2:\/12—|—(\/§)2:260:g(600).

Como queremos encontrar as raizes ctbicas de z, n = 3(pega mével = tridngulo) e

entao:
0

60
P =v2~1,26¢6, = 5 = 20°(argumento da primeira raiz).

Agora basta posicionar um dos vértices do triangulo apontando para 20°, como

mostra a Figura 66:

oy Z
oo D s
T\
S i
0 YA

Se| o ST

0, = 260° o
Figura 66: Representacao geométrica

Fonte: Acervo particular

Em seguida, basta fazer a leitura dos valores, a =~ 1,2 no eixo real e b =~ 0,4 na

propria régua, que representa o eixo imaginario, Figura 67:
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L
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Figura 67: Leitura da primeira raiz

Fonte: Acervo particular

wy ~ 1,24 0, 4s.

Note que, apds posicionarmos um dos vértices do triangulo, automaticamente os
outros ficam posicionados apontando para os argumentos das outras raizes, bastando a

partir dai, fazer a leitura das outras raizes, como mostram as Figura 68 e 69:

2 5 o4 5 & 7 8 0 weu
oL u =
| e

T e S BN N SN O 1o SO SR Y SO

BN g v 8 7 4 5 4 08 2 1. |i
2/

Figura 68: Leitura da segunda raiz

Fonte: Acervo particular
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Figura 69: Leitura da terceira raiz

Fonte: Acervo particular

Portanto, as rafzes ctbicas de z = 1 4+ v/3i sdo: wo ~ 1,2 + 0,4i, w1 ~ —1 + 0, 8i e
wy ~ —0,2 -1, 3.

Note que para a leitura da terceira raiz, a régua foi posicionada na horizontal, ou
seja, paralela ao eixo real. Pois, neste caso, nao foi possivel atingir o valor de 1,26 do
modulo das raizes do complexo no material manipulavel que, como ja dito anteriormente,

possui um limite fisico, como evidencia a figura.

s}
b7

i

T2 s 435 & 7 8 5 10

&
2 E
s
g
i R iy

Figura 70: Limitagoes fisicas

Fonte: Acervo particular
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Porém, aquilo que poderia parecer uma falha do material, na verdade torna-se
uma grande oportunidade para que o professor possa instigar seus alunos a buscarem
outras alternativas que permitam a leitura do resultado, aprimorando suas habilidades de

perceber novos caminhos.

Nesta atividade, por exemplo, poderfamos utilizar a ponderagao (proporcionalidade),
que possui o respaldo tedrico quando lembramos da semelhanga de tridngulos, visto no
capitulo da fundamentacao tedrica (3.1.6). Bastaria multiplicar 1,26 por 5, por exemplo,
e trabalhar com o valor 1,26.5 = 6, 3, que é um ntmero de facil utilizacdo no GeoPlexo.
Obviamente depois das leituras serem realizadas, os valores devem ser divididos por 5 para

a obtencao da resposta correta.

Esperamos que a utilizagao deste material manipulavel traga novas ideias e suges-

toes de melhoria e/ou aprimoramento.
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ATIVIDADE 10:
Encontre as raizes quartas de z = 8 + 8/3i.
Método cléssico:

Como a = 8 e b = 8/3, entdo:

p=VaZ+ b2 =/82+ (8v3)2 = 16.

No plano A-G:
|
Im [
164 !
|
|
|
.
_______ T T Y e
Bv/3 = 1384 .
|
124 |
:
|
4 |
10 !
|
|
|
8+ |
16 :
|
|
Eh o83

|
I
- |
4 |
|
|
|
24 i
|
a |

8] | IR

2 0 2 3 8 3 10 12
3 I
24 :

Figura 71: Representacao geométrica

Fonte: Acervo particular

8v3
Assim, tgh = g_ =3 = 6 =060".

Dispondo do médulo p = 16 e do argumento # = 60°, vamos utilizar a segunda

fé6rmula de Moivre:
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60° + 360k 60° + 360°k
f) + zsen(f

wy, = V16[cos(

caso k =0,1,2,3, assim:

)], com k=0,1,2,...,(n—1), neste

60° + 360°.0 iy 60° + 360°.0

wo = V/16[cos( 1 ) en( 1 )]

60° 60°
wo = Q[COS(T) + isen(T)]

wy = 2[cos(15%) + isen(15")]

wo = 2(0,96 + 0,267) ~ 1,92 + 0, 52i(primeira raiz).

Analogamente:
60° + 360°.1 60° + 360°.1
wy = v 16[003(4_4) + isen(—:)]
420° 42(0°
wy = 2[cos( )+ isen(T)]

wy = 2[cos(105°) + isen(105°)]

wy = 2(—0,26 + 0,967) ~ —0,52 + 1,92i(primeira raiz)(segunda raiz),

60° + 360°.2 , 60° + 360°.2
f) + zsen(f

wy = V/16[cos( )]

780° , 780°
wy = Q[COS<T) + zsen(T)]

wy = 2[cos(195°) + isen(195")]

wy = 2(—0,96 — 0,26i) ~ —1,92 — 0, 52i(primeira raiz)(terceira raiz) e

60° + 360°.3 60° + 360°.3
wy = 16[cos(+—) + isen(+—)]
4 4
1140° 1140°
w3 = 2[cos( )+ isen( 1 )]

w3 = 2[cos(285°) + isen(285°)]
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ws = 2(0,26 — 0,96i) ~ 0,52 — 1,92i(quarta raiz).

Portanto, as raizes quartas sao:

wo = 2(0,96 + 0,267) ~ 1,92 + 0, 52i,
wy = 2(—0,26 + 0,96i) ~ —0,52 + 1,92i,
wy = 2(—0,96 — 0,26i) ~ —1,92 — 0,52 e

ws = 2(0,26 — 0,966) ~ 0,52 — 1,92i.

Usando o GeoPlexo:

Lembrando que z = 8 + 8\/32', entdo p = Va? + b2 = /82 + (8\/5)2 = 16.

Também, no plano complexo

8/3=13384

12

10

a4

IR
T T
10 12

@] e — e ———————————

Figura 72: Representacao geométrica

Fonte: Acervo particular

8v/3

podemos escrever: tgf = e V3 = 0 = 60°.

Tendo o médulo p = 16 e o argumento 6 = 60° e como queremos as raizes quartas

devemos fazer:



Capitulo 4. GeoPlexo: material manipuldvel como recurso diddtico para o ensino dos Niumeros Complea®s

60°
o = V16 = 2, que representa o médulo das raizes e §, = o = 15°, que é

o argumento da primeira raiz, ainda lembrando que a pega mével é o quadrado(raizes
quartas), agora basta posicionar um dos vértices do quadrado alinhado com o primeiro
argumento 6y = 15° e os demais argumentos ficardo automaticamente alinhados, como
mostra a Figura 73. Dai basta fazer as leituras e anotar os resultados, ver Figuras 74, 75,
76 e 77.

Figura 73: Posicionamento o quadrado

Fonte: Acervo particular

755

Bot 100 % 8 7 & 5 4 3 2 1 gu1 z 3 4 5 & 7 8 3 10 N, @

Figura 74: Leitura da primeira raiz

Fonte: Acervo particular

Primeira raiz: wg =~ 1,9 + 0, 51,
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Figura 75: Leitura da segunda raiz

Fonte: Acervo particular

Segunda raiz: wy ~ —0,5 4+ 1, 9,

b st i i s

o

AR

$
o
2 110 F @

"5

Figura 76: Leitura da terceira raiz

Fonte: Acervo particular

Terceira raiz: we ~ —1,9 — 0,512 e

E Finalmente:
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Figura 77: Leitura da quarta raiz

Fonte: Acervo particular

Quarta raiz: w3 ~ 0,5 — 1, 9:.

Portanto, as raizes quartas sao:

wo ~ 1,9 + 0, 5i,

w; ~ —O,5+ 1,9@,

wy ~—1,9—0,5i e

wy ~ 0,5 —1,9.

ATIVIDADE 11:

Escreva o conjunto solucao da equacao w’

o5

1
= 2, dado quez:§—|——'.

Método classico:

1 1
Comoa:2eb:\f,entéop:\/(12+62:\/(2)2+(\é§)2:1.

Agora, a representacao geométrica facilitard a obtencao das informacgoes para

encontrar o argumento:
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Figura 78: Representacao geométrica

Fonte: Acervo particular

=3 = 0 =60°.

Dai podemos escrever: tgh =

DO | (DD
|l

Tendo o médulo e o argumento, podemos utilizar a segunda féormula de Moivre:

60° + 360°k 60° + 360°k
wy = \5’/1[003(4_5) + isen(%)] =
60° + 360°k : 60° + 360°%
wg = 1.[cos(—————) +isen(——— )]
D 5

60° + 360°k , 60° + 360°k

wg, = cos(———) +isen(——)
) D

60° + 360°k 60° + 360°k
Wy, = 003(4_5) + isen(—;), comk=0,1,2,...,(n — 1),
neste caso k =0, 1,2, 3,4, assim:

60° + 360°.0 , 60° + 360°.0
wy = cos(—5 )+ Zsen(—5 ) =

60° . 60°
wy = COS(?) + zsen(?) —

wo = cos12° + isen12’ =
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wo ~ 0,98 + 0,2,
60° +360°.1, . 60°+360°.1
f) + Zsen(f)

420° , 420°
wy = COS(T) + zsen(T) —

wy = cos(

wy = cos84Y + isen84° —

wy ~ 0,10+ 0,991,

60° + 360°.2 . 60° + 360°.2

wy = cos(f) + zsen(f) =
780° , 780°

wy = cos( )+ ’Lsen(T) —

wy = cos156" + isenl56" =

we ~ —0,91 4 0, 404,

60° + 360°.3 ) 60° + 360°.3

w3 = cos(f) + zsen(f) =
1140° . 1140°

ws = cos( ) + isen( ) =

wy = c05228° + isen228° —
ws &~ —0,67 — 0, 74i,
60° + 360°.4 , 60° + 360°.4
wy = cos(f) + zsen(f) —

15000 | 15000
wy = cos( F )+ isen( 5 ) =

wy = c0s300" + isen300" =

wy =~ 0,5 — 0, 861,

Portanto, as raizes quintas sao:

wy ~ 0,98 + 0, 2¢,

wy ~ 0,10 + 0,99,
we ~ —0,91 + 0, 404,
wsg ~ —0,67 — 0,741 e
wy ~ 0,5 — 0,867
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Usando o GeoPlexo:

. .. , 1 3. 1
Sao necessarios o modulo p e o argumento #. Como z = = + —1, temos a = = ¢

2
1
b= ?, entao p = Va?® + b = \/(5)2 + (?)2 = 1.

E no plano de Argand-Gauss:

A |
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Figura 79: Representacao geométrica

Fonte: Acervo particular

temos que tgh = =3 =0 =060".

w\»—-‘m‘%
W

Tendo o valor do médulo p = 1 e do argumento 6 = 60° e sabendo que a solucio

do exercicio sao as raizes quintas de z:

p = v/1 =1, que representa o médulo das rafzes

0
ety = S = 12°, que representa o argumento da primeira raiz.

O préximo passo é escolher o pentdgono( raizes quintas = n = 5) e posicionar um
de seus vértices alinhando com o 12°, ficando, como ja vimos, os outros vértices alinhados

com os demais argumentos, Figura.
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Figura 80: Posicionamento do pentagono

Fonte: Acervo particular

A partir dai basta iniciar as leituras, como mostra a figura 81.

O A IO N Wi

2 M oJ9 s & 7 & 5 4 3 2 1 g 1 2 3 4 3 6 7 8 3 lgnom

O e e

Figura 81: Primeira tentativa de leitura

Fonte: Acervo particular

Neste momento, podemos perceber certa dificuldade para fazer a leitura das proje-
coes. Este evento gerou-se a partir da associacio entre p’ = 1 que é relativamente pequeno
e de 6y = 12° que nestas condicdes torna-se relativamente préximo ao eixo real.

Uma alternativa, é multiplicar o valor de p’ = 1 por 5, ou seja p” = 5. A partir dai, basta

fazer as leituras, como mostram as figuras.
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Figura 82: Leitura da primeira raiz

Fonte: Acervo particular

wy = 4,9+ 1.4,

o &
e o \\\\\\ 2
g TR, o

9 org S

Figura 83: Leitura da segunda raiz

Fonte: Acervo particular

wl ~ 0,5+ 4,984,
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Figura 84: Leitura da terceira raiz

Fonte: Acervo particular

Figura 85: Leitura da quarta raiz

Fonte: Acervo particular

Wi~ —3,4—3,Tie
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3 3 10 M2

N0 b 7 lb &

Figura 86: Leitura da quinta raiz

Fonte: Acervo particular
wﬁl ~2,b—4,4.1

/
, . A . ~ ‘ w
Agora, é de fundamental importancia lembrar que, a solucao final serd wy = Ek’

Portanto, as raizes quintas serdao, aproximadamente:

49414
woz’;zzwozo,ggw,z@,
0,5+ 4,98.i
wlm’+5’zz>w1mo,1+0,99z',
4,6+ 2.i
wgz’;rziwﬁ—o,%juo,@,
_3.4—3,7.
wgm%:wgz—o,%—o,me
2.5 —4,4. ,
wy A T g 0,5 — 0, 88i

4.3 Discussao do Material Manipulativo

Apesar do objetivo principal de nosso trabalho nao ser a aplicacdo do material,
surgiu a oportunidade onde foram realizadas duas oficinas para a utilizagdo do GeoPlexo.
Num primeiro momento um encontro com 22 académicos do PIBID, subprojeto Matematica
PB, provenientes do 1° ao 4° ano do curso de Licenciatura em Matematica da UTFPR

de Pato Branco e em seguida com 10 académicos do 3° ano que cursam a disciplina
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Instrumentacao para o Ensino da Matemética do mesmo curso e universidade. O intuito

de primeiramente apresentar o material manipulativo GeoPlexo a académicos do curso de

licenciatura em matematica foi de obter o feedback de um publico que ja conhece sobre o

assunto e que pudessem contribuir com nosso trabalho.

Foram resolvidas algumas das atividades da prépria sequéncia deste capitulo e no

final os alunos foram convidados a opinarem, de forma anénima e por escrito, sobre o uso

do GeoPlexo.

As opinides dos 32 académicos foram analisadas e organizadas segundo suas per-

cepgoes sobre o material manipulavel e estao descritas na tabela 2.

Tabela 2: Percepgoes sobre o GeoPlexo

Percepcoes

Numero de citagoes

Reducao consideravel da abstracao existente no ensino
dos Numeros Complexos

13

Material pratico e de facil manuseio

\]

Interessante, porém necessita de melhorias na parte fisica

Excelente precisdo na tomada de valores

A reducao dos calculos facilita os resultados

Possibilita a interacao entre os alunos

Criativo e motivador, tornando a aula mais atrativa

Visualizagao de outros contetudos relacionados

NN N OO

Fonte: Acervo préprio

E importante frisar que algumas opinides estao associadas a mais de uma percepcao,

ou seja, a segunda coluna da tabela registra o total de vezes que cada percepcao apareceu

em cada comentério.

Também separamos algumas das descrigoes originais de opinides que estao apresen-

tadas a seguir:

0 Geoplex, dejrov o warteids de humeps Comples U polico
Mems abstiolo, dlew do oo de fGZer-fmferJr-.s’c:‘pl,‘mh com ouhas aleg,

2 wofemtice, o que € imleregante o0 que die Jespeilo Qe Conheciments

d atlamo. fs fothes deyem ser.}cpomdéy 1015 podern

(& Go CIOCéoq-}t& rpoily F-N:Iz hﬁ’d‘ﬂf c;lﬁlfmjﬁ Mo mﬁgéo,

Figura 87: Opiniao 1

Fonte: Acervo particular
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Neste comentario, o aluno faz comentarios positivos quanto ao uso do Geoplexo,

apenas com uma ressalva quanto a apresentacao do material impresso que foi utilizado na

oficina.

T a5 bl gspalocalbin sa. fi corbaon
QM&B,W sridovo. ﬁﬂb S M’f%fwﬂ

ol onipuiblins  fordsgai piroligan o el e
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dods K T g pr S conclerocl? oo
g T ”’“ Lrch!
MEWW&'AWJ“MWLMM ’
MW*M{,@@ non

Um M»‘?‘A&": toligan o

S e

Figura 88: Opiniao 2

Fonte: Acervo particular

Este comentario enfatiza varios pontos positivos do GeoPlexo, sugerindo a inclusao

da graduacao de todas as linhas internas dos poligonos regulares, fato antecipado e que ja

estava sendo resolvido.

W we mw N Mﬁ‘"v&; 'F‘QU) ‘-Qﬁz j% G AL
Jeo ) omole, maulad Ve NGB LCORBGuimS  mechion o
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© %M%g -)ngla~\_,&_g oligsn Qu "M}uofm -~ TABUS,
&&hn@, odke vrads andirstents @ W QA -

W@MMWM&E@&E&

Figura 89: Opiniao 3

Fonte: Acervo particular

Este académico também opina de maneira positiva quanto ao uso do GeoPlexo,

considerando-o totalmente apropriado.
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O e JION Hor - %MH/[.,

Figura 90: Opiniao 4

Fonte: Acervo particular

Apesar de considerar o material muito bom, este aluno critica a exposi¢ao na lousa,

como ele mesmo escreve e também contribui lembrando sobre detalhes inerentes ao calculo

das raizes n-ésimas.
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Figura 91: Opinido 5

Fonte: Acervo particular
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Figura 92: Opiniao 6

Fonte: Acervo particular
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Fonte: Acervo particular
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Figura 95: Opiniao 09

Fonte: Acervo particular
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Figura 96: Opiniao 10

Fonte: Acervo particular

Apesar do registro contemplar apenas dez opinides, constatamos que todas se
mostraram solidarias ao uso do material manipulavel GeoPlexo em sala de aula e que a
maioria ressaltou apenas pontos positivos. Outros comentérios, considerados de grande
importancia, mostraram algumas falhas e/ou sugestdes nao necessariamente envolvendo
apenas o material manipulavel GeoPlexo, mas a explanagao do conteido pelo mestrando,

também nos ajudaram na melhoria deste trabalho.
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As duas experiéncias foram muito positivas e fundamentais para a validagao da

proposta.

Durante a utilizacdo do GeoPlexo percebemos a necessidade de realizarmos algumas
alteragoes de maneira a dinamizar sua utilizacao e melhorar a precisao na tomada dos
valores. A régua, por exemplo, passou a ter um formato um pouco diferente do que
esta descrito neste trabalho. Essa alteracao consistiu em criar uma base mais ampla nas
duas extremidades, a fim de facilitar o posicionamento na base de trabalho mantendo a
perpendicularidade e/ou paralelismo uma vez que as proje¢oes no plano de Argand-Gauss

sao ortogonais. Essa modificagdo pode ser vista na Figura 97.
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Figura 97: Nova Régua

Fonte: Acervo particular

A pecas méveis, por sua vez, tiveram todas as linhas graduadas, tornando a leitura
dos valores mais dindmica, justamente por eliminar a necessidade de gira-las para posicionar

a Unica linha que era graduada, como podemos verificar na Figura 98.

A partir deste trabalho, também percebemos a possibilidade e podemos sugerir
como trabalhos futuros, a ampliagdo do uso do GeoPlexo, como no estudo da Trigono-
metria, possivelmente com a inclusao de outras pecas ao modelo basico ja desenvolvido e

confeccionado.

As andlise da bibliografia, os estudos e as experiéncias compartilhadas com colegas
e professores durante os trabalhos dentro no programa PROFMAT, a oficina realizada
com os académicos do PIBID e da disciplina Instrumentacao do Ensino da Matematica na
utilizacao do GeoPlexo e a experiéncia em sala de aula nos possibilitaram compreender que
ha uma grande dificuldade no processo Ensino e Aprendizagem dos Numeros Complexos e
que o uso algum recurso que motive este ensino e possibilite novas perspectivas, como o
uso de Materiais Manipulativos, melhoram consideravelmente as chances de sucesso no

processo ensino-aprendizagem.

Também percebemos que as discussoes sobre essa questao estd se elevando a um
nivel muito interessante, principalmente no que tange a importancia dos Numeros Comple-
xo0s no Ensino Bésico, justamente pela sua importancia em outras areas do conhecimento,
como é o caso das engenharias, mas também no proprio coroamento dos estudos realizados
durante todo o Ensino Médio, uma vez que os Nuimeros Complexos contemplam um rol

muito grande de contetidos dentro da propria matematica. Na geometria plana, onde
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podemos utilizar desde a semelhanca de triangulos e o estudo dos poligonos regulares.
Na geometria analitica, sempre que utilizamos o plano de Argand-Gauss e tratamos do
raio da circunferéncia onde os afixos estao localizados. Na trigonometria, pois os Numeros
Complexos estao diretamente associados aos angulos e suas relagdes trigonométricas. Nas
progressoes aritméticas, também associadas aos poligonos regulares e a prépria unidade

imagindaria e todas as operagoes associadas as poténcias de 1.

Figura 98: Novas Pecas Mdveis

Fonte: Acervo particular
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5 Conclusoes

A busca incansavel pela melhor maneira de ensinar um determinado contetudo,

provavelmente seja uma companhia constante de todo o professor de matematica.

Ensinar a matematica ja nao tem sido uma das tarefas mais faceis e quando se
trata dos Numeros Complexos, parece que o nome faz jus a fama. De um lado, muitos
alunos ansiosos em aprender, mas na maioria das vezes sem a base e motivacao necessarias.
De outro, os professores, que apesar da preocupacao com a questdao, muitas vezes nao

possuem recursos didaticos apropriados e seguranca em relagao ao tema.

Nosso objetivo de investigar e conhecer o cenario a partir do ponto de vista de
pesquisas comprovou o elevado grau de dificuldade inerente ao assunto e a necessidade de

agoes que pudessem alavancar uma reacao efetiva para o ensino dos Numeros Complexos.

Muitos esforgos ja foram realizados e muitas tentativas foram feitas em busca
desta superagao e por mais que pareca estarmos na contra mao da evolugao tecnologica,
acreditamos que a utilizagdo de um material manipulavel no ensino dos Ntimeros Complexos
possa trazer novas perspectivas sobre o significado de novas tecnologias. E justamente por
isso, que o nosso objetivo principal de desenvolver um material manipulavel para o ensino

dos Numeros Complexos foi atingido, dando vida ao GeoPlexo.

Relembrando a definicao de Reys sobre materiais manipuldveis, citada por (SOUSA;
OLIVEIRA, 1993) no X Encontro Nacional de Educacao Matemaética, "objetos ou coisas
que o aluno € capaz de sentir, tocar, manipular e movimentar. Podem ser objetos reais
que tem aplicacao no dia-a-dia ou podem ser objetos que sao usados para representar
uma ideia" e comparando com o GeoPlexo, percebemos que nosso objetivo foi atingido,

justamente por atender a todas estas questoes.

Além disso, o GeoPlexo também se enquadra na afirmacao de Lorenzato (2006) que
classifica como um bom material didatico aquele que apresenta aplicabilidade para modelar
um grande nimero de ideias matematicas, justamente por toda a gama de conteidos
envolvidos em seu uso, como as geometrias plana e analitica, a trigonometria, as progressoes

aritméticas, dentre outras.

E ainda, percebemos que o GeoPlexo atende a todos os critérios elencados por Reys
para selecionar bons materiais manipulaveis, seja quanto a personificacao do conceito a ser
explorado, pois o GeoPlexo foi desenvolvido especificamente para este ensino; da clareza
na apresentacao, pois acreditamos que o material facilita a abordagem do contetido; da
motivagao, por se tratar de algo novo e concreto atrai a atenc¢ao do aluno; podem ser usados

em diferentes anos de escolaridade, neste caso ressaltamos que o uso é direcionado ao
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ensino médio onde os alunos estdo em condi¢des de acompanhar o raciocinio; proporcionam
base para a abstragao, a medida que o aluno comeca perceber a relacao do material com
os conteudos ja conhecidos e manipulacao individual, pois o material pode ser usado

exclusivamente por um aluno.

Acreditamos que o GeoPlexo possa ser somado a outros esforcos que visem melhorar
o Ensino dos Niimeros Complexos, sendo mais um recurso didatico a servigo do Professor

de Matemaéatica e de seus alunos.

Percebemos que o GeoPlexo pode ser utilizado no ensino de outros contetidos da

matematica e por isso podemos sugerir algumas ideias para trabalhos futuros:

1. utilizar o GeoPlexo para o ensino da circunferéncia trigonométrica;
2. utilizar o GeoPlexo para o ensino da funcao seno e da func¢ao co-seno de um angulo;

3. utilizar o GeoPlexo nas operacoes de adi¢do e multiplicagdo de Niimeros Complexos.
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