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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar as funcoes elipticas de Jacobi. Primeiro, fazemos
um relato historico do desenvolvimento dessa teoria, passando pelos principais matematicos
envolvidos e suas contribuicoes ao tema. Adicionalmente, definimos as integrais e fungoes
elipticas, bem como, provamos algumas de suas principais propriedades. Finalmente, uma
aplicagao que tange a existéncia de solugoes periddicas para uma equacgao diferencial nao

linear.

Palavras-chave: Funcoes especiais. Fungoes Elipticas de Jacobi.



Abstract

The objective of this dissertation is to present the Jacobi’s Elliptic Functions. First, we
do a historical account of the development of this theory, through the leading mathematici-
ans involved and their contributions to the subject. Additionally, we define the integrals and
elliptic functions, and we prove some of its main properties. Finally, an application regarding

the existence of periodic solutions for a nonlinear differential equation.

Keywords: Special Functions. Jacobi’s Elliptic Function.
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INTRODUCAO

As integrais elipticas e as funcgoes elipticas tém atraido, por um longo tempo, os
matematicos, nao somente pela beleza de sua teoria, mas também pela sua utilizacao em
aplicagoes praticas.

Em 1702, John Bernoulli conjecturou que a integral de qualquer funcao racional pode ser
expressa em termos de outra funcao racional, trigonométrica ou logaritmica, o que se verifica
verdadeiro [6]. No entanto, problemas como calcular o comprimento do arco de uma elipse

ou de uma hipérbole requeriam um tipo especial de integracao em suas solugoes.

E nesse contexto que surge, despertando o interesse de inimeros matematicos, uma im-
. . . F(x)dx N .
portante classe de integrais, as do tipo f —== em que P(z) representa um polinémio do
VP(2)
terceiro ou quarto grau em z, e F(x) uma fungao racional. Segundo [8], quando as raizes
de P(z) sdo todas desiguais foi provado ser impossivel reduzir essa integral as conhecidas

integrais elementares (logaritmicas, fungoes trigonométricas inversas e fungoes algébricas).

Frente a dificuldade apresentada no entendimento de textos classicos e escassa bibliografia
em portugues, sentimos a necessidade de, neste trabalho, fazer um texto de carater didatico,
que visasse trazer aos estudantes e pesquisadores de Matematica e Fisica, uma abordagem
simples e consistente sobre a teoria e o calculo dessas integrais e fungoes, secundada pelo
encadeamento histérico do surgimento de tais ideias. Parte deste trabalho foi desenvolvido

em conjunto com a mestranda Cleonice Salateski Simao.

O desenvolvimento histérico dessas fungoes tem inicio com Fagnano em seus estudos sobre
a lemniscata, seguido por Euler e Legendre, a quem coube o importante papel de reduzir as
integrais do tipo acima citado em trés grupos de integrais conhecidas como integrais elipticas

de primeira, segunda e terceira espécie.
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No entanto, as descobertas que viriam de fato fundamentar essa teoria foram apresentadas
por Abel e Jacobi, ao inverter as integrais elipticas em funcoes elipticas e mostrar sua dupla

periodicidade, fato que, ao que parece, ja era conhecido por Gauss.

Tendo em vista que as funcgoes elipticas sao normalmente definidas pela inversao de uma
integral, inicialmente definiremos dessa maneira as funcoes circulares, seno e cosseno, mos-
trando que podemos, mesmo através de uma definicao nao usual, encontrar suas conhecidas

propriedades.

Apos a definicao das funcgoes elipticas de Jacobi, procedemos com a explanacao sobre
suas propriedades: modulo, identidades, derivadas, expansao em séries de poténcias, os casos
degenerados e formulas da adigao de arcos. Estendemos entao a definicao dessas fungoes para
todos os valores reais, obtemos sua periodicidade, seu comportamento grafico e mostramos
as outras funcgoes que advém das conhecidas sn u, cn u e dn u. Apresentamos também uma

definicao alternativa baseada em conceitos geométricos.

O estudo detalhado de tais tépicos indica quao duro e dificultoso tornar-se-ia qualquer
esforco em tentar abranger todos os principais aspectos matematicos envolvidos. Nosso obje-
tivo primordial aqui é a partir de um relato histérico, apresentar de maneira mais detalhada

as propriedades destas funcoes e integrais, bem como, uma de suas aplicagoes.

Utilizando o método da quadratura, buscaremos as solugoes periddicas reais para a
equacao
0 +wp—p® =0 (i)
que pode ser escrita ¢ = L F,(t) onde F é um polinémio dado por F,(t) = —t*+2wt®>+4B e
B é uma constante de integracdo. Para este fim, usaremos o método descrito em [12]. Como
as solucoes da equacao (i) devem depender das raizes do polinémio F,, mostraremos que se
F, tem raizes reais £n;, £n, com n; > 7 > 0, obtemos uma solucao do tipo onda dnoidal

dada por

m (nf — n3)
p(e) =mdn (—5; k) com —————=
& =min {7 7

e com periodo fundamental T;,, dado por

24/2
i[(

m

T,

©

(),
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onde dn representa a funcao eliptica de Jacobi do tipo dnoidal.

Assim dividiremos esse trabalho em trés capitulos. O primeiro traz um relato histérico
do desenvolvimento da teoria das fungoes elipticas. O segundo capitulo destina-se a defi-
nir e apresentar as propriedades dessas funcoes. E, no terceiro capitulo, tratamos de uma
aplicacao desta teoria a solugao de uma equagao diferencial. Para terminar apresentamos as

consideracoes finais.



CapiTULO 1

Historia das Funcoes Elipticas de

Jacobi

Giulio Carlo Fagnano nasceu em 06 de dezembro de 1682 e morreu em 26 de setembro
de 1766 em Sinigaglia (hoje Senigallia), Itdlia. Considerado o primeiro matemdtico a se
interessar pela teoria das funcoes elipticas, foi um autodidata em matematica e tratou o
assunto como hobby. No entanto, alcancou fama internacional consideravel como matematico
por suas contribuigoes a diversos temas como métodos de resolucao de equagoes de segundo,

terceiro e quarto graus e triangulos [3].

Fagnano recebeu muitos prémios. Louis XV, em 1721, lhe conferiu o titulo de conde, em
1723 foi eleito para o Royal Society de Londres e em 1745 foi feito marqués de Sant” Onofrio.
Além disso, em 1766, foi proposto para a Academia de Ciéncias de Paris, mas morreu antes

que pudesse ser eleito.

Em seu estudo sobre a retificacao da lemniscata, Fagnano provou propriedades notaveis
como o calculo de sua area e o fato de seus arcos poderem ser divididos em n partes iguais
usando uma régua e compasso, introduzindo através desse estudo engenhosas transformagoes

analiticas que seriam as bases para a teoria das integrais elipticas [8].

Segundo [9], os teoremas de Fagnano proporcionaram um inicio fundamental para o en-
tendimento da natureza das integrais elipticas e tornaram-se um marco para todo o desenvol-
vimento posterior. Seu trabalho Method for Measuring the Lemniscate, publicado em 1718
teria despertado o entusiasmo de Euler, que partindo dos resultados de Fagnano obteve a
formula da adicao para as integrais elipticas.

Leonard Euler, um suigo que nasceu na Basiléia em 1707 e morreu em Petrogrado, atual
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Figura 1.1: Leonard Euler

Sao Petersburgo, em 1783, encontrou sua vocacao na matematica apds tentar uma carreira na
teologia. Primeiramente instruido por seu pai, que tinha sido aluno de Jakob Bernoulli (1654-
1705), Euler teve uma ampla instrugao, pois, somado ao estudo da matemética e teologia

havia medicina, astronomia, fisica e linguas orientais [6].

Segundo [8], “Euler foi um escritor prolifico, sem divida insuperdvel quanto a isso na
histéria da matematica; nao hé ramo da matemética que seu nome nao figure” (p.472).
Além disso, em quase tudo o que escrevia Euler ja o fazia na notacao que usamos hoje, sendo
conhecido como o construtor de notagao mais bem sucedido de todos os tempos. Publicou

mais de 500 livros e artigos sobre os mais diversos ramos da Matematica.

Partindo entdo dos resultados de Fagnano, [9] relata que as ideias fundamentais com
relacao a adicao e multiplicacao das integrais elipticas de primeira ordem foram desenvolvidas

no trabalho De Integratione Aequationis Differentialis de Euler.

O préximo matematico a investigar as integrais elipticas foi Legendre. Adrien-Marie
Legendre nasceu em Toulouse em 18 de setembro de 1752 e faleceu em Paris em 10 de janeiro
de 1833. Suas obras mais notaveis sao Gedometrie, Theorie des Nombres, Fxercicis de Calcul

Intégral e o Traité des Fonctions Elliptiques.

Legendre foi, como se sabe, o primeiro a empreender esforco para reduzir as integrais da

forma

F(z)dz

vV P(x)

onde P(z) representa um polinémio do terceiro ou quarto grau em x e F(x) uma funcao

(1.1)
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racional. Foi ele o primeiro a averiguar que as expressoes desta espécie, denominadas integrais

elipticas, nao podiam ser reduzidas as formas normais conhecidas [6].

Sua reducao origina trés novas formas, que, na impossibilidade de mais simples expressao,
se calculam numericamente. Esses trés termos chamam-se integrais elipticas. A reducao a
esses termos é encontrada em [13] e foge ao objetivo de nosso trabalho. Teremos, entdo que

o integral (2.1) origina trés grupos de integrais. Sao elas:

v di
Flak) = /0 VA1 k) (12)
Bz, k) — /0 11%’“:2 (1.3)

: dt
@ A k) = /0 (1—x2)/(1 = 2)(1 — k22) (14)

que se chamam integrais elipticas de primeira, segunda e terceira espécie, respectivamente.
Se os coeficientes em P(x) forem reais, sua reducao a essas formas pode ser efetuada de modo

que k sejareal e 0 < k < 1.

Por quase quarenta anos Legendre teria realizado pesquisas neste ramo da Matematica
estando muitos dos seus resultados expostos nos seus trabalhos: Ezercices de Calcul Integral
e Traité des Fonctions Elliptiques. A ele ¢ creditado o fato de ter demonstrado que todas
as integrais elipticas podem ser reduzidas as trés formas canodnicas fixas, que podem ainda
ser escritas na forma trigonométrica abaixo, ao substituirmos ¢ = sen ¢ e fazendo o limite

inferior da integragdo como zero [13].

_ /[ s
k) = /0 1 — k%sen? ¢ (1.5)

¢
E(p, k) = /0 V1 — k?sen? ¢do (1.6)

d¢

¢
H(z, A\ k) = /0 V(1 + Asen2 ¢) /(1 — kZsen? )

(1.7)

Segundo [9], desde o inicio todo esforgo em reduzir a integral (1.1) as conhecidas formas

elementares de integrais foram em vao, valendo lembrar os trabalhos de McLaurin (1742),
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V. Ricatti (1742) e D’Alembert (1746, 1748), os quais ndo produziram significativos avangos
sobre o tema. Suas tentativas de reduzir muitas das integrais do tipo (1.1) para o caso
particular que representa o comprimento do arco de uma elipse teria implicado na suposicao
incorreta que esta integral é a mais simples de todas as integrais. Ao que tudo indica, do ponto
de vista histérico, esta seria a razao porque integrais desse tipo receberam a denominacao de

integrais elipticas.

Legendre foi, portanto, quem encerrou basicamente esse ciclo ao introduzir as trées for-
mas normais para as integrais elipticas. Mais tarde, Abel e Jacobi, de forma simultanea e
independente, analisando os trabalhos de Legendre, deram um novo e valiosissimo impulso

ao estudo deste ramo da anélise.

Figura 1.2: Niels Henrik Abel

Vindo de uma familia pobre, Niels Henrik Abel nasceu em Findoe, na Noruega, em cinco
de agosto de 1802 e morreu em Arendal no dia seis de margo de 1829. Conforme [6], Abel
nasceu numa numerosa familia e perdeu o pai aos dezoito anos tendo sobre si uma grande
responsabilidade com a familia. Mesmo diante de adversidades aos dezenove anos provou a

impossibilidade de se resolver uma equagao algébrica de grau cinco por meio de radicais.

Conforme [9], a teoria das integrais elipticas como desenvolvida por Fagnano, Euler e Le-
gendre era excessivamente complicada, envolvendo muitos valores para cada integral eliptica.
Em 1827, Abel, trouxe mais simplicidade ao tema ao inverter as integrais elipticas em fungoes
elipticas, e mostrar que essas func¢oes sao duplamente periddicas. A consideragao das fungoes

inversas aos integrais de Legendre mostrou a possibilidade de tornar a sua teoria andloga a
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das funcgoes trigonométricas.

Karl Friedrich Gauss (1777-1855), considerado o principe dos matemaéticos, talvez, tenha
sido o primeiro pesquisador a trabalhar com as fungoes elipticas como sendo uma funcao
inversa das integrais elipticas. Segundo [9], é intrigante o fato de Gauss nao ter publicado seus
resultados em torno das funcoes elipticas, pois em sua obra Disquisitiones Arithmeticae de
1801 ja havia algum conhecimento de muitos dos teoremas que foram mais tarde introduzidos

e demonstrados por Abel e Jacobi em 1823.

Acerca da discussao sobre quem seria de fato o precursor dessas descobertas na teoria das

fungoes elipticas [6] afirma:

Nao é facil estabelecer-se a prioridade da descoberta da
dupla periodicidade. O tratado cléssico de Jacobi, Fun-
damenta nova theoriae functionum ellpiticarum, apareceu
em 1829, o ano da morte de Abel, e o trabalho de Abel
foi publicado em 1827-1828. Mas Gauss parece ter sido
de longe o primeiro a fazer a descoberta, que ficara repou-
sando entre seus papéis por um quarto de século antes que

Abel e Jacobi também dessem com ela. (p.376).

De ascendéncia judia, Carl Gustav Jacobi nasceu em Potsdam em dez de dezembro de
1804 e faleceu em Berlim em dezoito de fevereiro de 1851. Foi educado na Universidade de
Berlim onde obteve o grau de doutor em 1825. Foi professor em Konigsberg (1827-1842) e

em Berlim até sua morte.

Considerado o maior professor de matematica de sua geracao, introduziu o que hoje
constitui a notacao da teoria das funcoes elipticas e chamou de funcgoes elipticas as funcoes
inversas, permanecendo desde entao a denominagao de integrais elipticas para aquelas do
tipo (1.1). [§]

Este trabalho tratara das denominadas funcoes elipticas de Jacobi que sao definidas

através da inversao das integrais completas de primeira espécie, simbolizadas por K(k) e
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Figura 1.3: Carl Gustav Jacobi

definidas trigonometricamente por

_ (7 dg (T
K_/o \/(1—k2sen2¢)_F(2’k>

De acordo com [9] a grande contribuigao de Abel foi estudar o limite superior = dessas

equagoes como uma funcao de u. Jacobi introduziu a notacao ¢ = amplitude de u, ou melhor,

¢ = am u e considerando x uma fungao de u, escreveu
T =sen¢ =senam u
associando-se a essa funcao as duas outras fungoes elipticas

cos ¢ = cosam u

e
Ap = Aam u=1—k*sen’u

Posteriormente, Gudermann (1758-1851) e Glaisher (1848-1928) modificaram tal notagao

para
r=sen¢ =sn u
Enquanto para as outras duas temos
V(1 —22)=cos¢p=cn u

e

V1—Fk22?2=A¢ =dn u,
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sendo esta ultima a notacao que utilizaremos neste trabalho e que mantém uma analogia
com as funcoes circulares ordinarias que sao, sob certas circunstancias, um caso degenerado

das funcgoes elipticas jacobianas.

As fungoes sn u, cn u e dn u sao denominadas senoidal, cnoidal e dnoidal, respectivamente

e suas defini¢oes, bem como, propriedades serao discutidas no proximo capitulo.



CapriTULO 2

Funcoes Elipticas de Jacobi

2.1 Funcoes Circulares: Seno e Cosseno

A fim de melhor entendermos a forma pela qual as fungoes elipticas sao geralmente

definidas, primeiramente fagamos o mesmo com as funcgoes circulares.

Definimos a funcao u : (—1,1) — R dada por

Toodt :
u(z) :/0 Nirzh (1)

Como o integrando é positivo e a derivada de (i) é também positiva, caracterizamos u(x)
como estritamente crescente. Além disso, usando [14] teremos:
1
dt T
lim u(z) = ——— =sen 'l —sen 10 =~ 1"
tim (o) = [ S @)
observe ainda que u(z) é uma fungao fmpar, pois,
(=) / o dt
u(—x) = —_—
o V91—t
Todt
o VI—12
Assim, a equagao (i) define v como uma funcao de x que varia de 0 a § enquanto x varia

de 0 a 1.

Inversamente, a mesma equacao define xz como uma fungao de u que varia de 0 a 3

enquanto z varia de 0 a 1 ; denotemos essa func¢ao por senu, e teremos em (1)

u=sen 'z, logo, x=senu (iii)
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A funcao cosu pode ser definida como sendo a relacao:
cosu=+v1—sen?u (iv)

tendo a raiz quadrada positiva quando —5 < u < 7, temos que cosu ¢ uma fungao par.

Como pela definigao u = 0 quando z = 0 e u = § quando x = 1, notamos, em particular

que sen0 =0, cos0 =1, sen§ =1 e cos 5 = 0.

Partindo da equacgao (iv) obtemos a famosa identidade trigonométrica

sen”u + cos®u = 1 (v)

du __ 1

= \/ﬁ e, portanto,

enquanto da equagao (i) temos que

d(senu)

dz
= — = — 2 = — 2 — y
T T V1—22=+1—sen?u = cosu (vi)

(cosu) _ d(v/1—sen?u) __

e entao, pelas regras de diferenciagao d = —senu
) du du :

Podemos agora, pela diferenciacao repetida e substituicao nas séries de Maclaurin, en-

contrar as expansoes de senu e coswu em poténcias de u.

U3 U5 u7 e . u2n+1
u2 U4 uﬁ e nu2n
cosu = 1—§+I—a+...:;(—l) o)

Podemos também provar as formulas da Adigao de Arcos
sen (u + v) = sen u cos v + cos u sen v (vid)

cos (u + v) = cosu Ccos v — sen u sen v (vitd)

Provemos (vii). Assumindo que u, v e (u+v) pertencem ao intervalo [—%, Z] e considerando

Z = Sen u cos v + CcoS u senv

Diferenciando parcialmente temos:

%
ou

= COSUCOSvV — senusenv
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e
0z
— = —senwusenv + cosu cos v,
ov

entao, g—z = % e podemos fazer z = F(u + v), portanto,

F(u+v) =senucosv + cosusenv

onde F'(u + v) denota uma fungao de u + v. Como as fungdes F' e seno possuem o mesmo

dominio, provemos que estas sao iguais ponto a ponto.

Se colocarmos v = 0 temos F'(u) = senwucos(0 + cosusen) = senu Yu, como u + v €
[—%, g], temos que F'(u + v) =sen (u + v), o que prova o desejado.

_r T
272

Até agora, u tem estado restrito ao intervalo [ ], e podemos através da férmula da
soma estender a definicdo de sen u para todos os outros valores reais de u. Assim, se pusermos
u=wu;ev=7%em (vii) obtemos sen (u; + %) = senu; cos 5 + cosuy sen 5 = cos uy, fazendo
nessa férmula u = u; + 5 ela pode ser reescrita senu = cos (v — 7) que define senu quando
5 <u<m.

O mesmo pode ser feito para u = u; e v = 7 de onde obtemos sen (u; + ) = sen uy cos 7+
cosuy senm = — senup, ou melhor, senu = — sen (u — ) que define sen v quando 7 <u<2T.
Fazendo agora v = 2w vem que sen (u; 4+ 27) = sen uy cos 27 + cos ug sen 2m = senu; e temos
dessa forma definido senu para todos os valores reais de u, além de que, mostramos que é

uma funcao periddica, com periodo 27. Lancando mao do método descrito acima definiremos

as fungoes elipticas de Jacobi.

2.2 Funcoes Elipticas de Jacobi: sn u, cn u, dn u

Seja

(2.1)

m dt
o = VI-P)1-PP)

! dt
K(k) = u(1):/0 (e ey (2.2)
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Primeiramente supondo x e k reais com 0 < k < 1 e —1 < z < 1, temos as raizes

V(1 —12) e /(1 — k22) positivas. A equagdo (2.1) define u como uma fungio fmpar de ,
com o integrando do lado direito da equagao positivo, variando de 0 a K enquanto x varia

de 0 a 1.

Inversamente, a mesma equacao define x como uma funcao de u, que varia de 0 a 1
enquanto u varia de 0 a K. Esta fungao é denotada por sn u, por isso, de (2.1) podemos

colocar u = sn~ 'z e

T=sn u (2.3)

As outras funcgoes elipticas basicas, as funcoes cnoidal e a dnoidal, ou, cn u e dn u podem

ser definidas pelas equacoes

en u o= /(1 — sn’u) (2.4)

dn u = /(1 —k%sn’u) (2.5)

cada raiz quadrada sendo positiva quando u pertence ao intervalo [—K, K|, logo cn u e dn u

sao funcoes pares de wu.

2.3 Propriedades

2.3.1 Modbdulo

Apesar de serem funcgoes de u, chamado argumento, as fungoes sn u, cn u e dn u
dependem do pardmetro k, que é denominado médulo das funcées jacobianas, sendo k' =

(1 —k2) ou
K24+ k=1 (2.6)

o modulo complementar.

Para diferentes valores do médulo (as vezes utiliza-se m = k?, como aparece na definigao),
havera diferentes valores para as funcoes elipticas para cada argumento particular. Ou seja,
sn u, cn u e dn u sao na verdade, fungoes de duas variaveis, e no caso em que a explicitacao

de dependéncia sobre k seja necessdria escreve-se sn(u, k), cn(u, k) e dn(u, k).
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Como pela definicao temos u = 0se x = 0eu = K se x = 1, temos que sn 0 = 0 e
sn K = 1. Por outro lado, ecn u = /(1 — sn?u), logo cn 0 =1 e en K = 0. Além disso,

dn u= /(1 —k2sn?u) de onde vem dn 0 =1ledn K =k

2.3.2 Identidades

Das equagoes (2.4) e (2.5) seguem as identidades

snu+cn®u = 1 (2.7)
dn’u + k*sn’u = 1 (2.8)
Kenu+k? = dn’u (2.9)
en®u+k%sn®u = dn’u (2.10)

Temos que as identidades (2.7) e (2.8) vém direto das equagoes (2.4) e (2.5).

Como k2 + k? = 1, por (2.7) temos k2(sn?u + en?u) + k2 = 1, aplicando a distributiva
e reorganizando obtemos k*cn’u + k2 = 1 — k?sn?u que por (2.8) traz k*cn’u + k'? = dn’u,
provando (2.9).

A identidade (2.10) também pode ser provada a partir de (2.7) pois 1 = snu + cn’u =
(k24 k?)sn?u+ cn’u = enu+ k'2sn’u+ k?cn?u, assim temos por (2.8) que cn’u+ k' ?sn’u =

dn’u.

2.3.3 Derivadas

As derivadas de sn u, cn u e dn u sao dadas por:

d(s; v) = cn udn u (2.11)

u

c(c;z u) = —sn udn u (2.12)
u

d(d

<CZLU) = —k’sn ucn u (2.13)

Com efeito, temos que



Fungoes Elipticas de Jacobi 26

- /“” dt
o /(1 —k22)(1—1¢2)
logo,
du 1

dx V1— 221 — k222

Dessa forma, por (2.3), segue que

d d
(sdnu) :d—x:\/1—x2\/1—k2:c2:\/1—sn2x\/1—k2sn2x:cnudnu
u u

o que prova (2.11). Agora, pelas regras de diferenciacao e identidades obtemos (2.12) e (2.13)

d(cnu) d(vV1—sn?u) 2snucnwdnu snuenudn u g
— — — = — = —SNn uadn u

du du 2V 1 — sn2u ven2u

d(dn u) B d (\/1 — k23n2U) B _2k25n uen udnu _kzsn ucen wdnu CK2en wen

du du 2v/1 — k2sn2u Vdn*u

2.3.4 Expansao em Séries de Poténcias de u

Calculando as derivadas sucessivas de sn u temos

d(sn u) = cnudnu
du
d2
M = —sn uwdn®u —k?sn ucn’u
du
d3
—(sn u) = —cn wdnPu+ 2k dn usn*uen u—k? dn ucendu+ 2k sn*udn uen u
du
d4
<fln 2 = sn udn*u + 3k* cn®*u dn wsn u — 2k* snu en®u + 4k* sn w dn®u en®u —
u

2k? dn’u sn’u + k* en*u sn u + 3k% en w sn w dn’u — 2k* sn’u en®u +

4k sn w dn’u en®u — 2k% sn’u dn’u.

A fim de reduzirmos um pouco o trabalho e o tamanho das expressoes, na derivada quinta

apenas nos interessa os termos em que sn u nao figuram, pois quando substituirmos u = 0
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sabemos que tais termos irao zerar. Portanto, faz sentido derivarmos na expressao acima

apenas os termos em que sn u aparecem com poténcia um.

Assim obtemos

d®(sn u)
du

= cnudn’u — 4k* sn*u en udn u — 6k% sn’u cn u dn’u — 3k* endu snu +
3k% endu dnu + 4k*enu dndu — 8k* sn’u dn u enu — 8k? sn*u dnu cnu —
4k* en w sn®u dn u + k*en®u dn u — 3k% snu dndu + 3k% en®u dn’u —

6k* en?u snudn u + 4k% en®u dnu — 8k* endu sn®u dn u — 8k snu dn’u cn u.

Fazendo v = 0, lembrando que sn 0 =0 e cn 0 = dn 0 = 1 e substituindo na série de
Maclaurin obtemos
(14 EHu® (1 + 14K + kHu®

snu=u-— 3 + = +... (2.14)

Da mesma forma podemos encontrar os valores das sucessivas derivadas de c¢n u e dn
u quando v = 0, e substituindo na série de Maclaurin encontramos os primeiros termos da

expansao dessas funcoes em séries de poténcias de u:

u? (1 + 4k%)u?
nu = 1= (2.15)

k‘22 ]{?24 k‘2 4
dnu = u-— ; + ( Z' Ju — ... (2.16)

Segundo [9] poucos sao os detalhes conhecidos sobre tais expansoes e que, ao que parece,
nao ha nenhuma férmula de recorréncia para tais coeficientes. Na citada referéncia a série

avanca até os primeiros quinze termos (p. 31).
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2.3.5 Formulas da Adigao Para As Funcgoes Elipticas

snucnvdnv+ snvenudnu
sn(u+v) = 1 — k2sn?u sn?v (2.17)

cnucenv—snudnvsnvdnu
en(u+v) = TR p—— (2.18)

dnudnv—k>snucnusnvcenwv
dn(u+v) = TS T— (2.19)

Mostremos tais fatos.

Denotemos s; = snu , S9 = snv, ¢ = cnu, ¢ = cnv, di = dnu, dy = dn v e fazendo

A =1-k?s?s3. Seja
(s1cads + sac1dy)

z = x (2.20)

entao, por diferenciagao parcial em relagao a u, conseguimos em (2.20) pela regra do quociente

e considerando as derivadas de sn, cn e dn

0z Aladicady — s159d} — k?sps1¢7) + (2k°s101d153) (s1¢2dp + 5201d1)
ou A2

ZN 2 2 2 2 2

—A = A[(Cld1C2d2) — 8182((11 + k Cl)] + 2k 81C1d182<3102d2 + SQCldl)

ou
= Alcidycady) — Asysy(d? + k*c?) + 2k%s2s2c1dycady + 2k s1c3d2 s
= cidicady(A + 2K%s%53) — 5185[A(d2 + K*c?) — 2k*s5c3da)

= cidicada(A + k25285 4 k?s1s3) — s185[Ads + A(k*c}) — k*sacids — k*s5cids]

como A = 1 — k%s?s2 temos A + k?s?s3 = 1, entao

%A = c1dicady(1 4 k?s252) — s185]d3 (A — k*s3¢2) + K2 (A — s3d?)]
u

Novamente utilizando A = 1 — k?s2s3 e as identidades s2 + ¢ = 1 e d3 + k%s2 = 1

obtemos A — k?s2c? =1 — k%s2s2 — k?s2¢? = 1 — k?s2(s? + ¢3) = d3. Além disso, pelo mesmo
argumento A — s3d3 =1 — k?s?s3 — s3d? = 1 — s3(k?s} + d?) = 3, portanto substituindo na
dltima expressdo de 92A? obtemos

%A = cidicady(1 + k?sis3) — s1so[dids + kclc)]
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dz seré

Observemos que 52 dz

, ou seja, z satisfaz a equacgao diferencial parcia

¢ simétrico em u e v, e como z também ¢é simétrico, segue que 3=
1 8Z = 92 Consequentemente, para

igual a
uma fungao f(u+v) de u+ v, temos z = f(u+ v), onde
o (s1c2dy + 8201d1)
Jluso) = 1 — k25252

e se fizermos v = 0 obtemos f(u) = sn u Yu, logo f(u+ v) = sn(u+v). O que prova (2.17)

Agora por (2.8) e (2.17) temos

2 _ 2 o (s1c2ds + 82€1d1)2
n“(u+v)=1—sn*(u+v)=1- (R

_ [(1 — ]{;23%3%)2 — (81C2d2 + SQCldl)Q]
(1= k2sis3)?

se expressarmos (1 — k%s?s3)? na forma (¢} + s3d3)(c3 + s3d?) entdo a expressao se reduz para

2 . (0102 - 5152d1d2)2
en(u+v) = (= 2ss0)?

Apo6s tirarmos as raizes quadradas de ambos os lados e substituirmos v = 0, percebemos

que devemos optar pelo sinal positivo. E assim deduzimos (2.18)

Por fim, a partir de (2.9) e (2.17) temos
k2<8102d2 + 8261d1)2

2 — 1_ 2 2 — 1_
dn*(u +v) k™sn*(u+v) (1 — k2s252)2

_ [(1— k25%3%)2 - k2(3102d2 + 3201d1)2]
GEEETaE

No lado direito do numerador substituimos (1 — k*s3s3)? por (d? + k*s3c2)(d3 + k?s3c?) e

depois de feita uma redugao obtemos (2.19).

2.3.6 Extensao da Definicao de sn u, cn v E dn u Para Todos os

Valores Reais de u

A férmula da adicao pode agora ser utilizada para ampliar a definicao das fungoes

elipticas para valores além do intervalo [— K, K], de forma que suas propriedades continuem
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a ser satisfeitas. Como feito para seno e cosseno, fazendo v = K em (2.17), (2.18) e (2.19),

e sabendo que sn K =1, en K =0 e dn K = k' obtemos

snuecn Kdn K +snKenudnu  cnudnu cnu

K - - - 2.21
snu+ K) 1 — k2sn?usn?K dn?u dnu ( )
enuen K —snudn K sn K dnu E'snudnu k'snu
K) = = — = — 2.22
en(u + K) 1 — k2sn2u sn2K dn?u dn u ( )
dnudnK —k2snucnusn Ken K kKdnu K
d K) — — — 2.23
n(u+ K) 1 — k2 sn?u sn?K dn?u dnu ( )
Fazendo agora u = K, vemos que
sn2K =0, cn2K =—-1,dn2K =1 (2.24)

Novamente, se pusermos v = 2K em (2.17), (2.18) e (2.19) e usarmos o resultado (2.24),

temos

sn(u+2K) = —snu (2.25)
ecn(u+2K) = —cnu (2.26)
dn(u+2K) = dnu (2.27)

De (2.25) e (2.26), através da substitui¢ao de u por u + 2K,

sn(u+4K) =snuecn(u+4K) =cnu (2.28)

Estendemos assim o intervalo de definicao das funcoes elipticas para todos os valores reais,
além disso, da equagao (2.28) vé-se que sn u e cn u sao fungdes periddicas de u, com periodo

4K, e de (2.27) que dn u é periddica com periodo 2K.

Utilizando o programa MAPLE em todos os graficos deste trabalho, abaixo mostramos o

comportamento das trés funcgoes, indicados nas figuras 2.1, 2.2 e 2.3.
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Figura 2.1: Gréfico sn(u,0.5) Figura 2.2: Grafico cn(u,0.5)

2.3.7 Periodicidade

Como visto acima, assim como as fungoes trigonométricas, as funcoes elipticas sao

sujeitas a periodicidade.

sn(ut+4K) = snu
cn(u+4K) = cnu

dn(u+2K) = dnu

Porém como caracteristica distintiva, seu periodo nao é um numero absoluto, pois o valor
assumido por K depende do valor do médulo. Outra diferenca é que essas funcgoes sao
duplamente periddicas, pois tém, além do periodo real um segundo periodo imagindrio!, que

nao sera explorado nesse trabalho.

2.3.8 Outras Funcoes Elipticas

Seguindo a notacao de Glaisher, existem outras nove funcoes elipticas, que sao defi-

nidas a partir da inversao ou dos quocientes das fungoes elipticas de Jacobi. As trés fungoes

'Para perfodos e argumento complexo das fungoes elipticas ver [5].
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Figura 2.3: Grafico dn(u,0.5)

abaixo sao definidas através da inversao das ordens das letras da funcao

1
nsu =

SN U

1
ncy = —

cnu

1
ndu = —

dn u

e os quocientes sao denotados escrevendo, nessa ordem, a primeira letra do numerador e do

denominador da funcao

sn u
sdu=

dn u

cn u
cs U =

sn u

dn u
ds u =

sn u

sn u
scu =

cn u

cnou
cd u =

dn u
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dn u

dc u =
cnou

2.3.9 Casos Degenerados

As fungoes elipticas, representam funcoes circulares quando k = 0 e hiperbdlicas

quando k = 1. Se supusermos k = 0 em (1.1) obtemos u(z fo T t2 = arcsenz,

= arcsenl = Z, ou seja, K(l) = 7. Ademais, como

e teremos que u( fo =g t2 z

k2 +k* =1 temos k' = 1 e consequente, X' — oo, onde K = fl T
0 /(1—2)(1-k'2e2)

Dessa forma, para k =0

K =1, K1) = g e K — 00 (2.29)

E entao

snu=senu, cn u=cosu, dn u =1 (2.30)

o que pode ser observado nos graficos abaixo.

Figura 2.4: Gréfico: sn (u,0)

Observa-se que os graficos 2.4 e 2.5 representam, respectivamente, os graficos das funcgoes

seno e cosseno, enquanto o grafico 2.6 a fungao constante igual a um.

Por outro lado, Supondo k = 1 encontramos em (1.1) fo 1%12 = tgh~ 'z e, portanto,

agora temos K = fo = t2) — 00 e como k' = 0, obtemos K = fo \/W =z
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Figura 2.5: Gréfico: cn (u,0)

¥

[ I3

Figura 2.6: Gréfico: dn (u,0)

Resumindo, para k =1
T

F=0K—>oo, K == (2.31)

N}

e teremos

sn u=tanh u,cn v = dn u = sech u (2.32)

que pode ser verificado pelos graficos abaixo, onde nota-se que a figura 2.7 representa o

grafico da fungao tangente hiperbdlica e as figuras 2.8 e 2.9 a fungao secante hiperbdlica.
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L3

Figura 2.7: Gréfico: sn (u,1) Figura 2.8: Grafico: cn (u,1)

Figura 2.9: Gréfico: dn(u,1)

2.3.10 Graficos

A fim de visualizarmos o comportamento dessas funcoes exemplificamos alguns gréaficos
das fungoes sn(u, k), en(u, k) e dn(u, k), fazendo o médulo variar. A linha continua repre-
senta a funcao para k = 0.8 e a linha pontilhada para & = 0.5, nos graficos 2.10, 2.11 e
2.12.
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Figura 2.11: Gréfico cn(u,k)

Figura 2.12: Gréafico: dn(u,k)
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2.4 Uma Outra Definicao

As fungoes elipticas sao normalmente definidas da forma acima descrita, invertendo-se
uma integral, algo incomum. No entanto, existem outras maneiras possiveis de definirmos
tais fungdes. Em [7] as encontramos definidas a partir de derivadas, ja [11] o faz partindo de
equagoes diferenciais.

Dentre as possiveis defini¢oes, trazemos ainda um vislumbre de uma que poderia ser
utilizada num curso do Ensino Bésico baseada em conceitos de geometria e que esta descrita
em [10].

Como ilustrado na figura 2.13, consideremos um circulo S e um ponto P dentro dele.
Tracando cordas que passem por esse ponto e considerando os segmentos com comprimento
inversamente proporcional a raiz quadrada do comprimento da corda toda, entao obtemos

uma curva convexa fechada C' que nos auxiliard a definir as funcgoes elipticas de Jacobi.

Figura 2.13: Curva Convexa Fechada

Denotemos os pontos finais de uma dessas cordas por M e M’ e seja N ¢ N' os pontos
de intersecao desta corda com C'. Pontos estes, simétricos com relacao a P. Temos também
o diametro minimo Ny/Ny de C correspondendo a corda MyMy, e o diametro maximo de
C correspondendo a corda M;Mi,. Se considerarmos PN uma linha em movimento, entao
definimos o angulo entre ela e sua posicao inicial PNy positivo conforme se mova no sentido

anti-horario sobre o circulo S, e com sinal negativo se o movimento for para a direcao oposta.
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Semelhantemente, consideramos a area dentro da se¢cao C' limitada por PN e PN, positiva
se o angulo entre as duas linhas for positivo, caso contrario, a area sera negativa. Assim,
se a posicao de PN continua a se movimentar ao redor de S de modo a completar circulos
inteiros, continuamos a acrescentar a area, portanto, temos que a area ¢ uma fungao que

atinge valores em toda reta real.

Agora, seja R o raio de S, e § a distancia OP do centro de S ao ponto P. Segue que

2(R+9)

PN =1
MM

para um comprimento arbitrario /.
Suponha que definamos um argumento u por

_ AreaNyPN

u 2 s

e definimos ¢ como a metade do angulo M, OM. Segue que ¢ ¢ uma funcao de u, a qual nés
denotamos por

1 A
QMOOM:go =amu

que é a amplitude de u.

Suponha também que denotemos a razao entre a area total dentro de C e [? por 2K,

entao segue da definicao da amplitude que
am 0 =0, amK:g, am 2K =7 e am(—u) = —am u.

Quando o ponto P ¢ escolhido de forma que coincida com o centro do circulo S, entao a
curva C' se reduz a um circulo com raio [. Portanto, a funcao am u se torna simplesmente
igual a u. Em geral am u difere de u em proporc¢ao a excentricidade de C'. Esta excentricidade

é o modulo k que definimos por
b 2V R6
R+

Semelhantemente, temos o moédulo complementar

» R—90
P=—"
R+9

de onde segue que k? + k2 = 1, e que tanto k quanto k assumem valores entre 0 e 1.
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Podemos agora definir as funcoes elipticas de Jacobi como o seno e cosseno de am u, e
como a distancia do ponto P ao M o qual corresponde ao argumento u no circulo S. Disto

segue que
PM PM

PMy, R+to

SN u = senam u, Cn u = COS amu e dn u =

A partir das propriedades das fungoes circulares seno e cosseno, temos que sn u e cn u

assumem valores entre —1 e 1 e satisfazem a identidade
sn® u+cn®u=1,

enquanto a funcao dn u é, pela definicao, sempre positiva, e seu valor maximo é 1 correspon-

\ . Vé . \ ! ’ . \ /
dendo a linha PM), enquanto seu valor minimo correspondente a PM, ¢ igual a k .

Podemos, portanto, continuar o desenvolvimento das propriedades das funcoes elipticas
e chegar as propriedades ja vistas anteriormente, nesse momento, partindo de uma definicao
geométrica.

Apés a apresentacao do desenvolvimento historico das fungoes elipticas de Jacobi e também
de sua definicao e principais propriedades, passamos agora a aplicacao dessa teoria na re-

solugao de uma equacao diferencial.
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Aplicacao: Existéncia de ondas
periddicas para a equacao de

Schrodinger

A equacao de Schrodinger foi deduzida em 1926 pelo fisico austriaco Erwin Schrodin-
ger. Fisicamente, esta equagao é usada em mecanica ondulatéria para a funcao de onda de
uma particula. Ela se assenta num modelo atomico inteiramente baseado em ondas esta-
ciondrias e constitui a base da fisica e quimica modernas. No caso unidimensional, a equacao
de Schrodinger permite calcular a funcao de onda associada v : R x R — C a uma particula
que se move dentro de um campo de forgas descrito por um potencial V(z,t) (que pode

depender da posigao e do tempo).

A equacao referida pode ser traduzida pela expressao
iug (,t) + Ugy (2, 8) + V (2, t) u(z,t) = 0 (3.1)

que no caso em que V(z,t) = |u(z,t)| > é conhecida como equacio de Schrodinger com néo

linearidade ctibica, ou simplesmente, equacao de Schrodinger cibica:
iy (2,1) + Ung (2, 1) + |u(z, t)] *ulz,t) = 0 (3.2)

Esta equacao descreve, por exemplo, um modelo tedrico de pulsos eletromagnéticos em
um cabo de fibra 6ptica usado em telecomunicacoes e admite solugoes especiais chamadas
iwt

ondas estaciondrias do tipo solitdria e periédica da forma u(z,t) = €' p(z) onde w é

chamado frequéncia da onda.
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Considerando que, u; (z,t) = iwe™'p(z), U (r,t) = e“'¢”(z) e pela férmula de Euler

dos nimeros complexos e = cost + isen t temos

|em| = Vcos? t+sen? t = 1.

Assim, substituindo u(z,t) = e™'¢(zr) na equacao (3.2) vem

i (iwe™o(z) ) + e (z) + ¢ 2e“fp(z) = 0
e colocando o fator nao nulo —e™* em evidéncia
e“?(—wp+p +¢%) =0
obtemos a seguinte equacao diferencial
) wp— =0 w>0 (3.3)

Definigao 3.1. Uma equagao diferencial de segunda ordem tem a forma geral

o(z) dp

e dizemos que ¢ é solucao de (3.4) se ¢ é duas vezes diferenciavel e a satisfaz.

Afim de obter a solugao da equagao diferencial (3.3) utilizaremos o método da quadratura.

Multiplicando ambos os lados de (3.3) por ¢ temos
—¢'¢ +uwpyp — Y =0.

Integrando a igualdade em [a, z]

ou seja,
1 (*d 2o w [*d , 1[*d ,
—afaw +§/aw—z/aw—0

pelo Teorema Fundamental do Calculo vem
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1
—3¢" @)+ 597 (@) + 597 (@) = 59 (@) = 30" (@) + 19* () =0
Logo,
e w, 1,
—— —p°— = B=0
¥ T¥ TP T
A expressao acima nos fornece
dy \/ 1
R 2 4 2B,
. 5% + wp? +
Escolhemos o ramo positivo, dessa forma, teremos
de \/ L, )
Y 2B. 3.5
o S T we? & (3.5)

e novamente integrando ambos os lados obtemos por separacao de variaveis,

= x
V=t + 2wp? + 4B

Note que a integral do lado esquerdo é uma tipica integral eliptica pois F(p) = —¢* +
2wp? + 4B é um polinoémio de 4° grau. E nosso objetivo é através de algumas manipulacoes
algébricas, transforma-la numa integral eliptica de primeiro tipo a fim de encontrarmos sua

solugao.

Voltemos a olhar para (3.5) que na forma quadratica fica

o = % [—¢" + 2wp® + 4B] = % (= #%) (¢* —m3) (3.6)
onde, B é uma constante de integracao e, n; —ny, 15, —0, sao zeros da fungao polinomial
F,(t) = —t* + 2wit? + 4B. Suponha, sem perda de generalidade, que 7, > 1, > 0.
Consequentemente, precisamos que 7, < ¢ < 1, e que os 7,s satisfacam pela regra da soma

e produto das raizes

2w =113 + 175

4B = —77%77%
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2_ 2
Definimos, ¢ = e K = (n1n2n2) e fazendo as substituigoes em (3.6) temos
1

1
¢’2?ﬁ=§(7ﬁ—¢27ﬁ) (6”0 —n3) .
Logo,
1 2
¢? = 2—77277?(1—(?2)77?( 2—%)
1 1
C g (o]
2( *) n%+n% m
0 N m — 175
=l (e e )]
2
= 2 [1-9) (& —1+8)]
Ou seja,
2
@ = % (1= ¢%) (> — 1+ K%)] (3.7)

Agora, definimos uma varidvel adicional ¢ através da relacao

¢* =1 — k?*sen® 1. (3.8)
Derivando implicitamente (3.8) temos 2gbgz§, = —2k?sen ) cos Y1) entao isolando (b, vem

/ / 12 ’2
b = —2k? Senﬁ cos ¥ glevando ao quadrado e substituindo (3.8) obtemos ¢ = = %

Finalmente substituindo em (3.7) vem

k* sen? 1/10032@01//2 n?
s O 31 [(1— 1+ Kk?sen® ) (1 — k?sen®y — 1+ &?)]

isto é,

2

14 sen? 2,172 2
sen” yeos Y _ K sen? Yk? (1—sen® ) = - Ksen? Yk? (cos™)

1 — k%sen? 1

2 . : ~
Isolando v e eliminando os fatores repetidos em ambos os lados temos entao
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2

7 = % (1 — k*sen® v),

ou seja,
ol M

/1 —k?sen? 1 B V2

obtemos, portanto, para, [ = \77/—15 que fow(s) \/ﬁ = le. Que segue da defini¢ao da integral

eliptica de Jacobi y = sn(u, k) onde sen 1 = sn(le; k) e consequentemente em (3.8)

¢ () = /1 — k2sn2(le; k) = dn (l; k).

Dessa forma, retornando as variaveis iniciais onde, ¢ = 1,;¢ obtemos as chamadas solucoes

ondas dnoidais

¢ (e) = @(em,ny) = ndn (%a; k) (3.9)

onde

2 .2
kQ:w, 2w =n2+n2, m > > 0. (3.10)
1

Agora, dn tem como periodo fundamental 2K, pois como vimos, dn (u + 2K;k) =
dn (u; k), onde K = K(k) representa a integral eliptica de primeiro tipo, portanto, temos

que a solucao onda dnoidal ¢ em (3.7) tem um periodo fundamental T,,, dado por

24/2
T:iK

v m

(k). (3.11)



CapriTULO 4

Consideracoes Finais

Reiteramos que o objetivo principal desse trabalho foi o de apresentar as integrais
elipticas e as fungoes elipticas jacobianas de uma maneira clara e simples, em nenhum mo-
mento tendo a pretensao de esgotar tal tema tendo em vista sua vasta abrangéncia e com-
plexidade. Sendo assim, contamos parte da histéria, surgimento e desenvolvimento, dessas
funcoes e partindo de sua definicao, fizemos um estudo detalhado de suas propriedades prin-

cipais, mostrando quao parecidas sao estas funcoes das fungoes circulares.

As integrais elipticas e as fungoes elipticas jacobianas tém desempenhado um papel central
na obtencao dos novos resultados trazidos pela Fisica nas equacoes nao lineares, e pudemos
nesse trabalho mostrar também uma de suas aplica¢oes, na busca de solugoes periddicas para
uma equagao diferencial, encontrando as chamadas solugoes ondas dnoidais dadas por

p(e) = mdn (%6; k‘)

que possuem um periodo fundamental T,,, dado por

2v2

T

T, = V2K (k).

Destacamos ainda que a forma como aqui definimos as funcoes elipticas é uma dentre
varias possiveis, que podemos também defini-las através de equacgoes diferenciais, derivadas
ou geometricamente, ou seja, ha alternativas na escolha da definicao dessas funcgoes, o que
permite adequar este contetido ao publico que se quer atingir.

Para finalizar este trabalho propomos alguns caminhos para novas pesquisas sobre o tema.
Explorar aplicagbes como as descritas em [5], a parametrizacao das equagoes da elipse em

termos de sn u e c¢n u, o Teorema de Fagnano e o problema do péndulo. Ampliar o estudo
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destas funcoes para o argumento complexo e apresentar as aplicacoes cabiveis a ele. Além
disso, a variedade de formas de se definir tais funcoes, por si sé, se faria suficiente para este

fim.
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