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Resumo

Diante do aumento da falta de interesse em estudar matematica por parte de alunos
do ensino bésico, o autor se viu necessitado em desenvolver algo que fizesse com que
os alunos percebessem alguns conceitos bésicos de geometria e sua relacao com a arte,
bem como mostrar diversas aplicagoes no cotidiano.

Este trabalho tem como base a construcao de tipos de mosaicos que podem ser
obtidos com poligonos regulares e mostrar como fazer figuras abstratas auto encaixéaveis
a partir destes mosaicos.

Serao exibidos trabalhos praticos realizados pelo autor em escolas publicas do Dis-
trito Federal nos tltimos 15 anos que foram devidamente registrados e avaliados com o
rigor matematico adequado, visando sempre uma interligacao entre os contetidos dados
em sala de aula e as praticas sugeridas nos trabalhos concretos.

Por fim, serao mostradas técnicas utilizadas por MC Escher para a construcao de
mosaicos a partir dos mesmos poligonos regulares e a possibilidade de fazé-los a partir

de mosaicos constituidos de poligonos regulares diferentes.

10



Palavras-chave

Mosaicos, Escher, Auto Encaixaveis, Poligonos Regulares, Trabalhos praticos .

11



Abstract

Given the increasing lack of interest in studying mathematics by elementary school
students, the author found himself in need to develop a text that would make the
students realize and understand some basic concepts of geometry and its relation to
art, as well as display various applications in real world. This work is based on the
construction of types of tiles that can be built with regular polygons and show how to
make abstract figures self dockable from these mosaics. We show practical work that
the author applied in public schools in Brasilia Distrito Federal for the past 15 years.
They have been properly recorded and evaluated with the appropriate mathematical
rigidity, always seeking a connection between the content data in the classroom and the
practices suggested in concrete work. Finally they will be shown the techniques used
by MC Escher for building mosaics from the same regular polygons and the possibility

of getting them from different regular polygons made up of mosaics.
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Introducao

Convencer que a matematica é importante e que tudo que o aluno aprende em
sala de aula serd utilizado na sua vida pode parecer utopia mas com um pouco de
criatividade e paixao esse desejo pode ser realizado.

Uma maneira de tornar a matematica mais palpavel é trabalhar com geometria de
forma concreta e fazer com que os alunos nao s6 vejam com os olhos mas sintam com
as maos o que se aprende dos contetdos escritos no quadro negro.

Este trabalho tem como objetivo o estudo de poligonos regulares, as medidas de
seus angulos internos e as possibilidades de usa-los na construcao de um mosaico.

Serao mostrados neste trabalho diferentes maneiras de se encaixar poligonos regu-
lares num ladrilhamento.

Para tanto organizou-se o trabalho em onze capitulos. Nos capitulos 1 e 2 abordam-
se os conceitos e conteidos de ladrilhamentos (formas de recobrir uma superficie no
plano).

No capitulo 3 tem-se uma breve explicacao do conceito de isometria no plano e suas
aplicagoes.

No capitulo 4 os tipos de poligonos regulares que podem se encaixar sao obtidos de
acordo com os valores de seus angulos internos.

No capitulo 5 serao mostrados trabalhos préticos realizados com alunos de ensino
bésico em escolas da rede publica do Distrito Federal.

No capitulo 6 tem-se uma breve biografia do artista holandés MC Escher no periodo
que ele trabalhou os mosaicos a partir de poligonos regulares.

No capitulo 7 técnicas usadas por Escher sao mostradas e explicadas passo a passo
através das isometrias no plano.

No capitulo 8 mostra-se que as técnicas utilizadas por Escher sao facilmente apli-
caveis em trabalhos praticos com alunos de ensino bésico.

No capitulo 9 apresenta-se construcoes diferentes das aplicadas por Escher em mo-
saicos constituidos por poligonos diferentes.

No capitulo 10 uma sequéncia didatica de préatica em sala de aula é proposta aos
professores de matemética ou de arte utilizando os conceitos desenvolvidos neste tra-
balho.

No capitulo 11 tem-se as consideracoes finais onde as vantagens de se trabalhar

estes mosaicos fortalece o aprendizado do aluno e o estimulo em aprender matematica.
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Capitulo 1

Figuras auto encaixaveis

1.1 Ladrilhamento com quadrados, tridAngulos e hexa-

gonos.

Ladrilhamento est4 muito presente no dia a dia das pessoas. Basta dar uma olhada
para o chao do banheiro do seu apartamento por exemplo.

Sabe-se que em geral os revestimentos usados na construcao civil sao constituidos
de ceramica pré-moldada com uma camada de louca ou porcelanato que melhora a
impermeabilizacao.

Fazer um piso ou parede inteiramente desta forma seria muito dispendioso e por
isso pensou-se em realiza-lo por partes através de pecas planas em forma de poligonos.

O mais comum ¢é a forma quadrada ou retangular por ser de mais facil construcao
e corte, mas nao é muito incomum ver outros tipos de poligono nestas construcoes.

Outra forma comum de se juntar poligonos numa superficie plana é por meio de
triangulos equilateros.

O ladrilhamento entao seria a montagem destas pecas planas de forma que elas
fechassem qualquer superficie plana determinada, ou seja, sem superposicao ou buracos.
O foco deste trabalho é ladrilhamento peridédico. FExiste bibliografia a respeito de
ladrilhamento aperiodico.(SALLUM,2007).

Um outro exemplo classico de ladrilhamento além dos quadrados, triangulos e re-

tangulos é a colmeia de abelha, que é constituida de hexagonos.
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Definicao 1.1. Ladrilhamento é a justaposicao de pecas planas de forma que nao haja
superposi¢cao ou buracos. (SALLUM,2007)

Na figura 1.1 tém-se exemplos de ladrilhamentos.

JAVAVAVAVAN
Jovavivivivd
TAVAVAVAVAY

Ladrilhamento com hexdgonos Ladrilhamento com quadrados Ladrilhamento com triangulos

Figura 1.1 Tipos comuns de ladrilhos

1.2 Variacoes de ladrilhamentos comuns.

Utilizando-se os conceitos vistos na secao anterior pode-se notar com facilidade que é
possivel "montar"estes ladrilhos de formas diferentes utilizando outros poligonos.

Em relagao ao quadrado por exemplo, realizando um esticamento, ou seja, variando
o tamanho de seus lados ou de seus angulos de forma que o quadrilatero obtido continue
com dois pares de lados paralelos, obtém-se um retangulo, losango ou paralelogramo

conforme figura 1.2.

Ladrilhamento com paralelogramos Ladrilhamento com retangulos

Figura 1.2 Outras variagoes de ladrilhos

O que se aborda neste trabalho é quais tipos de pecas planas poderiamos ter nestes
ladrilhamentos e qual a justificativa mateméatica para eles existirem, bem como as

possibilidades de se ter figuras abstratas construidas a partir de poligonos regulares.
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Capitulo 2

Poligonos regulares com um vértice

comuin.

2.1 Triangularizacao de poligono regular.

Antes de se pensar em juntar poligonos regulares é preciso conhecer as medidas dos
angulos internos dos mesmos e para isso serd usado o fato de que para cada poligono
com n lados é possivel dividi-lo em (n — 2) tridngulos, dividindo estes poligonos a
partir de segmentos tracados saindo de um vértice qualquer fixo e terminando nos
outros vértices, onde cada segmento unindo os vértices é tinico e esta no interior do
poligono. Essa técnica chamada de triangularizacao serd usada para calcular a soma

dos angulos internos de um poligono qualquer com n lados conforme figura 2.1.

DD P

3 lados 4 lados 5 lados 6 lados 8 lados n lados
1 tridngulo 2 tridngulos 3 triAngulos 4 tridngulos 6 triangulos 2) triangulos
Figura 2.1 Triangularizacao de poligonos
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Portanto se um poligono tem n lados ele tera (n — 2) triangulos e como a soma
dos angulos internos de cada triangulo é 180° o valor da soma destes angulos internos
deste poligono sera encontrado pelo produto destes valores, ou seja: 180(n — 2), mas
como trata-se de poligonos regulares a medida de cada angulo interno sera obtida pelo
quociente dessa soma pela quantidade de lados (vértices) deste poligono. O angulos
. . - 180(n — 2)
internos de um poligono regular com n lados entao ¢ dado por ———=
Na tabela 2.1 tém-se alguns exemplos de poligonos regulares e seus respectivos

nomes quanto as suas respectivas medidas de seus angulos internos.

Poligono com n lados  angulo interno (graus) Poligono com n lados angulo interno (graus)
3 60 23 3780/23
4 90 24 165

5 108 25 828/5

6 120 26 2160/13
7 900/7 27 500/3

8 135 28 1170/7
9 140 29 4860/29
10 144 30 168

11 1620/11 31 5220/31
12 150 32 675/4
13 1980/13 33 5580/33
14 1080/7 34 2880/17
15 156 35 1188/7
16 315/2 36 170

17 2700/17 37 6300/37
18 160 38 3240/19
19 3060/19 39 6660/39
20 162 40 171

21 3420/21 41 7020/41
22 1800/11 42 1200/7

Tabela 2.1  Angulos internos de alguns poligonos

Na tabela 2.2 tém-se os nomes de alguns poligonos regulares quanto a quantidade

de lados. Observe que seus nomes tem origem na lingua grega.
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Poligono  Nome Poligono  Nome

3|Triangulo 23(Icosakaitrigono
4|Quadrado 24|Icosakaitetragono
5|Pentagono 25|Icosakaipentagono
6|Hexagono 26|Icosakaihexagono
7|Heptagono 27|Icosakaiheptagono
8|0ctoégono 28|Icosakaioctégono
9|Eneagono 29|Icosakaieneagono
10|Decagono 30| Triacontagono
11|Umdecagono 31| Triacontakaihenagono
12|Dodecagono 32| Triacontakaidigono
13| Tridecagono 33| Triacontakaitrigono
14|Tetradecagono 34|Triacontakaitetragono
15|Pentadecagono 35|Triacontakaipentagono
16|Hexadecagono 36| Triacontakaihexagono
17|Heptadecagono 37|Triacontakaiheptagono
18|Octodecagono 38|Triacontakaioctégono
19|Eneadecagono 39| Triacontakaieneagono
20|Icosagono 40(Tetracontagono
21|lcosakaihenagono 41|Tetracontakaihenagono
22|Icosakaidigono 42|Tetracontakaidigono

Tabela 2.2  Nomes de alguns poligonos

Um ladrilhamento em uma superficie plana s6 é possivel se a soma dos angulos
internos dos poligonos que se encontram em um vértice for de 360°.

De inicio tem-se a juncao de 3 poligonos regulares, ja que nao seria possivel fazé-lo
com 2 pois um deles teria que ter um angulo interno maior que 180° (absurdo).

Pode-se também fazer essa juncao com 4 poligonos mas isso s6 serd mostrado pos-
teriormente no capitulo 4.

Vamos denotar por F' um poligono de x lados ou angulos congruentes Exemplo:
para x = 5 tem-se um pentagono F em que um angulo interno mede 108°.

Os valores de um angulo interno de dois poligonos com x lados e y lados, respecti-
180(x — 2) . 180(y — 2)

x
entre essas duas incognitas ja que a terceira sera fixada.

vamente, serao: e 0 objetivo é encontrar uma relacao direta
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Capitulo 3

Isometria no plano.

Neste capitulo sera usado como referéncia (LIMA,1996) para descrever as isometrias

no plano.

3.1 O que é isometria no plano?

A isometria entre dois planos IT e IT" ¢ uma funcao T : II — II' que preserva distancias.
Isso significa que, para quaisquer pontos X, Y € I, pondo X' =T(X) e Y =T(Y),
tem-se: d(X',)Y') =d(X,Y).

Toda isometria T : II — II’ transforma retas em retas e consequentemente seg-
mentos de reta em segmentos de reta.

Além disso toda isometria no plano transforma retas perpendiculares em retas per-
pendiculares, toda isometria é uma bijecao e sua inversa ainda é uma isometria.

As demonstragoes detalhadas das informagoes acima estdo na referéncia (LIMA;1996),
[5] paginas 13-15.

Usando os fatos acima, para duas retas r e s contidas em II, x e y pontos em r, a
imagem de um segmento de reta XY C r pela isometria 7' : » — s é o segmento de
reta X'Y’ C s,onde X' =T(X)eY’' =T(Y). Portanto dado Z € r tem-se Z' = T(Z).

Comisso: Ze€ XY XY =XZ+2Y XY =X'7'+2Y= 7 € XY

Isso mostra que a isometria 7' leva segmento em segmento.

Existem quatro tipos de isometria no plano: Translacao, Rotacao, Reflexao e Re-

flexao com deslizamento.
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3.2 'Translagao.

Sejam A e B pontos distintos do plano II. Uma translagao T4 : II — II é uma fungao
onde um dado X € II tem como imagem X’ = T'(X), sendo este ultimo o quarto vértice
de um paralelogramo ABX X' com AB e AX lados nao colineares.

Salientamos que a translacao T4 g nao possui pontos fixos. De fato, para todo ponto
X em II, com T(X) = X', tem-se que a distancia de d(X, X")=d(A, B).

A translacao Typ : II — II é uma isometria. Para justificar essa afirmacao, sejam
dois pontos quaisquer A,B € Il e suas imagens X = Tap(A), X' = Tap(B). Se aretar
que contém A e B é paralela ou igual a reta s que contém X e X' entao T)4p, restrita a
r, & a translacdo Txx/ : s — s, logo a d(X, X') = d(A, B). Se r ndo é paralela ou igual
a s entdo AX e BX’ sao lados opostos de um paralelogramo, logo o mesmo ocorre com
AB e XX'. Segue que a d(X, X') =d(A, B).

Da igualdade dos segmentos X X’ e AB, ou seja, X X' = AB, tem-se que 0 percurso
de A para X serd o mesmo de B para X' mantendo a direcao e o sentido de um vetor

v paralelo ao segmento AX conforme figura 3.1.

E

Figura 3.1  Translagio da curva “verde” em relagio ao vetor v
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Ao leitor interessado em mais detalhes sobre transla¢ao vide (LIMA,1996), [5].

3.3 Rotacao.

Seja O um ponto no plano IT e a= XOX’ um angulo com origem em O. A rotacio
do angulo a em torno do ponto O ¢ a funcdo po, : II — II onde pp o(O) = O e para
qualquer ponto A # O em II tem-se ppo(A) = A" onde A’ & um ponto de II tal que
d(A,0) =d(A',0) e a = AOA’.

O sentido de rotacao de X para X’ é o mesmo de A para A’. Na figura 3.2 tem-se

uma rotacao com sentido horario.

D’ C

A?

Figura 3.2 Rotacao da curva “verde” em relagao ao dngulo O
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3.4 Reflexao.

Seja r uma reta no plano II. A reflexdo no plano em torno da reta r ¢ a funcao
R, : II — II de forma que R.(X) = X para todo X € r e para X ¢ r tem-se
R.(X) = X' de forma que a mediatriz do segmento X X' é a reta r.

Uma reflexdo R, ¢ uma isometria. A demonstracao deste fato esta em (LIMA,1996)
paginas 16-18.

Na figura 3.3 tem-se uma reflexdao em torno de uma reta r. .

r

A

X g ’
a(X,r) a(r,X’) X

Figura 3.3  Reflexao da curva “verde” em relacdo a reta r

3.5 Reflexao com deslizamento.

A reflexdo com deslizamento nada mais é que a composicao de uma Reflexao com uma
Translacao e nao serd abordada neste trabalho.

O leitor interessado encontrara uma abordagem detalhada deste assunto em (LIMA;1996-
pagina 23). Na mesma referéncia o leitor tem estudos detalhados de isometrias proprias

e improprias no plano, além de composicao de isometrias no plano.
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Capitulo 4

Poligonos regulares que se encaixam

num vértice.

Para haver um encaixe perfeito entre poligonos ¢ preciso que a soma dos angulos
internos destes poligonos seja 360° como no caso dos ladrilhos quadraticos que era
constituido de quatro quadrados com angulos internos de 90° cada totalizando assim
360°.

Em 2.1 foi mencionado que seria impossivel encaixar dois poligonos apenas, pois
cada um teria que ter 180° como angulo interno para que a soma destes angulos num
vértice fosse 360°.

A ideia agora é verificar quais os poligonos poderiam ser encaixados em torno de
um unico vértice usando trés poligonos regulares.

Fixa-se entao um poligono e encontra-se uma relacao direta entre os outros dois
poligonos que terao x e y lados, respectivamente.

Recordamos que um poligono regular com z lados tem angulo interno com medida

180(x — 2) 180(y — 2)

igual a graus e de y lados tem o angulo interno medindo ——=———= graus.
Y
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4.1 Utilizando trés poligonos em torno de um vértice

fixando um tridngulo equilatero

A medida de um angulo interno de x lados serd somado a medida de um angulo interno
de y lados mais a medida de um angulo interno de um poligono regular fixo F de forma
que o resultado desta soma seja 360°.

180(x — 2) N 180(y — 2) P - 360

T )
De inicio sera fixado um triangulo regular (equilatero) pois é o poligono com menor

quantidade de angulos conhecido e cujo angulo interno ¢ de 60°. Teremos entao:
180(z — 2 180(y — 2
(0=2) 1806 =2) g 560

x Y
6ry — 6y — 6z Sry

xy xy
xy — 6y —6x =0
ry — 6y = 6

y(x —6) = 6x
6x

y =
x —
Na equacao anterior, x e y sao as quantidades de lados de cada poligono. Assim sao

nlimeros inteiros e positivos e portanto y devera ser maior ou igual a 7 e x maior que

6.
Assim:
6x
> 7
r—6
Dessa forma:
6z < 7(x —6)
z <42
Portanto
6 <x <42

Analisando estes valores numa planilha eletronica tem-se as seguintes possibilidades.
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X y Tridngulo X y Triangulo
7 42 3 28 84/11 3
8 24 3 29 174/23 |3
9 18 3 30 15/2 3
10 15 3 31 186/25 |3
11 66/5 3 32 96/13 3
12 12 3 33 198/27 3
13 78/7 3 34 51/7 3
14 20/2 |3 35 210/29 |3
15 10 3 36 108/15 |3
16 48/5 3 37 22231 |3
17 102/11 |3 38 57/8 3
18 9 3 39 234/33 |3
19 114/13 |3 40 120/17 3
20 60/7 3 41 216/35 |3
21 126/15 |3 42 7 3 . -
PR rva— Combinacoes
23 13817 |3 42 3 .
24 8 3 24 3 pOSSiVGlS
25 150/19 |3 18 3
26 39/5 3 10 15 3 para. haver
27 162/2] 3 12 12 3
O encaixe

Tabela 4.1 Fixando um triangulo na justaposicdo de trés poligonos

Da tabela 4.1. percebe-se que as combinagoes se repetem e serao considerados
apenas os resultados que compoem o encaixe de trés poligonos regulares em torno de
apenas um vértice.

Na proxima secao veremos todas as possibilidades de se encaixar trés poligonos

regulares onde um deles é um triangulo equilatero.

4.1.1 Encaixando heptagono, tetracontakaidigono e triangulo.

O primeiro caso a ser analisado é o caso 7-42-3, onde o "7"representa um heptagono,
o "42"representa um tetracontakaidigono e o "3"representa um triangulo equilatero.
Depois de ter estes poligonos encaixados a pergunta é se eles podem ser expandidos,
ou seja, a superficie plana a ser coberta com estes poligonos nao tem espacos vazios
entre eles pois a soma dos angulos internos dos poligonos que se encaixam em um
vértice deverd ser sempre igual a 360°.
Na figura 4.1 tem-se o encontro destes trés poligonos e a representacao no plano do

resultado e a tentativa de se expandir este mosaico por toda superficie plana.
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Nao existe um poligono regular com angulo interno

inferior a 60° para encaixar

aqui neste vértice.

@ triangulo (3 lados)

heptagono (7 lados)

tetracontakaidigono
(42 lados)

Figura 4.1  Encaixando heptdgono,tetracontakaidigono

e triangulo equildtero
Percebe-se que para se expandir essa figura teria que existir um poligono com angulo

interno de (300/7)° Pois a soma dos angulos em torno do vértice V | por exemplo, é

composta por dois angulos internos de heptagonos e de um triangulo é de (2220/7)°.
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4.1.2 Encaixando octégono, icosakaitetragono e triangulo.

O segundo caso a ser analisado é o caso 8-24-3, onde o "8"representa um octégono, o
"24"representa um icosakaitetragonoo e o "3"representa um triangulo equilétero.

Na figura 4.2 tem-se a justaposicao destes trés poligonos e a tentativa frustrada de
se expandir este mosaico, pois a soma dos angulos internos dos octégono e do triangulo
equilatero no vértice V é 330° e teria que existir um poligono com angulo interno de

30° para a soma chegar a 360° e haver o encaixe perfeito.

Nao existe um poligono regular com angulo interno

inferior a 60° para encaixar

aqui neste

vértice.

v % triangulo (3 lados)

octégono (8 lados)

icosakaitetragono
(24 lados)

Figura 4.2  Encaixando octégono, icosakaitetragono

e tridngulo equilédtero
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4.1.3 Encaixando eneagono, octodecigono e tridngulo.

O terceiro caso a ser analisado é o caso 9-18-3, onde o "9"representa um eneiagono, o
"18"representa um octodecagono e o "3"representa um triangulo equilatero.

Na figura 4.3 tem-se a justaposicao destes trés poligonos.A tentativa de se expandir
este mosaico nao é possivel pois a soma dos angulos internos dos enedgonos e do,
triangulo equilatero no vértice V é 340° e para isso deveria existir um poligono com um

angulo interno de 20°, para a soma chegar a 360°, o que torna essa expansao impossivel.

Nao existe um poligono regular com angulo interno
inferior a 60° para encaixar

aqui neste vértice.

N

tridngulo
(3 lados)

z

eneiagono
(9 lados)

octodecdgono
(18 lados)

Figura 4.3 Encaixando enedgono, octodecdgono e triangulo equildtero
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4.1.4 Encaixando decagono, pentadecagono e tridngulo.

O quarto caso a ser analisado é o caso 10-15-3, onde o "10"representa um decagono, o
"15"representa um pentadecagono e o "3"representa um triangulo equilatero.

Na figura 4.4 tem-se a justaposi¢ao destes trés poligonos em torno do vértice V e
mais uma vez nao se consegue a soma exata de 360° para o encaixe ser perfeito.

A soma dos angulos internos dos decagonos e do triangulo equilatero no vértice V é
348° e nao é possivel construir um poligono com 12° para que esse encaixe seja perfeito.

Na figura 4.4 é possivel também perceber que um oitavo pentadecigono nao se

encaixaria no espaco que sobrou.

pentadecdgono

(15 lados)

decdgono
(10 lados)

tridngulo

(3 lados)

decdagono '
(10 lados)

Impossivel encaixar
um poligono regular
com angulos internos

Nao existe um poligono diferentes (absurdo)

regular com angulo interno inferior

a 60° para encaixar neste vértice V.

Figura 4.4 Encaixando decdgono, pentadecdgono e triangulo equildtero
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4.1.5 Encaixando dodecagono, dodecagono e tridngulo equila-

tero.

O quinto caso a ser analisado ¢ 12-12-3, onde o "12"representa dodecagonos e o 3'"re-
presenta um triangulo equilétero.

Na figura 4.5 tem-se a justaposicao destes trés poligonos e a perfeita expansao na
superficie.

A soma dos angulos internos do dodecagono, do triangulo e do outro dodecagono
é exatamente 360° e com isso nao sobrarao espacos vazios na sobreposicao destes poli-

gOnos.

tridngulo equildtero

(3 lados)
N

dodecédgono
(12 lados)

dodecdgono

(12 lados)

Figura 4.5 Encaixando dodecdgono, dodecdgono e triangulo equildtero
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Observa-se que € possivel expandir este mosaico pois em cada vértice de justaposicao

dos poligonos regulares é possivel obter a soma dos angulos sendo 360°.

4.2 Utilizando trés poligonos regulares em torno de

um vértice fixando um quadrado.

Depois de ter fixado o triangulo agora ¢ a vez de fixar o quadrado e analisar as possi-
bilidades de encaixe de trés poligonos em torno de um vértice sendo que um deles é o

quadrado, ou seja 90° teremos entao:

180(x — 2) N 180(y — 2)

+ 90 = 360
z Y
180(x — 2) n 180(y — 2) _ 970

z Yy

xy — 4y = 4o

ylx —4) = 4x
4z
y_x—4

Na equacao anterior, z e y sao as quantidades de lados de cada poligono. Assim sao
numeros inteiros e positivos e portanto y devera ser maior ou igual a 5 e x maior que

4.

Portanto
4<z<bh

Analisando estes valores na tabela 4.2 tem-se as seguintes possibilidades.
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X y Quadrado

5 20 4

6 12 4

7 28/3 4

8 8 4

9 36/5 4

10 20/3 4

11 44/7 4

12 6 4

13 52/9 4

14 28/5 4

15 60/11 4

16 16/3 4

17 68/13 4

18 36/7 4

19 76/15 4

20 5 4
20 3 1 Combinagoes possiveis
12 4
8 3| ] para haver o encaixe

Tabela 4.2  Fixando um quadrado na justaposicao de trés poligonos

Na Tabela 4.2 vé-se todas as possibilidades de se encaixar trés poligonos regulares

fixando um quadrado.

4.2.1 Encaixando pentagono, icosigono e quadrado.

O sexto caso a ser analisado é o caso 5-20-4, onde o "5"representa um pentagono, o
"20"representa um icosdgono e o "4"representa um quadrado.

Depois de ter estes poligonos encaixados a pergunta é se eles podem ser expandidos.

Na figura 4.6 tem-se a justaposicao destes trés poligonos e a tentativa de se expandir
este mosaico.

A soma dos angulos internos do quadrado, do pentdgono e do outro quadrado é

288° e faltaria 72° para que a soma chegasse a 360° e houvesse o encaixe perfeito.
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Nao ¢é possivel expandir essa construcao pois

seria necessario um poligono

nao regular para

encaixar

pentagono

(5 lados)

quadrado

(4 lados) %

icosdgono

(20 lados)

Figura 4.6 Encaixando pentdgono, icosdgono e quadrado

4.2.2 Encaixando hexiagono, dodecagono e quadrado.
O sétimo caso a ser analisado é o caso 6-12-4, onde o "6"representa um hexégono, o

"12"representa um dodecigono e o "4"representa um quadrado.

Na figura 4.7 tem-se a justaposicao destes trés poligonos e a expansao das figuras
numa superficie.

A soma dos angulos internos do dodecéagono, do hexagono e do quadrado é 360° e

40



serd possivel cobrir toda superficie plana com estes trés poligonos.

Quadrado
(4 lados)

1:] Hexdgono
(6 lados)

Figura 4.7  Encaixando hexdgono, dodecdgono e quadrado

Observa-se que é possivel expandir este mosaico pois em cada vértice de justaposicao

dos poligonos regulares é possivel obter a soma dos angulos sendo 360°.

4.2.3 Encaixando octégono, octégono e quadrado.

O oitavo caso a ser analisado é o caso 8-8-4, onde o "8"representa um octéogono, o

"8'"representa outro octéogono e o "4"representa um quadrado.
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Depois de ter estes poligonos encaixados a pergunta é se eles podem ser expandidos.
Na figura 4.8 tem-se a justaposicao destes trés poligonos e a expansao das figuras
na superficie, pois a soma dos angulos internos dos poligonos utilizados sera sempre

360°.

octégono
(8 lados)

quadrado
(4 lados)

octégono
CRELS)

Figura 4.8  Encaixando octégono, octégono e quadrado

Observa-se que é possivel expandir este mosaico pois em cada vértice de justaposicao

dos poligonos regulares é possivel obter a soma dos angulos sendo 360°.
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4.3 Utilizando trés poligonos em torno de um vértice

fixando um Pentagono.

Depois de ter fixado o triangulo e o quadrado agora ¢ a vez de fixar o pentagono e
analisar as possibilidades de encaixe de trés poligonos em torno de um vértice sendo

que um deles é o pentagono, ou seja 90° teremos entao:

180(z —2) | 180(y —2)
x Y

+ 108 = 360
De maneira similar a 4.1 e 4.2 considerando os valores para x e y, tem-se:

4 <z <20

Analisando estes valores na Tabela 4.3 tem-se as seguintes possibilidades. Mas sera

analisada apena uma pois as outras apareciam em casos anteriores.

X y Pentdgono

4 20 5

5 10 5

6 15/2 5

7 70/11 5

8 40/7 5

9 90/17 5

10 5 5

11 110/23 5

12 60/13 5

13 130/29 5

14 35/8 5

15 42215 5

16 80/19 5

17 170/41 |5

18 45/11 5 . - ,
9 w0 s Combinagao possivel
20 4 5

descartando os casos

F_To F 1}

j& estudados

Tabela 4.3 Fixando um pentdgono na justaposicio de trés poligonos

4.3.1 Encaixando pentagono, deciAgono e pentigono.

O nono caso a ser analisado é o caso 5-10-5, onde o "5'"representa um pentagono, o

"10"representa um decigono e o "5"representa um pentagono.
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Depois de ter estes poligonos encaixados a pergunta é se eles podem ser expandidos.
Na figura 4.9 tem-se a justaposicao destes trés poligonos na constru¢ao do mosaico.
Para que haja uma expansao destas figuras numa superficie seria preciso existir um
poligono com angulo interno de 36° para se juntar aos trés pentagonos no vértice V ja

que a soma dos angulos internos de trés pentdgonos é de 324°.

Nao existe um poligono regular com angulo interno
inferior a 60° para

encaixar neste pentagono

vértice Q(E’ lados)

pentagono

(5 lados)

Figura 4.9  Encaixando pentdgono, decdgono e pentdgono
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4.4 Utilizando trés poligonos regulares em torno de

um vértice fixando um hexagono.

Depois de ter fixado o triangulo, o quadrado e o pentagono agora ¢ a vez de fixar o
hexagono e analisar as possibilidades de encaixe de trés poligonos em torno de um

vértice sendo que um deles é o pentagono, ou seja 120° teremos entao:
180(x — 2) n 180(y — 2)

+ 120 = 360
Z )
y(x —3) =3z
3z
y_x—?)

Similarmente a 4.1 e 4.2 tem-se:
3<r <12

Analisando estes valores na tabela 4.4 tem-se as seguintes possibilidades. Mas sera

analisada apenas uma pois as utras duas ja foram citadas na tabela 4.2.

X y Hexagono

4 12 6

5 15/2 6

6 6 6

7 21/4 6

8 24/5 6

9 9/2 6

10 30/7 6

11 33/8 6 . ~ ,

> " . Combinacao possivel
e e g | descartando os casos

ja estudados

Tabela 4.4 Fixando um hexdgono na justaposicao de trés poligonos

4.4.1 Encaixando hexigono, hexagono e hexagono.

O décimo caso a ser analisado é o caso 6-6-6, onde os "6"representam os trés hexagonos.
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Na figura 4.10 tem-se a juncao destes trés poligonos e a construgao do mosaico
classico que é a colmeia de abelha.
O encaixe é perfeito pois a soma dos angulos internos de trés hexagonos é 360° e

nao sobram espacos vazios na expansao desta construcao.

hexdgono
(6 lados)

\

hexédgono
(6 lados)
hexdgono
(6 lados) @

Figura 4.10 Encaixando hexdgono, hexdgono e hexdgono

Observa-se que € possivel expandir este mosaico pois em cada vértice de justaposicao

dos poligonos regulares ¢ possivel obter a soma dos angulos sendo 360°.
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4.5 Utilizando quatro poligonos regulares em torno

de um vértice fixando dois tridngulos.

Dois poligonos serao fixados agora F' e G e uma relacao direta entre os outros dois que

serao chamados de x e de y aqui.

180(z —2) , 180(y —2)
Xz

+ 60 + 60 = 360

De maneira analogoga aos casos anteriores tem-se:
3<r <12

Analisando estes valores na Tabela 4.5 tem-se duas possibilidades de construcao de

mosaicos fixando dois triangulos.

y Triangulo  Triangulo
12
15/2

N

21/4

24/5

ol [ ]«

9/2

10 30/7
11 33/8
12 4

Wl lowlwlwlwolwlel w
Wl lowlwlwlwolwlel w

Combinagoes possiveis

descartando os casos

H
-
N

ja estudados

Tabela 4.5 Fixando dois triangulos na justaposicao de quatro poligonos

4.5.1 Encaixando tridngulo, triAngulo, quadrado e dodecagono.

O décimo primeiro caso a ser analisado é o caso 3-3-4-12, onde os "3"representam tri-
angulos equilateros, o "4"representa um quadrado e o "12"representa um dodecagono.
Na figura 4.11 tem-se a justaposicao destes quatro poligonos numa expansao pela

superficie pois a soma dos angulos internos trés triangulos e dois quadrados é 360° assim
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como a soma dos angulos internos do dodecagono, do quadrado e de dois triangulos

também, o que torna essa construcao possivel de se expandir.

triangulo  quadrado

(3 lados) (4 lados)

triangulo Z

(3 lados)

dodecédgono
(12 lados)

Figura 4.11 Encaixando dois triangulos equildteros,

quadrado e dodecdgono

Observa-se que € possivel expandir este mosaico pois em cada vértice de justaposicao

dos poligonos regulares é possivel obter a soma dos angulos sendo 360°.

4.5.2 Encaixando triangulo, triAngulo, quadrado e dodecagono

de forma diferente.

O décimo segundo caso a ser analisado é o caso 3-3-4-12, onde os "3"representam tri-

angulos equilateros, o "4"representa um quadrado e o "12"representa um dodecagono.
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Na figura 4.12 tem-se a justaposicao destes quatro poligonos numa superficie plana

de maneira diferente.

tridngulo quadrado

(3 lados) (4 lados)

triangulo

' @ (3 lados)

dodecédgono
(12 lados)

Figura 4.12 Encaixando dois triangulos, quadrado

e dodecdgono de maneira diferente

Observa-se que € possivel expandir este mosaico pois em cada vértice de justaposicao

dos poligonos regulares é possivel obter a soma dos angulos sendo 360°.

4.5.3 Encaixando hexiagono, hexigono, tridAngulo e triangulo.

O décimo terceiro caso a ser analisado é o caso 6-6-3-3, onde os "6"representam hexa-
gonos e os "3"representam triangulos equilateros.

Na figura 4.13 tem-se a justaposicao destes quatro poligonos na expansao das figuras
na superficie ji que a soma dos angulos internos de dois hexagonos e dois triangulos é
360°.
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triangulo
(3 lados)

hexdgono
(6 lados)

hexsgono

' A (GRETLS)]
tridngulo '
' (3 lados) l

Figura 4.13 Encaixando dois hexdgonos e dois triangulos equildteros

Observa-se que é possivel expandir este mosaico pois em cada vértice de justaposicao

dos poligonos regulares é possivel obter a soma dos angulos sendo 360°.

4.5.4 Encaixando hexagono, hexagono, triAngulo e tridAngulo de

forma diferente.

O décimo quarto caso a ser analisado é o caso 6-6-3-3, onde os "6"representam hexa-
gonos e os "3"representam tridngulos equilateros.
Na figura 4.14 tem-se a justaposi¢ao destes quatro poligonos na expansao das figuras

de um modo diferente da anterior cuja soma dos angulos internos também é de 360°.
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hexdgono
(6 lados)

y

triangulo
(3 lados)

!

triangulo

@ (3 lados)
<; hexdgono

(6 lados)

Figura 4.14 Encaixando dois hexdgonos e dois triangulos

equilateros de forma diferente

Observa-se que € possivel expandir este mosaico pois em cada vértice de justaposicao

dos poligonos regulares é possivel obter a soma dos angulos sendo 360°.

4.6 Utilizando quatro poligonos em torno de um vér-

tice fixando um tridngulo e um quadrado.

Encaixando hexégono, hexagono, tridngulo e tridngulo de maneira diferente.

Serao fixados agora os angulos 60° e 90° teremos entao:

180(x —2) | 180(y —2)
Xz

+ 60 + 90 = 360

51



y(br —12) = 12x
12z

C hr—12

Assim como em 4.1 e 4.2 tem-se:
3<x <12

Analisando estes valores na Tabela 4.6 tem-se uma possibilidade de construcao de

mosaico fixando um quadrado e um triangulo equilétero.

X v Triangulo  Quadrado
3 12 3 4
4 6 3 4
5 60/13 3 4
6 4 3 4
7 84/23 3 4
8 42209 3 4
9 108/33 3 4
10 60/19 3 4
1 R ! Combinagao possivel
12 3 3 4
descartando os casos
B le B |4

ja estudados

Tabela 4.6  Fixando um triangulo e um quadrado

na justaposicao de quatro poligonos

4.6.1 Encaixando quadrado, hexiagono, triAngulo e quadrado.

O décimo quinto caso a ser analisado é o caso 4-6-3-4, onde os "4"representam quadra-
dos, o "6"representa um hexagono e o "3"representa um tridngulo equilatero.
Depois de ter estes poligonos encaixados a pergunta é se eles podem ser expandidos.
Na figura 4.15 tem-se a justaposicao destes quatro poligonos regulares e a expansao
das figuras num a superficie uma vez que a soma dos angulos internos de dois quadrados,

de um triangulo e de um hexégono é de 360°.
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triangulo
(3 lados) quadrado

{} @4 lados)

quadrado

(4 lados) %

Figura 4.15 Encaixando quadrado, hexdgono, triangulo e quadrado

Observa-se que também é possivel expandir este mosaico pois em cada vértice de jus-

taposicao dos poligonos regulares ¢ possivel obter a soma dos angulos sendo 360°.

4.6.2 Encaixando quadrado, hexagono, tridngulo e quadrado

de uma segunda forma.

O décimo sexto caso a ser analisado é o caso 4-6-3-4, onde os "4"representam quadrados,

o "6"representa um hexagono e o "3"representa um tridngulo equilatero.

Na figura 4.16 tem-se a juncao destes quatro poligonos e a expansao na superficie

com 0s mesmos poligonos utilizados no caso anterior.
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quadrado
(4 lados)

Y

triangulo
(3 lados)

quadrado %
(4 lados)

hexagono
(6 lados)

Figura 4.16 Encaixando quadrado, hexdgono, triangulo e quadrado

de uma segunda maneira

Observa-se mais uma vez que ¢ possivel expandir este mosaico pois em cada vértice de
justaposicao dos poligonos regulares é possivel obter a soma dos angulos sendo 360°

assim como o caso anterior.

4.6.3 Encaixando quadrado, hexagono, tridAngulo e quadrado

de uma terceira forma.

O décimo sétimo caso a ser analisado é o caso 4-6-3-4, onde os "4'"representam qua-
drados, o "6"representa um hexagono e o "3"representa um tridngulo equilatero.
Na figura 4.17 tem-se a justaposi¢ao destes quatro poligonos e sua expansao na

superficie plana de uma terceira forma.
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quadrado
(4 lados)

triangulo

(3 lados)
quadrado hexdgono
(4 lados) (6 lados)

Figura 4.17 Encaixando quadrado, hexdgono, triangulo e quadrado

de uma terceira maneira

Observa-se de novo que ¢ possivel expandir este mosaico pois em cada vértice de
justaposicao dos poligonos regulares é possivel obter a soma dos angulos sendo 360°

assim como os dois casos anteriores.

4.7 Utilizando quatro poligonos em torno de um vér-

tice fixando dois quadrados.

Serao fixados agora os angulos 90° e 90° teremos entao:

180(z —2) , 180(y — 2)
Xz

+ 90 + 90 = 360
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Por 4.1 tem-se:
2<x<6

Analisando estes valores na Tabela 4.7 tem-se uma possibilidade de construcao de

mosaico fixando dois quadrados.

X y Quadrado Quadrado
3 6
4 4 4 4
5 w0 1 Combinacao possivel
6 3 4 4

descartando os casos
|4 B B 4

ja estudados

Tabela 4.7 Fixando dois quadrados na justaposicao de quatro poligonos

4.7.1 Encaixando quadrado, quadrado, quadrado e quadrado .

O décimo oitavo caso a ser analisado é o caso 4-4-4-4, onde os "4"representam quadra-
dos.

Na figura 4.18 tem-se a justaposicao destes quatro poligonos e a expansao na su-
perficie formando o ladrilhamento mais comum que existe pois a soma dos angulos

internos de quatro quadrados ¢ 360°.
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Expandir esse mosaico é possivel

Quadrado Quadrado
(4 lados) : (4 lados)
Quadrado

@ (4 lados)

Quadrado
(4 lados)

Figura 4.18 Encaixando quatro quadrados num vértice

Observa-se que é possivel expandir este mosaico pois em cada vértice de justaposicao

dos poligonos regulares é possivel obter a soma dos angulos sendo 360°, no caso sao

quatro angulos retos.

4.8 Utilizando cinco poligonos em torno de um vértice

fixando trés triangulos equilateros.

Serao fixados agora os angulos 60°, 60° e 60° teremos entao:

180(z —2) , 180(y —2)
x

+ 60 + 60 + 60 = 360
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Analogamente a 4.1 tem-se:
2<x<6

Analisando estes valores na Tabela 4.8 tem-se uma possibilidade de construcao de

mosaico fixando trés triangulos equilateros.

X y Triangulo Triangulo Tridngulo

3 6 3

4 4 3 3 3

5 10/3 3 3 3 . ~ L, .
. 3 3 3 , Combinagoes possiveis
3 . 3 3 3 descartando os casos

4 6 3 3 3

ja estudados

Tabela 4.8 Fixando trés triangulos na justaposicao de cinco poligonos

4.8.1 Encaixando tridngulo, hexagono, tridngulo, triAngulo e

triAngulo.

O décimo nono caso a ser analisado é o caso 3-3-3-3-6, onde os "3"representam trian-
gulos equilateros e o "6"representa um hexagono.
Na figura 4.19 tem-se a justaposicao destes cinco poligonos e a expansao na su-

perficie pois a soma dos angulos internos de quatro tridngulos e um hexagono é de
360°.
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tridngulo
(3 lados)

4

triangulo
(3 lados)

triangulo
(3 lados)

hexsgono
(6 lados)

triangulo

(3 lados)

Figura 4.19 Encaixando triangulo, hexdgono,

tridngulo, tridngulo e tridngulo

Observa-se que ¢é possivel expandir este mosaico pois em cada vértice de justaposicao

dos poligonos regulares ¢ possivel obter a soma dos angulos sendo 360° .

4.8.2 Encaixando quadrado, quadrado,triangulo, triAngulo e tri-

angulo.

O vigésimo caso a ser analisado é o caso 4-4-3-3-3 onde os "4"representam quadrados,

o "3"representam tridngulos equilateros.

Na figura 4.20 tem-se a juncao destes cinco poligonos e a expansao na superficie

pois a soma dos angulos internos de dois quadrados e de trés triangulos ¢ de 360°.
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triangulo
(3 lados)

triangulo quadrado

(3 lados) @ QM lados)

triangulo

(3 lados)

Figura 4.20 Encaixando quadrado, quadrado,triangulo,

triangulo e triangulo

Observa-se que é possivel expandir este mosaico pois em cada vértice de justaposicao

dos poligonos regulares é possivel obter a soma dos angulos sendo 360°.
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4.9 Utilizando seis poligonos em torno de um vértice

fixando quatro triangulos.

Serao fixados agora os angulos 60°, 60°, 60° e 60° teremos entao:
180(x — 2) n 180(y — 2)

Z Y
Y

+ 60 + 60 + 60 + 60 = 360

B 3z
C 2r—3

Assim como em 4.1
2<x<6

Analisando estes valores na Tabela 4.9 tem-se uma possibilidade de construgao de

mosaico fixando seis triangulos equilateros.

X y Triangulo Tridngulo Triangulo Triangulo
3 3 3 3 3 3
4 24 3 3 3 3
’ o P : ’ : Combinacao possivel
6 2 3 3 3 3

descartando os casos
3 [ 3 3 3 3 | }

ja estudados

Tabela 4.9 Fixando quatro tridngulos na justaposicao de seis poligonos

4.9.1 Encaixando tridngulo, triangulo, tridAngulo, triAngulo, tri-

angulo e triangulo.

O vigésimo primeiro caso a ser analisado é o caso 3-3-3-3-3-3, onde os "3"representam

triangulos equilateros.
Na figura 4.21 tem-se a justaposicao destes seis poligonos e a expansao na superficie

j& que a soma dos angulos internos de seis triangulos é de 360°.
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triangulo triangulo
(3 lados) 3 lados)
% triangulo
triangulo (3 lados)
(3 lados)

triangulo

tridngulo ’

(3 lados)

Figura 4.21 Encaixando triangulo, tridngulo, tridngulo,

tridngulo, tridngulo e tridngulo

Utilizar mais que seis poligonos regulares na construcao de mosaicos ¢ impossivel,

pois sabe-se que o menor angulo do poligono regular com menos lados possiveis ¢ de 60°

e se for colocado sete destes poligonos regulares a soma seria igual a 420° e superaria

os 360° exigidos para que o encaixe ficasse perfeito.
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Capitulo 5

Trabalhos sobre mosaicos com
poligonos regulares realizados com

alunos de ensino basico

5.1 Proposta de trabalho para construcao de mosai-

COS.

Trabalhar geometria com alunos de ensino basico de escola piblica nao é uma tarefa
muito facil, e como os alunos fazem de tudo para escapar das contas matematicas foi
preciso desenvolver uma técnica mais manual e concreta.

Primeiramente foi explicado a eles o que era ladrilhamento e onde poderiamos
encontrar isso.

Foi sugerido que se olhasse para o chao e logo veio o primeiro exemplo.

Dai comecaram-se os trabalhos de calculo do que viera a ser um ladrilhamento e
porque a soma destes angulos internos destes poligonos tinham que ser 360°.

Foi lancado entao um desafio para tentar descobrir se existia outra forma de montar
estes mosaicos com poligonos diferentes dos quadrilateros.

Para facilitar o entendimento foi provado em sala a formula que encontra a soma
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dos angulos internos de um poligono regular e o valor de cada angulo interno.

Em seguida recortou-se em papel cartao varios poligonos, cada tipo com uma cor
diferente e pediu-se que os alunos escrevessem dentro deles os valores dos angulos
internos de cada um.

Agora ficou mais ficil resolver o desafio proposto anteriormente como um quebra
cabeca observando-se além do encaixe o resultado da soma dos angulos internos de
cada poligono.

Neste momento o interesse dos alunos ficou muito claro e a participagao foi absoluta.

Depois de véarios minutos as primeiras possibilidades foram surgindo e os mosaicos
mais basicos foram aparecendo.

Aos poucos os mosaicos mais elaborados também eram encontrados e comemorados

pelos grupos.

5.2 Construindo mosaicos com poligonos regulares.

Agora que os alunos sabiam montar todos os mosaicos possiveis construidos a partir de
poligonos regulares a turma foi dividida em grupos para que o trabalho de confecgao
de mosaicos fosse realizado.

Para facilitar a vida dos alunos foi distribuido moldes dos poligonos regulares em
material mais resistente para que eles riscassem e cortassem os poligonos em papel
cartao para realizagao da colagem em cartolina para futura exposicao.

O inicio de cada trabalho era feito em sala de aula , mas como debandava muito
tempo foi proposto que eles continuassem em casa. Apos alguns dias e com a chegada
da data de entrega os trabalhos foram finalmente expostos para os alunos e demais

membros da comunidade escolar.
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Trabalho sobre mosaicos com alunos do EJA

Figura 5.1

Na figura 5.1 tem-se um registro dos alunos do EJA Escola para Jovens e Adultos

de Ceilandia com seus trabalhos prontos.
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Figura 5.2  Trabalho sobre mosaicos com alunos do EJA

Na figura 5.2 mostra uma foto com alunos de outra turma do EJA que também

realizou o trabalho.
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Capitulo 6

O artista holandés Maurits Cornelis

Escher

6.1 A vida dedicada a arte.

Maurits Cornelis Escher nasceu em Leeuwarden Holanda em 17 junho de 1898. Apesar
de nao ser bom aluno destacou-se logo cedo nas aulas de desenho. Estudou arquitetura
mas seu gosto estava mais para artes decorativas e influenciado por um professor passou
a adotar técnicas de xilogravura e litografia (ERNST,1991).

Tanto a xilogravura (gravada sobre madeira) quanto a litogravura (gravada sobre
pedra) recebem tinta antes de serem prensadas com papel para serem gravadas as
imagens esculpidas em alto relevo.(FERREIRA,1987)numa espécie de produgao em
série como numa gréafica.

Nao bastasse seu dotes nas artes ele passou usar a matematica em sua arte. Utilizou-
se das proporcoes, séries logaritmicas, transformagcoes algébricas, distor¢oes espaci-
ais e principalmente da geometria descritiva, passando assim a ser admirado por
mateméaticos e fisicos, sendo considerado apenas um geometra pelas academias de
arte(MENDONGCA ,2009).

Escher se deslumbrava com as regularidades e estruturas matematicas e continui-
dade aproveitando-se disso para reproduzir em trés dimenses muitas de suas obras(ERNST,1991).

Sera abordado neste trabalho basicamente o periodo de 1937-1945 onde se destacou
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pelos ladrilhamentos e metamorfoses.

6.2 Os ladrilhamentos de Escher

O ladrilhamento consiste no preenchimento do plano sem superposicao ou espacos
vazios entre as figuras, e o fato de se poder estender estas figuras indefinidamente
tornou este padrao ideal para as pretensoes de Escher. A primeira obra foi Oito cabecas
de 1922 figura 6.1 que se encaixam umas as outras repetindo o padrao quatro vezes
(TJABBES,2011).

AH

7= 3
(o
r ‘

! 4

Ve =
S Y

Figura 6.1 Oito cabegas em xilogravura de 1922 (Fonte: Tjabbes.2011)

Escher foi influenciado por seu irmao Berend que forneceu livros de matematica
para que ele viesse a se familiarizar com tipos de ladrilhamentos possiveis de serem
usados. Os principais eram constituidos de quadrados, losangos, triangulos, Hexagonos

e retangulos.
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A partir destes ladrilhamentos basicos Escher passou a criar os seus proprios ladri-
lhos e desenhou dentro deles vérias figuras como répteis e aves.

Para conseguir tal proeza, Escher usou sistemas de repeticao utilizando a isometria
matematica: Translacao, reflexao e rotacao.

Escher deixou uma grande contribuicao nesta técnica de ladrilhamento pois nao
s6 desenvolveu imagens a partir de figuras geométricas como quadrados, triangulos e
hexagonos, como as mudou no decorrer destas obras, transformando peixes em aves
por exemplo.

Um exemplo classico desta transformacao é a obra Ciclo de 1938 que transformava

duendes e pedras na figura 6.2.

Figura 6.2 Ciclo em litografia de 1938 (Fonte: Ernst. 1991)
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6.3 A contribuicao do artista.

MC Escher figura 6.3 deixou um legado enorme para a arte e a matematica, e continua
inspirando milhoes de pessoas em todo mundo com a sua genialidade e criatividade.
Ele faleceu em 27 de marco de 1972 no hospital Diakonessenhuis, Hilversum, Ho-

landa.

44 T,

Figura 6.3 Maurits Cornelis Escher (Fonte: Ernst. 1991)
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Capitulo 7

Técnicas usadas por MC Escher na

criacao de mosaicos

7.1 Construcao por Rotagao.

Escher sempre utilizava nas suas construgoes as técnicas de isometria, que utilizam
curvas de um desenho e as repetem gerando novas curvas através de uma rotagao,
translacao ou reflexao conforme explicado no Capitulo 3.

Primeiramente seréd utilizada a técnica da rotacao a partir de um triangulo equila-
tero.

Crie uma curva no vértice superior do tridngulo equilatero conforme figura 7.1 e

terminando no no vértice inferior a esquerda, podendo entrar ou sair do triangulo.

U

Figura 7.1

Em seguida faca uma rotagao desta curva com sentido anti horario de 60° em torno do

vértice superior
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A

Figura 7.2 Figura 7.3

Faca agora outra curva desta vez na aresta da base do triangulo até o ponto médio

como na figura 7.5.

1

Figura 7.4

Faca uma rotacao desta nova curva de 180° em torno do ponto médio da aresta da base

Figura 7.5 Figura 7.6

A figura formada é auto encaixével, ou seja, se encaixa nela mesma formando um
mosaico sem que haja superposicao de figuras ou parte delas. Ela serd usada como
base para construcao do mosaico. figura 7.8.

Observe que a area da figura é encontrada ¢ igual a area do triangulo original pois
as figuras que "saem"do Tridngulo sao congruentes as que "entram'e uma compensa a

outra.
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Figura 7.7 Figura 7.8

Para conseguir a expansao desta figura e consequentemente o ladrilhamento com fe-
chamento da superficie basta que a nova figura seja girada em 60°.

Com um total de cinco rotacoes seis figuras auto encaixaveis aparecerao. figura 7.9.

Figura 7.9

Essa nova figura se comportara como um Hexagono e se expandird por uma super-

ficie como uma colmeia. 7.10.
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Figura 7.10

7.2 Construcao por Translacao

Sera utilizada agora a Translacao para construcao de uma figura abstrata auto encai-

xavel.
Crie uma curva comecando pelo vértice superior esquerdo figura 7.11 e terminando

no vértice inferior esquerdo, podendo entrar ou sair dele.
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Figura 7.11

Em seguida translade esta curva para o lado oposto do quadrado ocupando os vértices

superior direito e inferior direito.figura 7.13.

<l -

Figura 7.12 Figura 7.13

Faca agora outra curva na aresta da base do Quadrado figura 7.14.

2

Figura 7.14

Translade essa nova curva para a aresta superior do Quadrado figura 7.16.
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L]

Figura 7.15 Figura 7.16

A nova figura formada é auto encaixavel e serd usada como base para construcao
do mosaico. Observe que a area da figura é encontrada é igual a area do Quadrado
original pois as figuras que "saem"do Quadrado sao congruentes as que "entram'e uma

compensa a outra.

s

Figura 7.17 Figura 7.18

Para conseguir a expansao desta figura e consequentemente o ladrilhamento com fe-
chamento da superficie basta que a nova figura seja transladada horizontalmente e

verticalmente figura 7.19.
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Figura 7.19

Expandir essas figuras numa superficie é perfeitamente possivel. figura 7.20.

Figura 7.20
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7.3 Construcao por Reflexao

Para a utilizagao da reflexao como modo de construcao a figura indicada é o losango ou

quadrado rotacionado em 45°. Crie uma curva na aresta esquerda inferior do losango

figura 7.21.

Z

Figura 7.21

Em seguida reflita essa curva em relacao a vertical (linha imaginaria que liga os vértices

superior e inferior do losango)e coloque-a na aresta direita inferior figura 7.23.

L &

Figura 7.22 Figura 7.23

Rotacione em 90°essa curva em relacao ao vértice da direita do losango figura 7.25.

Figura 7.24 Figura 7.25

Reflita essa curva conseguida em relagao a vertical (linha imaginéria) e a coloque na

aresta superior da esquerda. figura 7.27.

78



* e

Figura 7.26 Figura 7.27

A nova figura formada é auto encaixavel e serd usada como base para construcao
do mosaico. figura 7.29. Observe que a area da figura é encontrada ¢é igual a area
do Losango original pois as figuras que "saem"do Losango sdo congruentes as que

"entram"e uma compensa a outra.
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Figura 7.28 Figura 7.29

Para conseguir a expansao desta figura e consequentemente o ladrilhamento com fe-
chamento da superficie basta que a nova figura seja refletida horizontalmente e verti-

calmente em relagao a ela mesma. figura 7.30.
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Figura 7.30

Expandir essas figuras numa superficie é perfeitamente possivel. figura 7.31.
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Figura 7.31

7.4 Construcao por rotacao no Hexagono.

Essa construcao foi amplamente utilizada por MC Escher. Essa técnica consiste em
aproveitar o Hexagono pra criar as figuras abstratas auto encaixaveis. Para comecar

cria-se uma curva no vértice superior a direita do Hexagono. figura 7.32.
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Figura 7.32

Em seguida rotacione essa curva em 120° em relacao ao vértice adjacente inferior no

sentido hordrio. figura 7.34.

Z

Figura 7.33 Figura 7.34

Crie outra curva na aresta inferior a direita do hex4dgono imediatamente ap6s a tltima

que foi rotacionada.figura 7.35.

N

Figura 7.35

Rotacione também essa curva em relacao ao proximo vértice em 120° no sentido horario.
figura 7.37.
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Figura 7.36 Figura 7.37

Na aresta superior a direita do hexagono crie uma tltima curva. figura 7.38.

-

Figura 7.38

Rotacione também essa ultima curva em 120° em sentido horario em relacao ao vértice

superior do hexagono conforme figura 7.40.

/2 i
Figura 7.39 Figura 7.40

A figura encontrada ja é auto encaixavel figura 7.42. Observe que a area da figura é
encontrada é igual a drea do Hexégono original pois as figuras que "saem"do Hexagono

sao congruentes as que "entram'"e uma compensa a outra.
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Figura 7.41 Figura 7.42

Para expandir a figura basta rotacionar a figura pronta em 120° e encaixa-la. figura
7.43.

Figura 7.43

Repita este processo e terd a expansao por toda a superficie. figura 7.44.
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Figura 7.44
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Capitulo 8

Utilizando as técnicas de Escher nos

trabalhos de escola

8.1 Obra famosa de Escher

Nessa obra Escher utilizou a rotacao num hexagono para construir lagartos que se

encaixam neles mesmos. figura 8.1.
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Figura 8.1 Construcao do lagarto de Escher

O resultado foi além disso e da a impressao de estarem saindo do plano e entrando

numa terceira dimensao. figura 8.2.



Figura 8.2 Repteis (Fonte: internet)

8.2 Trabalho na escola homenageando Escher.

Apos apresentar algumas destas técnicas aos alunos de ensino béasico foi proposto aos
alunos a construcao de uma obra inspirada nessa obra famosa do artista: Répteis.

A ideia era criar uma calcada na escola feita com blocos de concreto na forma de
lagarto que se encaixavam perfeitamente.

Alunos de todas as séries do ensino médio se propuseram a ratear as despesas e par-
ticipar efetivamente do projeto. Apods os materiais serem comprados e disponibilizados
deu-se inicio os trabalhos.

No comeco os alunos tiveram dificuldade em acertar a proporgao de areia, cimento

e p6 de brita para confeccao do concreto. figura 8.3.

38



Figura 8.3 Alunos preparando a massa de concreto

Apos algumas tentativas frustradas chegou-se a uma medida razoavel de material

que tornava os lagartos mais resistentes apos serem retirados da forma. figura 8.4.
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Figura 8.4 Enchendo a forma de concreto
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Figura 8.5 Tirando os lagartos da forma

Depois de deixar os blocos secarem por trés dias os alunos tiveram finalmente a

oportunidade de verificar se os blocos realmente se encaixavam. figura 8.6.
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Figura 8.6 Conferindo o encaixe dos lagartos

Feito isso agora era hora de pintar os lagartos de trés cores diferentes que indicavam
as posicoes relativas as rotagoes de 120° e comecar a fazer a calgada. Na figura 8.7
tem-se a calcada pronta no patio da escola em Ceilandia. O resultado agradou a toda

comunidade escolar e resultou inclusive numa matéria no jornal mais lido da cidade.
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Figura 8.7 Calcada pronta
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Figura 8.8 Professor Emerson conferindo a calgcada do Escher

8.3 Trabalho sobre Escher feito de isopor

Devido ao grande trabalho que a calgada proporcionou aos alunos e o tempo gasto para
conclusao, foi necessario pensar em alguma forma diferente de criar estes blocos em
forma de lagarto que nao fosse de concreto.

Pensou-se entao em fazé-lo de isopor, que é um material leve e barato.

A ideia agora era fazer os mesmos lagartos s6 que usando placas de 50 milimetros
de espessura e utilizando uma maquina caseira de cortar isopor.

Essa maquina foi feita com filamento de tungsténio (resisténcia de chuveiro) e
utilizou-se trés lampadas incandescentes de 150 WHATTS para garantir a resistén-
cia adequada e o aquecimento do filamento suficientes para um corte perfeito na placa
de isopor.

Ela foi construida num pedago de madeira (Compensado) com uma area de corte su-
ficientemente grande para se cortar o lagarto de forma perpendicular ja que o filamento

ficou reto em relagao a madeira. figura 9.9.
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Figura 8.9  Aluno cortando o lagarto de isopor

Apos os lagartos serem cortados o proximo passo era pintar de trés cores diferentes

como no trabalho anterior. figura 8.10.
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Figura 8.10 Aluno pintando o lagarto de isopor

Por ser um material leve a sugestao era colar os lagartos encaixados numa parede

visivel na escola e apds a conclusao da pintura deu-se inicio essa colagem. figura 8.11.
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Figura 8.11 Alunos colando os lagartos na parede

O resultado mais uma vez agradou a todos e despertou a curiosidade da maioria
das pessoas que passavam por perto na hora que os alunos concluiam o trabalho.

Na figura 8.12 tem-se autor e a obra dos alunos exposta na parede da escola.
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Figura 8.12 Professor Emerson e o trabalho pronto

Uma turma inclusive resolveu fazer um mosaico criado por eles mesmos utilizando a
técnica da rotacao num hexagono e também colou os trabalhos numa parede da escola.
figura 8.13.
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Figura 8.13 Alunos colando o trabalho na parede

O resultado pode ser visto na figura 8.14.

99



Figura 8.14 Trabalho pronto

8.4 Trabalho sobre Escher feito de E.V.A.

Apos diversos trabalhos sobre o Escher serem feitos utilizando-se os lagartos como
inspiracao chegou a hora de observar a criatividade dos alunos.

Foi proposto a eles que criassem imagens abstratas auto encaixaveis inspiradas nas
obras do Escher.

Essas obras inéditas eram passadas para um material emborrachado chamado E.V.A
em trés cores diferentes e cortados com estilete para que fossem colados numa cartolina
e expostos para toda comunidade escolar.

Os alunos partiram de um hexigono regular previamente distribuidos a eles em ta-
manho padrao e os mesmos eram orientados a utilizar a técnica de rotacao em hexagono
para criarem suas proprias figuras conforme sugestao de trabalho que serd mostrado
no capitulo 10.

O resultado foi um festival de figuras abstratas e coloridas que encantaram alunos

e professores da escola. figuras 8.15 e 8.16.
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Figura 8.15 Trabalhos feitos em E.V.A pelos alunos de 2° ano

Otras turmas fizeram o mesmo trabalho.
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Figura 8.16 Trabalhos feitos em E.V.A por outra turma de 2° ano
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Capitulo 9

Técnica do Escher em mosaicos com

poligonos diferentes

9.1 Técnica do Escher no mosaico com octégonos e

quadrados

Maurits Cornelis Escher utilizou basicamente construcao de mosaicos a partir dos mes-
mos poligonos como quadrados, triangulos e hexagonos.

Serd mostrado agora a possibilidade de usar o método da translagao de Escher
em mosaicos constituidos de poligonos diferentes como o composto de octégonos e
quadrados.

Para um melhor entendimento dessa técnica desenha-se um octégono e quatro qua-
drados em suas arestas alternadas conforme o mosaico demonstrado anteriormente
figura 4.8.

Crie uma curva como nos casos anteriores podendo sair e entrar do octégono na
aresta esquerda figura 9.1 comecando num vértice e terminando no vértice subsequente

e translade essa curva para a aresta oposta paralela figura 9.2.
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Figura 9.1 Figura 9.2

Repita o procedimento com uma nova curva no vértice adjacente (inferior a es-

querda) figura 9.3 e o translada também para a aresta oposta paralela figura 9.4.

L

Figura 9.3 Figura 9.4

Nas duas proximas arestas do Octdégono repita este mesmo procedimento figura 9.5 e
figura 9.7.
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Figura 9.5 Figura 9.6

Figura 9.7 Figura 9.8

Desta vez serao formadas duas figuras diferentes. Uma a partir do octégono que é a
juncao das oito curvas construidas com os procedimentos adotados. figura 9.10.

A outra figura sera formada com as quatro curvas contidas no quadrado. figura
9.11.
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Figura 9.9 Figura 9.10

Estas duas figuras diferentes e abstratas comporao o mosaico.

Figura 9.11

Para expandir essas figuras numa superficie é so6 transladar as figuras diferentes

horizontalmente e verticalmente. figura 9.12.
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Figura 9.12

9.2 Técnica do Escher no mosaico de Hexagonos e

Triangulos

Para se construir um mosaico com figuras abstratas a partir das técnicas utilizadas por
Escher ¢ preciso tomar alguns cuidados.

Quando se cria uma curva no Hexagono é preciso que se observe se ela nao esta
utilizando espacgos que poderao ser usados na translacao. Para isso foi criado estes
losangos em cada aresta do Hexagono para delimitar a area utilizavel em cada curva
criada. figura 9.13. Cria-se entao uma curva ou linha curva entre dois vértices do

Hexégono e traslade essa linha para a aresta oposta do hexagono.figura 9.14.
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Figura 9.13 Figura 9.14

Repita o procedimento anterior com outra curva na aresta adjacente (inferior di-
reita) figura 9.15, sempre observando a area permitida para que nao ocorra "invasao'na
hora do encaixe e em seguida translade também essa curva para a aresta oposta. figura
9.16.

Figura 9.15 Figura 9.16

Na terceira aresta do hexdgono (aresta direita) figura 9.17 faca uma nova curva e

translade também para o lado oposto do hexagono figura 9.18.
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Figura 9.17 Figura 9.18

A figura formada fara parte do mosaico juntamente com mais duas novas figuras
conseguidas através das curvas alternadas e construidas em cima dos Triangulos.
Trés destas curvas alternadas figura 9.19 formarao uma figura e as outras trés

formarao as duas ultimas figuras do mosaico. figura 9.20.

7

Figura 9.19 Figura 9.20

As trés cores diferentes indicam as trés figuras que comporao o mosaico.
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Figura 9.21 Figura 9.22

Para se conseguir a expansao destas figuras é s6 transladar cada até que haja o

encaixe figura 9.23.

Figura 9.23

O resultado é este mosaico constituido de trés figuras abstratas e diferentes que se

expandem por uma superficie plana. figura 9.24.
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Figura 9.24

9.3 Técnica do Escher no mosaico de Dodecigonos e

Triangulos.

Assim como no caso anterior foi criado losangos para impedir que curvas invadam areas
que possam atrapalhar o encaixe futuro. S6 que desta vez foram losangos de tamanhos
diferentes ja que nos triangulos a "invasao'seria menor e no Dodecédgono maior.figura
9.25.

Pra comecar cria-se uma curva numa aresta do Dodecégono entre dois vértices

dentro do losango menor e o translade para a aresta oposta. figura 9.26.
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Figura 9.25

Cria-se uma segunda curva na aresta adjacente a primeira e repita o processo criando
uma nova curva no losango maior e em seguida translade essa curva para a aresta

oposta. figura 9.26.
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Figura 9.26

Repita o passo anterior na terceira aresta no losango menor e translade também

para a aresta oposta. figura 9.27.

113



Figura 9.27

Novamente crie uma aresta na quarta aresta do dodecidgono no losango maior e

translade para a aresta oposta. figura 9.28.

Figura 9.28

114



Na quinta aresta proceda da mesma forma dentro do losango menor e translade

também para a aresta oposta. figura 9.29.

Figura 9.29

Por ultimo crie mais uma curva dentro do tltimo losango maior e translade também

para a aresta oposta.figura 9.30.
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Figura 9.30

Com a figura encontrada é possivel fazer os encaixes no mosaico constituidos de dode-

cagonos e triangulos. figura 9.31.
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Figura 9.31

Quando se encaixa os dodecidgonos é possivel ver buracos que ficariam no lugar dos
triangulos. Com isso temos mais duas figuras que compoem o mosaico conforme as

cores diferentes usada na expansao da imagem. figura 9.32.
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Figura 9.32

Para expandir essas trés figuras é preciso transladar cada uma das trés figuras e

observar se as menores estao de forma alternada ao redor do dodecagono. figura 9.33.
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Figura 9.33

9.4 Técnica do Escher no mosaico de Dodecagonos,

Hexagonos e Quadrados.

A técnica usada agora serd aplicada em um mosaico constituido de trés poligonos
regulares diferentes e parte-se da ideia inicial de construgao deste mosaico para nao se
"invadir"areas destinadas aos outros poligonos na hora de criar as curvas.

Assim como no caso anterior foi criado losangos em arestas alternadas do dodeca-
gono.

Pra comegar cria-se uma curva numa aresta do Dodecidgono entre dois vértices

dentro do losango menor e o translada para a aresta oposta. figura 9.34.
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Figura 9.34

Aproveitando a primeira curva criada no primeiro passo rotacione essa linha em
150° em relacao ao segundo vértice para que a curva se encaixe na aresta adjacente e

em seguida translade também essa nova curva para a aresta oposto. figura 9.35.
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Figura 9.35

Na terceira aresta do dodecagono crie mais uma curva dentro do losango e translade-

a para a aresta oposta. figura 9.36.

Figura 9.36

121



Aproveite a curva criada no passo anterior e rotacione em 150° para a aresta ao

lado e em seguida translade para a aresta oposta do dodecagono. figura 9.37.

Figura 9.37

Na quinta aresta crie uma nova curva e translade também para a aresta oposta.
figura 9.38.
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Figura 9.38

Rotacione em 150° essa curva criada na quinta aresta do dodecidgono para se en-
caixar na sexta aresta e em seguida translade também para o lado oposto do poligono

para fechar a figura abstrata. figura 9.39.
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Figura 9.39

Nos seis hexagonos existem trés curvas que foram criadas e transladadas na cons-
trucao da figura. Junte-as ao redor de um hexagono figura 9.40 e com isso tém-se uma

figura abstrata gerada a partir do Hexégono.
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Figura 9.40

Com a figura encontrada é possivel fazer os encaixes no mosaico constituidos de dode-
cagonos, Hexagonos e Quadrados.

Colocando essas 6 figuras abstratas geradas a partir do Hexagono em volta da figura
conseguida com o Dodecagono percebe-se seis espacos vazios que serao ocupados por
trés figuras diferentes geradas a partir do quadrado que compdem o mosaico original.

Essas cinco figuras estao pintadas de cinco cores diferentes para melhor entendi-

mento figura 9.41.
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Figura 9.41

Ao expandir as cinco figuras no plano fica claro o porqué do procedimento. figura 9.42.
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Figura 9.42

Para expandir essas cinco figuras é preciso transladar cada uma em relacao ao

sentido oposto de cada aresta do dodecédgono conforme foram criadas. figura 9.43.
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Figura 9.43
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Capitulo 10

Sequéncias didaticas para pratica em

sala de aula

Uma boa forma de trabalhar geometria plana e essas isometrias com alunos de ensino
bésico e fazer com que eles desenvolvam seus proprios desenhos auto encaixéaveis através
de um hexagono por exemplo.

Nesta atividade o aluno percebera a importancia de se construir poligonos bem feitos
com o uso de régua e compasso ou utilizar software de computagao para construcao de
figuras precisas.

Uma forma barata e simples de se trabalhar as isometrias utilizadas por Escher é
utilizar a proposta a seguir.

Imprima ou tire copia da folha abaixo e entregue a cada aluno e peca para que ele

faca uma curva nas arestas alternadas do hexagono. figura 10.1.
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Figura 10.1 Hexdgono para sequéncia diddtica

Abaixo tem-se um exemplo de curvas em trés vértices alternados do hexagono em trés
cores diferentes para melhor visualizacao figura 10.2. Em seguida ele devera tirar uma
copia da folha ja desenhada e recortar com uma tesoura cada curva. figura 10.3.
Sobreponha a parte cortada em cima de cada aresta do hexagono, por exemplo a
aresta AB. O aluno deveré rotacionar essa figura sobreposta em cima da aresta AB
em relacao ao vértice B até o vértice A encontrar o vértice C', e em seguida cole na

nova posi¢ao. figura 10.4.
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Figura 10.2 Desenhando curvas em lados alternados
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Figura 10.3 Cortando as curvas

Cada curva cortada serd colada na aresta adjacente mantendo os vértices B, D e

F' e levando os vértices A para o C, C para o E e finalmente o E para o A.
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Figura 10.4 Figura pronta a partir do hexdgono
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Figura 10.5 Figura que serd usada como molde

O molde da figura auto encaixavel esta pronto, figura 10.5 basta que ele recorte a figura
encontrada e use-a para riscar o material que serd utilizado na construcao do mosaico
como EVA ou papel cartao por exemplo.

O aluno devera recortar uma quantidade razoavel de figuras de preferéncia de trés
cores diferentes para que fique claro as trés posicoes relativas que as figuras ficarao

dispostas depois de encaixadas.figura 10.6.
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Figura 10.6 Figura ja recortadas

135



Figura 10.7 Mosaico pronto

O aluno percebera no momento de encaixar as pecas que as figuras de mesma cor
estardao "apontadas'"para a mesma diregao. figura 10.7.

O objetivo deste trabalho é a conscientizacao do aluno em relagdo a importancia de
se conseguir resultados satisfatorios e precisos na execucao dos trabalhos assim como
na construcao civil ou arquitetura, e como a falta destes pré-requisitos pode acarretar
em prejuizos para uma empresa ou até mesmo problemas na segurancga da obra.

Outra vantagem observada é a participacao coletiva e efetiva dos alunos por se
tratar de um trabalho pratico e visual.

O ponto alto deste trabalho sera a exposicao para a comunidade escolar. Os traba-
lhos poderao ser expostos nas paredes da escola para que demais alunos e professores

contemplem a criatividade e habilidade deles.
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Capitulo 11

Consideracoes finais

Sempre que um professor sai da pratica tradicional de sala de aula para realizar ativi-
dades que envolvem participagao em grupo e trabalhos concretos ele desperta grande
interesse por parte dos jovens em apenderem novos conhecimentos.

A matematica por si s6 nao atrai o interesse da maioria das pessoas e é a grande vila
dos estudantes em qualquer parte do mundo, e sempre que houve essa fuga do cotidiano
para algo mais inovador, o aproveitamento nas aulas de matematica foi muito superior
e consequentemente notou-se um aumento nas notas dos alunos.

Trabalhar o assunto geometria nos moldes do artista Escher pode muito bem ser
compartilhado com professores de outras areas como Arte e Filosofia, e quando envolve
avaliacoes com pontuacoes em todas matérias participantes o interesse e o sucesso do
resultado é garantido.

Os alunos de hoje estudam varias matérias no ensino fundamental e médio e o
numero de avaliacoes bimestrais é grande podendo até causar prejuizo aos alunos que
por ventura nao conseguirem acompanhar a aprendizagem dos contetidos. Por isso
trabalhar alguns deles de forma interdisciplinar é uma boa sugestao para melhorar os
indices de aproveitamento dos jovens nas instituicoes de ensino de todo pais.

Hoje, com a facilidade de se pesquisar na internet, qualquer tema de estudo ficou
de facil acesso e isso apresenta alternativas para o aprendizado na matematica.

Um bom exemplo é o museu do Escher que pode ser visto pela web no link [1].

Existe a possibilidade também de se baixar gratuitamente softwares de edicao de
imagens vetoriais que auxiliam na construcao de figuras bem como tutoriais disponiveis

para o auto aprendizado.
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Obras famosas de artistas consagrados podem também ser baixados pela internet
com poucos cliques e levados na palma da mao com os aparelhos multimidias disponiveis
no mercado.

Toda essa facilidade e disponibilidade de recursos esta diante dos olhos das pessoas.
Elas s6 precisam ser estimuladas a perceberem isso e desfrutarem do que ha de melhor
na rede mundial de computadores.

Para estes trabalhos citados aqui foi utilizado o software Corel Draw (versao paga)
que permite ao usuario criar poligonos regulares de até 500 lados na versao 12 e aplicar
a eles qualquer transformacao isométrica como rotacao, translacao e reflexao.

E possivel também mudar as cores e espessuras das linhas que compdem as figuras
bem como seu preenchimento para facilitar o diferenciamento e proporcionar um visual
melhor.

Demais trabalhos do autor estdo disponiveis no website (TEIXEIRA,2015).
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