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JESUZ, Danilo Augusto Ferreira. Desenvolvendo o conceito de Areas: Uma Proposta
Didatica para Abordar RegiGes Planas Irregulares na Educacdo Baésica. 2015. 122 f.
Dissertacdo (Mestrado Profissional em Matematica) — Universidade Estadual de Londrina,
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RESUMO

Entendendo a importancia do conceito de &reas de regides planas na Educacdo Baésica,
apresentamos uma proposta que visa aprofundar o conteddo, propondo atividades que versam
sobre o estudo de areas de regides irregulares. Para desenvolver o conteido propomos uma
articulacdo entre a Histdria da Matematica e o software de geometria dindmica GeoGebra. A
participacdo da Histéria da Matematica no ensino proporciona o desenvolvimento de um
processo de (re)construcdo e (co)criacdo de conceitos que foram desenvolvidos ao longo do
tempo, num processo de construgdo humana. Com base na perspectiva do modelo referencial
tedrico TPACK, definido por Conhecimento Tecnoldgico e Pedagogico do Conteldo, nossa
proposta de utilizagdo do software pode auxiliar na compreensdo de conceitos que se
apresentam abstratos ao passo que dinamiza a realizacdo das atividades, possibilitando ao
aluno analisar variagdes, criar e testar conjecturas. Tais caracteristicas do software se
apresentam essenciais, considerando que estudo de areas de regifes curvas nos remete a
conceitos do Calculo Integral, que podem apresentar-se como abstratos aos alunos da
Educacdo Basica. Esperamos que, ao utilizar a proposta, o professor crie um ambiente que
proporcione ao aluno a construgcdo de conceitos e o desenvolvimento de autonomia e
criatividade para aplicar tais conceitos em situac¢fes de contexto social.

Palavras-chave: Geometria Euclidiana Plana. Regides Irregulares. Areas. Historia da
Matematica. GeoGebra. TPACK.



JESUZ, Danilo Augusto Ferreira. Developing the Concept of Areas: A Didactic Proposal for
Approaching Irregular Flat Regions in Basic Education. 2015. 122 f. Dissertation
(Professional Masters in Mathematics in National Network) — State University of Londrina,
Londrina, 2015.

ABSTRACT

Understanding the importance of the concept of areas of flat regions in Basic Education, we
present a proposal that aims to deepen the content, proposing activities that approach the
study of areas of irregular regions. To develop the content we propose a link between History
of Mathematics and the dynamic geometry software GeoGebra. The participation of History
of Mathematics in teaching provides the development of a process of (re) construction and
(co) creation of concepts that have been developed over time, in a human construction
process. From the perspective of the theoretical model TPACK, defined by Technological
Pedagogical Content Knowledge and our proposal of using the software may help to
understand concepts that seem abstract while it dynamizes the performance of the activities,
enabling the student to analyze variations, to create and to test conjectures. These software
features are present essential, considering that the study of curves regions areas leads us to
concepts of Integral Calculus, which can be presented as abstracts to students of Basic
Education. We hope that, by using the proposal, the teacher creates an environment that
provides the student with the construction of concepts and the development of autonomy and
creativity to apply such concepts in situations of social context.

Keywords: Euclidean Plane Geometry. Irregular Regions. Areas. History of Mathematic.
GeoGebra. TPACK.
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INTRODUCAO

No presente trabalho apresentamos uma proposta para explorar o conceito
de areas na Educacdo Baésica, sobretudo a abordagem de area de regides irregulares que
geralmente ndo é abordado no Ensino Fundamental e Meédio.

A motivacdo que levou ao tema deste trabalho foram algumas inquietudes e
guestionamentos que surgiram no decorrer de minha' pratica pedagdgica na Educagéo Basica.
Entendendo a relevancia do conceito do célculo de &reas, tanto no &mbito do conhecimento
cientifico quanto considerando a sua aplicabilidade na vida social e pessoal de um individuo,
ocorreu-me que, ndo poderia um aluno, depois de estudar em média treze anos na Educacdo
Basica, ndo ter condices de calcular a area de um terreno que deseja comprar, determinar
aproximadamente quantas pessoas havia em uma praca durante um show ou calcular o espaco
compreendido em uma regiéo curva.

Acredito que aprender a calcular a area de tridngulos, quadrilateros notaveis,
poligonos regulares e circulos ndo devam resolver todos os problemas, relacionados ao
conceito de areas, que porventura se apresentem em algum momento, presente ou futuro, da
vida dos alunos. Portanto, percebendo que é preciso fornecer algo mais, nasce a proposta, na
qual buscamos elaborar situacdes que, se ndo apresentarem situacOes reais e aplicaveis para
determinados alunos, sirvam para a formacdo de um sujeito autbnomo, capaz de desenvolver
técnicas para adequar os conceitos desenvolvidos durante seus estudos, aos problemas
especificos que um dia poderéa se apresentar.

Entendemos que nossa proposta atende as expectativas do Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT), pois o0 artigo 25 declara que “o
Trabalho de Conclusdo de Curso versa sobre temas especificos pertinentes ao curriculo de
Matemaética do Ensino Bésico e que tenham impacto na pratica didatica em sala de aula”
(SBM, 2014, p.8).

As Diretrizes Curriculares de Matematica do Estado do Parand (DCE)
propGem aos professores uma reflexdo acerca das suas praticas docentes, levando em conta
gue a matematica pode ser concebida de duas formas distintas, onde podemos considera-la
como algo pronto e acabado, apenas reproduzindo contetdos cientificos pré-definidos, ou
podemos pensar no “fazer matematica”, no qual se leva em consideragdo seu desenvolvimento

progressivo, considerando as duvidas, contradi¢des e hesitacbes que surgem durante o

' Tomo a liberdade de utilizar, em alguns momentos, a primeira pessoa do singular, para expressar opinides que
sdo exclusivamente minhas.
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processo de ensino e aprendizagem. A partir dessa reflexdo, o professor deve balizar sua acéo
pedagogica, de forma a considerar a Matematica como atividade humana em construcdo
(PARANA, 2008). De acordo com as DCE

Pela Educacdo Matematica, almeja-se um ensino que possibilite aos
estudantes analises, discussdes, conjecturas, apropriacdo de conceitos e
formulacdo de ideias. Aprende-se Matematica ndo somente por sua beleza ou
pela consisténcia de suas teorias, mas para que, a partir dela, o homem
amplie seu conhecimento e, por conseguinte, contribua para o
desenvolvimento da sociedade. (PARANA, 2008, p. 48).

As Diretrizes Curriculares Estaduais apontam importancia de utilizar as
tendéncias metodoldgicas que compdem o campo de estudo da Educacdo Matematica, a saber:
Resolugdo de Problemas, Etnomatematica, Modelagem Matematica, Midias Tecnoldgicas,

Historia da Matematica e Investigagdo Matemaética. E ainda apresenta que

nenhuma das tendéncias metodolégicas esgota todas as possibilidades para
realizar com eficacia o complexo processo de ensinar e aprender
Matematica, por isso, sempre que possivel, o ideal é promover a articula¢éo
entre elas [...]. A Figura a seguir sugere que tais tendéncias se articulem com
enfoque nos contetidos matematicos. (PARANA, 2008, p. 68).

Figura 1: Articulacdo Entre as Tendéncias Metodoldgicas na Educacdo Matematica

Resolugao de ,. Etnomatematica

problemas /
Midias Conteudos \ Histéria da

Tecnholdgicas \ Matematicos / Matematica

Modelagem Investigacoes
Matematica Matematicas

Fonte: PARANA (2008, p. 68)

Tomando como base as propostas das DCE, buscamos estabelecer recursos
metodologicos para dar suporte aos conceitos que serdo trabalhados. Durante a realizacdo da
pesquisa a Histdria da Matemética chamou-nos a atencdo, principalmente por percebermos
que o desenvolvimento dos conceitos matematicos das civilizagdes primitivas estd pautado

nas necessidades essencialmente praticas. Com base nesse aspecto, adotamos a Histdria da
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Matematica como ferramenta metodoldgica e buscamos estabelecer uma perspectiva de
ensino embasada em tal tendéncia.

Com base na proposta de aprofundar o tema calculo de areas contemplando
o célculo de regibdes curvas, entendemos que é inevitavel o uso de alguns conceitos referentes
ao Calculo Integral, que consideramos ser abstratos e de dificil compreensdo, tomando-se
como base o conhecimento prévio de um aluno da Educagdo Bésica. Nessa perspectiva
analisamos que o uso do GeoGebra, que € um software de geometria dindmica, podera exercer
papel fundamental facilitando o processo de compreensdo de conceitos que, porventura, se
apresentem aos alunos como abstratos. Dentre as muitas funcionalidades do software que
poderdo contribuir com as atividades propostas, destacamos a possibilidade de realizar
modificacdes, criar e testar conjecturas e também nos auxiliar realizando tarefas como
calculos extensos e/ou trabalhos repetitivos.

Em consonancia com os objetivos do PROFMAT de elaborar uma proposta
relevante para o ensino de Matematica na Educacdo Basica e das DCE de utilizar as
tendéncias metodoldgicas em sala de aula, apresentamos uma proposta de trabalho que
consiste em desenvolver o conceito de areas de Figuras planas, com énfase no calculo de
areas de regides irregulares, por meio de uma articulacdo entre a Historia da Matematica e as
Midias Tecnoldgicas por meio do software GeoGebra. Buscamos apresentar ao docente uma
proposta pautada num processo de constru¢cdo do conhecimento, por meio de um estudo
critico que possibilite aos estudantes apropriar-se dos conceitos, a fim de aplica-los em
situacOes de contexto social.

O trabalho foi estruturado em trés capitulos, no capitulo 1, apresentamos
uma contextualizacdo historica, onde destacamos alguns dos principais trabalhos
desenvolvidos pelos matematicos que contribuiram com o desenvolvimento dos conceitos da
Geometria Euclidiana. O capitulo também tem como objetivo auxiliar o professor que
pretende fazer uso da proposta que elaboramos em suas atividades docentes, fornecendo base
para suas pesquisas, podendo o docente aprofundar-se nos assuntos abordados, se julgar
necessario, usando o referencial tedrico que adotamos ou utilizando outros autores a sua
preferéncia.

No capitulo 2 apresentamos a fundamentacdo tedrica. Inicialmente
apresentamos e discutimos sobre as perspectivas da Historia da Matematica na Educacéo
Matematica, bem como suas potencialidades, com base em alguns autores, dentre 0s quais
destacamos Miguel e Miorim (2004) e posteriormente apresentamos a perspectiva de trabalho

que sera usada em nossa proposta. Ainda no capitulo procuramos pressupostos metodoldgicos
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que nos auxiliem a utilizar o software GeoGebra no processo educacional. Para tanto nos
apoiamos no modelo referencial TPACK (Conhecimento Tecnoldgico e Pedagdgico do
Conteldo) proposto por Mishra e Koehler (2006), com base nos estudos de Schulman (1986).

O capitulo 3 apresenta quatro propostas de atividades que versam sobre o
tema. A primeira proposta € referente ao calculo de areas de quadrilateros quaisquer, na qual
apresentamos questionamentos e encaminhamos alternativas para que o aluno desenvolva
técnicas para calcular a area de tais poligonos. A segunda proposta apresenta um estudo da
area do circulo e do namero irracional =, por meio do Método de Exaustdo. A terceira
proposta versa sobre o calculo de area da regido limitada por uma parabola, com base nos
conceitos intuitivos da Soma de Riemann. A Gltima proposta apresenta o calculo da area de
uma regido qualquer (propomos no trabalho o calculo da area da cidade de Siqueira Campos)
por meio da aproximacéo da regido por um poligono, utilizando o Teorema de Pick.

Por fim apresentamos nossas consideragdes acerca do trabalho, dificuldades

encontradas, sugestdes para a continuidade e aprofundamento acerca do conceito de areas.
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CAPITULO 1 - CONTEXTUALIZACAO HISTORICA

Neste capitulo trataremos sobre a evolucdo dos conceitos da Matematica
desde as primeiras civilizacdes. Abordaremos alguns trabalhos que trouxeram avancos
significativos para a Matematica, sobretudo no campo da geometria, dando énfase aqueles que

envolvem conceitos pertinentes ao célculo de areas de Figuras planas.
1.1 IDADE DA PEDRA

De acordo com Eves (2011), o periodo datado de aproximadamente 5
milhdes a.C. até 3000 a.C. é denominado de Idade da Pedra, caracterizado por povos némades
que subsistiam da caga de pequenos aninais e da colheita de frutas, castanhas e raizes.
Normalmente viviam em regides de Savanas, localizadas na Africa, sul da Europa, sul da Asia
e na América Central. Suas culturas caracterizaram-se por constantes deslocamentos a procura
de alimentos e condicdes climaticas favoraveis para a subsisténcia.

Tudo tinha que se adaptar a caca: seus instrumentos de pedra, madeira, 0SS0
e carapaga de animais eram desenhados ou para a caga ou para a preparagdo
de alimentos; o fogo, que dominaram, era usado para cozer e para O
aquecimento; sua arte retratava cenas de cacadas; sua religido era uma
tentativa timida de entender e submeter a imensiddo rude que os cercava e
apenas obscuramente se prendia a ideia de destino final. (EVES, 2011, p.
22).

Em detrimento a caracteristica de vida dos povos da Idade da Pedra, pautada
no bindmio cacar/colher, no dificil panorama de deslocar-se constantemente, trilhando na
incerteza de encontrar regides com condi¢des climaticas favoraveis e abundancia de alimentos
para caca e pesca, Eves (2011) atribui o limitado avanco cientifico intelectual desses povos.

[...] SO tinham condicBes de levar consigo ferramentas pequenas, faceis de
transportar, roupas e objetos pessoais. N&o havia lugar nessa sociedade para
0 volumoso equipamento necessario para fundir metais nem para as
propor¢gdes de uma biblioteca; dai porque na Idade da Pedra ndo se
desenvolveram ferramentas metélicas nem a linguagem escrita. [...]. Suas
vidas eram agrestes e dificeis, de maneira que elas viviam demasiado
ocupadas e em permanente agitagdo para poderem desenvolver tradicdes
cientificas. (EVES, 2011, p. 23-24).

Embora existam resquicios do desenvolvimento de conceitos matematicos
no periodo pré-histérico, de acordo com Boyer (2012) e Eves (2011), foi a partir de
aproximadamente 3000 a.C. com o surgimento das comunidades agricolas que se
estabeleceram ao longo do rio Nilo na Africa, dos rios Tigre e Eufrates no Oriente Médio e ao

longo do rio Amarelo na China, que a ciéncia e a Matematica apresentaram maiores avangos.
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Podemos fazer conjecturas sobre o que levou os homens da Idade da Pedra a
contar, medir e desenhar. Que 0s comegos da matematica sdo mais antigos
gue as mais antigas civilizacdes é claro. Ir além e identificar categoricamente
uma origem determinada no espaco e no tempo, no entanto, é confundir
conjectura com historia. E melhor suspender o julgamento nessa questéo e ir
adiante ao terreno mais firme da historia da matematica encontrada em
documentos escritos que chegaram até nés. (BOYER, 2012, p. 27).

1.2 CIVILIZACOES ANTIGAS

De acordo com Eves (2011), o surgimento das civilizagdes organizadas na
subsisténcia da pratica agricola foi uma consequéncia das mudancas climaticas. As savanas
tornaram-se escassas pelos avancgos das florestas ou transformando-se em regies desérticas.
A medida que a densidade populacional crescia consideravelmente o homem pré-histérico foi
obrigado a se adaptar a um novo estilo de vida e encontrar alternativas para se precaver da
fome. Em detrimento a esses fatos, profundas mudangas culturais ocorreram.

Em suma, o periodo de 3000 a 525 a.C. testemunhou o nascimento de uma
nova civilizagdo humana cuja centelha foi uma Revolucdo Agricola. Novas
sociedades baseadas na economia agricola emergiram das névoas da ldade
da Pedra nos vales dos rios Nilo, Amarelo, Indo e Tigre e Eufrates. Esses
povos criaram escritas; trabalharam metais; construiram cidades;
desenvolveram empiricamente a matematica basica da agrimensura, da
engenharia e do comércio; e geraram classes superiores que tinham tempo
bastante de lazer para se deter e considerar 0s mistérios da natureza. Depois
de milhdes de anos, afinal a humanidade tomava a trilha das realizagdes
cientificas. (EVES, 2011, p. 56).

Segundo Eves (2011), com a revolucdo agricola surge a escrita, e
consequentemente a necessidade de criar sistemas de preservacao dos registros para controlar
producdes. Em algumas regies, em que a chuva era escassa, foram criados os sistemas de
irrigacOes e, em outras, foram necessarios construir barragens para as constantes cheias dos
rios, dando inicio ao desenvolvimento da engenharia. Os agricultores se preocupavam em
realizar previsdes para os periodos das cheias dos rios, estacdes chuvosas ou de secas e, com
iss0, surgiram os calendarios. As pessoas rezavam aos deuses para que chuvas e as cheias dos
rios ocorressem conforme previsto nas suas observacdes, dando origem as religides. Com a
organizacdo, surgiram novas classes de pessoas educadas: os sacerdotes, escribas e astrologos,
que tinham tempo para se dedicar ao lazer e ao desenvolvimento cientifico.

Conforme relata Eves (2011), nesse periodo foram construidas aldeias e
vilas e comegaram a despontar grandes cidades, surgiu entdo a classe dos mercadores e uma

organizacéo politica, com formas de governo centralizadas, na maioria das vezes organizadas
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como cidades-Estado? que, posteriormente, deram origem a impérios em expansio®.

Por fim, todos os ingredientes para o progresso cientifico estavam reunidos:
escrita, necessidade de novas tecnologias, ambientes urbanos e tempo de
lazer. E natural, portanto, que os historiadores se refiram ao Egito, a India, a
China e ao Oriente Médio antigo como “bergos da civilizagdo”. (EVES,
2011, p. 54).

Em relacdo ao desenvolvimento das civilizagdes antigas, existem poucas
informacdes concretas acerca das civilizagdes orientais, de acordo com Boyer (2012), isso se
deve ao fato de que usavam cascas de arvores e bambus para a realizacdo das anotacdes,
materiais que ndo resistiram ao tempo. Ao contrario das pedras e papiros utilizados pelos
egipcios e das tabulas de argila cozida usadas pelos babilénios. Com base neste fato,
abordaremos nas proximas secBes 0s avangos matematicos relacionados as civilizagdes

egipcias e babilbnicas, que habitavam a regido conhecida como Crescente Fértil, Figura 2.

Figura 2: Crescente Fértil
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1.2.1 A Matematica nas Civilizagdes Egipcias

Na perspectiva de Boyer (2012) e Eves (2011), os egipcios, cujas
civilizagbes viviam as margens do rio Nilo, conforme observamos na Figura 3, sdo
considerados os precursores da geometria. Herddoto, ap6s visitar o Egito em cerca de 450
a.C., afirma que a geometria originou-se a partir da necessidade pratica de demarcacGes de

2 Sociedade politicamente organizada e geograficamente limitada cujo nicleo era uma cidade na qual a
autoridade era exercida pelos cidaddos livres que escolhiam sua forma de governo (AULETE, 2011, p. 330).

% Organizacéo politica de uma nacdo que tinha por objetivo dominar outras nacdes, com intuito de formar
estados de grandes dimensdes.
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territdrios apos as constantes enchentes as margens do rio Nilo.

Figura 3: Civilizacdo Egipcia Antiga
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Dentre 0s materiais que embasaram os estudos da Matematica desenvolvida
no Egito Antigo, destacam-se os Papiros de Moscou e de Rhind, também chamados,
respectivamente, de Papiro de Golonishev e Papiro de Ahmes.

Eves (2011) descreve o Papiro de Moscou como um texto matematico, de
origem por volta de 1850 a.C. que contém 25 problemas antigos, sendo que a maioria deles
remontam situacdes praticas da vida. Em relacdo ao papiro de Rhind, Eves (2011, p.70)

afirma que

[...] é uma fonte priméria rica sobre a matematica egipcia antiga; descreve o0s
métodos de multiplicacdo e divisdo dos egipcios, 0 uso que faziam das
fracBes unitarias, seu emprego da regra de falsa posicdo, sua solugdo para o
problema da determinacdo da area de um circulo e muitas aplicacdes da
matema@tica a problemas praticos.

Segundo Eves (2011), dos 110 problemas dispostos nos Papiros de Moscou
e de Rhind, 25 tratam de geometria, onde muitos demonstram a constante busca dos egipcios
em encontrar as relagdes entre as Figuras geométricas. Destaca-se o problema 14 no Papiro de
Moscou no qual enuncia corretamente o calculo do volume do tronco de uma pirdmide. No
Papiro de Rhind, os problemas 48 e 50 abordam o conceito de area do circulo, o problema 51
envolve o calculo da area de um triangulo isosceles, o problema 52 aborda a area de um
trapézio e o problema 56 envolve célculos de inclinagdo de uma piramide, abordando o

conceito de cotangente.
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Figura 4: a) Problema 48 do Papiro de Rhind e b) Problema 50 do Papiro de Rhind
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N&o se sabe ao certo como os egipcios chegaram a férmula da area do
circulo, porém o problema 48 apresentado na Figura 4a, pede que se faca a inscri¢cdo de um
circulo no quadrado. O problema 50, Figura 4b, apresenta um corpo redondo de didmetro 9 e
pede-se para calcular a area, cuja solugdo apresentada é “remova 1/9 do diametro, o restante é
8. Multiplique 8 por 8; perfaz 64. Portanto, a area ¢ 64”. (GASPAR ¢ MAURO, 2003, p.8).
Para Gaspar e Mauro (2003), o método descrito no papiro, Figura 4b), estabelece que a area

da regido circular é dada por oito nonos do quadrado do didmetro, ou seja, se considerarmos d

2 2
o didmetro obtemos A = (d —%d] = (gdj ou, simplesmente

64) .,
e .

Gaspar e Mauro (2003) sugerem que a solugdo encontrada em (1), pode ter
surgido pelo fato de que os egipcios cobriam tanto o0 modelo a ser utilizado quanto as suas
paredes com malhas quadriculadas, com intuito de manter a proporgéo de seus desenhos. Tal

estratégia levaria naturalmente a um octogono, conforme observamos na Figura 5.

Figura 5: Célculo da Area do Circulo pelos Egipcios
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Fonte: Gaspar e Mauro (2003, p.10, adaptado)
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Como existem regides do octdgono que sao externas ao circulo e regides do
circulo que sdo externas ao octdgono, Figura 5, os egipcios podem ter considerado que as
regides que representam a falta e o excesso sdo equivalentes. Com base na proposta de Gaspar

e Mauro (2003), considerando que o diametro d do circulo € igual ao lado do quadrado, temos

{9 24

A(octdgono) = A(quadrado) — 4 A(triangulo) = d* — —|Fdtgdn logo
) 7 .
A(octogono) :§d . (2
Multiplicando e dividindo a equacéo (2) por 9 obtemos
63 64
A(octogono) = —d? = —d? 3
(octogono) = - - o1 3)

que é um valor bem préximo ao determinado pelos egipcios no problema do Papiro de Rhind.

A partir do resultado obtido na equacdo (3) e considerando que a area do
d 2
circulo é dada por A(circulo) =7zr? = E(E] , 0 que equivale a

A(circulo) = %d 2, (4)

Podemos observar, de (3) e (4), que %: % ou seja, 7 = % =~ 316, logo

podemos dizer que os egipcios estabeleceram uma 6tima estimativa para a area do circulo, se

levarmos em conta o periodo em que viveram, 0s recursos que tinham, comparados ao valor
3,14 que utilizamos atualmente como aproximacao para 0 niUmero = .

Embora as civiliza¢des egipcias tenham desenvolvido conceitos cientificos

que permitiram resolver problemas praticos, tanto Boyer (2012) quanto Eves (2011)

defendem a ideia do pragmatismo da geometria egipcia, pautada no isolamento natural da

civilizagdo, que era protegida pelo rio Nilo de ataques e invasfes estrangeiras, fato que

propiciou aos egipcios levar uma vida pacifica e sem desafios. A ideia fica evidente no relato:

A geometria pode ter sido dadiva do Nilo, como Herddoto acreditava, mas as

evidéncias disponiveis sugerem que 0s egipcios usaram essa dadiva, mas

pouco fizeram para expandi-la [...]. Para realizacbes matematicas mais

progressistas, devemos examinar o vale pluvial mais turbulento conhecido
como Mesopotamia. (BOYER, 2012, p.37).
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1.2.2 CivilizagOes Babilonicas

As margens dos rios Tigres e Eufrates, na Asia Oriental, regido também
conhecida como Mesopotamia, estabeleceram-se as civilizacdes denominadas de babilonicas®,
Figura 6. Os babildnios utilizavam a escrita cuneiforme, em tabuas de barro mole, com
estilete. Eves (2011) atesta que a escrita cuneiforme s6 foi decifrada no ano de 1846, pelo
britanico Sir Henry Creswicke Rawlinson (1810-1895), aperfeicoando o trabalho iniciado
pelo fildésofo e arquedlogo aleméo Georg Friedrich Grotefend (1775-1853).

Os arquedlogos vém trabalhando na Mesopotamia sistematicamente desde
antes da metade do século XIX, tendo ja desenterrado mais de meio milhédo
de tabulas de argila.[...]. Das cerca de meio milhdo de tabulas, quase 400
foram identificadas como estritamente matematicas, constituidas que sao de
tabuas e listas de problemas matematicos. (EVES, 2011, p. 58).

Figura 6: Regido da Mesopotamia na Antiguidade
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Fonte: Albuquerque (1998, p.73, adaptado)

Em relacdo as tabulas de Matematica, Eves (2011) relata que a maioria delas
abordava conceitos de aritmética, algumas relacionadas a problemas de juros compostos, visto
gue os babilénios usavam a Matematica para o desenvolvimento do comércio. Na algebra
destaca-se a tabula que € conhecida como Plimpton322, que € constituida de varias ternas
Pitagoricas.

Na geometria, Eves (2011) aponta que os babilénios conheciam regras

* Denominamos civilizagBes babilénicas por conveniéncia, pois muitos povos além dos babilnios habitaram a
regido da Mesopotamia. Dentre eles os sumérios, caldeus, assirios. Eves (2012).
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gerais para calcular a area de um retdngulo, de um tridngulo retangulo e de um tridngulo
isdsceles, mas ndo se sabe se conheciam algum método para calcular a area de um tridngulo
qualquer. Também sabiam calcular a area de um trapézio reto e o volume de um prisma reto
de base trapezoidal. Consideravam “uma circunferéncia como o triplo de seu diametro e a
area do circulo como um duodécimo da area do quadrado de lado igual a circunferéncia
respectiva” (EVES, 2011, p.61).

Denominando d o diametro e C o comprimento da circunferéncia, podemos
representar o método babil6nico utilizando a expressao
C=3d, (®)

sendo a area do circulo dada por

1

A(circulo) = —C?. 6

( ) o (6)
Substituindo (5) em (6) obtemos

s 1 2 3 2

A(circulo) =—(3d )" =—=d". 7

( ) 12( ) 4 (7
Considerando d =2r e substituindo em (7) obtemos A(circulo):%(Zr)2 :%r2 =3r?.

Portanto, concluimos que o método babil6nico de calcular a area do circulo
considera a aproximacdo de 7 =3. Roque e Carvalho (2012) afirmam que em alguns casos

especiais os babildnios utilizavam relagGes para obter a area do circulo, que levam ao valor
1
T = 3§ =3125.

Boyer (2012) considera que os babilénios obtiveram melhores resultados se

comparados aos egipcios tanto na algebra quanto na geometria. O conhecimento do Teorema

de Pitdgoras e uma aproximacédo para a J2 até cerca de um milionésimo sdo fatores que
exemplificam essa questdo. Na geometria, tanto da civilizacdo egipcia quanto da babildnica,
Boyer (2012) aponta um defeito grave, que é a ndo distin¢cdo entre as medidas exatas e
aproximadas, fato evidenciado no relato:

A érea de um quadrilatero era achada tomando o produto das médias
aritméticas dos pares de lados opostos, sem nenhum aviso de que isso na
maior parte dos casos era apenas uma aproximagdo grosseira. (BOYER,
2012, p. 49).
Assim como na civilizagdo egipcia, o desenvolvimento cientifico dos
babildnios teve carater essencialmente pratico e avanco limitado. Para continuar estudando os

progressos da geometria, devemos analisar o desenvolvimento das civilizagdes gregas.
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1.3 A MATEMATICA NA GRECIA CLASSICA

No periodo de 800 a.C. até 800 d.C., denominado por ldade Talassica,
surgiram os povos também conhecidos como helénicos, que se fixaram ao longo de todo o
litoral mediterrdneo, Figura 7. Os helénicos assumiram a hegemonia cultural no periodo de
destaque na Histéria da Matematica por proporcionar muitas mudancas e grande
produtividade intelectual (BOYER, 2012).

Figura 7: Grécia no Século VIl a. C.
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Fonte: Albuquerque (1977, p.74 adaptado)

Uma das mudancas notorias que surgiram com a Matematica grega foi o uso
do raciocinio légico e dedutivo, introduzido por Tales de Mileto (624-548 a.C.), considerado,
conforme Boyer (2012), o primeiro dos filésofos. O periodo Tal&ssico deixa como herancga
um novo modelo de Matematica, que comeca a se delinear como ciéncia demonstrativa. Eves
(2011) credita a civilizacdo grega nesse periodo como o “berco da matematica
demonstrativa”.

A visdo estatica do Oriente antigo sobre as coisas tornou-se insustentavel e,
numa atmosfera de racionalismo crescente, 0 homem comecou a indagar
como e_por gué.[...] Pela primeira vez na matematica, como em outros
campos, 0 homem comegou a formular questdes fundamentais como “Por
gue os angulos da base de um triangulo isésceles sao iguais?”. (EVES, 2011,
p.94, grifo nosso).
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De acordo com Boyer (2012), os mercadores, negociantes e estudiosos
gregos aprenderam a Matematica por meio de viagens aos centros de cultura no Egito e na
Babilonia. Eles se apropriaram dos conceitos das civilizagdes antigas, mas nao estagnaram na
Matematica essencialmente pratica dos pioneiros, buscando aperfeicoar e aprofundar os

conceitos ja existentes.

1.3.1 Tales de Mileto

Tales, o primeiro fildsofo, considerado um dos “Sete Sabios™ da
antiguidade, nasceu na cidade de Mileto. “Tales comegou a sua vida como mercador,
tornando-se rico o bastante para dedicar a parte final de sua vida ao estudo e a algumas
viagens” (EVES, 2011, p.95).

De acordo com Boyer (2012), Tales aprendeu astronomia com oS
babildnicos e geometria com os egipcios. Foi em uma das viagens ao Egito que Tales calculou
a altura de uma piramide por meio de sua sombra, utilizando o conceito de semelhanca de
triangulos. Na geometria, trouxe significativos avancos, sendo creditados os seguintes
resultados:

1. Qualquer diametro efetua a bissec¢do do circulo em que é tracado.

2. Os angulos da base de um triangulo isésceles sdo iguais.

3. Angulos opostos pelo vértice sdo iguais.

4. Se dois triangulos tém dois angulos e um lado em cada um deles
respectivamente iguais, entéo esses triangulos séo iguais....]

5. Um angulo inscrito num semicirculo é reto.[...] (EVES, 2011, p.95).

1.3.2 Pitagoras e a Escola Pitagdrica

Tanto Boyer (2012) quanto Eves (2011) relatam que a vida de Pitagoras,
bem como a producédo cientifica que se resgatou por meio dos historiadores € envolta em
mistérios, lendas e misticismos.

Segundo relata Eves (2011), Pitagoras nasceu por volta de 572 a.C. na ilha
egeia de Samos. Para Singh (2002), Pitagoras, a exemplo de Tales, adquiriu seu conhecimento
matematico a partir de viagens as civilizacdes egipcias e babilénicas. Na perspectiva do autor,
existem indicios ndo confirmados de que Pitagoras tivesse visitado outras civilizacGes

orientais, voltando para Samos apds vinte anos de viagens. O retorno se deu com intuito de

> Os sete sabios da Grécia sdo Tales de Mileto, Solon de Atenas, Quilon de Esparta, Pitaco de Mitilene, Bias de
Priene, Cledbulo de Lindos e Periandro de Corinto.
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criar uma escola, porém, segundo Singh (2002), o fil6sofo e matemaético ndo obteve sucesso
em sua terra natal, mudando-se para a cidade de Crotona onde se aliou com um homem
chamado Milo, que o ajudou a fundar a escola. A escola prosperou, obteve um grupo de 600
seguidores e fora denominada de Irmandade Pitagorica.

Conforme descreve Singh (2002), a escola Pitagorica era restrita, onde 0s
participantes eram selecionados de acordo com suas aptidoes e os adeptos deveriam doar
todos os seus bens para um fundo comum e, caso saissem da escola, tinham direito de receber
0 dobro da quantidade doada. Outra caracteristica da escola era que 0s membros deveriam
guardar segredo em relacdo a tudo que ocorria na escola e todas as producdes cientificas eram
atribuidas a Pitagoras, conforme tradicéo da época.

A escola Pitagdrica destaca-se por buscar relagdes matematicas para
explicar os fendmenos naturais. “Pitagoras percebeu que os nimeros estavam ocultos em
tudo, das harmonias da musica até as orbitas dos planetas, o que o levou a proclamar que tudo
é numero” (SINGH, 2002, p. 39).

Que Pitagoras foi uma das Figuras mais influentes da histéria é dificil negar,
pois seus seguidores, sejam iludidos, sejam inspirados, espalharam suas
crengas por quase todo o mundo grego. As harmonias e mistérios da filosofia
e da matematica eram partes essenciais dos rituais pitagéricos. Nunca, antes
ou depois, a matematica teve um papel tdo grande na vida e na religido como
entre os pitagoricos. (BOYER, 2012, p.56).

Conforme relato de Singh (2002), o declinio da Escola Pitag6rica ocorreu
por volta de 510 a.C. periodo em que Crotona estava em guerra. A populacdo da cidade de
Crotona, que estava incomodada pela obscuridade dos trabalhos desenvolvidos pela
Irmandade Pitagérica, invadiu e queimou a escola com muitos de seus integrantes, inclusive
Pitagoras. Os membros da escola, que conseguiram sobreviver ao incéndio, espalharam-se
pela Grécia Antiga e difundiram os conceitos aprendidos na Escola Pitagorica.

Sdo vérias as contribuicbes dos Pitagoricos para a Matematica, neste
trabalho serdo tratadas em particular duas de suas produgdes que consideramos relevantes
para o desenvolvimento da geometria, sobretudo para o posterior desenvolvimento do calculo

de areas: o Teorema de Pitadgoras a Incomensurabilidade.

1.3.3 Teorema de Pitagoras

De acordo com relatos de Eves (2011) e Boyer (2012), os babil6nios ja
conheciam o teorema sobre tridngulos retdngulos que hoje leva o nome de Teorema de

Pitagoras, porém existem conjecturas que 0s pitagéricos teriam sido os primeiros a
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demonstra-lo, fato que justifica a atribuicdo do teorema a Pitagoras.

O Teorema de Pitdgoras, também conhecido como triplas pitagoricas,
equivale a ideia de encontrar “dois numeros quadrados cuja soma também seja um ndmero
quadrado. Estas triplas sdo constituidas por numeros inteiros.” (ROQUE e CARVALHO,
2012, p.68). Isto é equivalente a dizer que, em um tridngulo retangulo, a soma dos quadrados
dos catetos é igual ao quadrado da hipotenusa.

O livro “The Pythagorean Proposition, de Elisha Scott Loomis”, contém
370 demonstracdes diferentes para o Teorema de Pitadgoras e ndo se sabe ao certo qual foi a
forma utilizada pela escola Pitagorica para demonstra-lo (LOOMIS, 1940). Neste trabalho
optamos por utilizar uma demonstracdo que envolve o conceito de &reas. Para tanto,

consideremos a Figura 8.

Figura 8: a) Teorema de Pitagoras e b) Teorema de Pitagoras
a) D G C b) D, I; C;

F; G H;

Fonte: Autor

Na Figura 8a o quadrado ABCD, cujos lados medem (a+b), esta

decomposto em 4 triangulos e o quadrilatero EFGH . Devemos provar que o quadrilatero

EFGH também é um quadrado. Primeiramente observamos que os triangulos GCF, FBE ,
EAH e HDG séo congruentes pelo caso LAL®, pois: GC = FB = EA = HD, os angulos com
vértices nos pontos C, B, A e D sido retos e CF =BE = AH = DG. Da congruéncia dos
triangulos é imediato que EH = HG =GF = FE, logo o quadrilatero EFGH ¢ um losango.
Para provar que € um quadrado, basta provar que tem um angulo reto.

Consideremos que os angulos CGF e GFC sio complementares, ou seja

CGF +GFC =90°. (8)

® Caso LAL - Postulado: “Se dois tridngulos tém, ordenadamente, congruentes dois lados e o &ngulo
compreendido, entdo eles sdo congruentes” (DOLCE e POMPEO, 2011, p. 39).


http://pt.wikipedia.org/w/index.php?title=Elisha_Scott_Loomis&action=edit&redlink=1
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Segue da congruéncia dos triangulos que

CGF =BFE (9)
Logo, de (8) e (9) concluimos que GFC e BFE sdo complementares, ou seja,
GFC + BFE = 90°. (10)
Por outro lado, temos que

CFB = CFB + BFE + GFE =180°. (11)
Substituindo (10) em (11) obtemos GFE =90°. Logo EFGH é um quadrado cujos lados

denotaremos que, medem c.

Comparando os triangulos da Figuras 8, observamos que tém areas iguais,
restam na Figura 8a um quadrado de area c® e na Figura 8b dois quadrados de areas a’e b”.
Portanto, concluimos que: ¢ =a* +b?, como queriamos demonstrar.

Poderiamos demonstrar de forma simplificada, admitindo que a area do
quadrado A;B,C,D;, Figura 8b), é dada por
A(AB,.C,D,)=(a+b)>. (12)
Por outro lado, podemos calcular a mesma area somando as areas dos quatro triangulos e do

quadrado, Figura 8a), obtendo

A(ABCD) :4.%b+cz. (13)
Igualando as expressoes (12) e (13) obtemos
(a+b)2:4.a7'b+c2 o a’ +2ab+b* = 2ab+c? N a® +b?* =c?, como

esperado.

Interpretando geometricamente o Teorema de Pitadgoras, podemos afirmar
que a area do quadrado que tem como lado a hipotenusa a do triangulo retangulo que € igual a
soma das areas dos quadrados que tem como lados os catetos, b e ¢, do triangulo. De forma
geral, essa afirmacao é valida para quaisquer Figuras semelhantes’, construidas sobre os lados

do triangulo retangulo, conforme vemos na Figura 9.

’ Definicdo de figuras semelhantes: Duas figuras sdo semelhantes quando todos os segmentos que aparecem em
uma aparecem na outra, multiplicados por um fator constante. Essa definicdo mostra que, se duas figuras sdo
semelhantes, uma é a ampliagdo ou a redugdo da outra, sejam elas no plano ou no espago. (SOUSA, 2013, p.10)
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Figura 9: Generalizacdo do Teorema de Pitagoras

Fonte: Wagner (2011, p.12)

Sendo A, B e C a area das regides planas da Figura 9 e considerando que “a
razdo entre as areas de dois poligonos semelhantes é igual ao quadrado da razdo de
semelhanca” (DOLCE E POMPEQ, 2011, p.340), temos

A [ET e A_ (ET que equivale a dizer que
B \b C \c
A B
Per (4
e
A C
Por outro lado, temos que
a’=b”+c? (16)
substituindo (16) em (14) e (15) obtemos
A B
——— =— < Ab® =Bb? +Bc? 17
b*+c* b’ (17)
e
A C
——— =— & Ac® =Cb* +Cc”. 18
b +c? ¢? (18)

Somando as equacdes (17) e (18) temos Ab* + Ac® = Bb? + Bc? + Ch? +Cc? e simplificando
obtemos A(b” +c?) =(B+C)b* + (B +C)c?, que equivale a

A(b* +c?) = (B+C)(b* +c?). (19)
Dividindo ambos os membros de (19) por b*+c® obtemos: A=B+C, como queriamos
demonstrar.

Na Figura 10 apresentamos um exemplo da generalizacdo do Teorema de

Pitagoras, utilizando hexagonos regulares.
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Figura 10: Generalizacdo do Teorema de Pitagoras Utilizando Hexagono Regular
7

Area =12.82

Fonte: Autor

Somando as areas dos hexagonos regulares em que os lados sdo os catetos
AC e BC, apresentados na Figura 10, obtemos a area do hexadgono com lado na hipotenusa

AC do mesmo triangulo.

1.3.4 Incomensurabilidade®

Para os Pitagoricos, tudo poderia ser representado por meio das
propriedades intrinsecas dos nimeros e suas razdes. Segundo Roque e Carvalho (2012)
acreditava-se que, dados dois segmentos quaisquer, sempre existia uma unidade comum entre
eles, ou seja, dados dois segmentos era sempre possivel encontrar uma parte, mesmo sendo
pequena, que coubesse um ndmero inteiro de vezes em ambos 0s segmentos. A Figura 11

ilustra o conceito de Roque e Carvalho (2012), onde

Suponhamos, por exemplo, que queiramos comparar dois segmentos A e B.
Como o B ndo cabe um namero inteiro de vezes em A, podemos dividir B em
3 e tomar a unidade como sendo um terco de B. Como essa unidade cabe 4
vezes em A, a comparacio de A com B nos fornece a razdo 4:3. E deste tipo
de comparagdo que surgem as medidas expressas por relagbes entre nimeros
inteiros, que chamamos hoje de “racionais”[...]. (ROQUE e CARVALHO,
2012, p. 73).

® Dois segmentos s&0 incomensuraveis se ndo possuir uma unidade de medida em comum, ou seja, se ndo for
possivel encontrar uma parte que caiba um ndmero inteiro de vezes em ambos (ROQUE e CARVALHO, 2012).
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Figura 11: Segmentos Comensuraveis

Ab—t+—+—"1

B —f—+—

Fonte: Roque e Carvalho (2012, p.73)

Segundo Boyer (2012), a base da fé Pitagdrica foi demolida com a
descoberta que 0s nimeros inteiros e as suas razdes nao eram suficientes para descrever todas
as propriedades. A descoberta dos irracionais foi um momento turbulento e obscuro para a
Matematica. Existem indicios que um seguidor da escola Pitagérica chamado Hipaso teria
sido perseguido e morto por afogamento apds descobrir e anunciar a existéncia dos
incomensuraveis, conforme relata Singh (2002).

A discussdo de como e por quem foi descoberta a existéncia dos
incomensuraveis gera divergéncias, porém conforme afirma (EVES, 2011, p.105), “os
pitagoricos provaram que ndo had nenhum namero racional ao qual corresponda o ponto P da
reta no caso em que OP ¢é igual a diagonal de um quadrado cujos lados medem uma unidade.”

A Figura 12 ilustra o conceito.

Figura 12: A incomensurabilidade por meio da Diagonal do Quadrado

1 l l 1 ]

| | ] o II- P 1 |
Fonte: EVES (2011, p.105)

Por meio do Teorema de Pitagoras, determinamos que a medida da diagonal
equivale a /2. Para mostrar a irracionalidade de /2, tomamos como base Eves (2011).

Primeiramente admitimos por hipbtese que J2 6 um nimero racional. Neste caso,

consideramos que existem numeros a e b inteiros e primos entre si, com b = 0, tais que:
a a)
b V2 . Dai segue que (Bj =2, 0 que é equivalente a

a® =2b>. (20)
Concluimos de (20) que a® é um ndmero par e como consequéncia a também é um nimero
par. Consideremos agora k um nimero inteiro e, escrevendo

a=2k, (21)
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onde, substituindo (21) em (20) obtemos (2k)* =2b?, que equivale a 4k? = 2b?, ou ainda

2k? =b”® o0 que nos leva a concluir que b também é um nGmero par. Mas é absurdo

considerar que ae bsejam ambos pares, pois contraria a hipotese de que os nimeros ae

b sdo primos entre si, e, por este fato devemos abandonar a hipétese considerada de que J2 6
um numero racional.

Com o surgimento dos nimeros irracionais, a Matematica grega toma um
novo rumo. Em particular a geometria inicia a busca incessante, demonstrando certo fascinio
e obsessdo em obter areas de regiGes curvas, por meio do processo de quadraturas.
Detalharemos na proxima secdo os avancos da geometria apds o surgimento dos ndmeros

irracionais.

1.3.5 Os Trés Problemas Classicos

Segundo Eves (2011), os primeiros 300 anos da Matematica grega seguiram
trés diferentes linhas de desenvolvimento. A primeira obteve como resultado o livro Os
Elementos de Euclides (c.330 a c. 277 a.C.), trabalho iniciado com os estudos dos Pitagoricos
e continuado por Hipdcrates de Quios(c. 470 a c. 410 a.C) , Eudoxo (408 a c. 355 a.C.),
Teodoro (nascido c. 470 a. C.), Teeteto (c.415 a c. 369 a.C), dentre outros. A segunda foi 0
desenvolvimento das nog¢des de infinitésimos e infinitos que sé foram esclarecidos com o
desenvolvimento do Célculo Diferencial e Integral. A terceira linha é o desenvolvimento da
geometria de curvas, que se originaram na tentativa de resolver trés problemas de construcéo,
amplamente discutidos no periodo.

Os trés problemas em questéo sao:

1°) A duplicacao do cubo, que consiste em construir o lado de um cubo cujo

volume é o dobro do volume de um cubo dado;

2°) A trissecgdo do angulo, que consiste em dividir um angulo dado em trés

angulos iguais;

3% A quadratura do circulo que equivale a encontrar um quadrado que

tenha a mesma area de um circulo dado, sendo que os trés problemas

deviam ser resolvidos utilizando apenas os instrumentos euclidianos®.

A busca pela solucdo dos trés problemas contou com matematicos como
Arquitas (428 a 347 a. C.), Platdo (c. 427 a c. 327 a.C.), Hipocrates, Eudoxo, Menaecmus

® Os instrumentos euclidianos s&o a régua nao graduada e o compasso. (EVES, 2011)
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(380 a 320 a.C.), Dinostrato (390 a 320 a.C.), dentre outros. O trabalho desses matematicos
serviu como direcao para dois grandes matematicos: Euclides e Arquimedes (287 a 212 a.C.).

Outras épocas também produziram uma comparavel colecdo de talentos, mas
talvez nunca mais em qualquer época se faria um ataque tdo audacioso a
tantos problemas matematicos fundamentais com recursos metodoldgicos t&o
insuficientes. E por isso que chamamos esse periodo [...] de Idade Heroica.
(BOYER, 2012, p.76).

Ap0s o declinio da escola Pitag6rica os discipulos que conseguiram fugir do
ataque em Crotona se encarregaram de difundir a doutrina Pitagdrica em diferentes regides da
Grécia, dentre estes discipulos podemos citar Arquitas, que além de varias contribuicGes para
a Matematica foi amigo intimo de Platdo e o converteu a uma visdo Matematica, conforme
relata Boyer (2012). Platdo ndo forneceu resultados expressivos para a Matematica, porém foi
o fundador da Academia em Atenas, cujo lema era: “Que ninguém ignorante de geometria
entre aqui” (BOYER, 2012, p.76). A Academia reuniu grandes matematicos e produziu
muitos avancos cientificos.

Hipdcrates de Chios, na busca pela quadratura do circulo, realizou a
quadratura de algumas lunas especiais, como a ilustrada na Figura 13. Na busca pelas curvas
que resolveriam o problema de Hipocrates, Menaecmus, mais tarde desenvolveu o estudo das
conicas. Dinostrato, irmdo de Menaecmus apresentara a solucdo para o problema da
quadratura do circulo, Hipias apresentou uma solugdo para a trissec¢do do angulo, porém

ambos ndo usaram apenas 0s instrumentos euclidianos.

Figura 13: As Lanulas de Hipdcrates

B

Fonte: Autor

Na Figura 13 temos o tridngulo ABC, sendo ACB reto, D, E, F s&o os

pontos médios dos lados BC, AC e, AB, respectivamente. Os semicirculos S, de centro D

eraio BD, S, decentro E eraio AE e S, de centro F e raio AF delimitam as linulas,
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destacadas nas cores azul e amarelo, Figura 13. HipOcrates provou que a soma das areas das
lGnulas é igual a &rea do triangulo ABC *°.

Embora a ocorréncia de incessantes esforcos frustrados em resolver os
problemas classicos gregos, o processo foi frutifero, dentre os importantes resultados gerados

pelas tentativas fracassadas, destacamos o Método de Exaustdo de Eudoxo.

1.3.6 Eudoxo e o Método da Exaustdo

O método da Exaustdo é fruto de uma busca de Eudoxo pela resolu¢do do
problema da quadratura do circulo que, segundo Eves (2011) é o mais famoso dos trés
problemas.

Provavelmente nenhum outro problema exerceu um fascinio maior ou mais
duradouro que aquele de construir um quadrado de area igual a area de um
circulo dado. J4 em 1800 a. C. os egipcios haviam “resolvido” o problema,
tomando o lado do quadrado igual a 8/9 do diametro do circulo dado. De l&
para ca, literalmente milhares de pessoas trabalharam no problema e, a
despeito de ja se ter uma demonstracdo de que a construgdo é impossivel
com os instrumentos euclidianos, ndo ha um ano que nao tenha sua safra de
“quadradores do circulo”. (EVES, 2011, p.140).

Eudoxo de Cnido (408-355 a.C.) foi discipulo de Platdo e é considerado o
matematico e astronomo mais célebre de seu tempo. Foi gracas a Eudoxo, que a crise gerada
pela descoberta da incomensurabilidade foi resolvida. Outra importante contribui¢cdo desse
matematico foi estabelecer “compara¢ao de configuragdes curvas e retilineas” (BOYER,
2012, p.80). Embora o processo de inscrever e circunscrever poligonos em uma regido curva e
aumentar indefinidamente o numero de lados desses poligonos ja fosse um método conhecido
por outros matematicos, Arquimedes credita a Eudoxo a formulagdo do lema que é conhecido
como Axioma da Continuidade®. O axioma serviu como base para o Método da Exausto e
para o desenvolvimento do calculo integral. (BOYER, 2012)

Com base no Axioma da Continuidade, temos a proposi¢cdo que hoje €
conhecida como propriedade de exaustao:

Se de uma grandeza qualquer se subtrai uma parte ndo menor que sua
metade, do restante subtrai-se também uma parte ndo menor que sua metade,
e assim por diante, se chegara por fim a uma grandeza menor que qualquer
outra predeterminada da mesma espécie. (EVES, 2011, p. 419).

19 Sobre as lGnulas de Hipécrates: demonstragdes, curiosidades e outras informacdes, sugerimos (SILVA, 2014,
p. 67-74) e (GALVAO E SOUZA, 2013).

110 Axioma da Continuidade diz que “dadas duas grandezas que tém uma razdo (isto ¢, nenhuma delas sendo
zero), pode-se achar um multiplo de qualquer delas que seja maior que a outra” (BOYER, 2012, p.81)
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A proposicao, em linguagens e simbolos atuais, € equivalente a:

se M é uma grandeza dada, ¢ uma grandeza prefixada da mesma espécie e
r € uma razao tal que 1/2<r <1, entdo podemos achar um inteiro positivo

N tal que M (1—r)" < ¢ paratodo o inteiro n < N, isto é, a propriedade de
exaustdo equivale a dizer que limM@1-r)" =0 (BOYER, 2011, p.81).

1.3.7 O Método da Exaustdo e a Area do Circulo

Inicialmente vamos mostrar que a Propriedade de Exaustdo é véalida, quando

aplicada ao circulo, que equivale a proposic¢éo 1:

Proposicdo 1: Considere um poligono P, de area A(P,), com n lados
inscrito em um circulo C, de &rea A(C). Ao dobrarmos o nimero de lados desse poligono,
obtendo o poligono P,, de area A(P,), o aumento da area dos poligonos é maior do que a
metade da diferenca entre as areas do circulo C e de B, ou seja, A(R,)-A(R)>
AC)-AR)

2
Vamos demonstrar a Proposi¢cdo 1 com base na proposta de Eves (2011). Sem perda de
generalidade, considerando a Figura 14, onde M é o ponto médio do arco AMB, temos que a
area do triangulo AMB é a metade da area do retangulo ABSR. Por outro lado, temos que a
area do retangulo ABSR é maior que a area do segmento circular AMB. Concluimos que a area

do triangulo é maior que a metade da area do segmento circular AMB. Dessa forma, dobrando

0 nimero de lados do poligono, que denominamos P,, inscrito no circulo, obteremos um novo
poligono P, cuja area aumentara mais que a metade que a diferenga entre a area do circulo e a

do poligono P,.

Figura 14: Método de Exaustdo de Eudoxo.

Fonte: EVES (2011, p. 420, adaptado.)
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A proposicdo 1 evidencia que a diferenga entre a area do circulo e a area de
um poligono nele inscrito pode ser tdo pequena, quanto se queira, @ medida que aumenta-se 0

numero de lados desse poligono.

Figura 15: Caso Particular da Proposi¢do 1 - Método da Exaustdo

C
D B
I
E X A
X
F H
G

Fonte: Autor

Temos um caso particular da proposicdo 1, para n=4, ou seja,

consideremos um quadrado e um octdgono inscritos no circulo, o octégono é o poligono com
0 dobro de lados do quadrado, ilustrado na Figura 15.

Considerando que o circulo possui raio 1, obtemos que a diagonal BF do
quadrado mede 2 e por Pitagoras seque que (ﬁ)z = (@)2 +(ﬁ)2 , ou ainda 4= x2+x?,
sendo x a medida do lado do quadrado. Temos, portanto que x =+/2. Considerando
A(BDFH) a area do quadrado, temos que A(BDFH)=2. Por outro lado, tomando o

R 0
triangulo ABC, temos que CAB=360

=45°, Denominando A(BCDEFGHI)a é&rea do

octogono, obtemos que A(BCDEFGHI) = A(ABC).8, segue que

A(BCDEFGHI):%.A_C.A_B.sen(CAB)B, resultando  em A(BCDEFGHl):%.l.l.%.s,

logo A(BCDEFGHI) = 2J2. Consideremos ainda a area do circulo, dada
por A(circulo) = 7z = 314.

O aumento da area do poligono € dada por

A(BCDEFGHI)— A(BDFH) = 0,82. (22)
Por outro lado, a diferenca entre as areas do circulo e do quadrado é dada por

A(circulo) — A(BDFH) =114. (23)

Portanto, concluimos que o aumento da area do poligono, equacédo (22) é maior que a metade
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da diferenca entre as areas do circulo e do quadrado, equacéo (23).

Proposi¢do 2: Dois circulos de areas C, e C, estdo entre si como 0

2

1

quadrado de seus didmetros d; e d, ou seja, % =—.

2 2

Boyer (2012) atesta que Eudoxo provavelmente tenha utilizado o Método de

Exaustdo para provar a Proposicdo 2. Assim, demonstraremos a proposi¢cdo, com base nas
propostas de Boyer (2012), Eves (2011) e Roque e Carvalho (2012).

Vamos provar por reducdo ao absurdo, admitindo por hipotese, que

2 2
&> d_12 ou &< d—12 Iniciemos considerado que
C2 2 CZ 2
Cl dl2
G, d 24
c ) ; (24)

Consideremos que existe um poligono regular inscrito em C, de area p, tal que

2
pois pela Proposi¢do 1, podemos escolher um poligono de area p,, com valor t&o proximo
quanto queiramos, da &rea de C,, de forma que a desigualdade (25) continue sendo
verdadeira. Consideremos ainda P, a area de um poligono inscrito em C,, sendo p, e P,

poligonos semelhantes, com n lados. Temos que

2
Py _ 4 (26)

De (25) e (26) concluimos que P, > C, o que é absurdo, pois P, é a area do poligono inscrito

no circulo de area C, . Logo devemos abandonar a hipétese de que vale (24).

- . : c,,d’
De maneira analoga, admitindo a validade do caso — ( =% chegamos a
2 2

2

. . Cc, d .
um absurdo, fato que nos permite afirmar que —+ = —-, conforme queriamos demonstrar.
2 2

Para melhor compreensao, podemos observar um caso particular para n =8,

ilustrado na Figura 16.
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Figura 16: Octogonos Inscritos na Circunferéncia

A

Fonte: Autor

De acordo com os relatos de Boyer (2012) Eudoxo é considerado o
originador do Calculo Integral pelo desenvolvimento do Método da Exaustdo e também o pai
da astronomia por seu trabalho em descrever o movimento dos planetas, utilizando a

geometria.

1.3.8 Euclides de Alexandria

Segundo Eves (2011) pouco se sabe sobre a vida de Euclides, Mlodinow
(2010) aponta que ele viveu por volta de 300 a.C. no litoral sul do mar mediterraneo, um
pouco a oeste do rio Nilo em Alexandria.

MLODINOW (2010, p.40) afirma que “A matematica é um edificio vertical
que, diferentemente de um alto edificio, caird se apenas um tijolo matematico estiver
corrompido”. Euclides sabia desse importante fato e foi fundamental no desenvolvimento da
geometria. Seu papel foi de organizar os conceitos geométricos desenvolvidos pelos seus
predecessores. Esse trabalho arduo e cuidadoso resultou na escrita do livro Os Elementos, o
qual Boyer (2012) referencia como o texto matematico mais bem sucedido de todos os
tempos.

Té&o logo o trabalho apareceu, ganhou o mais alto respeito e, dos sucessores
de Euclides até os tempos modernos [...]. Nenhum trabalho exceto a Biblia
foi tdo largamente usado ou estudado e, provavelmente, nenhum exerceu
influéncia maior no pensamento cientifico. Mais de mil edi¢cGes impressas
dos Elementos j& apareceram desde a primeira delas em 1482; por mais de
dois milénios esse trabalho dominou o ensino de geometria. (EVES, 2011, p.
167-168, grifo do autor).

Muitos dos trabalhos produzidos por Euclides se perderam ao longo do
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tempo, incluindo obras sobre as conicas e lugares geométricos, porém conforme relata Boyer
(2012), dentre as obras preservadas até hoje esta o seu “best-seller” Os Elementos.

Os Elementos esta dividido em treze livros ou capitulos, dos quais 0s seis
primeiros séo sobre geometria plana elementar, os trés seguintes sobre teoria
dos nimeros, 0 décimo sobre os incomensuraveis e os trés ultimos versam
principalmente sobre a geometria do espaco. (BOYER, 2012, p.90, grifo do
autor).

De acordo com Mlodinow (2010) Euclides formulou 23 defini¢des, 05
postulados geométricos e 05 postulados adicionais que chamou de “nogdes comuns”. Essa
base permitiu que demonstrasse 465 teoremas, envolvendo todo o conhecimento geométrico
existente naquele periodo. Euclides sentiu necessidade de diferenciar o que entendia por
no¢Bes comuns das proposi¢cdes puramente geométricas. As nogdes comuns dadas por ele sao

(BOYER, 2012, p.90):

1. Coisas que sdo iguais a uma mesma coisa sdo também iguais entre si.
2. Se iguais sdo somados a iguais, os totais sdo iguais.

3. Se iguais sdo subtraidos de iguais, 0s totais sdo iguais.

4. Coisas que coincidem uma com a outra sdo iguais uma a outra.

5. O todo é maior que a parte.

Os cinco postulados de Euclides, usando uma linguagem moderna, podem
ser descritos (MLODNOW, 2010, p.45-46):

1. Dados dois ponto, pode ser tracada uma linha tendo estes pontos como
suas extremidades.

2. Qualquer linha pode ser prolongada indefinidamente em qualquer direcéo.
3. Dado qualquer ponto, pode ser desenhado um circulo com qualquer raio,
com aquele ponto no centro.

4. Todos os angulos retos sdo iguais.

5. Dada uma linha que cruze duas linhas retas de modo que a soma dos
angulos internos do mesmo lado seja menor que dois angulos retos, entdo as
duas linhas, quando prolongadas, acabardo por se encontrar (naquele lado da
linha).

Existem outras maneiras de enunciar o quinto postulado, também chamado
de Postulado das Paralelas de Euclides, uma delas é dizer que dados uma reta r e um ponto
P, ndo pertencente a reta, existe uma Unica reta paralela a r, passando pelo ponto P.
Segundo aponta Mlodinow (2010), Euclides evitava usar o quinto postulado sempre que
possivel. Os matematicos que o sucederam imaginavam que o postulado das paralelas deveria
ser provado e proposto como um teorema. A Figura 17 ilustra o Postulado das Paralelas de

Euclides.
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Figura 17: Postulado das Paralelas de Euclides

[

Fonte: Mlodinow (2010, p. 45)

De acordo com Junior (2013) muitos matematicos fizeram tentativas
frustradas de provar o quinto postulado de Euclides. Em 1820, Johann Boylai (1802-1860)
resolveu negar a validade desse postulado, que trouxe como consequéncia o0 surgimento das

geometrias ndo euclidianas.

1.3.9 Arquimedes de Siracusa

De acordo com os autores Aaboe (2013) e Boyer (2012) Arquimedes nasceu
por volta de 287 a.C. Estudou em Alexandria, onde teve amigos matematicos, com 0s quais se
correspondia a respeito de suas obras, mas viveu a maior parte de sua vida em Siracusa.
Arquimedes estudou assuntos relacionados a Matematica pura, Astronomia, Mecanica e
Engenharia. Conforme relata Boyer (2012) na engenharia ele produziu maquinas de guerra
que impediu durante aproximadamente trés anos a aproximacdo dos inimigos romanos, fato
que a ele rendeu o reconhecimento publico.

Em 212 a.C., ap6s uma distragdo do povo de Siracusa durante festividades
na cidade, Arquimedes foi morto por um soldado, quando estava contemplando um diagrama
geométrico num tabuleiro de areia. Segundo relatos de Eves (2011) Arquimedes pediu que 0
soldado romano se afastasse de seu diagrama e o soldado o matou com uma lanca.

Embora Arquimedes tenha nascido na época em que Euclides morreu, o0 seu
trabalho ndo fora influenciado pelo de Euclides, de forma que Roque e Carvalho (2012)
afirmam que Arquimedes ndo pode ser considerado como sucessor de Euclides. Em relagéo as

obras produzidas pelo matematico, Plutarco, que viveu no primeiro século d.C. relatou que
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N&o é possivel encontrar em toda a geometria problemas mais dificeis e
complicados, ou explica¢Ges mais simples e licidas. Alguns atribuem isso a
sua genialidade; enquanto outros acham que foram produzidos por esforgo e
trabalho incriveis, embora aparentemente sejam resultados faceis e obtidos
sem esforco. (AABOE, 2013, p. 89).

Aaboe (2013) compara que enquanto o trabalho de Euclides foi uma
compilagdo de seus antecessores, o trabalho de Arquimedes contribuiu com novos
conhecimentos para a Matematica. Os trabalhos preservados em grego sdo (AABOE, 2013, p.
95).

Sobre o equilibrio de Figuras Planas, I;
Quadratura da Parabola;

Sobre Equilibrios de Figuras Planas, II;
Sobre a Esfera e o Cilindro 1, II;

Sobre as Espirais;

Sobre os Cones e Esferéides;

Sobre os Corpos Flutuantes I, 1I;

A Medida de um Circulo;

O contador de Graos de Areia.

Em 1906 o dinamarqués Heiberg encontrou uma obra que foi denominada
por Arquimedes de “O Método”. Segundo Boyer (2012) esse foi um de seus mais importantes
trabalhos e revela muito de sua personalidade, além de apresentar sua forma particular de
utilizar investigacBes mecanicas preliminares, para posteriormente formalizar por meio de
conceito matematico.

Eves (2011) coloca que, dos trabalhos remanescentes, trés abordam a
geometria plana: A Quadratura da Parabola, A Medida do Circulo e Sobre as Espirais. O
ultimo trabalho, também conhecido como Espiral de Arquimedes, refere-se a uma “curva
mecanica que permite resolver dois problemas classicos da geometria grega, a trissec¢do do
angulo e a quadratura do circulo” (ROQUE ¢ CARVALHO, 2012, p.150). Trataremos de

forma mais detalhada os trabalhos: A Quadratura da Parabola, A Medida do Circulo.

1.3.10 A Quadratura da Parabola

De acordo com Roque e Carvalho (2012) quadrar uma parabola consiste em
encontrar a area de uma regido denominada de segmento parabdlico que € a regido limitada
por uma parabola e por um segmento de reta, comparando-a com a area de um triangulo, cuja
base é o proprio segmento de reta, conforme ilustra a Figura 18. A hipotese formulada e
demonstrada por Arquimedes pode ser enunciada (SILVA, 2010, p.128):
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Um segmento de pardbola excede em 1/3 a area do tridngulo inscrito de
mesma base da seccdo da pardbola e cujo vértice € o mesmo da parabola.
Isto é, a area do segmento parabdlico é 4/3 a area do tridngulo inscrito na
parabola, de mesma base e mesmo vértice®?,

Podemos representar a hiptese de Arquimedes, de acordo com a Figura 18,
por A(segmento parabdlico ):gA(ABC), onde A(segmento parabdlico ):gA(ABC), e

A(ABC) representa a area do tridngulo isésceles, com vértices A, B e C.

Figura 18: Quadratura da Pardbola

C

Fonte: Autor
1.3.11 A Medida do Circulo

Arquimedes aborda a quadratura do circulo utilizando o método de Exaustdo
de Eudoxo. Primeiramente, Arquimedes demonstra que “a area de um circulo de raio r é igual
a de um triangulo cuja base é igual a circunferéncia C do circulo e cuja altura € r, ou seja:

A= %rC » (AABOE, 2013, p.96).

Resulta, de A Medida do Circulo, que “a razdo da area do circulo pelo
quadrado de seu raio é igual a razdo da sua circunferéncia por seu didmetro. Esta razédo
comum é o que chamamos hoje de 7” (AABOE, 2013, p.97). Utilizando o método de
exaustdo de Eudoxo, Arquimedes calculou o perimetro de poligonos regulares de 96 lados,
inscritos e circunscritos na circunferéncia e com esse processo obteve o resultado de

10

10
3= (7 (3.
717 %

12 Sobre demonstraco para a hipétese da quadratura da parabola formulada por Arquimedes, consultar (BOYER,
2012, p.103).
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A partir do trabalho proposto por Arquimedes surgiram inimeras tentativas
de encontrar a constante que representa a razdo entre o comprimento e o diametro de uma
circunferéncia. Nesse momento deixaremos de seguir o aspecto cronologico linear desse
texto, para relatar sobre a busca incessante pelo valor da constante, que mais tarde fora
denominada 7. Tendo em vista que a busca, de forma consciente ou ndo, permeia toda a
Historia da Matematica, desde as primeiras civilizacdes até os dias atuais, fato este que

evidéncia o seu importante papel na Matematica.

1.3.12 O nimero r

A constante que hoje atribuimos a denominacdo z pode ser definida de
formas distintas, Roque e Carvalho (2012) adotaram 7z como sendo a &rea de um circulo de
raio unitario. Cabe ressaltar que 7 ganhou essa denominagdo somente em 1706, pelo escritor
inglés William Jones (1675-1749) e o uso da letra grega para representar a constante foi
difundido apenas em 1737, depois que Euler adotou tal representacdo, conforme relata Eves
(2011).

Desde Arquimedes muitos matematicos se dedicaram a busca pelo valor da

constante, a prova que = ¢€ irracional foi dada apenas em 1767 por Johann Heinrich Lambert

(1728-1777). Apb6s a prova da irracionalidade iniciou-se a busca por métodos que

fornecessem um nimero maior de casas decimais para 0 nUmero r .

Os matematicos buscavam aproximacdes para o valor da constante
utilizando o método cléssico, que consiste no metodo proposto por Arquimedes de inscrever e
circunscrever poligonos na circunferéncia. Quanto maior o numero de lados do poligono,
maior a aproximacao encontrada. Em 1630 foi encontrado o valor de 7 correto até a 392 casa
decimal, marcando o fim da busca de z~ pelo método classico.

A busca por aproximagfes continuaram com base no uso de formulas e
séries que convergiam rapidamente. Destaque para o inglés William Shanks (1812-1882) que
determinou 527 casas decimais em 1874. Maiores avangos s6 foram obtidos com o uso de
programas computacionais, a partir de 1949, quando foram obtidas 2037 casas decimais,
segundo relata Eves (2011).

A obsess@o por obter um nimero cada vez maior de casas decimais perdura

ao longo dos séculos. Muitos buscavam aproximagfes gigantescas para # motivados apenas

pelo desafio e a possibilidade de deixar o nome na Historia da Matematica. Nos tempos
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modernos a busca se intensificou com o surgimento de computadores. Atualmente o célculo

de 7 serve para testar a velocidade e a poténcia de novos computadores. Em 2011, A. Yee e

S. Kondo calcularam 10 trilhdes de casas decimais de 7 (DANTAS, 2013).

1.3.13 Herdo de Alexandria

De acordo com Eves (2011) existem estimativas que Herdo viveu no
periodo entre 150 a.C. e 250 d.C. e supde-se que ele era um egipcio com formacdo grega,
embora seus trabalhos dessem énfase as aplicagdes essencialmente praticas. Na geometria
destaca-se o trabalho conhecido como “A Métrica” que é composto por trés livros, dos quais o
primeiro deles trata sobre area de diversos quadrilateros, poligonos regulares, circulos, elipses
e segmentos parabdlicos, superficies do cilindro, cones, esferas e zonas esféricas. Nesse livro,
também contém a formula tdo conhecida por seu nome, que relaciona a area de um triangulo

qualquer a medida de seus lados, que podemos  representar  por

A(ABC) =,/p (p—a) (p—b) (p—c), sendo A(ABC)a area de um triangulo de vértices A, B
e C, de lados medindo a, b, ¢, sendo p o semiperimetro do triangulo representado por

_a+b+c
—

O segundo livro de Herdo trata essencialmente de volumes de diversos
solidos geométricos e de corpos redondos, ja o terceiro livro aborda razdes envolvendo éreas e

também volumes, conforme relata Eves (2011).
1.3.14 Declinio da Matematica Grega

Apols Arquimedes poucos avancos foram obtidos na geometria por um
longo tempo, foi um periodo de retrocessos em relacéo a ciéncia.

A ciéncia grega alcancou seu pinaculo em Alexandria nos 150 anos iniciais
da Era Helenistica, entre 300 e 150 a.C. Depois disso teve inicio um longo e
lento declinio, acentuado em 46 a.C. com o incéndio de grande parte da
Universidade, em Alexandria, incluindo a biblioteca, e encerrado em 529
d.C. com o fechamento das portas da Academia de Atenas. (EVES, 2011,
p.163).

Perto do final do século Il surgiu Papus de Alexandria (290-350), um
grande gedmetra que produziu a Colecdo Matematica, composta de oito livros, que
compunha, além da geometria ja existente, proposi¢bes originais, comentarios,

aprimoramentos, extensdes e notas historicas (EVES, 2011).
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Embora Papus fora um brilhante matematico, sua tentativa de ressuscitar a
geometria fracassou, 0s matematicos gregos que o0 sucederam tiveram o papel de
comentadores, ou seja, apenas faziam comentarios nas obras de seus predecessores. Esse
trabalho segundo Boyer (2012) é bastante Gtil no sentido de informacgbes historicas, em
contrapartida ndo apresentam novos resultados que contribuam com a evolucdo da
Matematica. Para analisar o desenvolvimento da geometria devemos avancar cerca de um

milénio e considerar as producfes dos matematicos modernos.

1.4 A MATEMATICA A PARTIR DO SECULO XVII

Depois de Arquimedes, resultados significativos para a geometria surgiram
apenas no século XVII, com a intervencdo de métodos algébricos e infinitesimais,
transformacfes que ocorreram gracgas a tentativa de aprimorar a geometria grega. Dentre 0s
varios matematicos que contribuiram com esse desenvolvimento destacam-se René Descartes
(1596-1650) e Pierre de Fermat (1601-1665) (ROQUE e CARVALHO, 2012).

De acordo com Eves (2011) Descartes trouxe novas perspectivas ao estudo
da geometria e juntamente com Pierre de Fermat, por meio dos estudos de lugares
geométricos, deram contornos iniciais a Geometria Analitica, cuja esséncia real reside na
transferéncia de uma investigacdo geométrica para uma investigacdo algébrica
correspondente. Para Roque e Carvalho (2012)

A “exatidao” dos procedimentos empregados em geometria foi redefinida
por Descartes. Ao invés de construcbes geométricas, foram admitidas
técnicas algébricas na definigdo de curvas, instituidas como objeto central da
geometria. A segunda metade do século XVII sentirda os efeitos desta
mudanga e o trabalho com curvas, incluindo a busca de tangentes e &reas,
incentivara o desenvolvimento dos métodos infinitesimais. (ROQUE e
CARVALHO, 2012, p.244)

1.4.1 Cavalieri e o Método dos Indivisiveis

Bonaventura Cavalieri (1598-1647) trouxe grande desenvolvimento para a
Matematica com sua obra intitulada Geometria Indivisibilus, tratando sobre o que ele
denominava de Métodos dos Indivisiveis (EVES, 2011).

Cavalieri argumentava que uma linha € composta de pontos, assim como um
corddo é composto de contas; um plano é feito de linhas, assim como uma
roupa, de fios; e, um solido é composto de planos, assim como um livro, de
paginas. A area de uma Figura seria a soma de um numero indefinido de
segmentos de reta paralelos e seu volume seria a soma de um namero
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indefinido de areas paralelas. Estes seriam, respectivamente, os indivisiveis
de area e de volume. (ROQUE e CARVALHO, 2012, p.271).

A generalizagdo desses conceitos intuitivos do matematico é o que
conhecemos por Principios de Cavalieri, que podem ser enunciado, segundo Eves (2011, p.
426) por

1. Se duas por¢des planas sdo tais que toda reta secante a elas e paralela a
uma reta dada determina nas por¢des segmentos de reta cuja razdo €
constante, entdo a razao entre as areas dessas por¢des € a mesma constante.
2. Se dois solidos sao tais que todo plano secante a eles e paralelo a um
plano dado determina nos sélidos seccbes cuja razdo é constante, entdo a
razdo entre os volumes desses sélidos é a mesma constante.

1.4.2 Célculo de Areas por Fermat e Pascal

No século XVII surge uma nova forma de calcular areas e volumes. Embora
0 conceito seja embasado no Método de Exaustdo, a diferenca é que houve a sistematizacao
da aproximacédo das curvas pelo uso de retangulos, ao contrario do método proposto pelos
gregos que utilizava diversos tipos de poligonos. A vantagem de se utilizar retangulos
“infinitamente” finos ¢ que ele se adequa a qualquer tipo de curva, além de que, calcular a
area de retangulos uniformes é mais simples do que calcular a area de poligonos com muitos
lados (ROQUE e CARVALHO, 2012).

Os estudos desenvolvidos por Cavalieri, Pascal (1623-1662) e Fermat ja
delinearam conceitos basicos do Calculo Integral que seria desenvolvido anos mais tarde.
Apresentamos um exemplo de célculo de areas fornecido por Fermat e Pascal, conforme
propde Roque e Carvalho (2012).

Vamos exemplificar como Fermat e Pascal calcularam a area sob uma

curva, que hoje representamos pela fungdo y = kx*, limitada pelo eixo das abcissas e pela reta

x=A, sendo A uma constante natural.
Primeiramente marcamos n pontos equidistantes entre os pontos Oe A,
conforme notamos na Figura 19. Considerando d a distancia entre dois pontos consecutivos,

temos que

d=— 27)
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Figura 19: Calculo de Areas por Fermat e Pascal
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Fonte: Roque e Carvalho (2012, p.272, adaptado)

Os retangulos observados na Figura 19 tem a base medindo d e as alturas

medem, respectivamente kd?®, 4kd?, 9kd?, ..., kn’d?, que sdo as imagens da funcdo nos

dominios 1,2,3,...,n. Podemos calcular a soma das &reas dos retangulos, utilizando a
expresséao

Area = kd® + 4kd® +9kd® +...+ n?kd® = kd®(L+2% +3% +...+n?). (28)
Fermat e Pascal ja sabiam que a soma dos n primeiros nUmeros naturais,

S=(1+22+3%+..+ nz), podia ser calculado por

3 2
_n(n+1)2n+1) _n.n’on

S : 29
6 3 2 6 (29)
——\3
- . < OA)|n®* n* n
Substituindo, entdo, (27) e (29) em (28) obtemos Area = k| — 3 + ) + 5 e segue que
n
} —|1 1 1

Area = K\OA) | =+ —+—|. 30
( ) [3 2n 6n2} (30)

A medida que o nimero de retdngulos aumenta indefinidamente, podemos desconsiderar as

ultimas duas parcelas da soma na expressao (30), de modo que a area da regido pode ser

—\3
representada por Area :ﬂ(;—Al. Como (ﬁ) representa a coordenada das abcissas, temos
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que Area = k—f :

Cabe ressaltar que o processo usado pelos matematicos do século XVII era
um pouco diferente, visto que o conceito de funcdo ainda ndo existia, porém nosso intuito €
apresentar a ideia utilizada pelos matematicos do periodo e alguns dos conceitos que mais
tarde inspirariam Newton e Leibniz a desenvolver o Célculo Diferencial e Integral. (ROQUE
e CARVALHO, 2012).

1.4.3 Newton, Leibniz e o Céalculo Diferencial e Integral

Isaac Newton (1642-1726) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)
desenvolveram o Calculo Diferencial e Integral e protagonizaram a “guerra do calculo”, nome
dado a disputa publica gerada entre os matematicos para reivindicar a autoria do conteudo que
é considerado um dos mais importantes legados do século XVII, conforme Bardi (2008).

Newton, ainda estudante na Universidade de Cambridge, nos anos de 1665 e
1666 produziu o método que denominou de Fluxos e Fluentes. Newton deixou seu trabalho
em segredo durante décadas, apenas divulgando informalmente a alguns amigos.

Por outro lado Leibniz ingressou nos estudos do célculo em Paris no ano de
1675, dez anos apos Newton. Leibniz estudou durante dez anos e criou um sistema totalmente
original de simbolos e representacdes graficas, que sdo usados até hoje devido a sua eficécia e
simplicidade. Embora Leibniz tenha desenvolvido seus estudos mais tarde, publicou dois
trabalhos nos anos de 1684 e 1686, antes de Newton, fato este que o fez reivindicar a autoria
do Calculo Diferencial e Integral.

Segundo Bardi (2008) hoje, tanto Newton quanto Leibniz séo vistos como
coinventores independentes do Célculo Diferencial e Integral, invencdo essa que foi
considerada o maior impulso dado a Matematica desde os gregos. Em 1713 Varignon, por
meio de uma carta enviada por Leibniz disse que o calculo era tdo grande que deveria ser o
bastante para os dois.

O Calculo Diferencial e Integral possui um conteldo denso de conceitos e
de grande aplicagdo em diversas areas. Em particular, na geometria, o calculo trouxe novas
perspectivas, sobretudo no estudo de uma infinidade de curvas bem como o célculo de areas e
volumes. Cabe ressaltar que esse novo método para calcular areas, que é o aperfeicoamento
do método empregado por Fermat, Pascal, Cavalieri e outros matematicos, s6 foi possivel
gracas a sistematizacdo do conceito de fungdes, que ocorreu no século XVIII, com a
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contribuicdo de varios matematicos.
Conforme o objetivo deste texto, vamos analisar na proxima secdo 0s
conceitos do calculo aplicados a determinacdo de areas, com base no trabalho desenvolvido

por Riemann.
1.4.4 A Integral de Riemann®?

Georg Friedrich Bernhard Riemann nasceu em 17 de setembro de 1826 na
Alemanha. Iniciou os estudos de filosofia e teologia na universidade de Gottingen em 1842,
inspirado por seu pai. Porém em 1846 se transferiu para o curso de Matematica. Em 1851 ja
era doutor em Matematica sob orientacdo de Carl Friedrich Gauss (1777-1855) e comegou a
lecionar em Gottingen. Em 20 de julho de 1866 Riemann faleceu de tuberculose. Riemann
deixou como legado diversos trabalhos, contribuindo com a Matemética e com a fisica
(EVES, 2011).

Dentre os trabalhos de Riemann, destacamos a Soma e a Integral de
Riemann que levaram a generalizacdo do calculo de é&reas limitadas por funcdes.
Abordaremos os trabalhos na sequéncia, com base na proposta de Guidorizzi (2006).

Consideremos inicialmente que queremos obter area limitada por uma
fungdo f, continua no intervalo [a,b], sendo f(x)>0 em [a,b] e, pelas retas x=a, x=b e
y =0, ilustrada na Figura 20.

Figura 20: Calculo de Area por Riemann

v]

P

Fonte: Guidorizzi (2006, p. 310, adaptado)

'3 Embora tenha outras aplicacdes, abordaremos A Integral de Riemann aplicada ao calculo de &reas, por ser o
foco de nosso trabalho.
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Primeiramente vamos particionar [a,b] em n subintervalos, Figura 21, nio

necessariamente de mesma amplitude, tais que: a =X, (X, { X, (... X, { ... { X, =b, onde Xx,
representa 0 k-ésimo termo pertencente a particdo. Denotamos a amplitude do k-ésimo
intervalo por Ax, =X, —X,_,. Escolhamos um c, [x, %] para todo indice k, ou seja,
k=123..n.
Definimos por soma de Riemann a expressao:

n

z f(c, )Ax, =f(c))Ax, + f(c,)AX, + f(Cc3)AX; +...+ f(c,)AX, , (31)
k=1

onde f(c, )AXx, representa area de um retangulo de base Ax, e altura f(c,).

Figura 21: Particdes de Intervalos - Integral de Riemann

y

a=xp X7 Xx» X3 - Xi-1 Ck Xp o b=xy,

Fonte: Fonte: Guidorizzi (2006, p. 310, adaptado.)

n
Riemann concluiu que a soma Z f(C)AX, , dada em (31) tende a um
k=1

nimero real K, quando o0 maximo Ax, tende a zero. Representado por

max Ax, —0 €=

b n

j f()dx=_lim > f(c,)Ax =K. (32)
é k=1

O ndmero resultante em (32) é conhecido como Integral de Riemann. Como as somas de

b

Riemann tendem a L f (X)dX , podemos definir a area da regi&o apresentada na Figura 21 por
i b

Area = j f (X)dx |

a

Geometricamente podemos interpretar que, a medida que Ax, — 0 a soma

das areas dos retangulos se aproxima da &rea limitada pela curva, representada pela funcéo f,
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conforme podemos observar na Figura 22.

Figura 22: Aproximacao da Area por Retangulos - Integral de Riemann onde: a) n=3, b)
n=8,c) n=15 ed) n=80.

Vv o ) V v

il} MH UL,

Fonte: Autor

Definimos inicialmente, por simplicidade, que f(x)>0. Para o0 caso em

que f(x)< 0 em [a, b], temos que f(c,)AXx, seré negativo e, portanto definimos a area por

. b
Area :—L f(x)dx .

1.4.5 Teorema de Pick

George Alexander Pick (1859-1942) nasceu em Viena. Ingressou na
Universidade de Viena em 1875 e um ano apds publicou o primeiro dos 67 artigos no campo
da Matemética. Seus trabalhos abrangiam varios campos da Matemética, tais como Algebra
Linear, Analise Funcional, Calculo Integral e Geometria. Na geometria publicou um trabalho
de oito paginas intitulado por Teorema de Pick, em Praga no ano de 1899. O trabalho ganhou
destaque apods ser publicado no livro “Mathematical Snapshots” (Oxford Univ. Press, N.
York, 1950), do matematico H. Steinhaus. Pick morreu no campo de concentragdo no ano de
1942 (HERMES, 2014, LIMA, 2006).

O Teorema de Pick chama a atencdo por sua simplicidade e elegancia. Para
enunciar o Teorema, primeiramente devemos definir os conceitos de poligono simples e rede
no plano.

Definimos um poligono como simples se “a interse¢dao de um par de arestas
ndo consecutivas é sempre vazia, (um par de arestas consecutivas € determinado por cada
conjunto de trés vértices consecutivos)” (PEREIRA e MELO, 2012, p.36).

“Uma rede no plano é um conjunto infinito de pontos dispostos
regularmente ao longo de retas horizontais e verticais, de modo que a distancia de cada um

deles aos pontos mais proximos na horizontal ¢ vertical é igual a 1”. (LIMA, 2006, p. 102).
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Adotando o sistema de coordenadas cartesianas com origem em um dos pontos da rede, sendo
um eixo horizontal e o outro vertical, podemos definir a rede como o conjunto de todos os
pontos do plano cartesiano, cujas coordenadas sdo nimeros inteiros.

Teorema de Pick'*: Consideremos um poligono P simples, cujos
vertices sdo pontos de uma rede. Denotemos por | a quantidade de pontos da rede que s&o
interiores ao poligono e por B a quantidade de pontos que pertencem as arestas desse

poligono, incluindo os vértices. A area desse poligono, que representaremos por Area (P),

pode ser calculada por Area (P)=1+ % -1 (LIMA, 2006).

Para exemplificar o Teorema de Pick, calcularemos a area do poligono
representado na Figura 23a. Observando a Figura 23b temos que | =15 (pontos vermelhos),

B = 28(pontos azuis) onde a area é Area (ABCDEFG)=1 +%—1:15+§ -1=28u.a.

Figura 23: a) Area pelo Teorema de Pick e b) Pontos do Poligono Pertencentes a Rede

C D

Fonte: Autor

O Teorema de Pick tem varias aplicacdes, dentre elas destacamos a
possibilidade de calcular uma aproximacao para areas irregulares, mesmo contendo regides
curvas, utilizando para tanto, uma aproximacéo por poligonos com vertices de coordenadas

inteiras no plano cartesiano.

% A demonstracdo do Teorema de Pick no foi incluida neste trabalho. Duas diferentes demonstracdes para o
teorema se encontram disponiveis em: (PERERIRA e MELO, 2012, p.36-42, LIMA, 2006, p. 101-115).
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CAPITULO 2 - ASPECTOS METODOLOGICOS DA PROPOSTA

No presente capitulo apresentamos 0s aspectos metodoldgicos, nos quais
nos apoiamos, para abordar as atividades dispostas no capitulo 3. Na secdo 2.1, tratamos
aspectos relevantes sobre a participacdo da Historia da Matematica na sala de aula,
posteriormente, na secdo 2.2, discutimos sobre o uso das tecnologias em sala de aula. Na
secdo 2.3 apresentamos o software GeoGebra, que é a ferramenta tecnologica que escolhemos

para utilizar nas atividades.

2.1 A HISTORIA DA MATEMATICA COMO METODOLOGIA DE ENSINO

Inicialmente, destacamos nossa posicdo acerca do papel da Historia da
Matematica como recurso metodoldgico. Acreditamos que a inser¢do da Histdria da
Matematica na sala de aula vai além do modelo factual ou “anedotario” como classificam
Miguel e Miorim (2004) que consiste em contar episddios da Histdria da Matematica ou
apresentar notas historicas ao final do capitulo de um livro. Em consonancia com Miguel e
Miorim (2004), acreditamos que esse modo de inserir a Historia da Matemética no contexto
educacional atinge alguns objetivos especificos, porém entendemos que ndo contribui de
forma efetiva com o processo de ensino e aprendizagem de Matematica.

Com base nas pesquisas de Souto (2010), atualmente é crescente 0s
discursos que versam sobre a inclusdo da Histéria da Matematica no processo de ensino e
aprendizagem, em contrapartida, na préatica, a Histéria da Matematica ndo tem sido efetiva no
processo educacional. Para buscar uma melhor compreenséo sobre o papel que a Historia da
Matematica pode desempenhar em uma sala e de que forma poderd contribuir com o
aprendizado, devemos analisar as perspectivas tedricas propostas, 0s pontos positivos e
negativos que elas apresentam, com base nos autores que se propuseram a estuda-las.

Miguel e Miorim (2004) apontam cinco perspectivas que se fazem presentes
no campo de investigacdo da Historia da Matematica: 1) Perspectiva Evolucionista Linear, 2)
Perspectiva Estrutural-Construtivista Operatéria, 3) Perspectiva Evolutiva Descontinua, 4)
Perspectiva Sociocultural e 5) Perspectivas dos Jogos de Vozes e Ecos. (MIGUEL e
MIORIM, 2004).

A Perspectiva Evolucionista Linear, difundida no século XI1X, defendida por
Ernest Haeckel (1834-1919), aborda a ideia de que “o desenvolvimento psiquico da crianga ¢é
uma repeti¢ao abreviada da evolugao filogenética”. (MIGUEL e MIORIM, 2004, p.80).
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Tal crenca nos obriga, é claro, a estabelecer um elo de natureza biolégica
entre 0 passado e o presente, baseado em um argumento recapitulacionista
de cunho biol6gico. E dai tudo se passa como se a produgdo cultural do
passado tivesse 0 poder de projetar-se biologicamente (e cronologicamente,
por se ter uma concepcdo evolutiva da filogenia) sobre o presente e
determinar, de algum modo, o seu curso. [...] De fato, segundo esse ponto de
vista, a Matematica constituiria meramente um corpo cumulativo prévio e
sequenciado de conhecimentos produzidos, cada um em um tempo
determinado, que deveria ser administrado em etapas cronologicamente
sequenciadas, hierarquizadas e qualitativamente indistintas durante o
processo de ensino-aprendizagem. (MIGUEL e MIORIM, 2004, p.80-81).

No final do século XIX adotou-se um processo de ensino de Matematica
pautado em tal perspectiva, que tinha como base o aprendizado de Matematica no mesma
sequéncia cronol6gica em que ocorreram na Historia da Matematica, porém com uma forma
abreviada e método ndo exaustivo. Na Perspectiva Evolucionista Linear o papel da Historia da
Matematica é identificar a ordem cronoldgica dos contetdos que serdo trabalhados (Miguel e
Miorim, 2004).

A Perspectiva Estrutural Construtivista Operatdria teve como base 0s
trabalhos de Piaget e Garcia acerca do processo do aprendizado pautado no plano filogenético
e psicogenético. “Piaget e Garcia defendiam a ideia de que para aprender matematica o sujeito
deve reconstruir operacdes cognitivas que marcaram a construcdo histérica dos objetos
matematicos” (MOTTA, 2006, p. 02).

A Perspectiva Evolucionista Descontinua, desenvolvida, principalmente por
investigadores filiados a escola francesa contemporanea tem como base a obra “A Formagio
do Espirito Cientifico” do filosofo francés Gaston Bachelard (1884-1962). A concepcdo de
aprendizagem ocorre com base na superacdo de obstaculos que surgem a partir de situagdes-
problemas previamente elaboradas, com base em critérios e objetivos bem definidos. Nessa
concepcao aprender Matematica equivale a aprender a superar obstaculos epistemolégicos e o
papel da Historia da Matematica consiste na busca pelas situagdes-problemas, que se fizeram
presentes na propria histdria e que servirdo de obstaculos epistemolégicos. (Miguel e Miorim,
2004).

A Perspectiva Sociocultural é defendida por Luis Radford, professor da
Université Laurentienne do Canada, que aborda

0 conhecimento matematico como resultante da negociagdo social de
significados e a Historia da Matematica como uma fonte de experiéncias
humanas que podem ser trabalhadas nas atividades didaticas em matematica,
através de um didlogo com praticas atuais e o contexto da época da produgéo
de conceito. (MOTTA, 2006, p. 05).
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Na Perspectiva Sociocultural o aprendizado de Matemética é pautado na
“capacidade pessoal de internalizar (coapropriar-se, entender usar e coproduzir), através da
negociacdo interativa, de natureza, sobretudo dialdgica, as significacbes socio-historicas
constitutivas dos objetos matematicos [...]” (MIGUEL e MIORIM, 2004, p.133). O processo
de ensino e aprendizagem é mediado por atividades relacionadas ao contexto cultural escolar
e a Histdria da Matemaética é caracterizada nesse processo como
um laboratério de experiéncias humanas com as quais se procura dialogar
através de um contraste obliquo com as préaticas pedagdgicas atuais a fim de
construirem atividades didaticas para o ensino-aprendizagem escolar da
matemaética. (MIGUEL e MIORIM, 2004, p.134).
A Perspectiva dos Jogos de Vozes e Ecos, que € defendida pela escola
Italiana, é pautada nas teorias de Bakhtin (0 construto Vozes) e Ludwig Wittgeinstein
(construto jogos de linguagem), considerando o ponto de vista de Vygotsky acerca da
distingdo entre conceitos cientificos (abordados na escola) e conceitos praticos (que sao
utilizados no cotidiano) (Miguel e Miorim, 2004).

Toda a problematica de transmissdo do conhecimento matematico na escola
giraria[...] no estabelecimento e desenvolvimento de condi¢cBes que
propiciem a apropriacdo, por parte dos estudantes, das caracteristicas do
conhecimento matematico tedrico[...] todas elas de natureza linguistica e,
particularmente, discursiva e dialégica. (MIGUEL e MIORIM, 2004, p.139).

A participagdo da Historia da Matematica nessa perspectiva de ensino
requer uma prévia analise do conteido a ser trabalhado em sala de aula, com o intuito de
investigar e explicitar as caracteristicas particulares, bem como suas condicdes historico-
culturais. A partir dessa analise deve-se planejar e construir sequéncia ou tarefas de ensino e
aprendizagem de modo que o estudante tenha acesso as vozes do passado a fim de que elas
possam produzir ecos entre eles (Miguel e Miorim, 2004).

0 objetivo pedagdgico ndo é construir um conceito ou uma solucéo original
para um problema nem validar uma producdo do estudante, mas detectar
contradi¢Bes entre vozes historicas e as dos estudantes a fim de propiciar a
ampliacdo do horizonte cultural dos estudantes, nele incorporando elementos
dificeis de serem construidos através de uma abordagem tradicional ou
construtivista [...]. (MIGUEL e MIORIM, 2004, p.143).
Ao compararmos as cinco perspectivas apresentadas por Miguel e Miorim
(2004) e em consonancia com os autores, percebemos que as trés primeiras baseiam-se no
principio recapitulacionista, ao contrario das duas ultimas perspectivas que remontam a
importancia do contexto cultural e social. No modelo Sociocultural apresenta-se a busca pelo
dialogo entre o presente e o passado, onde nem o0 passado se subordina ao presente e nem o

presente se subordina ao passado, caracteristicas comuns, a nosso ver, a Perspectiva dos Jogos
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de Vozes e Ecos. No Quadro 1 realizamos a comparagdo entre as caracteristicas, que

consideramos ser as principais, das cinco perspectivas teoricas.

Quadro 1 : Perspectivas Teoricas da Historia na Educacdo Matematica

Perspectiva Teorica Principais Caracteristicas

1) Evolucionista Linear

2) Estrutural-Construtivista e Perspectivas pautadas (de forma direta ou indireta) no
Operatoria Principio Recapitulacionista.

3) Evolutiva Descontinua

e A Historia da Matematica como fonte de experiéncias
humanas;

e Dialogo com préticas atuais e o contexto da época da
producgdo dos conceitos.

4) Sociocultural

¢ Dialogo entre passado-presente;

e Planejar e construir sequencia ou tarefas de ensino e
aprendizagem de modo que o estudante tenha acesso as
vozes do passado afim de que elas possam produzir
ecos entre eles.

5) Perspectiva dos Jogos de
Vozes e Ecos

Fonte: Autor

Entendemos que as perspectivas 4) e 5) possuem diversos aspectos que se
revelam favoraveis ao processo educacional ao passo que 0 processo recapitulacionista, que
subordina o presente ao passado, pode apresentar ao estudante uma impressdo falsa de que a
Matematica é uma ciéncia pronta e acabada e pode-se agravar ao deixar transparecer ao
estudante a visdo de que a Matematica € uma ciéncia inacessivel e distante de sua realidade.

Ainda em relacdo ao comparativo entre as perspectivas ligadas a insercéo da
Histéria da Matematica na Educacdo, Motta (2006) apresenta duas formas diferentes de
conceber a historia no processo educativo: a Histéria da Matematica como um espelho ou a
Histdria da Matematica como uma pintura.

Para Motta (2006) as perspectivas caracterizadas pelo principio
recapitulacionista sdo exemplos de Historia da Matematica como Espelho, por apenas realizar
repeticdo de processos historicamente produzidos. Em contrapartida, ao considerarmos a
historia da Matematica como processo de criagdo humana, levando em conta o contexto social
do periodo e adequando-a a aspectos cotidianos, estamos adotando-a como uma pintura.
Nesse contexto o conhecimento matematico é (re)criado e (co)criado, por meio de um
processo interativo, fazendo com que a Histdria da Matematica se torne

[...] inspiradora de sequéncias didaticas para o ensino-aprendizagem ao
possibilitar a constituicdo dos contextos e circunstancias de producdo dos
conceitos, das significacbes produzidas e negociadas na producéo,
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circulaco, recepgdo e transformacéo desse conhecimento. [...] A Historia da
Matematica serviria como um ponto de partida para o desenho de novas
atividades para que os estudantes, de forma ativa, recriassem significados e
conceitos e co-criassem outros novos, agindo e pensando por meio dos
conceitos, significados e ferramentas de sua cultura. (MOTTA,2006, p. 05).

Acreditamos que a forma de conceber o papel da Historia da Matematica
como recurso metodolégico defendido pelos autores Miguel e Miorim (2004) e Motta (2006)
vao ao encontro com as propostas metodologicas dos PCN, que argumentam a importancia da
Histdria da Matematica no processo pedagogico.

Ao revelar a Matematica como uma criacdo humana, ao mostrar
necessidades e preocupacOes de diferentes culturas, em diferentes momentos
historicos, ao estabelecer comparagdes entre 0s conceitos e processos
matematicos do passado e do presente, o professor cria condigdes para que o
aluno desenvolva atitudes e valores mais favoraveis diante desse
conhecimento. (BRASIL, 1998, p.42)

Nessa perspectiva, as DCE orientam que a abordagem da histéria deve ser
vinculada aos “fatos sociais e politicos, as circunstancias historicas e as correntes filoséficas
que determinaram o pensamento que influenciaram os avancos cientificos dessa época”
(PARANA, 2008, p. 66).

Mendes (2008) defende que a Historia da Matematica deve ser usada como
pratica pedagdgica por meio de um processo investigativo, atuando de modo a unificar os
aspectos cotidiano, escolar e cientifico.

Nossa concepcao a respeito da investigacdo historica como modelo tedrico
de apoio a elaboracdo de atividades didaticas para o ensino da Matematica
baseia-se na historia e na investigagdo como fonte de geracdo da Matematica
escolar. Para implementarmos tal perspectiva tedrico-pratica, precisamos
valorizar as informac@es histdricas, adaptando-a de modo a usa-la de forma
mais produtiva possivel em sala de aula. [...] O principio que articula as
atividades de ensino-aprendizagem via Histéria da Matematica é a
investigacéo [...] (MENDES, 2008, p.8).

Miguel e Miorim (2004) estabelecem alguns objetivos pedagdgicos que
podemos atingir ao adotar a Histdria da Matematica no desenvolvimento das atividades
docentes: i) a matematica como criagdo humana; ii) as razdes pelas quais as pessoas fazem
matematica; iii) as necessidades praticas, sociais, econdémicas e fisicas que servem de
estimulo ao desenvolvimento das ideias matematicas; iv) as conexdes existentes entre
matematica e filosofia, matematica e religido, matematica e logica, etc.; v) a curiosidade
estritamente intelectual que pode levar a generalizacdo e extensdo de ideias e teorias; vi) as
percepcOes que os matematicos tém do proprio objeto da matematica, as quais mudam e se

desenvolvem ao longo do tempo; vii) a natureza de uma estrutura, de uma axiomatizacdo e de
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uma prova.

Com base nas propostas e argumentos apresentados em i)- vii), acerca da
participacdo da Histéria da Matematica no contexto escolar, nos propomos a estabelecer
alguns tépicos que, a nosso ver, sdo importantes para que a Histéria da Matematica contribua
de forma efetiva com a nossa proposta de aprofundar o conceito de area de Figuras planas na
Educacdo Basica, de acordo com (MIGUEL e MIORIM, 2004, p.152)

E claro que € indispensavel conhecer, respeitar e debater tais propostas. Mas
isso ndo dispensa a realizacdo de um esforgo pessoal e adicional do proprio
professor no sentido de transforma-las ou mesmo de produzir novas
propostas personalizadas tendo em vista a natureza, as condi¢cGes e 0s
propositos singulares da instituicdo escolar em cada situagdo concreta.

Para desenvolver as atividades que serdo propostas no capitulo 3, adotamos
alguns itens que consideramos importantes no desenvolvimento de uma atividade pautada
num processo investigativo, considerando: A Histéria da Matematica como fonte de
experiéncias humanas; A Histéria da Matematica como fonte Sociocultural e A Histéria da
Matematica como fonte (re)construcdo e (co)criacdo. Acreditamos que esses trés itens sao
fundamentais no processo ensino e aprendizagem de uma atividade pedagdgica sob a
abordagem historica, de forma que os caracterizamos como 0s sustentdculos do nosso

processo, como apresentado na Figura 24.

Figura 24: Perspectiva de Aprendizagem por Meio da Histéria da Matematica

Histéria como fonte de
(re)construgéo e
(co)criacao

Histéria da Matematica
no processo de I
ensino e aprendizagem !

Histaria como fonte

Historia como Fonte

de experiéncias Sociocultural

humanas

~ Processo
investigativo

Fonte: Autor
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2.2 MIDIAS TECNOLOGICAS NO ENSINO DE MATEMATICA

E fundamental definirmos alguns conceitos que abordaremos na presente
secdo, com o intuito de orientar o leitor. Os conceitos sdo: 1) Tecnologia, 2) Tecnologias da
Informacgéo e Comunicacdo (TIC), 3) Tecnologias Digitais da Informacdo e Comunicacgao
(TDIC) e 4) Midias Tecnoldgicas.

Vargas (2001) define Tecnologia como a capacidade do individuo em
desenvolver instrumentos capazes de diminuir o esforco empregado no processo de produgéo
e reproducéo da vida humana.

Fraga (2013) afirma que as Tecnologias de Informacdo e Comunicacdo sdo
aquelas desenvolvidas com o objetivo de facilitar a comunica¢do, compartilhando,
distribuindo e reunindo informagdo. Podemos citar como exemplos de TIC a carta, jornal,
televisdo, livro, radio, dentro outros.

As Tecnologias Digitais da Comunicacdo e Informacéo sdo uma evolucdo das
TCls e caracterizam-se pela transmissdo dos contetdos por meio da digitalizacdo e da
comunicacdo em redes. Alguns exemplos de TDIC sdo o computador, a televisdo e o radio
digitais, internet, telefonia mével, e-mail, fotografias, videos, tecnologias de acesso remoto
como o Wi-Fi e o Bluetooth, dentre outras. (FRAGA, 2013). Para Baldini (2014), no processo
de ensino e aprendizagem as TDIC correspondem ao conjunto de recursos tecnoldgicos
digitais integrados entre si.

Entendemos que as Midias Tecnoldgicas a que se referem as DCE, sdo o0s
recursos ou instrumentos tecnoldgicos que podem ser utilizados no ambiente de sala de aula,
com o intuito de potencializar o processo de ensino e aprendizagem. Embora ndo esteja
especificado nas DCE quais os tipos de tecnologias sdo contemplados no campo Midias
Tecnologicas, entendemos que as tecnologias propostas nas Diretrizes Curriculares Estaduais
se assemelham as TDIC, fato que fica evidente no relato:

Atividades com lapis e papel ou mesmo Quadro e giz, para construir
graficos, por exemplo, se forem feitas com o uso dos computadores,
permitem ao estudante ampliar suas possibilidades de observacao e
investigacdo[...] Os recursos tecnolégicos como o software, a
televisdo, as calculadoras, os aplicativos da Internet, entre outros, tém
favorecido as experimentagbes matematicas e potencializado as
formas de resoluco de problemas (PARANA, 2006, p. 65)

Entendemos que o software GeoGebra ¢ uma TDIC. Alguns autores aqui
referenciados utilizam o conceito mais amplo de TCI e consideramos, neste trabalho, que ao

fazer mencéo a uma TCI estende-se também tal conceito a uma TDCI.
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2.2.1 A Importéancia e os Beneficios das TDIC no Ensino de Matematica

Ao propor um trabalho que articula a Histéria da Matematica ao uso de Midias
Tecnologicas buscamos pressupostos tedricos que nos possibilitem um resultado efetivo no
processo de ensino e aprendizagem. Para tanto procuramos entender dois aspectos que
consideramos fundamentais: qual é a importancia e os beneficios que a utilizagcdo das
Tecnologias Digitais de Informacdo e Comunicacdo (TDIC) podem proporcionar para o
processo de ensino e aprendizagem e como se da esse processo de insercdo de uma TDIC no
ensino de Matematica de forma que o ensino mediado pela tecnologia se torne eficaz.

No que diz respeito & importancia do uso das tecnologias no ensino
(BORSSOI, 2013, p. 41) ressalta que

O aspecto de muitas das novas tecnologias permitem criar ambientes em que
os alunos possam aprender fazendo, ao mesmo tempo em que recebem
feedback e podem aprimorar continuamente seus conhecimentos construindo
novos conhecimentos. Com essas tecnologias, conceitos dificeis de entender
podem ser visualizados quando softwares de modelagem e simulagdo
adequados sdo associados ao ensino.

Corroborando com essa ideia Fahd, Moreira e Silva (2013) afirmam que a
utilizacdo das tecnologias na educagdo proporciona um processo de interativo e amplia as
possibilidades no processo educativo, modificando qualitativamente as atividades
pedagdgicas, contribuindo para a construgdo do conhecimento.

Martins (2009) atesta que tanto alunos quanto professores encontram na
tecnologia uma ligacdo entre a Matematica e a vida real. A autora destaca também que a
tecnologia pode fornecer “elementos motivadores, capazes de quebrar monotonias ha muito
instaladas e de facilitar a aprendizagem” (MARTINS, 2009, p.2727).

2.2.2 A Insercdo das Midias Tecnologicas no Processo de Ensino e Aprendizagem

De acordo com Fahd, Moreira e Silva (2013), Lang e Gonzalez (2014)
surgiram muitas discussdes recentes acerca do uso das tecnologias no ensino. Os autores
admitem que usar uma Tecnologia de Comunicacgéo e Informacédo (TIC) na sala de aula ndo é
uma tarefa simples, sendo influenciado por varios fatores, dentre os quais destacamos a
formacéo do professor e 0 modo com que este encaminhard uma atividade mediada por uma
tecnologia.

Sampaio e Coutinho (2012) apontam que o sucesso do uso de uma tecnologia

ndo depende apenas da tecnologia escolhida, mas sim na forma como essa tecnologia é
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utilizada pelo professor. Os autores destacam também a importancia de conceber o recurso
tecnoldgico como uma ferramenta para auxiliar o processo educativo e ndo como o elemento

principal no contexto educacional.

Quando um carpinteiro pensa em construir uma mesa, em primeiro lugar,
elabora um plano da construcdo, como um desenho da mesa, por exemplo,
depois seleciona os materiais que ird necessitar para a mesa e so finalmente
ird escolher as ferramentas necessarias para concretizar essa construcdo. Sera
gue um carpinteiro alguma vez se perguntaria: tendo esta ferramenta que
movel poderei construir? [...] Ndo se deve selecionar primeiro a ferramenta
de trabalho, ao invés, devemos cuidadosamente escolher os conteudos e
objetivos especificos de ensino, para elaborar um plano de aula, optando pela
metodologia mais adequada e s6 depois se definem os recursos necessarios e
as TIC. Chega de desenhar uma casa a volta de uma torneira! (SAMPAIO,
e COUTINHO, 2012, p.103, grifo dos autores).

Com base nessa perspectiva Fahd, Moreira e Silva (2013) entendem que a
utilizacdo das TIC ndo se trata apenas de um processo de inovacdo, mas de integrar a
realidade educacional os recursos didaticos que tenham significados efetivos para 0 processo
educativo.

Para atingir as potencialidades evidenciadas ao uso de uma tecnologia, muitos
autores buscam pressupostos tedricos que possam servir de base para a pratica docente
permeada pelo uso de uma TIC. Mishra e Koehler (2006) desenvolveram um modelo
denominado Technological Pedagogical Content knowledge, que pode ser traduzido como
Conhecimento Tecnoldgico Pedagdgico do Contelido. Esse modelo ficou conhecido como
TPACK e tem como base o0s estudos de Schulman (1986).

Para Mishra e Koehler (2006) no processo de ensino-aprendizado deve-se
considerar a relacdo entre trés aspectos: o conteldo, a pedagogia e a tecnologia. Nesse
modelo, o sucesso da pratica educacional esta condicionado a capacidade com que o docente
tem de relacionar os trés aspectos, conforme podemos observar no diagrama elaborado pelos
autores, na Figura 25, onde definem setes areas importantes que permeiam o desenvolvimento
de um processo de ensino e aprendizagem. Analisaremos cada uma delas, apontando 0s

impactos no processo educacional.
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Figura 25: O Quadro TPACK e o0s Respectivos Componentes do Conhecimento
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Fonte: Koehler, Mishra e Cain (2013, p. 15, adaptado)

O Conhecimento do Contetido (CK) equivale a formacdo cientifica do docente
relacionada aos conceitos especificos que se propde no processo de aprendizagem. Para
Koehler, Mishra e Cain (2013) o professor deve conhecer profundamente o contetudo que se
dispde a ensinar e isso implica no conhecimento dos fatos e teorias cientificas.

O Conhecimento Pedagogico (PK) equivale ao “profundo conhecimento dos
professores acerca dos metodos de ensino e aprendizagem” (KOEHLER, MISHRA e CAIN,
2013, p. 15, traducdo nossa). Nesse campo define-se a capacidade do docente em
compreender como se da o aprendizado dos alunos, a capacidade do planejamento de aula e
processos avaliativos, métodos e técnicas que possam intervir positivamente no processo de
ensino e aprendizagem. “Um professor com conhecimentos pedagdgicos profundos entende
como os alunos constroem o conhecimento e adquirem habilidades...” (KOEHLER, MISHRA
e CAIN, 2013, p. 15, traducdo nossa).

O Conhecimento Tecnoldgico (TK) equivale ao conhecimento sobre as

tecnologias padrdo, tais como, livros, giz e Quadro-negro, bem como as tecnologias mais
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avancadas como o computador, a internet, hardwares e softwares. (MISHRA e KOEHLER,
2008). O Conhecimento Tecnoldgico também se aplica a capacidade de saber utilizar a
tecnologia de forma produtiva, em prol de algum objetivo, seja no ambiente escolar,
profissional, pessoal ou outro. Nesse aspecto o TK exige um conhecimento e dominio mais
profundo acerca das tecnologias, de forma que haja uma constante interagdo entre individuo e
tecnologia, buscando o aperfeicoamento constante, visto que as tecnologias estdo em
constante evolucdo (BALDINI, 2014).

O Conhecimento Pedagdgico do Contetido (PCK) relaciona a capacidade que o
docente tem para direcionar ao aluno o aprendizado do conteudo cientifico, de forma que o
mesmo possa apropriar-se dos conceitos. O processo de ensino aprendizagem fica
comprometido, quando ndo ocorre essa relacdo entre contetido e método de aprendizagem. De
acordo com (BALDINI, 2014, p. 40-41)

Inclui saber como um conteddo pode ser organizado por um ensino melhor e
as formas de representacdo de ideias, analogias, ilustracfes, exemplos e
demonstracgdes. Inclui também representaces e formulagfes de conceitos,
técnicas pedagdgicas, conhecimentos daquilo que pode tornar os conceitos
dificeis ou féaceis de serem aprendidos. Envolve o conhecimento de
estratégias que possibilitam a superacdo de dificuldades e equivocos do
aluno, promove uma compreensdo significativa dos conceitos.

O conhecimento Tecnoldgico do Contetido (TCK) consiste na compreensao do
modo como o conteudo cientifico e as tecnologias se relacionam, quais sdo 0s aspectos
positivos e negativos que uma tecnologia proporciona ao contetdo gque se propde a ensinar.
Segundo Mishra e Koehler (2008), o TCK também se aplica a capacidade de escolher a
tecnologia adequada para se utilizar em um contetdo especifico.

O Conhecimento Pedagdgico da Tecnologia (TPK) se aplica a capacidade que
0 docente tem de reconhecer as potencialidades e restricbes que determinada tecnologia
apresenta para o processo de aprendizagem. O uso das tecnologias requer criatividade dos
professores, visto que muitas delas ndo foram criadas para fins pedagdgicos, devendo o
docente ter a sensibilidade de adequé-las de forma a tornad-las efetivas no processo
educacional (BALDINI, 2014). Nesse sentido Borba, Silva e Gadanidis (2014, p. 49-50)
propdem que:

[...] é fundamental explorarmos ndo somente 0s recursos inovadores de uma
tecnologia educacional, mas a forma de uso de suas potencialidades com
base em uma perspectiva educacional[...] Dessa forma buscamos formar
cenérios de investigacdo matematica, ou seja, um ambiente heuristico, de
descobertas, de formulacdo de conjecturas acerca de um problema e busca
por possiveis e diversificadas solugdes.

Conforme destacamos nos paragrafos anteriores, o dominio dos trés
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componentes bésicos (contetdo, didatica e tecnologia) de forma desfragmentada ndo é
suficiente para o sucesso no ambito educacional. Para obter resultados efetivos no processo de
ensino aprendizagem, mediado pelo uso de midias tecnoldgicas é necessario que o professor
possa relacionar esses trés campos (conteudo, pedagogia e tecnologia). O complexo processo
de relacionar os trés componentes basicos é a proposta denominada TPACK (Conhecimento
Tecnoldgico e Pedagodgico do Contetdo), que segundo Mishra e Koehler (2008), é a base de
um ensino eficaz mediado pelo uso de tecnologia. Em linhas gerais o TPACK demanda a
compreensdo de conceitos e técnicas pedagodgicas que usam tecnologias de forma construtiva
para ensinar o conteudo (MISHRA e KOEHLER, 2008).

Ainda nesse aspecto Koehler, Mishra e Cain (2013) argumentam que as
solucdes para o uso das tecnologias em favor da educagdo encontram-se na capacidade de um
professor em navegar de forma flexivel no espaco definido pelos trés elementos, que séo o
contetdo, pedagogia e tecnologia, bem como as complexas interacBes entre esses elementos
em contextos especificos. Ignorando a complexidade inerente a cada componente do
conhecimento ou a complexidade das relagbes entre os componentes, pode-se encontrar

solucdes simplistas, mas que estdo enfadadas ao fracasso.

2.3 O SOFTWARE GEOGEBRA

A partir da escolha da Historia da Matematica como pressuposto metodolégico,
analisamos que o0 uso da tecnologia seria imprescindivel, principalmente considerando que ao
longo do processo, os alunos vislumbrardo ideias e conjecturas, cujos conceitos remetem
teorias ligadas ao Calculo Diferencial e Integral. Neste aspecto acreditamos ser oportuno o
uso do software GeoGebra, possibilitando a visualizagdo de conceitos tedricos,
principalmente aqueles abstratos, nos quais os alunos encontrardo dificuldades de apropriar-
se. Nossos argumentos ficam evidenciados, conforme aponta (BORBA, SILVA e
GADANIDIS, 2014, p. 54):

A utilizagdo do GeoGebra pode-se revelar significativa para a aprendizagem
matematica quando o cenario didatico-pedagogico formado a partir da
realizacdo de atividades matematicas envolve complexidade com relacdo ao
pensamento matematico.

O GeoGebra é um software de geometria dindmica para todos os niveis de
ensino que agrega conceitos de Geometria, Algebra, Planilna de Calculo, Gréficos,
Probabilidade, Estatistica e Calculos Simbolicos. Além do vasto campo de conceitos

aplicaveis, caracteriza-se pela simplicidade de uso. O GeoGebra possui uma comunidade de
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milhdes de usuérios em praticamente todos os paises e se tornou um lider na rea de softwares
de geometria dinamica, apoiando 0 ensino e a aprendizagem em Ciéncia, Tecnologia,
Engenharia e Matematica.™

O software foi desenvolvido por Markus Hohenwarter, da Universidade de
Salzburg na Austria e, atualmente conta com inGmeros colaboradores em varios paises por
todo o mundo, que promovem o seu desenvolvimento. O GeoGebra encontra-se disponivel

para download no site oficial www.geogebra.org e € compativel com os sistemas operacionais

Windows, Linux e OS. O site também disponibiliza a instalacdo do software em Tablets e em
Smartphones.

Embora um dos componentes importantes no processo de ensino mediado
pela tecnologia, conforme abordamos na proposta metodoldgica da secdo anterior, seja 0
conhecimento da tecnologia, analisamos que o GeoGebra é um software que oferece uma
infinidade de possibilidades, permeia diversas areas de conhecimento e estd em processo
continuo de mudancas e aperfeicoamento, de modo que é impossivel que se tenha dominio
pleno de seus recursos. Essa caracteristica carrega consigo uma rigueza imensuravel, pois a
nosso ver, os limites do software sdo determinados pela criatividade daquele que se dispe a
exploré-lo.

Com base nessa vertente buscaremos apresentar algumas informacdes e
conceitos elementares, a titulo de conhecimento e familiarizacdo com o software, entendendo
que cada docente tem plenas condicdes utilizar seus conhecimentos cientificos e pedagogicos
para explorar as potencialidades oferecidas pelo GeoGebra.

Na Figura 26 podemos observar a interface padrdo do GeoGebra, com um
exemplo da construcdo de um poligono. No layout destacamos importantes areas, que
delimitam as principais ferramentas de uso do software: a Janela de Visualizagéo, Janela de

Algebra, Entrada, Lista de Comandos, Barra de Ferramentas e Barra de Menus.

15 para obter mais informag®es sobre o software, sugerimos 0 acesso ao site www.geogebra.org.
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Figura 26: Interface e Ferramentas do GeoGebra
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Na Janela de Visualizacdo sdo exibidas as construcfes geométricas, graficos
das funcBes, planilhas, Figuras, textos, dentre outros. A Janela de Algebra apresenta
informacBes algébricas ou aritméticas referentes aos objetos apresentados na Janela de
Visualizacdo, como por exemplo, as coordenadas dos pontos, medida dos segmentos de reta,
area dos poligonos, equac@es de retas, lei de formacdo de fungdes, etc. O campo Entrada € o
lugar onde podemos digitar comandos especificos, realizar constru¢es ou modificar objetos
ja construidos. Na Lista de Comandos pode-se visualizar a forma de executar todos 0s
comandos existentes no software. Para realizar determinados tipos de construges, tais como
pontos, retas, conicas, angulos, poligonos, dentre outros, pode-se optar por utilizar a Barra de
Ferramentas, recurso muito utilizado devido a sua natureza simples e também por
proporcionar possibilidades de realizar modificagdes nas construcbes. A Barra de Menus
possuem como caracteristicas principais itens que agregam funcgdes de formatacéo, tais como
opcdes de salvamento, copiar e editar para area de transferéncia, layouts de exibicao, etc.

Ao apresentar as propostas no capitulo 3, enunciaremos de forma detalhada,
todos o0s passos para a construgcdo das atividades propostas no software. Sugerimos ao
docente, caso julgue necessario, buscar apoio com o acesso ao site oficial do GeoGebra, onde
é possivel obter manual de informacdes, dicas e materiais desenvolvidos por usuarios e
colaboradores, videos e materiais explicativos, dentre outras informagfes que podem auxiliar

na aprendizagem e no aprofundamento do uso do software.
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CAPITULO 3 - ATIVIDADES PROPOSTAS

No presente capitulo apresentamos algumas sugestdes de atividades que
podem ser desenvolvidas, articulando os recursos metodoldgicos tratados nas secoes 2.1 e 2.2,
utilizando o software GeoGebra'®, conforme descrevemos na secéo 2.3.

Cada proposta sera apresentada em uma segdo, contendo varias etapas.
Durante ou apdés a descricdo de cada etapa sugerimos possiveis encaminhamentos e
abordagens, apresentamos 0s nossos objetivos, eventuais problemas e/ou dificuldades que
poderdo surgir. Também apresentamos possiveis solu¢des para algumas situacbes propostas,
com o intuito de auxiliar na organizacdo da atividade para a aplicacdo em sala de aula.

Em relacdo a organizacdo das propostas, procuramos elaborar um padréo
para a apresentacdo das atividades pertencentes a cada etapa. Dentro desse contexto de
organizacdo apresentamos alguns topicos que especificaremos, quanto aos objetivos e
funcionalidades.

e Para Calcular

Contém atividades que envolvem célculos matemaéticos que deverdo ser
realizados pelos alunos.

e Para refletir e discutir

Apresentamos alguns questionamentos, ora sobre conceitos matematicos,
ora sobre aspectos histéricos com o intuito de levar o aluno a reflexdo e posterior discussdo
em grupo. Acreditamos que essa etapa é fundamental para atingirmos o0s objetivos
pedagdgicos de nossas propostas. Vinculados aos questionamentos estdo 0S pressupostos
metodoldgicos que discutimos no capitulo 2, os quais norteiam o desenvolvimento da nossa
proposta.

e Discutindo a proposta

S&o os momentos do texto que nos dirigimos diretamente ao professor.
Aqui apresentamos sugestdes, evidenciamos nosso posicionamento acerca das propostas,
deixamos dicas quanto a abordagem de conceitos e/ou elementos historicos, possibilidades de
aprofundamento e relagOes existentes entre as atividades e 0s conceitos abordados nos
capitulos 1 e 2.

e Problema

De acordo Van de Walle (2001), caracteriza-se por problema qualquer tarefa

1% As construcdes propostas no GeoGebra estdo descritas de forma detelhada e foram anexados em um CD ao
final do trabalho, para auxiliar o docente em caso de dividas.
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ou atividade para a qual ndo se tem métodos ou regras prescritas ou memorizadas, nem a
percepcao de que haja um método especifico para chegar a solucao correta. Nessa perspectiva,
apresentamos algumas situacdes de contexto social, em forma de problema, propondo ao
aluno buscar alternativas para resolvé-lo.

e Uma possivel solugdo

Apresentamos ao professor uma forma de resolver uma atividade ou
problema proposto. As solucBes que apresentamos aqui ndo sdo Unicas, mas poderdo servir
como apoio para o docente encaminhar a proposta em sala de aula.

Os encaminhamentos que apresentaremos a seguir devem ser entendidos
sempre como sugestfes. Acreditamos que cada um podera contribuir, a partir de seus
conhecimentos e experiéncias, complementando, adaptando ou substituindo elementos, de
forma a enriquecer as atividades que propomos. Entendemos que dessa forma, nossas

propostas poderdo atingir os objetivos educacionais esperados.

3.1 ATIVIDADES SOBRE QUADRILATEROS

Nas civilizacGes antigas do Egito e da Mesopotamia o conceito de areas era
muito utilizado, principalmente para calcular taxas de impostos sobre as terras. Com base na
necessidade, os povos desse periodo desenvolveram técnicas para calcular a area de diversos

tipos de regides. Na sequéncia exploramos um método utilizado pelos babilénios.

3.1.1 Etapa 1: O célculo de Area de Quadrilateros nas Civilizagbes Babilonicas

A area de um quadrilatero era calculada pelos babilénios tomando o produto

das médias aritméticas dos pares de lados opostos®’.

7 para mais detalhes ler as secdes 1.2.1 e 1.2.2
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Figura 27: Quadrilatero ABCD

4

A4 « B

Fonte: Autor
Para Calcular
Calcule a area do quadrilatero ABCD, representado na Figura 27, com base

no método proposto pelos babilénios.

Para refletir e discutir
Vocé acredita que o0 método estabelecido pelos babilénios estéa correto?
Agora vamos analisar a Figura 28 que apresenta diferentes quadrilateros,

cujos lados medem AB =6u.., BC =7uc., CD=8uc. e AD =4uc.

Figura 28: Quadrilateros na Malha Quadriculada

a) 4 4 D

Fonte: Autor
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Para refletir e discutir

a) Suponha que vocé tenha a opcao de escolher um dos terrenos representados na Figura 28.
Qual deles vocé escolheria? Justifique.

b) Faca uma estimativa para a area de cada um dos quadrilateros, considerando que cada

quadradinho da malha possui area 1u.a.

Discutindo a proposta

Antes de iniciar a etapa 1 sugerimos que o professor faca uma
contextualizacdo histdrica, acerca dos povos do periodo da antiguidade, evidenciando
aspectos culturais e sociais, suas perspectivas e principalmente os aspectos relevantes para o
desenvolvimento da Matematica. O docente podera se apoiar na sec¢do 1.2, nas bibliografias
referenciadas ou em outras fontes a sua escolha.

A etapa 1 tem dois objetivos principais. O primeiro objetivo é levar o aluno
a perceber que, apenas conhecer as medidas dos lados de um quadrilatero qualquer é
insuficiente para calcular a area e o segundo objetivo é conduzi-lo a descobrir que 0 processo
estabelecido pelos povos antigos nem sempre fornece boas aproximacgdes e muitas vezes nao é
viavel utilizé-lo.

Nessa etapa o professor pode, a partir de suas reflexdes com os alunos,
evidenciar que a Matematica é parte de um processo de constru¢cdo humana, passivel de erros
e falhas que foram sendo aperfeicoadas ao longo do tempo. Acreditamos que, ao apresentar 0s
sucessos e insucessos existentes ao longo da histéria no desenvolvimento dos conceitos
matematicos, o aluno podera ser estimulado a se aventurar no estudo da ciéncia, encarando-a
como desafio. Essa abordagem atende os pressupostos metodoldgicos que discutimos na
secdo 2.1.

Cabe ainda ressaltar que muitos dos erros e frustracbes que ocorreram ao
longo da histdria foram extremamente importantes para o desenvolvimento da Matematica,
citamos como exemplo as tentativas frustradas de encontrar solugdo para os problemas

classicos gregos, que abordamos na sec¢do 1.3.

3.1.2 Etapa 2: Explorando a Atividade no Software GeoGebra

Considerando os quadrilateros ilustrados na Figura 28, que tem como
caracteristicas comuns as dimensdes fixas AB =6; BC =7;CD =8 e DA=4, vamos construir

e analisar as possibilidades, com a ajuda do software GeoGebra. O Quadro 2 apresenta 0s

procedimentos para realizar a construcdo e a Figura 29 exibe alguns dos passos.



Quadro 2: Construcdo dos Quadrilateros no GeoGebra

Passos

Ferramenta

Descricdo

Observacdes

10

Ponto

]

Marque um ponto A em qualquer
lugar do plano.

Sugestdo: escolha a
origem por
simplicidade

20

(&)

Circulo dados
: P

| centro e raio

Marque um circulo com centro em
A e raio medindo 6.

Essa construcdo se deve
ao fato de que AB =6

30

Ponto em
& objeto

Selecione a ferramenta descrita e
marque um ponto B na
circunferéncia construida.

Note a circunferéncia
construida é o lugar
geométrico do ponto B.

40

Circulo dados

| centro e ralo

Marque um circulo com centro em
A e raio medindo 4.

Essa construcao se deve
ao fato de que AC =4

50

Selecione a ferramenta descrita e
margue um ponto na circunferéncia
construida. Denomine o ponto por
D.

Note a circunferéncia
construida é o lugar
geométrico do ponto D.

60

Oculte a visualizacdo das duas
circunferéncias construidas.

Sugestdo para melhorar
a visualizacao.

70

Circulo dados

| centro e ralo

Marque um circulo com centro em
B e raio 7. Modifique a cor do
circulo para azul.

Essa construcao se deve
ao fato de que BC =7

80

Circulo dados
| centro e raio

Marque um circulo com centro em
D e raio 8. Modifique a cor do
circulo para vermelho.

Essa construcéo se deve
ao fato de que CD =8

90

Interseccdo de
dois objetos

Selecione a ferramenta e clique nos
dois circulos (vermelho e azul) para
marcar 0S pontos de interseccdo
entre eles. Renomeie 0s pontos,
chamando-os de C e C;.

Note que a intersec¢do
das duas
circunferéncias é o
lugar geométrico do
ponto C. Obtivemos
duas solucGes para a
nossa construcao.

10°

Poligono

Selecione a ferramenta e clique nos
pontos A, B, C, D e A (nessa
ordem) para construir o poligono
procurado.

Se  preferir  poderd
construir o poligono
ABC;D, ou podera
construir ~ os  dois
poligonos.

11°

b Janela de Algebra

Para melhorar a visualizagéo da sua
construcado, selecione os segmentos
de reta que formam o poligono e
com o botdo direito do mouse
selecione a opcao propriedades e na
opcao “basico” mude a opgao exibir
rotulo para “exibir valor”. Vocé
pode fazer o mesmo procedimento
para exibir a area do poligono e
também ocultar a visualizacdo dos
circulos.

Aqui fica livre para
realizar as formatagdes
da construcao.
Deixamos algumas
dicas que  podem
contribuir  para a
melhor visualizagdo, de
acordo com o proposito
da atividade.

75

Fonte: Autor
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Figura 29: Passos da Realizacéo da Atividade de Quadrilateros no GeoGebra

B

D

S

Fonte: Autor

Ao realizar a construcdo no GeoGebra, os pontos B e D ficam na cor azul,
ao passo que os pontos A e C ficam na cor preta. 1sso se deve ao fato de que os pontos Ae C
sdo fixos e os pontos B e D podem ser mudados de posicao, caracteristica do software de
geometria dindmica. Ao movermos 0s pontos, com ajuda do cursor, perceberemos as

diferentes possibilidades para os quadrilateros.

Para refletir e discutir

a) Modificando a posigdo dos vértices existe algum caso em que a Figura ndo representa um
quadrilatero?

b) Observando a construcdo determine entre quais valores variam a area dos quadrilateros.

¢) O que podemos perceber apds a construcdo dos quadrilateros no GeoGebra em relacéo ao
calculo realizado na etapa 1?

d) Voltando a analisar o0 método propostos pelos babilénios, que pondera¢es podemos fazer?
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Discutindo a proposta

Na etapa 2 o aluno podera visualizar de forma concreta os conceitos
estabelecidos na etapa 1. A propriedade dindmica do software permitira que o aluno analise as
variacOes, verificando as areas minimas e maximas possiveis para esses quadrilateros de
medidas de lados fixos.

Entendemos que é de extrema importancia que o professor tenha pleno
dominio do processo de construcdo no GeoGebra, para que possa conduzir alguns
guestionamentos durante a realizacdo da atividade, visto que surgirdo ao longo da construgédo
diversos conceitos da geometria que poderdo ser explorados pelo docente, conforme podemos
identificar nas observacdes do Quadro 2. Como exemplos de conceitos que podem ser
trabalhados durante a realizacdo da atividade destacamos aqueles relacionados ao circulo, a
circunferéncia e a lugares geométricos. Para trabalhar tais conceitos sugerimos (DOLCE e
POMPEO, 2011; NETO, 2012).

3.1.3 Etapa 3: Estabelecendo uma Estratégia para Calcular a Area de um Quadrilatero
Qualquer.

Problema

Alison pretende comprar um sitio. O proprietario do terreno estima que o
local tenha aproximadamente meio hectare. Alison esta desconfiado da medida e deseja
calcular a area da regido que tem o formato de um quadrilatero. Com auxilio de uma trena,

mediu os quatro lados e representou-o0s num esboco, Figura 30.

Figura 30: Medidas do Terreno

A
/ S~
| “‘*m.x\84 m
[ ‘x“\x\\
58m| h
/ 1
."II II
| |
/ II
| ||4 3m
D*- I‘
96 m ““""“"““'“"““"' II
—e c

Fonte: Autor
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Para refletir e discutir
J& vimos que as medidas realizadas por Alison ndo bastam para calcular a
area do quadrilatero. O que Alison precisa fazer para conseguir calcular a area exata dessa

regiao?

Para Calcular
Alison mediu uma das diagonais do terreno, obtendo a medida de 93 metros,
Figura 31. Calcule a &rea do terreno.

Figura 31: Medida da Diagonal do Terreno

A
84 m

38 m
B
43 m

D

96 m

C

Fonte: Autor

Discutindo a Proposta

O objetivo principal das atividades que propomos é que a discussdo entre 0s
grupos estabelega uma estratégia para calcular a area do quadrilatero. Possivelmente os alunos
estabelecam a estratégia de medir uma das diagonais do terreno para decompor o quadrilatero
em dois tridngulos, utilizando a Férmula de Herdo'® para calcular a area. Acreditamos que o
papel do professor, como mediador das discussbes € fundamental para alcancarmos o

objetivo.

Para refletir e discutir

Ainda considerando o problema de Alison, vamos supor que ndo seja
possivel medir a diagonal, ou seja, consideremos que na regido central do terreno esta
construida uma casa, que inviabiliza a medigdo. Dadas tais condigdes é possivel estabelecer

uma estratégia para calcular a area da regido?

18 A formula de Herdo esta descrita na segdo 1.3.13
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Uma possivel solucéo

Uma possivel solucéo para esse problema € que Alison divida o quadrilatero
em dois triangulos: T, com vértices A, B, D e T, com vértices C, B, D, de acordo com a
Figura 31. Posteriormente adotar uma medida a escolha (sugerimos a medida de um metro). A
partir do vértice A marcar a medida escolhida nos dois lados adjacentes, fixando uma estaca
para demarcar a regido. O resultado € um triangulo isosceles, cuja medida base pode ser
determinada com auxilio de uma trena. A Figura 32 representa o processo descrito, onde as

estacas estdo indicadas pelos pontos A, E e F.

Figura 32: Descobrindo a Medida de um Angulo no Triangulo T

84 m

Fonte: Autor

Com base na Figura 32 podemos calcular a area do triangulo AEF pela
formula de Herdo, com o auxilio de uma calculadora para facilitar os calculos. Considerando

1+1+132
p=——F—"-

p 0 semiperimetro temos que =166. A éarea € dada por

A(AEF) = /1,66.(1,66 —1,32).(1,66 —1).(1,66 —1) = 0,4958 u.a.

- , 1 ~ « :
Utilizando a formula A= E.b.c.senA, em que b e c¢ séo os lados adjacentes

ao angulo A, obtemos que 0,4958 = %.1.1.senA, logo .senA = 0,9916.. Com o auxilio de uma

calculadora determinamos que A= 82,56°.
Conhecendo agora a medida de um angulo e dos lados adjacentes, do

triangulo T,, Figura 33, podemos calcular a area A(T,) por

A(T,) = %.84.58.sen(82,56°) ~ 2415,54 m? (33)
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Figura 33: Calculando a Area do Triangulo T,

A

' 84 m

82,56°

38 m

Fonte: Autor

Com raciocinio analogo, descobrimos o angulo oposto a A, com vértice em

C, utilizando o tridngulo DGH da Figura 34.

Figura 34: Descobrindo a Medida de um Angulo no Triangulo T»

Fonte: Autor

Com base no triangulo CGH Figura 34, obtemos a area
A(CGH) = 0,4864 u.a. e consequentemente o angulo C = 76,63°. Com a medida do angulo

obtemos a area do triangulo T, , ilustrado na Figura 35, dada por

AT,)= %.43.96.sen(76,63°) ~ 2009,05m?. (34)
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Figura 35: Calculando a Area do Triangulo T,

B

43 m

96 m

O\

C

Fonte: Autor

De (33) e (34) obtemos a area de quadrilatero (terreno) A = 4424,58m?.

Discutindo a proposta

Propomos uma solucdo alternativa para o problema, pois entendemos que
nem sempre é possivel determinar a medida da diagonal do quadrilatero. Cabe aqui ressaltar
que esse processo pode ser utilizado também quando ndo for possivel determinar a medida de
um dos lados do quadrilatero. Sugerimos ao professor que realize uma discussdo com 0s
alunos comparando as estratégias estabelecidas para a obten¢do da area do quadrilatero.

Para finalizar a atividade o professor podera propor uma discussao, voltando
a etapa inicial do problema e analisar com os alunos quais foram as possiveis barreiras
encontradas pelas civilizagbes antigas ao propor tal método para determinar a area de um
quadrilatero qualquer. O professor podera também analisar com os alunos que, muitos dos
conceitos que utilizamos na estratégia que desenvolvemos, foram estabelecidos centenas de
anos mais tarde, tais como a trigonometria e a formula de Herdo, fatos que evidenciam que a
Matematica € resultado de um processo gradual, colaborativo, produto de construgdo humana.

Por fim deixamos a sugestdo para a realizagio de um trabalho
interdisciplinar, contemplado as disciplinas de Matematica e Historia. Esse trabalho podera
colaborar com as analises culturais e histéricas dos povos da mesopotamia, que analisamos

como aspectos importantes no processo de ensino mediado pela Historia da Matematica.

3.2 DETERMINANDO A AREA DE UMA REGIAO CIRCULAR

Essa proposta tem como objetivo principal, a sistematizacdo do calculo da

area de uma regido circular, estabelecendo um significado para a constante irracional . Para
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0 desenvolvimento dessa atividade partimos da definicdo que = equivale & area de um

circulo de raio unitario, dada na se¢do 1.3.11.

3.2.1 Etapa 1: O Calculo da Area do Circulo pelos Egipcios.

Uma das caracteristicas dos povos do Antigo Egito era a sua religiosidade.
Esse fato é evidenciado pelas pinturas e desenhos que realizavam. A Figura 36 representa um
simbolo dos egipcios que é denominado por Olho de Horus, também conhecido por Udyat.
Segundo a Lenda Horus é um deus que perdeu o seu olho durante uma batalha, o qual foi

substituido por este amuleto. O Udyat significava poder e protecdo para os egipcios.

Figura 36: O Olho de Horus

Fonte: Livres Pensadores, 2015

Ao fazer um desenho, geralmente o0s egipcios utilizavam malhas
quadriculadas para assegurar a manutencao da proporcdo entre 0 modelo e a Figura que estava
reproduzindo. E possivel que, a observacdo da malha quadriculada nos desenhos de formatos
circulares pode ter originado a ideia de sobrepor poligonos para calcular a area de uma regiao
circular (GASPAR e MAURO, 2003). Um possivel método dos egipcios era utilizar o

octogono para calcular a area do circulo, conforme ilustra a Figura 37.

Figura 37: Calculo da Area do Circulo dos Egipcios

Fonte: Livres Pensadores, 2015, adaptado.
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Para Calcular®
Determine a &rea do octdgono, considerando que a medida da diagonal

do circulo é de 2 cm.

Para Refletir e discutir:

a) Na Figura 37 podemos constatar que existem partes do circulo que sdo exteriores ao
poligono, assim como existem partes interiores ao poligono que ndo pertencem a regido
circular. Vocé acredita que a area do poligono e a area do circulo sdo iguais?

b) Na definicdo por nos adotada, consideramos que a area de um circulo de raio unitario
equivale a 7. Se considerarmos a area do circulo equivalente a area do octégono da Figura
37, conforme proposto pelos egipcios, qual serd o valor de 7 ?

c) Historiadores relatam que no Egito Antigo ndo havia a distin¢cdo entre areas exatas e
aproximadas. Considerando o contexto do periodo em que 0s egipcios viviam, 0s recursos que
possuiam e o fato do desenvolvimento da Matematica essencialmente pratica, como vocé

analisa 0 método e os resultados encontrados pelos Egipcios para o célculo da area do circulo?

Discutindo a proposta

Ao realizar essa etapa sugerimos que o professor faga um retrospecto
histérico acerca das civilizagdes do Antigo Egito. O docente podera utilizar elementos
abordados na secdo 1.2.1, as bibliografias que referenciamos ou outros materiais a sua
escolha.

Na etapa 1 o objetivo € apresentar ao aluno a estratégia, que pode ter sido
utilizada pelos egipcios para calcular a area da regido circular, mas propondo ao aluno que
desenvolva o célculo utilizando seus conhecimentos. A discussdo em relacdo a area calculada
ser exata ou apenas uma aproximacao para o circulo, podera dividir opinides dos alunos.
Sugerimos que o professor esteja atento e aproveite as oportunidades de explorar os conceitos

decorrentes dessa discussao.
3.2.2 Etapa 2: A Area do Circulo por Arquimedes
Para dar sequéncia nos estudos em relacdo a area de regides circulares,

vamos investigar os processos desenvolvidos pelos gregos. Varios matematicos gregos

viajaram até o Egito e a Mesopotamia para adquirir conhecimentos e tecnicas, que

19 A resolucéo da atividade esta descrita na segdo 1.2.1.
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posteriormente, aperfeicoaram. Vamos agora entender um processo desenvolvido por Eudoxo
gue é denominado como Método da Exaust&o®.
Inicialmente consideremos um triangulo inscrito e um circunscrito na

circunferéncia de raio unitario, dispostos na Figura 38.

Figura 38: a) Triangulo Equilatero Inscrito na Circunferéncia e b) Tridngulo Equilatero

Circunscrito a Circunferéncia

a) b) A

A

vacj

B> ° ()

Fonte: Autor

Para Calcular

Determine a area dos triangulos A;B;C; e A;B,C;

Uma possivel solucéo

Primeiramente vamos dividir o tridngulo A B,C, em trés triangulos com um
de seus veértices no ponto O;. Os trés triangulos sdo: AB,O,, C,B,O,, ACO,, conforme

observamos na Figura 39.

Figura 39: Determinando a Area do Triangulo Equilatero Inscrito na Circunferéncia

A;

Fonte: Autor

%0 0 Método de Exaustéo foi enunciado e demonstrado na segéo 1.3.7



85

Os triangulos obtidos na Figura 38 sdo todos isoOsceles, pois

AO, =B0, =C,0, =1. Temos ainda que AOC, =BOC, = A0QB, =120°. Podemos
concluir que os trés triangulos sdo congruentes pelo caso LAL. Como consequéncia da

congruéncia, segue que o0s triangulos tem a mesma éarea, logo temos que:
A(AB.C)) = 3.{%.1.1.sen(120°)] logo A(AB,C,)=12990.

Agora vamos calcular a area do triangulo A,B,C,, para isto, dividimos o

triangulo da Figura 38b, conforme mostra a Figura 40.

Figura 40: Determinando a Area do Tridngulo Equilatero Circunscrito a Circunferéncia

4>

z|

|

Fonte: Autor

No triangulo equilatero®!, temos que o incentro, circuncentro e ortocentro

coincidem num unico ponto, no triangulo A,B,C, este ponto ¢ O,. Sendo O, circuncentro,

segue que O,C, =0,B, e o triangulo O,B,C, ¢ isésceles de base B,C, e altura O,P =1.

A A 360°
Por outro lado temos que o angulo central A,0,C, =

=120° e do fato de O,B,C, ser

isosceles, O,P ¢ altura e bissetriz do tridngulo, logo PO,C, = a =60°.
Consideremos ainda que os triangulos A,O0,C,, B,0,C, e A,0,B, sdo congruentes pelo
caso LAL ou LLL%,

Utilizando os conceitos de trigonometria no triangulo retangulo O,C,P,

2 Sobre as propriedades do tridngulo equilatero e pontos notaveis do triangulo, sugerimos (DOLCE e POMPEO,
2011, NETO, 2012).

22 Caso de Congruéncia LLL: “Se dois tridngulos tém ordenadamente congruentes os trés lados, entdo esses
tridngulos sdo congruentes” (DOLCE e POMPEO, 2011, p. 42).



86

PC,

Figura 40, obtemos que tg(60°) = e B,C, =21g(60°) = 3,4641. Calculando a area do

triangulo A,B,C,, obtemos A(A,B,C,) = A(B,0,C,).3= {W}B =51961.

Para calcular

Com base nos célculos efetuados para a area dos tridngulos inscrito e
circunscrito ao circulo, determine uma formula para calcular a area de um poligono regular de
n lados, inscrito na circunferéncia e uma formula para a area de um poligono regular de n

lados, circunscrito a circunferéncia.

Uma Possivel solugdo

Definindo A, como sendo a area de um poligono regular de n lados inscrito

na circunferéncia de raio r e A, a area de um poligono regular de n lados circunscrito a

0 0
mesma circunferéncia, obtemos A :%.n.rz.sen[%oj e AC:n.rz.tg(wo j No caso
n n

(0] (0]
particular em que r = 1, temos que A = %.n..sen(%o j e A = n.tg(180 j Para determinar
n n

tais resultados basta proceder com raciocinio andlogo ao que realizamos para calcular a area

dos triangulos A B,C, e A,B,C,, Figuras 39 e 40.

Para Calcular
Com base nas generalizacbes para a area dos poligonos inscrito e
circunscrito a circunferéncia, com auxilio de uma calculadora e das informagGes dispostas no

Quadro 3, complete o Quadro 4.

Quadro 3: Informacg6es Trigonomeétricas

a sen () a tg ()
15° 0,2588 75° 0,1316
75° 0,1305 3,75° 0,0655
3,75° 0,0327 1,875° 0,0327

Fonte: O autor
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Quadro 4: Aproximagcéo da Area do Circulo pelo Método de Arquimedes

NUmero de Area do poligono Area do poligono Regiao que compreende a
lados do inscrito na circunscrito a Area do circulo de raio
poligono circunferéncia circunferéncia unitério

3 1,2990 u.a. 5,1961 u.a. 1,2990 < 7 <5,1961
6

12

24

48

96

n

Fonte: Autor

Discutindo a proposta

O objetivo principal da atividade é levar o aluno a conhecer de forma
intuitiva 0 Método de Exaustdo, compreender o significado da constante irracional =,
percebendo que, por meio do Método de Exaustdo, s6 podemos calcular a area de um circulo
de forma aproximada e que, a medida que aumentamos o numero de lados do poligono que
estamos utilizando para exaurir o circulo?, o valor encontrado se aproxima cada vez mais da

area do circulo.

Para refletir e discutir
Com base nas atividades realizadas nas etapas 1 e 2, como podemos

estabelecer uma férmula para calcular a area de um circulo de raio r?

Possivel solucéo

Consideremos inicialmente um circulo c, de raio unitario. Com base na
definicdo adotada A(c,) = z. Seja ainda um circulo c, de raio r area A(c,). Admitindo que
a area de dois circulos estdo entre si como o quadrado de seus diametros®*, temos

Ac) _(d, 23 u =(£j2:>A(C)=ﬂf2
A(CZ) d2 A(Cz) i

2% Exaurir o circulo significa calcular a area aproximada do circulo utilizando o Método de Exaustao.
A proposicao foi enunciada e demonstrada na se¢do 1.3.7.



3.2.3 Etapa 3: Explorando a Atividade no GeoGebra

o0 recurso do software, que nos permitira a obtencdo de aproximacdes ainda maiores do que

aquelas que obtivemos. A seguir descrevemos cada passo da atividade, ilustrado no Quadro 5.

Vamos desenvolver os processos que realizamos nas etapas 1 e 2, utilizando

Quadro 5: Explorando a Atividade no GeoGebra

Passos

Ferramenta

Descricéo

Observacdes

10

Controle
% deslizante

Construir um controle deslizante
r, variagdo de 1 a 10 e incremento
0,1.

O controle deslizante
sera a medida do raio
do circulo.

20

Controle
% deshzante

Construir um controle deslizante
n, com variagdo de 3 a 720 e
incremento 1.

Esse controle deslizante
determinard o nimero
de lados do poligono
gue vamos inscrever no
circulo.

30

Circulo dados

| centro e raio

Construir um circulo, utilizando a
ferramenta “circulo dados centro
e raio”. Com centro na origem e
raior

A medida do raio estara
condicionada ao
controle deslizante r.

40

Entrada:

Digitar na Entrada o comando:
Sequéncia[Girar[(r,0), i*2pi/n],
i,1,n].

Essa ferramenta fara a
insercdo  de  uma
sequéncia de pontos na
circunferéncia.

50

Entrada:

Digite o comando “Poligono[
listal ]” na caixa de Entrada

Esse comando fard a
insercdo do poligono de
n lados, inscrito na
circunferéncia.

60

b Janela de Algebra

Para melhorar a visualizacdo da
sua  construgdo  oculte a
visualizacéo dos eixos
cartesianos, selecione o poligono
e com o botdo direito do mouse
clique na opgéo propriedades e na
opgdo “basico” mude a opgdo
exibir rotulo para “exibir valor”.

Sugestdes para
melhorar a visualizacdo
da construcao.

ocorre com a area do poligono inscrito na circunferéncia. Também podemos clicar com o
botdo auxiliar sobre o controle deslizante n e acionar a op¢do animar, desta forma o valor ird
variar gradativamente, enquanto observamos a area do poligono variar. Pode-se também

observar a area de circulos de raios ndao unitarios, para isso basta mudar o valor do controle

Ao término da construgdo podemos alterar o valor de n para constatar o que

Fonte: Autor

deslizante r. A Figura 41 ilustra a construcdo realizada no GeoGebra.
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Figura 41: Poligonos Inscritos na Circunferéncia - GeoGebra: a) n=3, b) n=5, ¢) n=20 e d)
n=114

a) b) c) d)

n=5 n=20 n=114

3
n
w

2.3776412907

~/

Fonte: Autor

1.2990381057 3.0901699437 3.1400023403

Discutindo a Proposta

Ao explorar a atividade no GeoGebra, os alunos perceberdo algumas
vantagens, como por exemplo, a facilidade, simplicidade e rapidez na obtencdo dos
resultados. Outro fator que traz beneficios é a visualizacdo dinamica, que provavelmente
contribuird com a compreensao dos conceitos mais abstratos que envolvem a proposta.

Sugerimos o trabalho com o software na Ultima etapa, ap6s 0 processo
algébrico, para evitar que o aluno se sinta desmotivado a desenvolver os calculos. Nesse
aspecto entendemos que a tecnologia ndo deve substituir o nosso trabalho, ao contrério,
entendemos que o GeoGebra pode ser uma ferramenta eficaz, auxiliando-nos a alcancar
nossos objetivos, no &mbito do processo de pedagdgico. Essa perspectiva de trabalho esta em
consonancia com o0s elementos discutidos na secédo 2.3.

Também deixamos como sugestdo a possibilidade de trabalhar de forma
interdisciplinar, em conjunto com os professores de Historia e Arte, visto que o trabalho
envolvendo o Udyat nos permite explorar diversos conceitos culturais, artisticos, questdes

relacionadas a religiosidade, mitos e crengas dos povos egipcios.
3.3 CALCULANDO A AREA DA COBERTURA DE UMA QUADRA POLIESPORTIVA

Problema

Fernando é pintor e cobra por cada m? de pintura realizada, o valor de R$
14,00. Ao ser solicitado para fazer o orcamento para a pintura da cobertura de uma quadra
poliesportiva, Fernando né&o conseguiu calcular o valor exato que deveria cobrar pelo servico,
obviamente o pintor fez um célculo aproximado para o orcamento. Porém Fernando ficou
curioso em saber qual seria 0 prego correto a ser cobrado. Vamos ajudar o pintor a calcular a

area dessa regido!
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Figura 42: Quadra Poliesportiva

Fonte: FNDE, 2015

A Figura 42 apresenta a cobertura da quadra que Fernando pintou e a
Figura 43 apresenta um esboco com as medidas que ele fez no momento do orcamento?.

Figura 43: Esboco da Cobertura — Parte Frontal

7m

I
|
|
|
|
I
|
I
I
I
|
!
|
" 2,90 m
\

I T T 1
1,90 m 10m 10m 1,90 m

Fonte: Autor

Para refletir e discutir

a) Qual é o formato da parte frontal da cobertura da quadra poliesportiva?

b) Sera que 0 método de exaustdo pode ajudar no célculo da regido frontal da quadra (Figura
43)?

c¢) Conseguiremos cobrir a regido que pretendemos calcular a area com poligonos regulares?

d) Faga uma estimativa para a area dessa regido.

Discutindo a proposta

Com o questionamento a) esperamos que o0s alunos formulem suas

% As medidas dispostas na Figura 43 foram retiradas do projeto padrdo para coberturas de quadras
poliesportivas, do Fundo Nacional de Desenvolvimento da Educa¢do (FNDE). Realizamos aproximacfes dos
valores dispostos no projeto para adequar ao nosso problema. O projeto arquitetdnico completo esta disponivel
em: http://www.fnde.gov.br/arquivos/category/45-projetos-arquitetonicos.
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conjecturas acerca da curva, percebendo que ela aparenta ser uma parabola. Em relacdo aos
questionamentos b) e c) pretendemos direcionar o aluno a perceber que a aproximacao da area
de uma regido curva por poligonos nem sempre é tarefa facil, dependendo da curva que
estamos trabalhando, porém nesse momento o professor podera fazer uma retrospectiva
historica com os alunos acerca do estudo de diversos mateméaticos como Fermat, Cavalieri,
Pascal e Riemann, que tomaram como base os estudos desenvolvidos por Arquimedes e
Eudoxo e aperfeicoaram para sistematizar o calculo de 4reas de regides curvas®®.

O item d) deve ser discutido entre os alunos, de forma que eles procurem
uma estratégia para estimar a area. A estimativa pode ser muito Gtil em determinada situacéo
cotidiana, pois nem sempre dispomos de condi¢fes, materiais ou tempo adequado para
calcular a area de uma regido, porém podemos encontrar um valor altamente satisfatério

(dependendo da necessidade) se desenvolvermos técnicas para estimar resultados.

3.3.1 Etapa 1: Determinando a Area da Regi&o Frontal

Inicialmente vamos supor que a curva é uma parabola. Para facilitar a
compreensdo do problema sugerimos a representacdo da curva no eixo cartesiano, conforme
ilustramos na Figura 44.

Figura 44: Curva no Plano Cartesiano

'V

C

0 2 4 6 8 10 X

Fonte: Autor

Uma possivel solucéo

Para encontrar a lei de associagdo que determina a parabola podemos

substituir os trés pontos que conhecemos na sua forma genérica f (x) = ax® +bx+c.

% Conceitos abordados na secéo 1.4
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Para 0 ponto C (0,7) temos que 7 = a.0? +b.0+c, logo:

7=cC. (35)
Para o ponto A (—10,0) temos que 0 = a.(—10)* +b.(-10) +c, segue que

0=100a—10b +c. (36)
Substituindo (35) em (36) obtemos:

0=100a—10b+7. (37)

Analogamente, a partir do ponto B (10,0) e substituindo (36) obtemos:

0=100a+10b+7. (38)
Igualando as equacGes (37) e (38) temos que 100a—10b+7 =100a+10b+7 e segue que

b=0ea=—.
100

A funcdo que representa a curva é definida por f : [—10,10] — R, sendo, f(x)=-0,07x>+7.

Riemann, partindo da ideia presente no método de exaustdo, estabeleceu um
procedimento padrdo para determinar a area de qualquer regido curva, utilizando apenas
retdngulos e aumentando indefinidamente a quantidade dos retangulos é possivel estabelecer

uma é&rea tao préxima quanto se queira. Vamos entender a proposta desse mateméatico?’.

Para Calcular
Determine a area de cada um dos retangulos ABCD, EFGH e I1JKL,

ilustrados na Figura 45a, 45b, 45c, respectivamente.

Para discutir e refletir
Em sua opinido em qual dos trés retangulos, da Figura 45, apresenta uma

area mais proxima da regido limitada pela curva?

Discutindo a proposta
Ao calcular a éarea dos retdngulos o professor poderd conduzir uma
discussao entre os alunos sobre as possiveis estratégias. Talvez, nessa etapa, o0 aluno apresente

dificuldade em descobrir a altura do retangulo.

27 Os conceitos referentes a Integral de Riemann foram tratados na se¢éo 1.4.4
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Figura 45: Aproximando a Area por Retangulos: a) Retangulo ABCD, b) Retangulo EFGH e

¢) Retangulo 1JKL

a) vy
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b) v
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-10 8 6 [ 4 2 0 10 X
c) y
L _— K
o
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J 0 !
o % % 4 -2 0 10 y

Fonte: Autor
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Para calcular
Determine a area ocupada pelos retangulos da Figura 46.

Figura 46: Calculo da Area — Aproximacao por Retangulos

[zt BN .

e B
/ o

10 8 6 4 2 0 2 4 6 8 10

Fonte: Autor
Uma possivel solucao
Nomeamos cada um dos retangulos, conforme ilustra a Figura 47.

Figura 47: Calculando a Area dos Retangulos

el N T~

T T T T
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 ] 8 10

Fonte: Autor

Com base na Figura 47, definimos que a area total da regido ocupada pelos

retangulos é dada por:

Aot = AT A+ A+ A+ A, (39)
onde, podemos representar, respectivamente, a area de cada retangulo por
A =4.1T(-8);A =4.T(-4); AA=4.T0); A,=4.T(4) e A, =4.T(8) . (40)

De (39) e (40) segue que
Ay =4[ F(-8)+ f(—4)+ f(0)+ f(4)+ f(8)]. (41)
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Considerando  que f(-8=f@B8 e f(-4)=1(4), segue de (41) que
Ay =4[2.1@)+2.f(4)+ f(0)]. Calculando, obtemos f(0)=7, f(4)=588 e

f (8) = 2,52. Portanto chegamos a concluséo que A, = 95,2ua.

Para calcular

Utilizando o processo proposto nas questdes anteriores, com auxilio de uma
régua e calculadora, represente 10 retangulos na regido de parabola da Figura 48 e depois
calcule a &rea que esses retangulos ocupam.

Dica: Vocé podera utilizar o Quadro 6 para organizar suas ideias

Figura 48: Construcdo dos Retangulos de Riemann

y

0 2 4 6 8 10

Fonte: Autor

Quadro 6: Area dos Retangulos

Retangulo | Medida da Base (b) | Medida da altura f(i) | Area do retangulo Ai=b. f(i)

OO (NN WIN|[F

=
o

Fonte: Autor

Para refletir e discutir
a) O que vocé observou em relacéo a area dos retangulos e da regido limitada pela curva, a

medida que fomos aumentando a quantidade de retangulos?
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b) Quais foram os problemas e as dificuldades que vocé encontrou durante a realizagcdo dessa
atividade?

Discutindo a proposta

Ao término da etapa esperamos que 0s alunos consigam compreender
intuitivamente os conceitos da Soma de Riemann®, visto que esse é o objetivo principal da
realizacdo das atividades. Possivelmente os alunos apontardo que a realizacdo da atividade
demanda muito trabalho, o que € comum e nesse momento o professor podera mediar a

proxima etapa do trabalho, que sera a realizacdo da atividade por meio do software GeoGebra.
3.3.2 Etapa 2: Explorando a Atividade no GeoGebra
Para realizar a construgdo no software deixamos todos os passos indicados e

comentados no Quadro 7.

Quadro 7: A Soma de Riemann no GeoGebra

Passos | Ferramenta Descricdo Observacdes

O controle deslizante
representara a
quantidade de retangulos
gue sera inserido na
parabola.

Crie um controle deslizante n
Controle | com variacdo de 0 a 500 e
Deslizante | incremento 1. Na  opgédo
velocidade ajuste para 0.3

a==2 i
——
£l

10

Digitamos a fungdo que
representa a parabola e
limitamos o seu dominio
entre -10 e 10.

No campo “Entrada” digite a
2° Entrada: | expressao:
Fungdo[-0.07*x"2+7, -10, 10]

Esse comando realiza a
insercdo dos retangulos

Digite no campo entrada a de Riemann na funcio T,

30 Entrada: EXpressao. . no intervalo de -10 a 10
SomaDeRiemannlinferior[f, -
10, 10, 1] e on representa a
e guantidade de
retangulos.

Fonte: Autor

Apos realizar a construcdo podemos movimentar manualmente o controle
deslizante para observar o que ocorre com a Figura. Podemos também animar o controle
deslizante e fazer com que o aumento da quantidade de retdngulos seja automatico. A Figura

49 ilustra a construgdo no software.

%8 A soma de Riemann foi abordada na segdo 1.4.4
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Figura 49: A Soma de Riemann no GeoGebra: a) n=5, b) n=10, c) n=48, d) n=100, e) n=200

e f) n=425
a) b)
n=3 n=10
Area=62,72 Area=78,4
c) d)
n=48 _ n=100
Area=90,5 Area=91,92
Area=92,63 Area=93

Fonte: Autor

Discutindo a proposta

Observando as Figuras 49e e 49f, onde n=200e n=425,
respectivamente, percebemos pouca variacdo entre as areas. O processo que realizamos, com
base na Figura 46, é diferente do utilizado pelo software, visto que no GeoGebra utilizamos a
ferramenta “soma inferior” e neste caso 0s retangulos ficam inteiramente contidos na regido
da curva, ao passo que nos calculos realizados na secéo 3.3.1, utilizamos como altura de cada
retdngulo a imagem do ponto médio da base. Neste caso, 0 valor obtido é mais proximo da
area da regido curva, pois existe uma compensagdo entre excessos e faltas, como pode ser
observado na Figura 47. Percebemos este fato comparando os resultados entre as duas secoes.
Por exemplo, para n=5, obtivemos a area de 95,2 u.a. usando os calculos apresentados em
3.3.1 e usando o GeoGebra a &rea foi de 62,72 u.a.

Sugerimos que o professor realize a discussdo com os alunos sobre qual
valor deve ser utilizado como éarea. Parece bem coerente utilizar 93m?, pois ja consideramos
uma grande quantidade de retangulos, n=425. Ao término dessa etapa devemos iniciar o

calculo da parte superior da cobertura.
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3.3.3 Etapa 3: Célculo da Parte Superior da Cobertura

Com base na planta da quadra Fernando fez um esboco da parte superior da
cobertura, Figura 50a. Fernando sabe que o formato é um retangulo, Figura 50b, porém

desconhece a medida da largura desse retangulo, visto que equivale ao contorno da parabola.

Figura 50: a) Esboco da Parte Superior da Cobertura e b) Representacdo Retangular

a) b)

31.8m

Fonte: Autor

Podemos calcular o comprimento aproximado da curva, utilizando
segmentos de reta. Para simplificar consideremos apenas a parte da parabola que tem dominio
positivo, considerando sua propriedade simétrica.

Vamos marcar 0 segmento de reta com extremidades nos pontos A e B,

conforme apresenta a Figura 51.

Figura 51: Aproximando a Curva Utilizando Um Segmento de Reta
A

e

B4

Fonte: Autor
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Para calcular

Determine a distancia entre os pontos A e B, isto é, o comprimento do

segmento AB, Figura 51.
Uma Possivel solugdo

Podemos aplicar o Teorema de Pitagoras®, no triangulo AOB, retangulo em
O, cujos catetos medem AO =7 e OB =10. Segue que (ﬁ)z = (A_O)2 +(O_B)2, substituindo
os valores encontramos AB = /149 =12,21.

Para refletir e Discutir

Vocé acha que é conveniente tomar o segmento AB como medida
aproximada do comprimento da curva?

Para calcular

Agora, considerando a Figura 52, determine a medida de AC +CB..

Figura 52: Aproximando a Curva Utilizando Dois Segmentos de Reta
4

74

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|
5

0 1 2 3 4

Fonte: Autor

Discutindo a Proposta

Para calcular a medida dos dois segmentos propostos os alunos poderdo
novamente utilizar o Teorema de Pitagoras, ou aplicar diretamente a férmula da distancia
entre pontos no plano cartesiano, que é decorrente do proprio Teorema de Pitagoras.

Sugerimos que, mesmo que os alunos optem por trabalhar com o Teorema de Pitagoras, 0

9 Os conceitos referentes a Pitagoras e ao Teorema estdo enunciados nas se¢des 1.3.2 e 1.3.3
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professor aborde esse conceito apds os calculos, como uma alternativa, visando a sequéncia
dessa atividade.

Acreditamos ser fundamental que o aluno perceba nessa etapa da atividade
que, a medida que aumentamos a quantidade de segmentos, a soma desses segmentos nos dara
uma aproximacédo cada vez maior para 0 comprimento da curva. Por outro lado, precisamos
utilizar uma ferramenta que facilite a realizagdo do processo, pois quanto mais segmentos
inserirmos, maior serda o numero de calculos. Com base nesse fato vamos propor a proxima

etapa por meio do software.

3.3.4 Etapa 4: Explorando a Atividade no GeoGebra

Quadro 8: Planilha no Software GeoGebra

Passos | Ferramenta Descricgéo Observacdes
Sera construido apenas a parte da

Digite na entrada o comando

1° Entrada: | " N pardbola que tem dominio nao
Funcao[-0.07*x"2+7, 0, 10] negativo.

A planilha aparece no canto direito

Na Barra de Menus selecione a | da janela de visualizagdo. Vocé

20 op¢do “exibir” e em seguida a | pode ajustad-la aumentando ou

opg¢ao “planilha”. diminuindo a area de visualizacéo,
arrastando-a com o cursor.

Fonte: Autor

Sendo 0 1° Passo e 0 2° Passo apresentados no Quadro 8, estabelecemos
agora 0s proximos passos para elaborar uma planilha que nos auxilie no processo de efetuar
os célculos.
3° Passo: Na primeira coluna colocaremos o valor das abcissas, na segunda o valor das

ordenadas e na terceira representaremos os pontos, conforme observamos na Figura 53.

Figura 53: Construcéo da Planilha no GeoGebra

* Planilha
Biv | BEE = B>
A15 g v
A | 8 | ¢ | b E
Abcsissa | Ordenada @ Ponto (xy)

“”M”‘“’M“‘“‘”‘A

10
1
12

(=R - T L R S AU L

-

Fonte: Autor
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Ap0s digitar os valores de 0 a 10 para as abcissas, digitaremos na célula B2
a formula “=f(A2)” e em seguida, utilizando o cursor, estendemos a formula para as demais
células dessa coluna. Em seguida digitamos na célula C2 a férmula “=(A2, B2)”. Estendemos
0 comando para as demais células da coluna, para obter os pontos. Podemos notar na Figura
54 que, simultaneamente aos comandos, 0s pontos sdo construidos no grafico da fungéo, na

janela de visualizagdo ao lado esquerdo.

Figura 54: Planilha e o Grafico da Parabola no GeoGebra
=

=1

* Planilha

v EEE =Y B
g v

A | B | c |

C12
®»
h

]
2
IR
4
:
6 |
7
8
| 9|
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14

15

Abcsissa

[I= TR = TR = R TR S VIR S T = ]

=%
=]

Ordenada | Ponto (x,y)

7
692
6.72
6.37
588
525
448
357
252
133

0

0,7)
(1,6.93)
(2,6.72)

(3,6.37)

™
|
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2|«

-1 | @
- 2L kN
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© ||

2
2
48

3

['10.

SRR

Fonte: Autor

4° Passo: Digitamos na célula D1 o nome “distancia entre pontos” e na célula D2 digitamos a
formula “= ((A2-A3)"2+(B2-B3)"2)"0.5” que corresponde ao calculo da disténcia entre os
pontos C2 e C3. Arrastando o comando até a célula D11 obtemos todas as medidas dos

segmentos que necessitamos. As distancias sdo exatamente as medidas dos segmentos

C2C3; C3C4; 0405; C11012 :

5° Passo: Agora basta somar as medidas dos segmentos, para isso selecionamos uma célula
(E2) e clicamos na opg¢do soma, que aparece no canto superior esquerdo do software, em
seguida selecionamos as células que contém as distancias (D2 até D11), para obter a soma

desejada.



Figura 55: Célculos na Planilha do GeoGebra

E

Fonte: Autor

* Planilha
KIN CEEE oY B
A | B | ¢ | b

1 | Abcsissa Ordenada Ponto(xy) Distancia...
2 0 7 0,7) 1
3 1 6.93 (1,6.93) 1.02
4 2 6.72 (2,672) 1.06
5 3 6.37 (3,6.37) 1.1
6 4 5.88 (4,5.88) 1.18
7 5 5.25 (5,5.25) 1.26
8 G 448 (6, 4.48) 1.35
9 7 357 (7, 357) 1.45
10 8 252 (8,252) 1.55
11 a 1.33 (9,1.33) 1.66
12 10 0 {10, 0)

Soma dos segmentos

12.66
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Com os procedimentos que realizamos obtivemos a soma de 10 segmentos

obtidos na parte positiva da pardbola, obtendo o valor de 12,66, conforme observamos na

Figura 55, em destaque na cor vermelha. Na Figura 56 apresentamos o resultado considerando

a soma de 20 segmentos e a0 compararmos 0s resultados, percebemos que a diferenca é de

apenas um centésimo.

Sugerimos que, apds a construcdo da planilha, os alunos refacam o

processo, aumentando a quantidade de segmentos, para poder comparar e perceber que com

10 segmentos ja obtemos uma medida satisfatoria.

C2 cC
L.

Figura 56: Aproximagéo da Curva por Segmentos de Reta no GeoGebra

Fonte: Autor

A B c | D E

1 |Abcsissa  Ordenada Ponto (xy) Distancia.. Soma dos segmentos
2 0 7 ©0.7) 05 1267
IEN 05 5.98 | (0.5, 5.98) 05
|4 | 1 693 (1,693 0.51
5 | 15 584 (1.5 6.84) 0.51
6 | 2 672 (2.6.72) 0.52
|7 | 25 6.56 | (2.5, 5.56) 0.54
IEN 3 637 (3,6.37) 0.55
IEN a5 614 | (3.5 6.14) 0.56
10 | 4 5.88 0.58
11 | 45 558 (45, 06
|12 | 5 5.25 0.62
|13 | 55 488 | (5.5 4.38) 0.64
|14 | 8 148 0.66
|15 | 65 404 | (6.5 4.04) 0.69
|16 | 7 3.57 0.71
|17 | 75 306 | (7.5, 3.06) 0.74
|12 | 8 252 0.76
|19 | 85 194 | (8.5 1.94) 0.79
| 20 | 9 1.33 0.82
|21 | 95 0.68 | (9.5, 0.68) 0.85
|22 | 10 0
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Discutindo a proposta

Ao propor essa etapa da atividade nos preocupamos com uma possivel
desmotivacdo do aluno pelo fato de ter que realizar calculos trabalhosos e extensos. Nesse
viés 0 software se apresenta como ferramenta eficaz, visto que, partimos inicialmente da
atividade manual, abordando os conceitos e instigando o raciocinio dos alunos para depois
propomos que o software seja utilizado, realizando o processo trabalhoso e repetitivo. Com
essa abordagem acreditamos que o GeoGebra podera contribuir com o processo pedagogico,
visto que ndo estara substituindo o raciocinio e desenvolvimento dos conceitos matematicos.
Essa proposta estd pautada na sec¢do 2.3, de acordo com modelo referencial teérico TPACK,
que adotamos como embasamento pedagdgico.

Para Calcular

Qual seria o preco justo a ser cobrado por Fernando pela pintura da

cobertura da quadra?

Uma possivel solucéo

Com base nas discussdes realizadas nas se¢des 3.3.2-3.3.4 podemos estimar

as areas da regido frontal ( A.) e da parte superior ( A;) da cobertura. Temos que A =93m’
e para calcular A; devemos considerar o retangulo da Figura 50 que tem dimensdes*
318me 2532m, logo A, =318.2532=805m?. Chamando A, a area total da cobertura
podemos estimar que A, =2.A_ + A, =2.93+805=991m’

Como Fernando cobra o valor de R$ 14,00 por m? de pintura realizada, temos que o preco
justo a ser cobrado é de R$ 13 986,00.

3.3.5 Uma Proposta Alternativa Para a Realizacgéo da Atividade no GeoGebra

Propomos, no Quadro 9, uma forma alternativa para a realizacdo da

atividade no software.

%% 0 valor 25,32 m refere-se & largura do retangulo, Figura 48, que é o comprimento da curva delimitada pela
parabola. Por simplicidade, considerando a propriedade de simetria da parabola em relacdo ao vértice, na secéo
3.3.3 calculamos apenas o comprimento da parte ndo negativa da parabola. Dobrando a medida 12,66 m, Figura
55, obtemos a largura de 25,32m.



Quadro 9: Proposta Alternativa para a Atividade no GeoGebra

Descricdo

Observacdes

No campo “Entrada” digite a
expressdo:
Funcdo[-0.07*x"2+7, -10, 10]

Digitamos a fungdo que
representa a parabola e
limitamos o seu dominio
entre -10 e 10.

No campo “Entrada” digite a
expressdo:

Sequéncia[(i, f(i)), i, -10, 10,
0.5]

Esse comando ir4 criar
uma sequéncia de pontos
(i,f(i)), iniciando na
abcissa -10 e encerrando
na abcissa 10. O
incremento (0,5)
significa o intervalo de
variagao das abcissas.

Digite no campo “Entrada” a
expressdo: Poligono[listal]

Note que ao realizar essa
etapa temos a éarea
aproximada da regido
limitada pela parabola.

Passos | Ferramenta
10 Entrada: |
20 Entrada: |
30 Entrada: |
40 Entrada: |

Digite no campo “Entrada” a
expressdo: Perimetro[poll]

Obtemos agora 0
perimetro do poligono
construido. Para obter a
medida desejada basta
retirar 20 unidades que
equivale a medida da
base desse poligono.

Fonte: Autor
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O processo nos permite determinar, tanto a area do segmento parabolico,

guanto o comprimento da curva com uma construcdo simples, conforme ilustra a Figura 57.

Figura 57: Aproximando a Regido da Parabola por Poligonos

10 9 8 7 8

Medida da curva = 25.33

3 2 1 0 1 2 3 4

5 [ 7 B8 9 10

Area da regiao da parabola = 93.28

Discutindo a proposta

Fonte: Autor

Um aspecto que consideramos negativo, ao realizar a atividade alternativa é

que o procedimento s é viavel se for realizado com o software, dessa forma a construcao
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podera omitir a riqueza da discussdo dos conceitos matematicos envolvidos no processo, visto
que a tecnologia estaria substituindo o nosso trabalho.

Em contrapartida pensamos que € interessante ter um método alternativo e
uma forma diferente de resolver o problema proposto, por isso apresentamos para que 0

professor analise se é viavel ou ndo propor essa atividade aos alunos.

3.4 CALCULO DA AREA DE UMA REGIAO PLANA USANDO UMA APROXIMAGAO POR POLIGONOS,
POR MEIO DO TEOREMA DE PICK

Nessa secdo apresentamos uma proposta para o calculo da area da cidade de
Siqueira Campos-PR®, por meio da aproximagdo de poligonos, utilizando o Teorema de
Pick®”. A presente proposta ndo contempla a participacdo direta e efetiva da Histéria da
Matematica, bem como o uso das tecnologias, porém acreditamos ser essencial apresenté-la
nesse momento, devido a sua importancia para o calculo de areas irregulares e também a sua
aplicabilidade no contexto social, visto que os conceitos que serdo abordados podem ser
adaptados para ser utilizados em diversas situacfes de contexto social.

O objetivo dessa proposta é apresentar ao aluno uma possibilidade para
calcular a area de uma regido plana qualquer, ou seja, uma regido que ndo possui uma forma
geométrica definida.

Para a realizacdo da atividade serdo necessarios 0s seguintes materiais:

e Carbono para tecido;

e Pontos no reticulado com espacamento de 1 cm (anexo A);

e Pontos no reticulado com espagamento de 0,5 cm (anexo B);

e Computador com acesso a internet para pesquisa no Google Maps;

e Editor de Figuras (sugerimos o uso do Paint).

3.4.1 Proposta Para o Calculo da Area da Cidade de Siqueira Campos

Apresentaremos todos 0s passos para o céalculo da area da cidade de Siqueira

Campos-PR.

1° Passo: Pesquisar no Google Maps, usando o site https://www.google.com.br/maps, o mapa

da cidade de Siqueira Campos. Adaptar a imagem, Figura 58, deixando-a do maior tamanho

31 Foi escolhido Siqueira Campos, porque é a cidade em que trabalho como professor na Educagdo Baésica.
*? Essa proposta tem como base 0s conceitos discutidos na segdo 1.4.5.


https://www.google.com.br/maps
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possivel. Capturar a imagem obtida na tela, utilizando a tecla Print Screen, e colar em um

editor de Figuras.

Figura 58: Mapa da Cidade de Sigueira Campos

Nova Brasilia
do hararé

. Alemoassgts
Marimbondo 3

Salto do
Itararé

Baréo de

= \ Antonina

Siqueira =
-\, Campos 1 @2

Itaporanga

(2 I Rio Verde

1
Barbosa Séo Pedro

ntana
o Itararé SP-281 ]

Az Google ® 9 Qv § | @ =
Eﬂd;s do mapa 22015 Google

Fonte: Google Maps, 2015, adaptado.

Termos  Privacidade Informar um problema 5 kM b

2° Passo: Na Figura 58 retiramos as partes que ndo serdo necessarias, deixando apenas o

mapa e a escala, que se encontra no canto inferior esquerdo. Devemos cuidar para manter a

proporcdo da imagem e das medidas referentes a escala. Apos editar da Figura devemos

imprimi-la em uma folha sulfite.

3° Passo: Utilizando o carbono para tecido, devemos transferir a imagem impressa do mapa

para o papel composto com os pontos da rede, como apresentado no Anexo A. A Figura 59

ilustra o procedimento. Utilizamos uma rede em que 0s pontos consecutivos, na horizontal ou

vertical distam 1cm.

Figura 59: Mapa de Siqueira Campos Representado em Uma Rede

Fonte: Autor
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4° Passo: A partir do contorno do mapa devemos construir um poligono que tenha todos seus
vértices nos pontos da rede, que se aproxime ao maximo da regido do mapa, uma

possibilidade estéa ilustrada na Figura 60.

Figura 60: Aproximacdo da Regido do Mapa Utilizando Um Poligono

Fonte: Autor

Para Calcular
Utilizando o Teorema de Pick, determine a area limitada pelo poligono

representado na Figura 59.

Possivel solucédo

O Teorema de Pick nos garante que a area do poligono, Figura 60, é dada
por Area (P)=I +g—1, sendo | a quantidade de pontos, da rede, que séo interiores ao

poligono e B a quantidade de pontos que pertencem as arestas do poligono, incluindo os
vértices. Contando os pontos na Figura 60 obtemos | =48 e B =42. Considerando que a
distancia entre os pontos da rede é de 1 cm temos

Area (P) :48+4—22—1: 68cm? (42)
5° Passo: Com uma régua devemos determinar a medida da escala, que é o0 segmento que esta
disposto no canto inferior esquerdo do mapa na Figura 58. Nesse caso temos que 5 km
equivalem a 2,4 cm, logo temos a razao de semelhanca

5

k=—
2,4

(43)
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Para calcular

Considerando a propriedade em que “a razdo entre as &reas de dois
poligonos semelhantes ¢ igual ao quadrado da razao de semelhanga” (DOLCE E POMPEO,
2011, p.340), calcule a area da cidade de Siqueira Campos.

Uma possivel solucao
Considerando a propriedade das &reas de poligonos semelhantes, temos que

——=k’. (44)
onde A € a area representa a area da cidade.

2
Substituindo (42) e (43) em (44) obtemos %: (2—54] = 29514 km®.

Discutindo a proposta

Ap0s calcularmos a area aproximada da cidade podemos propor ao aluno
que realize novamente o processo utilizando a malha quadriculada, cuja distancia entre os
pontos consecutivos na horizontal e vertical € de 0,5 cm. A Figura 61 ilustra 0 mapa, ja com o

desenho do poligono que aproxima a regido procurada.

Figura 61: Aproximacdo da Regido do Mapa por um Poligono em Uma Rede

Fonte: Autor

Para calcular
Utilizando o Teorema de Pick, determine a area limitada pelo poligono

representado na Figura 60.
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Uma possivel solucao
Efetuando a contagem dos pontos obtemos | =211 e B =78. Calculando,

obtemos Area (P)= 211+7—28—1: 249 . Como cada quadradinho da malha (formada ligando

os pontos da rede) tem area de 0,5.0,5=0,25cm?, para encontrar a area do poligono que
aproxima a regifo do mapa devemos fazer Area (P).0,25. Assim, a area da regido do mapa

equivale a Area (P,)=62,25 cm?’.

Podemos estimar a area da cidade calculando =k?, o que resulta em

A
A(P,)

2
A __[2] jogo A=27018kn.
62,25 (2,4

Discutindo a Proposta

Com base nos dados apresentados pelo IBGE* |, a 4rea da unidade territorial
da cidade de Siqueira Campos é de 278,035km*. Em comparacio com os resultados

apresentados, temos que os mesmos forneceram erros aproximados, em valor absolto, de
6,2% e 2,8%, considerando as malhas quadriculadas de 1 cm e 0,5 cm, respectivamente.

Se achar conveniente o professor podera usar o papel carbono normal,
também substituir os pontos da rede por uma malha quadriculada.

Para diminuir o erro no calculo da area o professor poderéa propor o célculo
com 0s pontos no reticulado em que as distancias dos pontos sejam menores do que 0,5 cm.
Nesse caso, para facilitar o processo de contagem de pontos, o professor também podera
inserir linhas de grade na malha quadriculada, conforme apresentamos nos Anexos C e D.

Ao realizar a atividade o professor poderd propor aos alunos o célculo da
densidade demografica do municipio, com base nos dados do Censo do IBGE. Sugerimos
ainda estender a proposta aqui apresentada para calcular a area de uma praca, de um sitio, ou
outra regido plana de formato irregular ou ainda estimar a quantidade de pessoas presentes em
determinado evento. Todas essas propostas podem ser realizadas utilizando os recursos do
Google Earth®, que fornece imagens capturadas por satélite.

Sugerimos, para enriquecer a proposta, a possibilidade de realizacdo de um
trabalho interdisciplinar, contemplando a disciplina de Geografia.

% InformacBes disponiveis em: http://cidades.ibge.gov.br/xtras/perfil.php?codmun=412660. Acesso em

10/06/2015.
3 Informagcdes disponiveis em: http://www.google.com.br/intl/pt-BR/earth/



http://cidades.ibge.gov.br/xtras/perfil.php?codmun=412660
http://www.google.com.br/intl/pt-BR/earth/
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CONSIDERACOES FINAIS

As consideracdes que aqui faremos podera parecer repetitiva, devido ao fato
que buscamos discutir todas as etapas das atividades, colocando nosso ponto de vista,
sugestBes e ponderagbes. O nosso intuito aqui é buscar elementos que consideramos
fundamentais e que foram discutidos ao longo do trabalho.

Evidenciamos ainda a extrema dificuldade de dar linhas finais ao presente
trabalho, levando-se em conta o propoésito do texto que é apresentar uma proposta didatica
para o trabalho docente na Educacdo Béasica. Neste aspecto entendemos que analises
detalhadas e significativas em relacdo ao texto terdo maior relevancia durante e apds o
momento em que a proposta for utilizada em sala de aula, pelo docente.

A experiéncia de escrever o primeiro capitulo foi gratificante, pois nos
proporcionou um aprendizado acerca de muitos aspectos peculiares da Histéria e do
desenvolvimento da Matematica. A pesquisa ainda nos proporcionou a analisar de forma
aprofundada e diferente aqueles elementos histdricos que nos eram familiares.

No capitulo 1 destacamos uma das dificuldades que encontramos ao longo
do desenvolvimento de nosso projeto, que foi transcrever no limitado espago de algumas
paginas, a riqueza imensuravel transcorrida em séculos de historia, contemplando grandes
nomes da humanidade e episodios dignos de serem discutidos de forma detalhada, mas que
aqui ndo o pudemos fazer. Considerando essa perspectiva, entendemos que o primeiro
capitulo servird apenas como base para o leitor que devera aprofundar os conceitos que se
fizerem necessarios, ao fazer uso da proposta.

Ao longo das pesquisas minha concepcdo em relacdo a Histéria da
Matematica no processo de ensino e aprendizagem mudou. Ao avaliar diversas perspectivas
analiso que a Historia da Matematica podera trazer muitos beneficios pedagdgicos para a aula,
porém esta condicionado a um processo minucioso, elaborado e que deve ser pensado de
forma responsavel. Entendo que a contribuicdo efetiva da Historia da Matematica no presente
trabalho dependera da forma com que o professor abordara as propostas apresentadas, fato
que justifica a nossa constante discussdo com o docente ao longo do desenvolvimento da
proposta.

Cabe ainda ressaltar, em linhas gerais, que paraticipagdo da Historia da
Matematica no processo educacional, da forma que discutimos no presente trabalho, vai além
de simplesmente usar os problemas histéricamente produzidos ou usar certo conceito

desenvolvido por um matematico, fatos que consideramos necessarios, porém nao suficientes.
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A0 nosso ver a Histdria da Matematica devera responder algumas perguntas tais como: 1)
Quais fatores levaram os povos antigos a desenvolver conceitos matematicos? 2) Porque 0s
egipcios e babilonios estagnaram no desenvolvimento da Matematica? 3) Que aspectos
proporcionaram aos gregos desenvolver conceitos abstratos, dentro de padrdes formais? 4)
Qual foi a importancia dos erros no processo de producdo de conceitos e teorias matematicas
ao longo da histéria?

Ressaltamos a importancia de conceber a Matematica como processo de
producdo humana, propondo ao aluno a possibilidade de (re)construir e (re)criar 0s conceitos
usando sua criatividade. N&o acreditamos que esse processo seja simples, mas analisamos que
é possivel, a partir da pratica investigativa e do esfor¢o pessoal do docente.

Ao propormos o uso do GeoGebra durante algumas etapas das atividades,
buscamos evindenciar ao leitor a nossa preocupacdo acerca de nao deixar que o software se
torne o ponto principal das atividades. Conforme discutimos na se¢do 2.2 e 2.3 0 uso da
tecnologia so6 trard beneficos mediante ao uso correto que compreende analisar uma série de
fatores relacionados ao conhecimento do contetdo, do processo pedagogico e da tecnologia.

Evidenciamos ainda nossa maior preocupacao a de que o aluno ndo assuma

3

a posicdo de “zona de conforto” a partir da observagdao das potencialidades do software,
deixando que o GeoGebra substitua sua funcédo de raciocinar, desenvolver conceitos e realizar
calculos. Nesse aspecto entendemos que é essencial ao professor evidenciar ao aluno que o
GeoGebra é composto de uma infinidade de recursos, mas que sé podera realizar qualquer
comando por meio da criatividade e capacidade intelectual de quem o manuseia.

Ao deixarmos quatro propostas no capitulo 3, buscamos cobrir determinadas
situacGes em que a Matematica poderia ser Util para resolver problemas sociais dos alunos, a
exemplo do que foi a Matematica para 0s egipcios e babilénios. Em contrapartida, nédo
entendemos que esses problelmas devam servir de modelo ao aluno, ao contrario, entedemos
que as atividades podem auxiliar no desenvolvimento de pensamento critico autonomo, bem
como a capacidade de criar solugcdes para os problemas que posteriormente poderdo se
apresentar ao longo de sua vida.

N&ao entendemos que as atividades aqui propostas devam ser consideradas
prontas e muito menos necessitam ser seguidas fielmente, pois analisamos que cada docente
deve considerar a viabilidade, a partir do contexto ao qual se propGe a aplica-las, podendo
adequar a proposta, acrescentando, retirando ou substituindo elementos, sempre que achar
coerente. Ainda nesse contexto entendemos que o conhecimento, a experiéncia e as

qualidades especificas de cada docente poderdo enriquecer a proposta apresentada neste
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trabalho, tornando-a efetiva para o aprendizado dos alunos.

Como sugestdo para a continuidade desse trabalho deixamos duas
propostas, a primeira consiste em aprofundar os conceitos aqui abordados, utilizando a
perspectiva historica, buscando estudar os problemas de quadraturas, tdo discutidos na Grécia
antiga e também nas civilizacGes egipcias. Destacamos o trabalho de Hipocrates, sobre
quadratura de ltnulas e os trabalhos de Arquimedes. Como base para pesquisa do assunto,
sugerimos (CORREA, 2008; MACIEL, 2011; BALIEIRO, 2004).

A segunda sugestdo consiste em abordar o processo de maximizacdo de
areas, dando continuidade ao trabalho que aqui iniciamos. A maximizacdo de areas consiste
em determinar a maxima area possivel de ser obtida, a partir de um perimetro constante. Tal
questdo permeou toda a Histéria da Matematica, por meio do problema da princesa fenicia
Dido®. Em 1987 Weierstrass forneceu uma prova completa da existéncia de uma solugdo para
0 problema, com base na teoria que desenvolveu para tratar problemas envolvendo a
maximizacao ou minimizagéo de certas integrais.

O problema de Dido esta pautado na desigualdade perimétrica, que afirma

2

. . . |
que “qualquer curva fechada de comprimento | cerca uma area menor ou igual = e este
T

valor sO € atingido se a curva for um circulo de raio 2'— (SOUZA, 2006, p. 1). Para
VA

desenvolver tal estudo, poderiamos primeiramente provar que, dentre os poligonos de nlados
e perimetro fixo k 0 que possui maior area é o poligono regular. Posteriormente devemos
provar a desigualdade isoperimétrica (SOUZA, 2006). O conceito intuitivo da desigualdade
isoperimétrica pode ser observado no desenvolvimento da atividade 3.2.3, quando exaurimos
o circulo por poligonos regulares nele inscritos.

Analisamos que o estudo da maximizagdo de areas proporcionard ao aluno a
capacidade de tomada de decisfes, analisando possibilidades para minimizar gastos e
aproveitar espacos, conceito que geralmente ndo é explorado de forma detalhado na Educacao
Basica, fatos que justificam nossa sugestdo. Na secdo 3.1 apresentamos atividades que
abordam, de forma sucinta, o conceito de maximizagao de areas e podem ser exploradas pelo

docente.

% No século IX antes de Cristo, a princesa fenicia Dido, que havia assassinado seu marido, chegou as terras do
norte da Africa (TUnez) junto com seu irmdo Pigmalido e fizeram um acordo com seus habitantes. Ao querer a
princesa Dido comprar terra para se estabelecer com seu povo, o rei daquele lugar somente Ihe permitiu comprar
a parcela de terra que poderia ser coberta pela pele de um touro. Dido cortou a pele em finas tiras formando uma
larga corda (de 1000 a 2000 metros) e a disp6s de maneira que cobrisse a maior parte de terreno possivel...
(SOUZA, 2006, p. 1).
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ANEXO A
Pontos do Reticulado - 1 cm
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ANEXO B
Pontos no Reticulado - 0,5 cm
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ANEXO C
Malha Quadriculada - 0,3 cm
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ANEXO D
Malha Quadriculada - 0,2 cm




