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Resumo

Ao se falar em Geometria Plana e, mais especificamente, area de poligonos, o que se
percebe € um enorme receio na apresentacao, demonstracao e aplicagdo de inUmeras
formulas. Emerge entdo dai a necessidade de criar novas possibilidades para o estudo
desta parte da Geometria. Nesse contexto, o objetivo do estudo foi destacar a importancia
de se criar novas abordagens que facilitem o processo ensino-aprendizagem da Geometria,
com foco no célculo de areas de poligonos simples. Para tanto, a metodologia utilizada
foi a pesquisa qualitativa, na modalidade investigacdo-acao, desenvolvida em novembro
de 2014, em trés turmas de primeiro ano do ensino médio de uma escola publica no
municipio de Bom Jesus do Itabapoana — RJ, com média de 35 alunos/turma. Os resultados
demonstraram que a inser¢cdo de materiais concretos e diferenciados, além do uso de
recursos tecnoldgicos tornam as aulas interessantes e interativas, permitindo a melhor
compreensao dos contetudos, dando grande destaque para a Geometria, considerada
complicada por grande parte dos alunos e até mesmo por alguns professores. Concluiu-se
que, por meio das atividades propostas, foi possivel aos estudantes aprenderem uma
forma inovadora de solucionar problemas envolvendo areas utilizando o Teorema de Pick,
especialmente quando os poligonos nao sao regulares, onde este se mostra mais eficiente,
pois nesses casos ndo ha formulas especificas.

Palavras-chaves: Areas de poligonos; Teorema de Pick; Geometria - Novas Abordagens.



Abstract

Once observing Plane Geometry, and more specifically the area of polygons, what is
observed is a huge fear on the presentation, the demonstration and the application of
countless formulas. It emerges from this point the necessity of creating new possibilities to
study this section of Geometry. In such a context, the study objective was to point out the
importance of making new approaches which are able to ease the teaching-learning process
on Geometry, focusing on the area calculation of simple polygons. For this, the methodology
used was the qualitative research in the research-action mode, developed in November of
2014 with three First Grade high school classes (each around 35 students per class) from
a public school in the city of Bom Jesus do ltabapoana — RJ. The results showed that the
insertion of concrete and differentiated materials, besides the use of technology resources,
make the classes interesting and interactive, allowing a better content comprehension and
so detaching Geometry, which is considered complicate by a great portion of students and
even some teachers. It is concluded that through the proposed activities, it becomes possible
to the students understand an innovative form of solving problems involving areas according
to the use of Pick’s Theorem, especially when the polygons are not regular, which is shown
more efficient, once there are no specific formulas for these cases.

Key-words: Areas of Polygons; Pick’s Theorem; Geometry - New Approaches.
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Introducao

Considerar as motivacdes de produgao do trabalho dissertativo € sempre relevante
frente ao que foi produzido. Ao iniciar a busca por algum tema para desenvolver na dis-
sertacao, deparei-me com alguns que despertaram meu interesse. Havia temas amplos,
complexos, incomuns, mas também temas simples e comuns no contexto da educacao
matematica. Surgiram muitas duvidas quanto a escolha.

Quando comecei a ler o livro Meu professor de Matematica e outras historias, de
autoria de Elon Lages Lima, o sumario j& me chamou atengéo devido ao item Como calcular
a area de um poligono, se vocé sabe contar. Fiquei curiosa, pois parecia uma grande con-
tradicdo: simplicidade versus enorme possibilidade. A partir dessa leitura fiquei conhecendo
o Teorema de Pick, que apesar da simplicidade, é encantador, pois permite calcular a area
de um poligono simples a partir da contagem dos pontos da malha quadriculada.

Realizei varias buscas sobre o teorema, mas o que pude perceber é que nao teria
muito referencial tedrico para realizar minha pesquisa, pois poucas séo as publicacdes a
respeito do tema, o que dificultaria a realizagao da mesma. Apostei no desafio.

Ao se falar em area de poligonos, 0 que se percebe é um enorme receio na apresen-
tacao, demonstracao e aplicacao de inumeras férmulas. Emerge dai a necessidade de criar
novas possibilidades para o estudo desta parte da Geometria, foi entdo que achei valido
apresentar o Teorema de Pick como uma abordagem para o calculo de areas de poligonos,
pois, além de ser uma forma de calcular a area de diferentes poligonos simples com uma
Unica formula, é de facil aplicabilidade em outras areas do conhecimento.

Satisfazendo a hip6tese de que o poligono deve estar fixado em uma malha quadri-
culada, cujos vértices coincidem com os encontros das retas dessa malha, para que tenha
validade, o teorema permite o célculo de areas de poligonos simples ndo regulares, em
que nao héa férmulas pré-definidas. Isso permite um trabalho contextualizado, pois se pode
propor céalculo de areas geograficas, estudos de danos ambientais ou quaisquer outros em
que se obtém um poligono simples que pode ser sobreposto a uma malha quadriculada.

A apresentacdo, demonstracao e aplicagdo do Teorema de Pick podem ser conside-
radas de grande importancia, quando abordado em uma perspectiva que podera contribuir
para a realizacao dos objetivos a que a moderna educacdo matematica propde-se, como
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um estudo paralelo ao da geometria tradicional, possibilitando um trabalho contextualizado
e interdisciplinar. Afinal, o teorema possibilita utilizar e explorar atividades em situagbes do
cotidiano, com potencialidades formativas. Essa contextualizagao deve ser prioridade no
ensino.

O que se pretende, entdo, é discutir a importancia, a fungéo e a necessidade de
apresentar outras abordagens no ensino da Geometria, com destaque para o Teorema de
Pick. Mediante o exposto, tomou-se como objeto desse estudo o Teorema de Pick, apre-
sentado como uma abordagem no célculo de areas de poligonos simples. Essa perspectiva
encaminhou a seguinte questao-problema: de que forma o Teorema de Pick pode auxiliar
no célculo de areas de poligonos simples?

Para desvelar o objeto deste estudo e dar veracidade ao tema, primou-se como
objetivo geral, a importancia de se criar novas abordagens que facilitem o processo ensino-
aprendizagem da Geometria, com foco no célculo de areas de poligonos simples. E como
desdobramentos, apresentam-se como objetivos especificos: analisar questdes de calculo
de area de poligonos simples com diferentes tipos de resolucéo; investigar a aceitagao do
Teorema de Pick como auxiliar no calculo de areas de diferentes poligonos simples; mostrar
o sentido de se apresentar materiais manipulaveis, mais especificamente o Geoplano, que
tornam o ensino mais prazeroso e conduz o aluno do concreto para a abstragao.

Sendo assim, esta investigagao se justifica na medida em que busca desvelar a im-
portancia da apresentacdo de novas abordagens que visem facilitar o ensino-aprendizagem
de conteudos geométricos e que conduzam o aluno a uma aprendizagem significativa.

O estudo esta dividido em capitulos, dispostos da seguinte forma: a Introducéo, em
que, apos a contextualizacdo do tema da pesquisa, sdo descritos os objetivos, situagao
problema e a contribui¢cao cientifica. A seguir, € desenvolvida a revisao de literatura, deta-
Ihando toda a pesquisa bibliogréafica realizada, essencial para o entendimento da posterior
analise das atividades desenvolvidas. Depois, sdo apresentados os aspectos metodologicos
pertinentes ao estudo, dando destaque para as demonstracées da Férmula de Pick.

A ideia de que a importancia da Matematica reside no raciocinio légico de-
dutivo que ela emprega é uma nogao bastante generalizada; e ndo apenas
os leigos pensam assim, pois muitos professores de Matematica também,
acreditam ser o encadeamento légico das demonstragdes a esséncia do
pensamento matematico.

Isto todavia, € uma visao parcial, ja que o pensamento matematico vai muito
além do raciocinio I6gico dedutivo. Em seus aspectos mais criativos, ele
repousa sobretudo na intui¢gdo, no raciocinio plausivel e nos recursos heu-
risticos, na imaginacao e na visualizagdo geométrica. Muito frequentemente,
o raciocinio demonstrativo apenas legitima o conhecimento ja adquirido
através desses outros recursos — os mais férteis da criatividade intelectual
(Geraldo Avila, apud (HELLMEISTER, 2013, p. 69)).

Em seguida, sdo explicitadas e analisadas as atividades aplicadas com a populagéao
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do estudo. Por fim, sdo apresentadas as consideragdes finais, elaboradas ao término do
estudo.

Figura 1 — Organizagéo do Trabalho

TEOREMA DE PICK:

Uma nova abordagem no ensino de
‘ Geometria Plana no Ensino Medio

§ 1 INTRODUCAO

2 REVISAD DE LTERATURA l

!

3 METODOLOGIAE
DESCRICAO DAS ATIVIDADES l

)

g 4 ANALISE DAS ATIVIDADES

5 CONSIDERA(;E)ES FINAIS

6 REFERENCIAS

7 APENDICES

Fonte: Elaboragao prépria

Espera-se que este estudo venha servir de subsidio aos profissionais da area, preo-
cupados com as praticas cotidianas no ensino da Geometria, permitindo-lhes apresentacao
de outras abordagens no processo educativo.
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Capitulo 1

Apresentacao historica, Aprendizagem
significativa, Definicoes e Areas de
poligonos simples

1.1 Breve historico da Geometria

Para que se entenda o foco desse estudo, faz-se necessario abordar a Geometria
Plana, seus principais conceitos e um breve panorama histérico. Nao ha duvidas quanto
a importancia da geometria no cotidiano da vida humana e o quanto o saber matemético
foi revolucionario proporcionando, principalmente, grandes efeitos no setor de construcao
e medicdo de terras/areas. Basta analisar a raiz a palavra geometria: geo (terra), metria
(medida).

Assim como todos os ramos do conhecimento, a geometria surgiu da necessidade e
observacao humana. Com um olhar ao redor, temos o sol, 0s picos, os animais, a natureza
em geral, os desenhos feitos pelo homem no processo da escrita, as esculturas, construcao
de templos, altares, casas, medicao de terras, enfim, uma diversidade de formas inerentes
ao ser.

O homem neolitico pode ter tido pouco lazer e pouca necessidade de medir
terras, porém seus desenhos e figuras sugerem uma preocupagdao com
relagbes espaciais que abriu caminho para geometria. Seus potes, tecidos
e cestas mostram exemplos de congruéncia e simetria, que em esséncia
sdo partes da geometria elementar (BOYER, 1974, p. 4).

Além dessa gama presente no dia-a-dia, desde aquela época, a necessidade de
medigao e calculos presentes em tantos contextos da vida humana fez com que os conheci-
mentos da geometria se tornassem emergentes, indispensaveis.

Com as frequentes cheias do Rio Nilo, a remarcacéao das terras era necessaria e,
para o célculo das areas, o uso da Geometria j& se dava, de forma ainda subconsciente,



Capitulo 1. Apresentacéo histérica, Aprendizagem significativa, Definicées e Areas de poligonos simples 20

intuitiva. A origem da geometria apresenta incégnitas,

Afirmagbes sobre as origens da matematica, seja da aritmética seja da
geometria sdo necessariamente arriscadas, pois os primérdios do assunto
sd0 mais antigos que a arte de escrever. Foi somente nos Ultimos seis
milénios, numa carreira que pode ter coberto milhares de milénios, que o
homem se mostrou capaz de por seus registros e pensamentos em forma
escrita. Para informagdes sobre a pré-histéria dependemos de interpreta-
¢Oes baseadas nos poucos artefatos que restaram, de evidéncia fornecida
pela moderna antropologia e de extrapolagéo retroativa, conjetural a partir
dos documentos que sobreviveram (BOYER, 1974, p. 4).

Os principais registros histéricos obtidos destacam o conceito de area ligado a men-
suracgao realizada pelas antigas civilizagées do Egito e Mesopotamia, regido da Babilbnia,
que relatam ja existir, a época, sociedades avancadas, ao longo do Rio Nilo, e territorios
circundantes, conhecidas por habilidades de irrigagdo e drenagem, técnicas agricolas,
praticas voltadas a construcao civil. Tais sociedades, mesmo ndo sabendo, ja desenvolviam
conhecimentos matematicos, a destacar: os desenhos; calculos; desenvolvimento de peso
e medida; medigao de reservatorios, canais e area para mensurar terrenos, hoje conhecida
como agrimensura, que se aprimoraram ao longo dos tempos. Hoje, esses conceitos sdo
essenciais a arquitetura e construgao e ficaram conhecidos como geometria babil6nica,
conforme afirma

A geometria babil6nica se relaciona intimamente com a mensuracgao pratica.
De numerosos exemplos concretos infere-se que os babildnicos [...] deviam
estar familiarizados com as regras gerais da area do retangulo, da area
do triangulo retangulo, e do triangulo isésceles (e talvez da area de um
triangulo genérico), da area de um trapézio retangulo, do volume de um
paralelepipedo reto-retangulo e, mais geralmente do volume de um prisma
reto de base trapezoidal... (EVES, 2011, p. 61).

Foi em 300 a.C. que o ‘pai da geometria’ Euclides de Alexandria organizou varios
trabalhos de extrema importancia sobre Geometria e, com a intencéao de dar uma estrutura
l6gica, os compilou na obra intitulada Os Elementos. Obra esta que foi e continua sendo a
maior, nesse ramo, ja publicada. Os Elementos sao organizados em treze livros e, mesmo
apos tantos anos, a Geometria que se vé hoje nas escolas provém dessa extraordinaria
obra. O que se percebe € que os textos utilizados atualmente sofreram muitas modificacoes
e se apresentam mais atuais, mas a forma como a Geometria é trabalhada na sala de aula
ainda segue modelos tradicionais. Vale elucidar que

Devemos ter em mente a teoria da origem da geometria numa secularizagao
de praticas rituais nao estd de modo nenhum provada. O desenvolvimento
da geometria pode também ter sido estimulado por necessidades praticas
de construgdo e demarcacgao de terras, ou por sentimentos estéticos em
relagéo a configuragdes e ordem. Podemos fazer conjunturas sobre o que
levou os homens da idade da Pedra a contar, medir, e desenhar. Que os
comecgos da matematica sdo mais antigos que as mais antigas civilizagées
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é claro. Ir além e identificar categoricamente uma origem determinada no
espaco e no tempo, no entanto, é confundir conjetura com histéria. E melhor
suspender o julgamento nessa questao e ir adiante, ao terreno mais firme da
historia da matematica encontrada em documentos escritos que chegaram
até nés (BOYER, 1974, p. 5).

E, em se tratando de terreno mais alicer¢cado, os Parametros Curriculares Nacionais
definem a matematica como:

Matematica é uma linguagem que busca dar conta de aspectos do real
e que é instrumento formal de expressdao e comunicagao para diversas
ciéncias. E importante considerar que as ciéncias, assim como as tecnolo-
gias, sao construgoes humanas situadas historicamente e que os objetos
de estudo por elas construidos e os discursos por elas elaborados nao
se confundem com o mundo fisico e natural, embora este seja referido
nesses discursos. Importa ainda compreender que, apesar de 0 mundo
ser o0 mesmo, 0s objetos de estudo sao diferentes, enquanto constructos
do conhecimento gerado pelas ciéncias através de leis préprias, as quais
devem ser apropriadas e situadas em uma gramatica interna a cada cién-
cia. E, ainda, cabe compreender os principios cientificos presentes nas
tecnologias, associa-las aos problemas que se propde solucionar e resol-
ver os problemas de forma contextualizada, aplicando aqueles principios
cientificos a situacgoes reais ou simuladas. Enfim, a aprendizagem na area
de Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias (BRASIL, 2000,
p. 20).

Vale ressaltar que no decorrer dos anos, ocorreram certos déficits no quesito al-
gébrico, uma vez elucidado uma série de problemas quanto a arte de calcular. Apesar
deste ponto, a historia foi essencial para que hoje a Matematica esteja bem fundamentada
e ainda venha sendo desenvolvida, de forma mais sistematizada. Assim, parte-se dessa
histéria, observa-se sua evolugao e destaca-se a importancia de priorizar contetdos de facil
aplicabilidade, como € o caso do Teorema de Pick, foco em questéo.

1.2 Breve Biografia de Georg Pick

Esta secéo foi escrita baseada em Wikipedia (2014).

Georg Alexander Pick nasceu em Viena, no ano de 1859, advindo de uma familia
judia. Entrou para a Universidade de Viena em 1875, com apenas dezesseis anos. No ano
seguinte, publicou seu primeiro artigo matematico. Graduou-se em 1879, com qualificacao
em Matematica e Fisica, podendo lecionar ambas as disciplinas. Na mesma Universidade,
defendeu seu Doutorado em 1880. Atuou nas universidades alemas de Praga e de Leipzig.
Participou da comissao que indicou Albert Einstein para a cadeira de Fisica na Universidade
de Praga e, a partir de entdo, os dois se tornaram grandes amigos. Havia uma troca de
conhecimentos cientificos, mas ainda despertaram o interesse pela musica, formando com
outros dois amigos, também professores da universidade, um quarteto musical.
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Focando seu trabalho no campo da matematica, escreveu 67 artigos, dentre eles o
Teorema de Pick. Apesar de simples, porém bastante util, a formula de Pick ficou obscura
por varios anos. Acredita-se que o autor ndo a considerou uma grande descoberta, tendo-
a publicado na Sitzungsber, uma secdo de matematica pouco conceituada de Praga. O
teorema de Pick recebeu mais atencdo ao ser publicado pelo matematico polonés H.
Steinhaus, que o incluiu em um de seus livros, em 1969, setenta anos depois de Pick o ter
publicado.

Pick retornou para Viena em 1927, apés ter aposentado. Como reconhecimento
de uma vida dedicada a grandes estudos, foi eleito membro da Academia das Ciéncias e
das Artes da Republica Tcheca. Apo6s os nazistas assumirem o poder, Pick foi expulso da
Academia, preso e enviado para o campo de concentragdo de Theresienstadt, em 1942,
morrendo duas semanas depois.

1.3 Aprendizagem Significativa segundo David Ausubel

David Ausubel foi um psicélogo e pedagogo norte-americano que ganhou notori-
edade por seu estudo sobre os processos de aprendizagem, investigando os diversos
tipos de aprendizagem e defendendo que a motivagao e a possibilidade de escolha dos
estudantes desempenham um papel fundamental.

Nesse contexto, cabe ao professor, antes de apresentar um tema, informar os
objetivos a serem atingidos, relacionando-os com os saberes ja adquiridos, ou seja, a
aprendizagem significativa, o qual o que sera aprendido deve integrar-se ao que o sujeito ja
conhece.

De acordo com Ausubel, Novak e Hanesian (1980, p. 137), para se reduzir a
psicologia educacional em um Unico principio este seria que "o fator isolado mais importante
que influencia a aprendizagem é aquilo que o aprendiz ja conhece".

Quando o novo material se relaciona, de forma nao arbitraria, com o co-
nhecimento ja adquirido, a aprendizagem é mais eficiente do que quando
esse material deva simplesmente ser armazenado, pelo aprendiz, de forma
arbitraria. A esse tipo de aprendizagem, em que o novo contetdo se as-
socia, de forma néo arbitraria, a estrutura cognitiva pré-existente, Ausubel
chama de aprendizagem significativa (meaningful learning), em contraposi-
¢ao a aprendizagem de materiais sem sentido, de associacdes arbitrarias,
de simples memorizagdo de pares ou séries de palavras (rote learning)
(AUSUBEL, 2000, p.1).

Para que ocorra uma aprendizagem significativa, € necessario que existam duas
condic¢des: o0 aluno deve estar predisposto a aprender e o contetdo a ser trabalhado deve
ser potencialmente significativo, ou seja, deve ter significado I6gico, que depende somente
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da natureza do conteudo, e significado psicolédgico, que € a experiéncia de cada individuo
(PELIZZARI et al., 2001).

A aprendizagem mecaénica, ao contrario, é aquela que apresenta novas informacoes
isoladamente, ndo havendo interagdo com conceitos ja aprendidos, tornando o conhecimento
estatico, fixo e imutavel e ndo como uma construc¢ado, o qual o sujeito adquire conhecimentos
relevantes, compreende as informacdes e as analisa criteriosamente.

1.4 Definicoes utilizadas

No decorrer do estudo serdo citados alguns termos, sendo, portanto, necessario
defini-los.

Hellmeister (2013, p. 292) afirma que poligono se constitui em uma linha poligonal
fechada sem autointerseccoes, ou seja, cada lado possui somente um ponto comum com o
lado anterior e seguinte, ndo com os demais. Por vezes, pode designar a regiao do plano
limitada por essa linha poligonal fechada sem autointersecgdes.

A malha quadriculada é uma base formada por retas horizontais e verticais distantes
uniformemente. As malhas quadriculadas podem ser utilizadas nos diferentes segmentos da
educacao, pois proporciona aos alunos a familiarizacdo com diferentes desenhos, incluindo
as formas geométricas, além disso, facilita a introdug¢éo de conceitos como &rea, simetria e
proporcionalidade. E comum usar outros termos para definir malha quadriculada, tais como:
plano reticulado ou rede no plano.

Rede no plano é um conjunto infinito de pontos dispostos regularmente ao
longo de retas horizontais e verticais, de modo que a distancia de cada um
deles aos pontos préximos na horizontal ou na vertical é igual a 1. Tomando
um sistema de coordenadas cartesianas, com origem em um ponto da rede,
um eixo na diregao horizontal e outro na vertical, a rede pode ser descrita
como o conjunto de todos os pontos do plano cujas coordenadas (m,n)
sdo numeros inteiros (positivos, negativos ou zero)(LIMA, 2012, p. 117).

Nesse trabalho serd mencionado o termo malha quadriculada.

Triangulo e paralelogramo fundamental sdo bem definidos:

Um triangulo chama-se fundamental quando tem os trés vértices e mais
nenhum outro ponto (do bordo ou do interior) sobre a rede.

Analogamente, um paralelogramo diz-se fundamental quando os quatro
vértices sdo os Unicos dos seus pontos que pertencem a rede.

Evidentemente, qualquer das duas diagonais de um paralelogramo fun-
damental o decompde em dois tridngulos fundamentais com uma base
comum.

Reciprocamente, partindo de um tridngulo fundamental ABC, podemos
obter um paralelogramo ABCD, tragando pelo ponto C uma paralela ao lado
AB e pelo ponto B uma paralela ao lado AC, que se encontram no ponto D
(LIMA, 2012, p. 119).
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Tais definicoes poderao ser utilizadas para melhor compreensao do tema em ques-
tao.

1.5 Area das figuras planas

Na matematica escolar, conceitua-se area como grandeza, a partir desse pressu-
posto pode-se dizer que area é a medida de uma parte do plano ocupada por uma figura
especifica. Para determinar a area de uma regidao do plano faz-se necessario comparar
sua superficie com a de outra considerada como padrao. Lima (2006, p. 246) afirma que:
“medir uma grandeza significa compara-la com uma outra de mesma espécie tomada como

unidade”.

Um numero (real) é o resultado da comparagao de uma grandeza com a
unidade, que é uma grandeza da mesma espécie, fixada como padrao. Ha
basicamente dois tipos de grandeza: as discretas (como um rebanho) e as
continuas (como o tempo, o peso € a distancia). Comparar uma grandeza
discreta com a unidade significa efetuar uma contagem; o resultado é sem-
pre um numero inteiro. Se, entretanto, a grandeza é continua, compara-la
com a unidade é medi-la; o resultado da comparagao (medida) € um niumero
real. Se a grandeza (continua) que se quer medir € comensuravel com a
unidade escolhida, a medida € um namero racional; se € incomensuravel,
sua medida € um ndmero irracional (LIMA, 2006, p. 8).

Para realizar essas comparagées, faz-se necessario utilizar uma grandeza predefi-
nida como referéncia, grandeza essa chamada de unidade padrdo. A unidade de medida
padrao utilizada com maior frequéncia é o metro, definido a partir da necessidade de se
estabelecer uma unidade natural, ou seja, que fosse buscada na natureza e pudesse ser
facilmente copiada e estabelecida como padrdo. Sendo assim, escolheu-se a Terra como
referéncia para definir essa unidade e adotou-se o0 metro, que é a décima milionésima parte
de um quarto do meridiano terrestre.

O metro quadrado, representado por m?, é a unidade padrao de area, derivada do
metro, pois corresponde a area ocupada por um quadrado com um metro de lado. Existem
diversas outras unidades de medida de area usadas, de acordo com o contexto ou tomados
como unidades especificas para cada caso, baseado no tamanho da area a ser medida.
O centimetro quadrado (cm?) corresponde a um quadrado de 1cm de lado, geralmente
empregado para medir regidbes pequenas, menores que o metro. O quildmetro quadrado
(km?) é muito usado para medir territérios ou outras superficies consideradas maiores que
o metro. O hectare (ha) corresponde a &rea ocupada por um quadrado de lado equivalente
a 100m, um hectare equivale a um hectémetro quadrado (hm?), é utilizado na medigdo de
areas rurais, areas de reflorestamento e desmatamento, entre outras.

Sendo assim, pode-se afirmar que area € a medida de uma superficie tomada com
a finalidade de se estabelecer uma comparacao e definir qual € maior ou menor, baseado
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em uma unidade de medida adotada.

Em alguns casos € comum néo utilizar unidades de medida padréo, definindo-a
apenas por unidade de area (u.a.) ou unidade de medida (u.m.).

Suponha que se queira medir a regido hachurada do plano que esta em destaque
na figura 2, Area da regido hachurada. Faz-se necessario comparar essa regido com uma
unidade de area, o resultado dessa comparacao € um nimero que exprime quantas vezes a
regido hachurada contém a unidade de area. Essa medida assim obtida é a &rea hachurada.

Figura 2 — Area da regido hachurada

Ua

Fonte: Elaboragao prépria

S =175u.a

1.5.1 Area do retangulo

Retangulo é todo quadrilatero que tem os quatro angulos retos e, consequentemente,
os lados opostos séo paralelos. Dada uma regido retangular, para obter a area basta
multiplicar a medida da base (b) pela medida da altura (h):

Figura 3 — Area do retangulo

b
Fonte: Elaboragao prépria

Seb=3eh =2, entado:

S =3.2 =6u.a
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1.5.2 Area do quadrado

Quadrado é todo quadrilatero que tem os quatro lados congruentes e os quatro
angulos retos, pode-se dizer que o quadrado € um retangulo que possui todos os lados
iguais. Dada uma regiao quadrada, cujo lado mede [, sendo [ um namero real positivo
qualquer. Essa regido pode ser decomposta em [? regides quadradas justapostas, assim, a
area do quadrado é dada por:

S =1

Figura 4 — Area do quadrado

I
Fonte: Elaboragao prépria

Se [ = 3, entao:

S =3%2=9u.a

1.5.3 Area do paralelogramo

Paralelogramo é todo quadrilatero no qual os lados opostos séo paralelos. A area
da regiao limitada por um paralelogramo equivale ao produto da medida de uma de suas
bases (b) pela medida da altura correspondente a base escolhida (h):

Sipy = b.h

Figura 5 — Area do paralelogramo

b
Fonte: Elaboragao prépria

Seb=3eh =2, entido:

S =3.2=6u.a
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1.5.4 Area do triangulo

Tridngulo é o poligono que possui trés lados e trés angulos. A condicao de existéncia
de um tridngulo é que qualquer um de seus lados seja menor que a soma dos outros dois e
maior que a diferenca entre eles. A area de uma regiao triangular € a metade do produto da
medida da base (b) pela medida da altura (h):
b.h

Sy =

Figura 6 — Area do triangulo

b
Fonte: Elaboragao prépria

Seb=4eh =2, entdo:

4.2
S = - = 4u.a

No caso do tridangulo equilatero, ou seja, o triangulo que possui os trés lados e os
trés angulos iguais, a area, cujo lado mede [, pode ser obtida pela férmula:

V3
4

S(1)

1.5.5 Area do trapézio

Trapézio é todo quadrilatero que possui um sé par de lados paralelos, ou seja, suas
bases sao paralelas. A area de uma regiao trapezoidal € semissoma das medidas das
bases (B: base maior; b: base menor) multiplicada pela medida da altura (k).

(B+b).h

Sy ="

Se B=4,b=3eh =2, entdo:

44+ 3).2
S:%:ﬁua
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Figura 7 — Area do trapézio

b

Tr

B
Fonte: Elaboragao prépria

1.5.6 Area do losango

Losango é todo quadrilatero que tem os quatro lados com medidas iguais. A area
de uma regiao limitada por um losango é dada pela metade do produto da medida de suas
diagonais (D: diagonal maior; d: diagonal menor).

Figura 8 — Area do losango

L

Fonte: Elaboragao prépria

SeD=4ed=2, entdo:

S:?:Zlu.a
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Capitulo 2

O Teorema de Pick

2.1 A Formula de Pick

Utilizada para calcular a area de um poligono simples, cujos vértices sdo pontos
de uma malha quadriculada, é uma férmula simples, porém bastante interessante, pois
possibilita o célculo da area através da simples contagem de pontos, minimizando as
dificuldades encontradas na resolugao de problemas geométricos devido ao uso de inimeras
formulas.

Teorema 2.1 (Teorema de Pick) A area de um poligono simples cujos vértices sdo pontos
de uma malha quadriculada é dada pela formula

S:%BJrI—l (2.1)

em que B é o numero de pontos da malha quadriculada, situados sobre o contorno (borda)
do poligono e I é o numero de pontos da malha quadriculada, situados no interior do
poligono.

A seguir seguem alguns exemplos e posteriormente serdo apresentadas as demons-
tracdes da férmula de Pick.

A Figura 9, Poligonos simples, mostra alguns poligonos que podem ter suas areas

calculadas utilizando a formula de Pick.

14
S(poly) = ?4—6—1: 12

12
S(polQ) - ? + 10—-1=15

3 1
Spols) = 5 +0-1=35
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Figura 9 — Poligonos simples

[ ] L ] ] L] [ ] L] L ] L - - - - - L] L] " L ]
[} - L] ® ] - - 4 . - " - - 5- [} -
Fonte: Elaboragao prépria
6
S(Poly) 25—1—4—1:6
11 15
S(Pols) :74—3—1:7

Observe que os poligonos séao simples e, por esse motivo, podem ter suas areas
facilmente calculadas, utilizando a férmula de Pick. A grande vantagem no uso desta férmula
esta na facilidade de calcular a area do poligono 5, por exemplo, que nao é um poligono
regular e ndo tem nenhuma férmula pré-definida pela geometria convencional, sem fazer
a divisdo em poligonos justapostos, que utilizariam diversas férmulas e demandariam um
tempo maior.

Vale ressaltar que ha a necessidade de analisar os poligonos fixados em uma malha
quadriculada, o que nao mais serd mencionado no que segue.

2.2 Demonstracao do Teorema de Pick

Ha diversas demonstracoes desse teorema. Neste trabalho serdo apresentadas
trés delas: a primeira baseada no livro Meu professor de Matematica e outras histdrias, de
autoria de Elon Lages Lima; a segunda por meio do processo de justaposi¢ao e a ultima
que conduz a demonstragdo em um processo de inducao infinita.

Em sua demonstragao, Lima (2012, p. 119), utiliza alguns Teoremas e um Corolario
que segue abaixo:
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Teorema 2.2 Se ABC é um tridngulo fundamental entdo ABCD é um paralelogramo
fundamental.

Demonstracéo:

Tendo como origem o ponto A(0,0) , consideremos um sistema de coor-
denadas cartesianas no plano, em relagdo ao qual os pontos da rede tém
coordenadas inteiras. Sejam B(m,n) e C(s,t) as coordenadas dos outros
dois vértices do tridangulo ABC. Entao, o quarto vértice do paralelogramo
tera coordenadas D(m + s,n + t), sendo m e n primos entre si.

O triangulo AEF, cujos vértices sédo
A(0,0), E(—m, —n)eF(—s, —t)

€ obtido trocando-se 0s sinais de ambas as coordenadas de cada ponto
do tridngulo ABC. Logo AEF' nao contém outro ponto com coordenadas
inteiras, além dos seus vértices, isto é, AEF é fundamental. O triangulo
BCD é formado pelo pontos P’(z +m + s,y + n +t), obtidos somando-se
m + s a abcissa e n + t a ordenada de um ponto arbitrario P(x,y) do
triangulo AEF. Se P’ tem coordenadas inteiras, P também tem. Como
AFEF é fundamental, o mesmo se d4 com BCD. Assim, os Unicos pontos
com coordenadas inteiras no paralelogramo ABCD s&o os vértices, ou
seja, ABC'D é fundamental (LIMA, 2012, p. 119).

Figura 10 — Paralelogramo fundamental

.'I-;'I:.'.“ 3, n+ L)

Fonte: (LIMA, 2012, p. 120)

1
Teorema 2.3 A area de um tridngulo fundamental € igual a 3

Demonstracao baseada em Liu (1979, p. 233):

Seja C'DFE um triangulo fundamental e seja OC' H D um paralelogramo que contém
CDE. Podemos supor que C'D é uma diagonal do retangulo, como mostra a Figura 11,
Area do triangulo fundamental.
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Figura 11 — Area do triangulo fundamental

o "
E

(7]

o F o

Fonte: (LIU, 1979, p. 233)

Temos os segmentos E'F' e EG, perpendiculares a OC e OD, respectivamente; o
ponto O como a origem; OC' e OD os eixos cartesianos; F' = (p,0) e C' = (¢q,0) os pontos
contidos na abscissae G = (0,7) e D = (0, s) os pontos contidos na ordenada.

Se I(p) indica o numero de pontos interiores de um poligono, entdo I ocup)y =

1
(¢—1)(s—1). Se C'D néo contém outros pontos além de C' e D entéo, ljocp) = §I(OCHD) =

1 1 1
§(q— 1)(s—1). De modo semelhante, [(cpr) = §(q—p— )(r—1)eliprc) = i(p— 1)(s—
r —1). Se CDE nao contém nenhum ponto interior, entdo I ocp) — I(cer)y — I(pEG) = D,

numero de pontos em OF EG excluindo os pontos dos segmentos OF e OG. Essa Ultima
equagao resulta em:

a1 ~1) =3 -p- V-1~ 3p-1s—r-1)=pr
Simplificada resulta em:

qs —ps —qr = 1.

Finalmente, se S(p) indica a area de um poligono,

Scpe) = Soocp) — Scer) — S(pEG) — S(OFEG)

1 1 1

S(C’DE) = §q5 - 5(61 - p)r - 5(5 - r)p —pr

1
S(C’DE) = §(qs —DpSs — qr)

1
ScpE) = 7

Isso completa a prova do Teorema 2.3.

Teorema 2.4 Todo poligono de n lados pode ser decomposto como reunido de n — 2
tridngulos justapostos, cujos vértices sdo veértices do poligono dado.
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Demonstracéao:

Supondo, por absurdo, que existam poligonos para os quais o0 teorema nao
€ verdadeiro, seja n 0 menor nimero natural tal que existe um poligono P,
com n lados, que nao pode ser decomposto conforme estipula o enunciado
acima. Tomemos no plano um sistema de coordenadas cartesianas, de
modo que nenhum lado do poligono seja paralelo ao eixo das ordenadas.
Seja A o ponto de maior abcissa no (bordo do) poligono P. Como nenhum
lado de P é vertical, A deve ser um vértice. Sejam B e C' os vértices
adjacentes a A. Ha 2 possibilidades.

Primeira: o triangulo ABC nédo contém outros vértices de P, alémde A, B e
C'. Neste caso, o poligono P’, obtido de P, quando se substituem os lados
AB e AC por BC, tem n — 1 lados. Como n é o menor nimero de lados
para o qual o teorema é falso, P’ pode ser decomposto em n — 3 tridngulos
na forma do enunciado. Juntando o tridangulo ABC' a essa decomposicao,
vemos que o teorema é verdadeiro para P, o que € uma contradi¢ao.

Segunda: O triangulo ABC' contém, além de A, B e C, algum outro vértice
do ponto P. Dentre esses, seja D o mais distante do lado BC. Entéo, o
segmento de reta AD decompde P em dois poligonos P’ e P”, o primeiro
com n’ e o segundo com n’’ lados, sendo n’ +n” =n + 2. Comon’ > 3
en’” > 3, vemos que n’ e n” sdo ambos menores que n. O teorema,
entdo, vale para P’ e P”, que podem ser decompostos, respectivamente,
emn’ —2en” — 2tridngulos, na forma do enunciado. Justapondo essas
decomposicdes, ao longo de AD, obtemos uma decomposicdo de P em
(n' —2)+ (n” —2) = n — 2 tridngulos, o que é uma contradigéo. Isto
completa a demonstragdo do teorema (LIMA, 2012, p. 123).

Figura 12 — Prova por absurdo do Teorema 2.4

1* POSEIBILIDADE

2* POSSIBILIDADE
Fonte: (LIMA, 2012, p. 124)

Corolario 1 A soma dos dngulos internos de um poligono de n lados é igual a (n — 2).7

Teorema 2.5 Todo poligono cujos vértices pertencem a uma rede pode ser decompostos

numa reunigo de tridngulos fundamentais.

Demonstracéao:

Em vista do Teorema 2.4, basta considerar o caso em que o poligono
dado é um triangulo ABC, que contém n pontos da rede (no interior ou no
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bordo). Se existir realmente algum ponto P da rede no interior do triangulo,
tragamos segmentos de reta ligando esse ponto aos vértices A, Be C' e,
desse modo, decompomos ABC em trés tridngulos, cada um contendo
um namero < n de pontos da rede. Se houver pontos da rede sobre os
lados de ABC', escolhemos um deles, digamos sobre AB, e o ligamos ao
vértice C'. Assim, decompomos ABC' em 2 triangulos, cada um contendo
um nimero < n de pontos da rede. Prosseguindo dessa maneira, com um
namero finito de etapas, chegaremos a uma decomposicdo de ABC em
triangulos fundamentais (LIMA, 2012, p. 123).

1
Para provar que §B + I — 1 é a area do poligono P, basta mostrar que o numero T’
de triangulos fundamentais da decomposi¢do de P dada pelo Teorema é igual a B + 21 — 2,

T
pois a area de P é igual a 3 em virtude do Teorema 2.3.

Deve-se calcular a soma dos angulos internos dos 7' tridangulos fundamentais que
compdem o poligono P, para isso ha dois caminhos.

O primeiro € evidente: se ha T tridngulos, a soma dos seus angulos internos é igual
a T'.m. O segundo consiste em calcular, separadamente, a soma Sb dos angulos que tém
vértice no bordo e a soma 57 dos angulos cujos vértices estao no interior de P.

Sejam B’ o nimero de vértices de P e B” o nimero de pontos da rede que estédo
sobre o bordo de P, mas nao sao vértices. Entdo B = B’ + B”. Evidentemente, Sb é igual
a soma (B — 2)7 dos angulos internos de P mais B”.7 (pois os angulos dos triangulos
fundamentais, com vértice em cada um dos B” pontos do bordo de P que ndo sio vértices
de P, somam um angulo raso, ou seja 7). Logo Sb = (B’ — 2)r + B".m = (B — 2)=. Por
outro lado, em cada ponto da rede interior a P, os angulos que tém como vértice somam
quatro retos, logo Si = 2I.x. Portanto Sb + Si = (B — 2 + 2I).m.

Lima (2012, p. 127) conclui comparando as duas contagens: T.m = (B — 2 + 2I),
ouseja, ' = B+ 21 — 2, como queria demonstrar.

Na demonstragao por justaposicao é necessario perceber que a area deve ser
aditiva, isto €, se P € um poligono simples, P pode ser obtido justapondo poligonos simples
P, e P, ao longo de pelo menos uma aresta, assim

Sy = S(p) + S(py)

Utilizando a Férmula de Pick para demonstrar a igualdade acima, tem-se S(P;) =

%Bk + I, — 1, k{1, 2} a area de P, obtida através da férmula e v 0 nimero de vértices da
fronteira comum aos poligonos P, e P, como esses poligonos tém uma aresta em comum,
eles terdo dois destes pontos (de acordo com a figura 13, Justaposicao de P1 e P2, os
pontos A e ('), serdo pontos de fronteira do poligono P e, assim, os vértices restantes, F,

F' e (G, serao pontos interiores de P, ou seja, v — 2.
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Sendo assim, o numero de pontos interiores do poligono P é dado por [

Figura 13 — Justaposicédo de P1 e P2

A

Fonte: Elaboragao prépria

I + I + v — 2 e o numero do contorno de P é dado por B = B; + By — 2(v — 2).

Entéo,

Spy =

1
S(p):§[Bl+B2—2(U—2)]+[[1+[2+’U—2}—1,

Spy =

Spy =

Spy =

Spy =

Spy =

1
-B+1-1
5 +

1 1
§Bl+§BQ—U+1+[1+[2+U—2—1,

1 1

B+ =By + 1 +1,—2
7 1+2 o+ 11+ Is )
1

1
—Bi+=By+ 1 +1,—2
5 1+2 o+ 11+ 1s )

1 1
(531 + 1 — 1)+ (532 + I, — 1),

Scpy) + S(p,), cOMO queria demonstrar.

Demonstramos que, justapondo-se dois poligonos simples, as respectivas areas
adicionam-se. Sendo assim, por meio desta demonstracdo, um poligono P pode ser decom-

posto em poligonos justapostos mais simples, para os quais a Formula de Pick possa ser
verificada. Como todo poligono pode ser formado por uma justaposi¢éo de triangulos, basta

que se demonstre que a Férmula de Pick seja valida para qualquer triangulo.

Segue, abaixo, algumas proposi¢des que serdo utilizadas para comprovar a validade

da férmula:

Proposicado 1 (Propriedade aditiva da Formula de Pick) Sejam P e Q poligonos simples
no plano cuja intersecgcédo é uma aresta comum. Entéo, se a Formula de Pick é valida para
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P e Q, ela também é valida para o poligono P U ().

Lema 1 Num poligono simples com mais de trés vértices, existe um par de vértices que
sdo extremos de um segmento cujo interior ndo intersecta o poligono.

Figura 14 — Prova intuitiva do Lema 1

ar

Fonte: Elaboragao prépria

Na figura 15, Férmula de Pick para triangulo retangulo, esta representado o retangulo
R, em que dois de seus lados sao catetos de comprimento b e ¢ do tridngulo retangulo T,
catetos esses, paralelos aos eixos coordenados.

Figura 15 — Formula de Pick para triangulo retangulo

R

BC=¢

Fonte: Elaboragao prépria

Sendo B e [ a quantidade de pontos do contorno e do interior do triangulo, respecti-
vamente, sabendo que os pontos interiores do retangulo R sdo dados por (b —1).(c—1) e
chamando de p;, 0 numero de pontos da hipotenusa, sem considerar os pontos que sao
vértices do triangulo, tem-se I = %[(b —1).(c=1)—pyleB=b+c+py,+1.

1
Se a férmula de Pick é dada por S = §B + I — 1, substituindo as duas igualdades
anteriores obtém-se

S:%(b+c+ph+1)+%[(b—1).(0—1)—ph]—1
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1 1
S:§(b+0+ph+1)+§(—b—c—ph+1+b6)—1

1

1

S:1+§bc—1
be

S=3

O que comprova que a formula de Pick vale para tridngulos retangulos, uma vez que
foi obtida através dela a formula usual do calculo da area do triangulo, afinal, pode-se tomar
qualquer um dos catetos como base e outro com altura.

Como todo retangulo R pode ser formado por dois triangulos retangulos, a formula
de Pick vale também para todo retangulo.

Agora, seja T' um tridngulo qualquer, pode-se formar um retangulo R, tal que R =
TUT,UT,UTs, onde 11, Ty e T5 sejam tridngulos retdngulos paralelos aos eixos.

Figura 16 — Formula de Pick para triangulo qualquer

R

A

T1 T2

T3

Fonte: Elaboragéo proépria

Assim, se o teorema é valido para R, T}, 15 e T3, ele vale também para o tridngulo
T, devido a Proposicao 1 e pela justaposi¢do de poligonos demonstrada acima.

Na demonstragao por indugéo, tem-se:

« Para n = 3, ou seja, poligonos com trés vértices. No caso de tridngulos, é fato
demonstrado, que a férmula é valida.

* Suponha, entdo, que a formula de Pick seja valida para qualquer poligono simples
com k vértices, onde k<ne,ken € N.

« Agora, considere um poligono P com (n + 1) vértices (V1, Vs, ..., V,,, Vi,41). Pelo Lema
1, P possui um par de vértices que sao extremos de um segmento cujo interior
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n&o intersecta P. Considerando, sem perda de generalidade, V; e V), este par de
vértices, seja F; o poligono de vértices Vi, Vs, ..., V, e seja P, o poligono de vértices
Vi, Vo, Vos1, oo, Vi, Vigr. A formula de Pick vale tanto para P, como para P, pois
ambos tém, no maximo, n vértices, logo, pela Proposicao 1, a formula vale também
para P, o que prova que a Formula de Pick é valida para todo poligono simples com
n vértices.

2.3 Aplicacoes do Teorema de Pick

E notério que o teorema de Pick permite a realizacdo de atividades praticas que
envolvem o conhecimento geométrico, mais precisamente os conceitos de area. O que se
percebe no contexto escolar, com poucas excegdes, sao os conteudos de geometria plana
serem apresentados ao aluno de forma desmembrada e desvinculada de qualquer atividade
contextualizada. Assim, os conceitos sdo introduzidos com suas respectivas férmulas, sem
usufruir da riqueza que 0s mesmos proporcionam.

Como o Teorema de Pick resume-se em uma formula simples para calcular a area de
poligonos, muitas vezes nao regulares, ele da condi¢cdo do professor e/ou aluno aplica-lo em
situacdes cotidianas, o que contribui para uma aprendizagem mais significativa, favorecendo
a interdisciplinaridade.

Aprendizagem significativa € um processo por meio do qual uma nova infor-
magao relaciona-se com um aspecto especificamente relevante da estrutura
de conhecimento do individuo, ou seja, este processo envolve a interagao
da nova informagao com uma estrutura de conhecimento especifica, se
define como conceito subsuncor, existe na estrutura cognitiva do individuo
(Ausubel apud (MOREIRA, 1999, p. 153)).

A aprendizagem significativa desenvolve nos alunos a competéncia de argumentar,
criativa e criticamente através do processo ensino-aprendizagem da matematica. Fica facil
perceber que ndo basta apenas saber muitos conceitos matematicos, faz-se necessario que
os alunos vejam o significado e o valor do que esta sendo ensinado, efetivando-se assim
uma real aprendizagem.

Essas aplicacdes sdo as mais variadas, dando destaque para as que seguem abaixo.

2.3.1 Calculo da area de uma regiao irregular

Por permitir o calculo de regides poligonais irregulares, sem necessidade de medidas
lineares dos lados que compde esse poligono, o teorema de Pick pode ser aplicado no
célculo aproximado das areas de regides geograficas, auxiliando, assim, na investigacao
da dimensao de desmatamento e/ou queimada em determinada regido, para analise da
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gravidade de um vazamento de éleo no oceano, para calculo do numero de manifestantes
que ocupam uma localidade em passeatas ou protestos, entre outros.

Ainda focando no calculo de uma regiao irregular, pode auxiliar na engenharia ambi-
ental, sendo utilizado no calculo da area de plantacao de arvores distribuidas regularmente,
utilizando a contagem das mesmas, considerando-as como valores de B (pontos da borda)
e I (pontos interiores).

Pode, também, ser aplicado na medicina, definido a regido do corpo lesionada por
alguma doenca, como por exemplo, erupcdes na pele, podendo ser investigada quanto a
sua evolugao ou até mesmo fazendo comparativos de resultados sobre efeitos do remédio
usado.

2.3.2 Determinacao do niimero 7

A férmula de Pick pode ser usada para determinar o valor de 7, para isso se faz
necessario sobrepor o circulo em uma malha quadriculada e tragar poligonos que mais se
aproximam do contorno do circulo. O valor de 7 se aproxima cada vez mais de seu valor
real a medida que os poligonos apresentam uma quantidade de pontos cada vez maior. Ou
seja, quando a quantidade de pontos tende ao infinito, o valor de ™ se aproxima de seu
valor real.

2.3.3 Teorema de Pick e sua relacao com o Teorema de Euler para poliedros

planos
E denominado Poliedro plano, um poligono que pode ser decomposto como unio
de poligonos menores, desde que duas faces quaisquer da decomposicao satisfacam a

pelo menos uma das condigdes, ou sao disjuntas, ou tém um vértice em comum, ou tém
uma ou mais arestas inteiras em comum.

Teorema 2.6 (Teorema de Euler para Poliedros planos) Um poliedro plano com F' faces,
A arestas e V' vértices satisfaz a condicdo:V — A+ F =1

Figura 17 — Poliedro Plano e o Teorema de Euler para esse poliedro

Fonte: Elaboragao prépria
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O Teorema de Pick e o Teorema de Euler para poliedros planos tem a seguinte
relacao:

Teorema 2.7 O Teorema de Pick implica a Formula de Euler.

Segue abaixo a demonstragao desse teorema baseada na demonstragao de Tavares
(2015).

Demonstracéo:

Seja P uma figura poligonal simples, com V' vértices (em pontos de coordenadas
inteiras), A arestas e I’ faces. Dividindo essa figura poligonal em triangulos sem acrescentar
novos vértices, apesar de alterar os valores de F'e A, arelaggo V + FF = A+ 1 nédo
serd alterada, pois, quando se acrescenta uma aresta, acrescenta-se também uma face,
sendo assim, essas alteragdes se cancelam. Se este poligono for decomposto em triangulos
fundamentais, o numero de vértice também ¢é alterado, mas a relagao de Euler se mantém.

No Capitulo 2, ao se demonstrar o Teorema de Pick, afirmou-se que o nimero de
triangulos fundamentais em que um poligono foi decomposto equivale a B + 21 — 2, em
que B é o numero de pontos da fronteira e I o numero de pontos interiores do poligono.
Considerando o poliedro plano, o nimero de tridngulos fundamentais é equivalente ao
nuamero de faces, ou seja, F' = B + 2] — 2.

Além disso, o numero de vértices do poliedro plano € equivalente ao numero de
pontos da borda (B) mais os pontos interiores (I), entdo, V = B + I.

Com relagéo as arestas, é possivel perceber que cada aresta externa (A.) é lado de
apenas uma face e cada aresta interna (A;) é lado de duas faces, assim, 3F = A, + 2A4;.
Ainda em relacdo as arestas, tem-se que o numero de arestas internas equivale ao numero
total de arestas A, subtraido do nimero de arestas externas: 3F = A, + 2(A — A.). Como
0 numero de arestas externas é igual a B, entao:

3F = B+2(A - B)
3F = B+2A—2B
3F =24 B

Aplicando a relagéo ' = B + 2 — 2, tem-se:

3(B+2[—2)=24—B

3B+6]—6=24—B
AB + 61 — 6 =24
A=2B+3]-3

SeV=B+1eF =DB+2]—2, entao,
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V+F=B+1+B+2[-2
V4+F=2B+3]—-2
V+F=2B+31-3+1

Logo,
V4+F=A+1

O que demonstra que, mesmo decompondo o poliedro plano em triangulos funda-
mentais, a relagao de Euler continua sendo valida. Tendo sido provado que o Teorema de
Pick implica a Férmula de Euler.

Figura 18 — Poliedro Plano dividido em triangulos fundamentais

v=38

F=58

A=85
VaF=A+1
38+ 58=95+1

Fonte: Elaboragao prépria

Teorema 2.8 A Férmula de Euler implica o Teorema de Pick.

Demonstracao:

Usando a relagdo 3F' = 2A — B da demonstragao anterior, tem-se

3F —924_ B

3F 4+ B =24
FiB

a3 ;

Sabendo que V' = B + I e usando a formula de Euler, obtém-se a seguinte relagao:
V4+F=A+1
B+I+F=A+1

3+ B
2

B+1+F = +1

2B+21+2F =3F+B+2
F=DB+2-2
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Como o poliedro plano foi dividido em triangulos fundamentais, o0 nimero de faces
F equivale ao nimero desses triangulos, logo a area desse poligono (Sp) é igual a:

1
SP E EF
Entao, )
Ou seja,
1

E este, por sua vez, é o Teorema de Pick.
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Capitulo 3

Aporte metodologico

A metodologia utilizada foi a pesquisa qualitativa, na modalidade investigacao-acao,
por esta incluir, a0 mesmo tempo, a agao e a investigacéo, alternadamente, contribuindo
para uma reflexao critica e aperfeicoamento dos métodos. Segundo Coutinho et al. (2009,
p. 360), na investigagdo-acao, é essencial que o professor explore reflexivamente sua
pratica, “contribuindo dessa forma nao s6 para a resolucao de problemas como também (e
principalmente) para a planificagdo e introdugéo de alteragbes nessa mesma pratica”.

A dinamica ciclica de agao-reflexdo, propria da investigagdo-agao, faz
com que os resultados da reflexdo sejam transformados em praxis e esta,
por sua vez, dé origem a novos objetos de reflexdo que integram, nao
apenas a informagao recolhida, mas também o sistema apreciativo do
professor em formacéo. E neste vaivém continuo entre acéo e reflexdo que
reside o potencial da investigagdo-agao enquanto estratégia de formacao
reflexiva, pois o professor regula continuamente a sua agao, recolhendo e
analisando informacao que vai usar no processo de tomada de decisoes e
de intervencgao pedagdgica (SANCHES, 2005, p. 129).

No que se refere a abordagem, a pesquisa se classifica como qualitativa, que tem por
objetivo a compreensao da légica interna de grupos, instituicées e atores quanto a: valores
culturais e representacdes sobre sua historia e temas especificos; relagdes entre individuos,
instituicbes e movimentos sociais; processos histéricos, sociais e de implementacao de
politicas publicas e sociais (MINAYO, 2007).

Uma pesquisa qualitativa possui como caracteristicas seu carater descritivo, consi-
derando:

O ambiente como fonte direta dos dados e o pesquisador como instrumento
chave; o processo é o foco principal de abordagem e nao o resultado ou o
produto; a analise dos dados é realizada de forma intuitiva e indutivamente
pelo pesquisador; nao requer o uso de técnicas e métodos estatisticos; e,
por fim, tem como preocupacao maior a interpretagdo de fenédmenos e a
atribuigao de resultados (GODOY, 1995, p. 59).
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A pesquisa qualitativa, portanto, ndo procura a mensuragao dos eventos estudados,
assim como nao utiliza instrumental estatistico na andlise dos dados, mas envolve a
aquisi¢ao de dados descritivos sobre pessoas, lugares e processos interativos através do
contato direto do pesquisador com a situacao estudada, buscando a compreensao dos
fendmenos segundo a perspectiva dos participantes da situacdo em estudo (GODOQY, 1995).

O pesquisador, ao utilizar a abordagem qualitativa, busca o aprofundamento do
fendbmeno que estuda, interpretando-o segundo a visdo do participante da situacao anali-
sada, nao havendo preocupagao com representatividade numérica e estatistica, existindo
uma necessidade do pesquisador estar em contato direto com o campo, a fim de captar os
significados dos comportamentos observados (GOLDENBERG, 1999).

A pesquisa qualitativa é mais apropriada quando o pesquisador pretende interpretar
dados, fatos e teorias; descrever a complexidade de determinada hipétese ou problema;
quando deseja obter dados psicolégicos de um individuo ou grupo; analisar a interagao
entre variaveis; situacdes em que se faz necessaria a substituicado de dados estatisticos por
observacgdes qualitativas; ou apresentar contribuicées no processo de mudanga, criagcao ou
formulagao de opinides de determinado grupo (SOARES, 2002).

O presente estudo foi desenvolvido em novembro de 2014, em turmas de primeira
série do Ensino Médio. A escolha desse ano de escolaridade deu-se por conta do contetudo
area de poligonos simples constar no Curriculo Minimo, documento que norteia a grade
curricular de todas as disciplinas no estado do Rio de Janeiro e também no Curriculo Basico
- Escola Estadual, documento que norteia o ensino no estado do Espirito Santo na referida
série.

Figura 19 — Curriculo Minimo (RJ), Matematica, 12 série do Ensino Médio

Matematica

1 - Bimestre

Campo Numérico Aritmético

Fonte: (JULIANELLI, 2012, p. 15)
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Figura 20 — Conteudo Basico Comum (ES), Matematica, 1?2 série do Ensino Médio

APV TN D43 ESTADD D7 ESPIRTTE SANTO
Secravaria da Edscaple

6.4.4 Contelido Bisico Comum - Matematica - Ensino Médio

1° Ano

« Visualizar e descrever - Realizar construgdes geomeétricas de  GEOMETRIA, GRANDEZAS E MEDIDAS
propriedades e relacbes  poligonos, sdlidos e lugares geomé- | Visualizacio e analise de figuras geométri-
geomatricas, por meio da tricos, por meko de régua & compasso cas
andlise e comparacdo de e geometria dinamica. 05' . o
fiauras. ) « (% poligonos, suas caracteristicas e seme-

. _ = Reconhecer relagbes entre elementos  yan-5¢ demonstrades simples.

- Fazer pequenasinferéngias  de hguras semelhantes e homotéti-
ededugdesemgeometria,  cas. » Construgdes geometricas.
d_em?:S;:ﬂdO 1eor_em|a5 - Resolver problemas geométricos * Congruéneia, semelhanga e homotetia
:|an SCageomEmaple  rilizando construgdes, envolvendo . Resolugdo de problemas envolvendo os

: |U93f~‘:‘5 geométricos, CIOF‘Q udncia e conceltos de perimetro, drea e volume.
h [ :
et e e « Medidas de comprirnento, drea, volumne,

+ Saberjustificar os processos utilizados  massa, tempo, ete.
nas construgdes geometnicas.

= Reconhecer o5 eixos cartesianos e
usd-los para representar pontos no
plano.

« Saber calcular perimetro, dreas e vo-
lumes de figuras diversas, bem como
reconhecer suas aplicagdes na reso-
lugéo de problemas diversos.

Fonte: (ENSINO, 2009, p. 118)

« Simetria: translagdo, rotacao e reflexdo.

» Os eixos cartesianos: a representacao de
pontos por meio de coordenadas.

+ Introducdo a geometria analitica: pontos,
distancias entre pontos, ponto médio, a
reta como lugar geométrico.

Sou professora em ambos os estados. A escola em que trabalho no Espirito Santo
tem apenas uma turma dessa série, portanto preferi propor as atividades para alunos
da 12 série do Ensino Médio em uma escola da rede publica estadual em Bom Jesus do
ltabapoana — RJ. A escola escolhida é reconhecida por sua incessante busca pela qualidade
de ensino, obtendo niveis de destaque em comparacao a outras escolas da rede estadual.
Possui uma equipe pedagdgica disposta a colaborar com trabalhos que visem a melhoria e
inovagao da educacéao. A escolha por essa escola se deu por eu ja trabalhar nela ha sete
anos e, por esse motivo, pude acreditar no apoio de toda essa equipe para se desenvolver
o trabalho. Além disso, as turmas em que as atividades foram desenvolvidas eram proprias,
sendo assim, havia a certeza da disponibilidade e interesse dos alunos em participar de um
trabalho diferenciado, colaborando, entdo, para elaboracao e execugao do mesmo.

Primeiramente, foram utilizadas duas aulas, com 50 minutos cada, na qual foi
apresentado o Teorema de Pick, com um breve histérico, a férmula, sua demonstracao e
ideias de aplicabilidade, para que o aluno pudesse analisar o material com propriedade
e tivesse os subsidios necessarios para realizar as atividades propostas. Posteriormente,
utilizou-se 0 mesmo tempo de aulas para a realizagdo de cada atividade e discussao das
mesmas.
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As atividades com o Geoplano e Aproximando o valor de 7 foram realizadas em grupo
de 4 a 5 alunos, assim como a atividade com o Applet, devido a falta de computadores.
As demais atividades foram realizadas individualmente. Todas essas atividades foram
realizadas em trés turmas diferentes, chamadas de EM-1001, EM-1002 e EM-1003, com 32,
39 e 34 alunos, respectivamente, tendo presencga quase integral em todos os momentos.
Esses alunos possuem faixa etaria entre 14 e 16 anos, sdo, em sua maioria, participativos
e demonstraram interesse na realizagdo das atividades propostas.

3.1 Descricao das atividades desenvolvidas

Propor atividades é interessante para desenvolver habilidades e competéncias sobre
conteudos discutidos e analisados com os alunos de maneira mais significativa. Eles se
mostram mais interessados quando séo desafiados a realizar atividades planejadas de
forma ludica, com materiais manipulativos, tecnoldgicos e, principalmente, quando estao
correlacionadas com o cotidiano. Fica clara a importancia de se contextualizar o ensino da
Matematica, mais especificamente o da Geometria, com o cotidiano dos alunos. Também
vale ressaltar que inserir a tecnologia no contexto escolar deve ser uma pratica, pois além
de ter um cunho motivador, é inegavel que nos dias atuais a escola ndo pode ficar a margem
de uma sociedade extremamente tecnoldgica.

Sendo assim, a proposta das atividades se justifica por tornar a aprendizagem
mais significativa, fazendo com que os alunos participem efetivamente das mesmas, como
personagens principais na construgao de seu conhecimento. Sdo atividades simples, que
podem ser adaptadas para diferentes niveis de escolaridade.

3.1.1 Malha Quadriculada

Objetivo: Levar o aluno perceber que mesmo com diferentes tipos de resolugao pode-se
chegar a resultados similares.

Publico-alvo: Alunos de séries que constam em seus curriculos areas de poligonos simples.
Pode ser realizada individualmente ou em grupo.

Materiais utilizados: Atividade impressa (Apéndice), lapis, régua, caneta azul e vermelha.
Tempo previsto: 02 horas/aula.

Descricao: Os alunos devem ligar os pontos predefinidos em uma malha quadriculada,
formando poligonos simples, e calcular a area de cada poligono encontrado usando, se
necessario, um banco de formulas dado.

Ainda nesta atividade, os alunos devem preencher uma tabela com a contagem dos
pontos do contorno (B) e os pontos interiores (1), aplicando a Férmula de Pick, encontrando
assim, por outro método, a area dos poligonos.
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Figura 21 — Passo 1 da atividade 1

Fonte: Elaboracao Prépria

Figura 22 — Passo 2 da atividade 1

i Pontos Azuis | Pontos Vermelhos Formula de Pick ;
Poligono Area

(B) @ A=1/,B+1-1

Fonte: Elaboracao Prépria

Esta atividade traz, ainda, dois questionamentos, primeiramente, pede-se para que
se compare o0s resultados das areas obtidas pelos dois métodos solicitados e, a seguir,
pergunta-se qual o método seria escolhido para realizar o célculo dessas areas indagando
0 porqué.

3.1.2 Geoplano

Objetivo: Apresentar o Geoplano para auxiliar o célculo de areas de poligonos simples
através da contagem dos pontos.

Publico-alvo: Alunos de séries que constam em seus curriculos areas de poligonos simples.
Realizada em grupo.

Materiais utilizados: Atividade impressa (Apéndice), geoplano, elasticos, lapis e régua.
Tempo previsto: 02 horas/aula.

Descricao: O primeiro passo foi apresentar o Geoplano para os alunos. Um minicurso
apresentado na Il Bienal da Sociedade Brasileira de Mateméatica conceitua e reforga a ideia
da utilidade do geoplano:
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Geoplano: é um recurso didatico-pedagdgico dindmico e manipulativo (cons-
truir, movimentar e desfazer). Contribui para explorar problemas geomé-
tricos e algébricos, possibilitando a afericao de conjecturas e podendo-se
registrar o trabalho ou reproduzi-lo em papel quadriculado. Além disso, o
geoplano facilita o desenvolvimento das habilidades de exploragéo espacial,
comparagao, relagéo, discriminagdo, sequéncia, envolvendo conceitos de
fragcbes e suas operagdes, simetria, reflexao, rotagao e translagao, peri-
metro, area. O geoplano € um meio, uma ajuda didatica, que oferece um
apoio a representacao mental e uma etapa para o caminho da abstragao,
proporcionando uma experiéncia geométrica e algébrica aos estudantes
(MACHADO, 2014).

Figura 23 — Geoplano

Fonte: Dados da pesquisa

O uso do Geoplano permite que haja interacdo entre os alunos, destacando-se a
existéncia de desenvolvimento individual e, principalmente, coletivo, despertando interesse
dos alunos em participar ativamente, havendo, sempre que necessario, intervengao do
professor, estreitando a relacao entre eles.

Os alunos recebem um geoplano e elasticos, que sdo usados para construir as
figuras geométricas; além de material impresso, que contém malhas quadriculadas onde
devem transcrever o desenho formado no geoplano.

A proposta era reproduzir hexagonos (podendo ser escolhida outra figura geomé-
trica) com diferentes formas, utilizando nimeros distintos de pontos de contorno (B) e
interiores (1), dividindo-os em tridngulos fundamentais, ou seja, tridngulos cuja area mede

0 equivalente a §u.a. A partir da contagem desses tridngulos seria permitido o calculo da
area dos hexagonos.

Figura 24 — Hexagono subdivido em triangulos fundamentais

- E [

* * L] .

Fonte: Elaboragao Prépria

Os alunos sao questionados se conseguem estabelecer alguma relagao entre as
areas obtidas e os valores de B e [. A atividade segue com o preenchimento de novas
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tabelas para facilitar a resposta ao questionamento acima. Assim, ao analisarem hexagonos

com apenas um ponto interior, devem observar que a area encontrada atende a regra —.

, o B . . B
Com dois pontos interiores, 5 + 1. Com trés pontos interiores, 3 + 2.

Figura 25 — Hexagono com [ =1

. Descubra uma regra geral. que correlaciona o valorde B e
=1
sua respectiva drea.
B Area Exemplo:
4 SeB=8¢ A=4. entio A = sz
9
10
Fonte: Elaboracao Prépria
Figura 26 — Hexagono com [ = 2
=2 Descubra uma regra geral, que correlaciona o valorde B ¢
sua respectiva area.
B Area
9
10

Fonte: Elaboracado Prépria

Pede-se que se inclua o [ na regra encontrada por experimentagao, utilizando
diferentes valores para I e B. Sendo assim, os alunos sao induzidos a concluir que toda

B
area pedida atendia a regra B + I — 1, comprovando assim a Férmula de Pick.

Figura 27 — Finalizagdo da atividade 2

Incluindo o valor de I na regra geral obtida como ficana?
Usando o exemplo, temos

Para I=1:

A=8/
A=B/+0
A=Bf,+1

A=B/ <11

De forma aniloga comprove s¢ a Regra geral é valida para os demais casos:

Paral=2:

Paral=3:

Fonte: Elaboracao Prépria
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3.1.3 Applet desenvolvido por W.T.Zenon

Objetivo: Calcular areas de poligonos simples por meio da Férmula de Pick, reproduzir os
mesmos poligonos por meio do Applet e comparar os resultados.

Publico-alvo: Alunos de séries que constam em seus curriculos areas de poligonos simples.
Realizada em grupo.

Tempo previsto: 02 horas/aula.
Materiais utilizados: Atividade impressa (Apéndice), lapis e computador.

Descricao: Faz-se necessario apresentar o Applet aos alunos dando uma breve explicagao
do funcionamento do programa. Vale ressaltar que para o Applet funcionar € preciso que o
Java esteja instalado no computador.

Figura 28 — Applet desenvolvido por W. T. Zenon

3. A applet abaixo ilustra o teorema de Pick

Distancia entre pontos

Esta Applet é devidoa W. T. Zenon

Fonte: (ANDRADE, 2014a)

Os alunos devem calcular, usando a férmula de Pick, a area de cada letra da palavra
UENF (podendo ser alterada conforme preferéncia do professor e/ou do aluno), lembrando
que as hipbteses para a validade da formula devem ser satisfeitas.

Figura 29 — Poligonos da atividade 3

Fonte: Elaboracao Prépria
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Em um segundo momento, os alunos s&o levados ao laboratério de informéatica da
unidade escolar e desafiados a formarem as letras usando o Applet para comparar o valor
das areas encontradas. Cada letra da palavra em questao deve ser feita individualmente,
pois o Applet calcula a area de apenas um poligono simples por vez. A construgao dos
poligonos no Applet é bem simples, sendo feita utilizando apenas o mouse.

A férmula de Pick tornou-se objeto de estudo de diferentes pesquisadores. O pro-
fessor Doherty Andrade, da Universidade Estadual de Maringd, iniciou seu Trabalho com
o Teorema de Pick em 1985 e seu primeiro artigo continha apenas o teorema e algumas
sugestdes de como usé-los na sala de aula. O pesquisador produziu um software em lingua-
gem computacional conhecida como Pascal, em que era possivel desenhar com um mouse
um poligono com vértices sobre uma malha quadriculada, depois 0 programa calculava a
area. Esse software acabou ficando obsoleto devido a programagao computacional que
usava. Foi criado, entao, o Applet em questao, que pode ser usado online. Esse, porém,
necessita que o Java esteja instalado no computador. O Applet é fruto de um trabalho de
iniciagao cientifica de W. T. Zenon, em que Andrade ¢ orientador (ANDRADE, 2014b).

E sabido que a informatica tem adquirido grande importancia no cenario educacional.
Por esse motivo, sua utilizagdo como instrumento da aprendizagem e sua intervengao no
contexto social vem ocorrendo de forma brusca. Sendo assim, a préatica educativa deve se
adequar para introduzir atividades em que a informatica esteja envolvida.

3.1.4 Calculando a area aproximada do Estado do Rio de Janeiro

Objetivo: Contextualizar o calculo de areas de poligonos simples nao regulares.

Publico-alvo: Alunos de séries que constam em seus curriculos areas de poligonos simples.
Realizada individualmente ou em grupo.

Tempo previsto: 02 horas/aula.

Materiais utilizados: Mapa do Estado do Rio de Janeiro e malha quadriculada impressa
em papel vegetal (Apéndice), lapis e régua.

Descricao: Esta atividade foi organizada para ser realizada ap6s os alunos terem propri-
edade do uso da Férmula de Pick, pois, para a realizagao da mesma, faz-se necessario
conhecer e saber utiliza-la. Além disso, os alunos devem ter conhecimento das hipéteses
que devem ser satisfeitas para a validade da férmula.

Para que esta atividade seja realizada com éxito, além da Férmula de Pick, conceitos
como figuras semelhantes, proporcéo e escala devem ser levados em conta.

Quanto a nocao de semelhanga e escala de mapas:

Ha muitos séculos, a humanidade comecgou a desenvolver a arte de con-
feccionar mapas, com o objetivo de representar no plano, do modo mais
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perfeito possivel, uma superficie arredondada. No entanto, os diferentes
tipos de projecao cartografica apresentam algum tipo de deformacéao, ja
que ou distancias ou angulos nao podem ser preservados por elas. (...)
Além de buscar as semelhangas entre a figura desenhada e a regiao real do
globo, o leitor de um mapa talvez queira saber que distancias estao repre-
sentadas. Para isso, sdo usadas escalas, que estabelecem a relagdo entre
o comprimento de uma linha no mapa e o comprimento daquela distancia
na realidade (BARROSO, 2010, p. 288).

A atividade foi desenvolvida utilizando um mapa do Estado do Rio de Janeiro
contendo a escala (podendo o professor escolher qualquer outra regido, seja ela cidade,
outro estado, pais ou até mesmo planta de uma casa ou escola) e a malha quadriculada
impressa em papel vegetal devido a transparéncia. Sobrepondo a malha quadriculada ao
mapa, o aluno deve desenhar um poligono que se aproxime ao contorno do Estado em
questao, sendo que este poligono seja simples formado por segmentos de reta e tenha
vértices com coordenadas inteiras, ou seja, coincidindo com os pontos de encontro da
malha, respeitando assim as hip6teses do Teorema de Pick.

Sendo assim, a area do poligono desenhado pelo aluno é uma aproximagao para a
area do mapa apresentado. O aluno é desafiado, entéo, a fazer a contagem dos pontos de
contorno e interior e calcular a area utilizando a Férmula de Pick. O resultado encontrado
sera dado em u.a, referente ao tamanho da malha quadriculada. De posse da escala do
mapa, os alunos fazem as conversdées necessarias e chegam ao valor aproximado da area
do Estado do Rio de Janeiro. Vale ressaltar que, ao diminuir o tamanho da unidade de
medida da malha quadriculada utilizada, maior sera a precisao da area encontrada, pois
o desenho se aproximara ainda mais do contorno real do mapa em questao. Observa-se,
também, que ha uma pequena margem de erro visto que o0 processo é de aproximacao.

Os alunos séo levados a realizar comparag6es com os demais a respeito dos valores
encontrados e possiveis divergéncias.

3.1.5 Estimando o valor de 7

Objetivo: Relacionar o Teorema de Pick com o valor de .

Publico-alvo: Alunos de séries que constam em seus curriculos areas de poligonos simples.
Realizada individualmente ou em grupo.

Tempo previsto: 02 horas/aula.
Materiais utilizados: Atividade impressa (Apéndice), lapis e régua.

Descricao: Essa atividade exige dos alunos o dominio na aplicagao da férmula de Pick,
bem como o conceito de area do circulo, afinal o objetivo da mesma é encontrar valores
aproximados de .



Capitulo 3. Aporte metodoldgico 53

A histéria do m comecou ha muitos anos. A Biblia, em seu Velho Testamento, ja
fazia alusdo ao numero m, em Primeiro Livro dos Reis 7, 23 e também em Il Cronicas
4, 2. Ambas as passagens contém especificagdes para a construcao do grande templo
de Saloméo, onde a circunferéncia era seis vezes o raio. Isso significa que os antigos
Hebreus contentavam-se em atribuir a m o valor 3. Este valor foi possivelmente encontrado
por medigao e fora usado por muito tempo em certas civilizagoes.

Provavelmente, os primeiros valores para m foram obtidos por meio de
medidas. Por exemplo, no papiro Rhind (documento egipcio escrito por
volta de 1650 a.C) a razdo entre o comprimento e a medida do diametro
da circunferéncia apresenta o valor 3, 1604, que seria uma aproximagao do
namero 7.

Mais tarde, o matematico grego Arquimedes (287-212 a.C.) apresentou um
22

calculo tedrico que resultou na aproximagao - <m< - Para isso, ele

considerou um circulo de medida 1. Entao, percebeu que o comprimento
da circunferéncia do circulo estava entre o perimetro de qualquer poligono
regular inscrito e o perimetro de qualquer poligono regular circunscrito
(BARROSO, 2010, p.130).

Como é possivel relacionar o Teorema de Pick com o valor de 7? E sabido que o
valor de 7 esta relacionado com a area do circulo (S.), afinal

S, =m.r

Entao,

Sendo assim, é possivel encontrar aproximagdes do valor de 7 encontrando poligo-
nos que se aproximam melhor do circulo e aplicando o Teorema de Pick.

A é&rea da figura plana F deve ser um numero real ndo-negativo, que
indicaremos com «a(F’). Ele ficard bem determinado se conhecermos seus
valores aproximados, por falta ou por excesso.

Os valores de a(F') aproximados por falta séo, por definicdo, as areas dos
poligonos P contidos em F. Os valores de a(F') aproximados por excesso
séo as areas dos poligonos P’ que contém F'. Por conseguinte, quaisquer
gue sejam os poligonos P (contido em F) e P’ (contendo F), o nimero
a(F) satisfaz as desigualdades a(P) < a(F) < a(P’) (LIMA, 2008, p. 26).

No primeiro momento, os alunos recebem o circulo de raio 1, com quadrados inscritos
e circunscritos a ele, e baseando-se na citagao acima, sdo levados a concluir que a area
do quadrado inscrito € menor que a area do circulo que, por sua vez, € menor que a area
do quadrado circunscrito. Usando a Férmula de Pick, podem calcular a Area do quadrado
inscrito (A;) e a Area do quadrado circunscrito (A;;). Fazendo a média aritmética das duas
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areas encontram o valor aproximado de 7. Como o circulo tem raio 1, a aproximacao é
ainda distante.

Figura 30 — Circunferéncia de raio 1

G

Fonte: Elaboragao Prépria

Em um segundo momento, os alunos recebem um circulo de raio 3 e séo levados a
observar que o octégono € o poligono que melhor se aproxima desse circulo. Como estes
poligonos estdo sobre uma malha quadriculada, podem utilizar a Formula de Pick e calcular

; 3 S , , ] :
a area deste octégono. Se m = — e 0 octégono é o poligono que, neste caso, mais se
T

, ] : . . « S,
aproxima do circulo e, considerando S, como a area do octdégono, entdo, m = —; podendo
T
assim chegar a esse valor aproximado. Nessa etapa, o valor de 7 se aproxima mais do seu
valor real.

Figura 31 — Circunferéncia de raio 3

Fonte: Elaboracao Prépria

Para finalizar, os alunos recebem um circulo de raio 10. Para facilitar a resolucao da
atividade, os pontos da borda (B) e interiores (/) ja estdo contados. Utilizando a Férmula
de Pick, eles devem calcular a &rea deste poligono .S,,;. Analogamente a etapa anterior,

_ Shpol -
encontram o valor aproximado de m usando 7™ = —p; . Os alunos séao levados a observar
T
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que o valor de 7 aproxima-se cada vez mais de seu valor real a medida que os poligonos
apresentam uma quantidade de pontos cada vez maior. Ou seja, quando a quantidade de
pontos tende ao infinito, o valor de 7 aproxima-se de seu valor real.

Figura 32 — Circunferéncia de raio 10
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Fonte: Elaboragao Prépria
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Capitulo 4

Analise da aplicacao das atividades

Apés aplicacao dessas atividades, é possivel perceber que prover a aprendizagem
por métodos diferenciados sdo de extrema importancia para a melhoria na qualidade
do ensino. A inser¢cao de materiais concretos e diferenciados, além do uso de recursos
tecnolégicos, tornam as aulas interessantes e interativas, permitindo a melhor compreensao
dos conteludos, dando grande destaque para a Geometria, considerada complicada por
grande parte dos alunos e até mesmo por alguns professores.

A atividade Malha Quadriculada foi realizada individualmente, no periodo de duas
aulas com cinquenta minutos cada. Os alunos fizeram os poligonos pedidos e calcularam a
area utilizando as férmulas especificas para cada um deles.

Figura 33 — Fragmento da atividade 1 feita pelo Aluno 32

Malha Quadriculada

Passo 1:

Ligue os pontos formando poligonos simples:

Poligono 1: ABCD Poligono 3: IJK
Poligono 2: EFGH Poligono 4: LMNOPQ

Amuive Ecftar Exisir Opgles Famamentss Jansia Ajuca
N B GIGIPAN L
LEm .-
s
A 5
2 PR S S S—
|
|
b 5 e g gy’
3 3 8 L - a 02
o c £ . = H
. 4 L2
]
- o 3 4 5 8 0 1 £l 20 22

Figura 1: Imagem gerada pelo Geogebra

Fonte: Dados da pesquisa
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Figura 34 — Fragmento da atividade 1 feita pelo Aluno 19

~ Passo 2:

Calcule a drea de cada poligono encontrado, considerando que cada quadradinho tem uma

unidade de 4rea. Se achar necessario utilize o banco de férmulas abaixo

N, A . A(quadrado) — 12
L\ , Aca). b Ay bk
A (3 \) - % g rQ (2) = L{ 5o} & A(mﬁngulo) i
A9 Afay =3 Azy- 0.3
AC3 e Q/O'L -3 'A(triéngulo):%
AU{):E.L Ars)- b.h
2 .
Als): 3. B
Arn)=3.2 e 2 AG)= Brk . K Agwapezio) = —,~ - h
2 As) =6 -
AW -2 =] Ag) - / \
. ®J)=a+4 & te+3 2
A: 3

Fonte: Dados da pesquisa

Posteriormente, calcularam utilizando a férmula de Pick. Foi possivel perceber que
nao houve dificuldades em realizar as atividades propostas, mas o mais interessante foi a
percepcao de resultados similares, mesmo com a realizagao por métodos diferentes, e a
surpresa dos alunos em resumir varias férmulas em apenas uma, quando os poligonos sao
simples e estdo com os vértices coincidindo com os pontos da malha quadriculada.

Figura 35 — Fragmento da atividade 1 feita pelo Aluno 11

Passo 4:
Complete a tabela:
Pontos Azuis | Pontos Vermelhos Formula de Pick ,
Poligono 1 Area
(B) 1)) A=1/,B+I-1
6+0-3
1
12 y A
2 6+3-4
A2 3 3
334 -4
: ¢ 3 3
A

Fonte: Dados da pesquisa

Ao serem questionados, os alunos foram unanimes, dando destaque para a resposta
do Aluno 17 “Considerando que na primeira forma usada para calcular a &rea dos poligonos
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encontrados ha necessidade de se utilizar diferentes formulas, que na maioria das vezes é
desconhecida ou até mesmo esquecida, utilizar a Formula de Pick se torna, portanto, mais
pratica e objetiva”.

Figura 36 — Resposta do questionario da atividade 1 feita pelo Aluno 17

e Considerando que os poligonos estdo sobre uma malha quadriculada, o que possibilita a
utilizagio da Férmula de Pick, qual passo vocé escolheria para realizar o céalculo das areas

destes poligonos? Por qué?
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Fonte: Dados da pesquisa

A atividade com o Geoplano foi realizada em duas aulas com cinquenta minutos
cada, em grupo com 4 ou 5 alunos. Foi bem aceita por eles, acredito que isso ocorre por
apresentar materiais concretos, que eles podem manipular, fugindo daquilo que se considera
comum no contexto da sala de aula. Os alunos construiram os hexagonos com diferentes
quantidades de B e I, utilizando o geoplano e elasticos, posteriormente, transferiram esses
poligonos para a malha quadriculada, sem apresentarem dificuldades. Foi possivel perceber
que uns grupos faziam as construcdes com mais agilidade do que outros.

Figura 37 — Fragmento da atividade 2 feita pelo Grupo B-1

Hexagono 3 Sl e
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Fonte: Dados da pesquisa

Ao serem questionados, os alunos apresentaram dividas para estabelecer a relacao
entre as areas obtidas e os valores de B e I, pois eles focaram os calculos apenas na
contagem dos triangulos fundamentais. Com o preenchimento das proximas tabelas que
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facilitariam a resposta ao questionamento acima, os alunos, apés discussdao em grupo,
chegaram a conclusao de que toda area pedida atendia a regra g + [ — 1, comprovando
assim a Férmula de Pick. O excesso de desenhos e célculos tornou a atividade um pouco
cansativa, porém nao houve dificuldades para a efetivacdo da mesma em relacdo aos
conhecimentos matematicos.

Figura 38 — Alunos fazendo a atividade com o geoplano

Fonte: Dados da pesquisa

A utilizacéo do computador faz com que os alunos entrem em um ambiente interdisci-
plinar, no qual, além de receber informagdes, constroem seus conhecimentos. Para realizar
a atividade com o Applet desenvolvido por W.T.Zenon foi necessério realizar uma ambi-
entagdo ao espacgo do laboratério de informatica, bem como uma breve apresentagcéao do
Applet, auxiliando os alunos no manuseio do mesmo. Esta atividade utilizou duas aulas com
cinquenta minutos cada e foi realizada em grupo de 3 ou 4 alunos. Foi possivel observar a
agilidade dos alunos em manusear o Applet, realizando bem os comandos e demonstrando
interesse em concretizar a atividade.

A dificuldade encontrada na realizagédo dessa atividade deu-se pelo fato de que as
escolas publicas, em sua maioria, ndo possuem estrutura adequada, ainda mais quando a
questao é informatizacao. O laboratério da unidade escolar em questao nao esta adequado
a receber turma com mais de 30 alunos, o0 que acarreta certo desconforto. As maquinas
sao desatualizadas e ndao h& um técnico, caso algum imprevisto ocorra. E fato que essa
realidade néo é isolada, os recursos tecnoldgicos sédo pouco utilizados nas escolas publicas
de maneira geral, visto que as dificuldades apontadas é realidade nacional. Apesar de todos
0s pontos controversos, € importante que o professor supere essas barreiras e faga uso
do laboratério, mesmo com todas as limitacdes, para que demostre aos alunos que as
possibilidades de aprendizagem extrapolam a sala de aula.
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Figura 39 — Calculo da area de um poligono feito pelo Aluno 77 usando o Applet

Area = Pontos no bordo + Fontos Interiores - 1 = 22.0 + 0.0 - 1 = 10.0
z Z

\_‘ /

Disténcia entre pontos
— . Apaga Reset

[ 1k

Fonte: Dados da pesquisa

A atividade Calculando a area aproximada do Estado do Rio de Janeiro foi
realizada individualmente, tendo sido utilizadas duas aulas com cinquenta minutos cada.
Ao realizar essa atividade os alunos encontraram dificuldade em construir um poligono
que mais se aproximava do contorno do mapa, porém foi possivel perceber o interesse
dos alunos, pois nela ficou clara a aplicabilidade da Férmula de Pick, tornando, assim, a
aprendizagem mais significativa.

Figura 40 — Fragmento da atividade 4 feita pelo Aluno 57

Fonte: Dados da pesquisa
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Ao serem questionados a respeito dos valores encontrados e as divergéncias ao
comparar com resultados de outros alunos foram unanimes em responder que consideraram
os resultados proximos, visto que € um processo totalmente manual. Observaram, também,
que os resultados mais préximos da medida real ocorreram quando o poligono desenhado
aproximou-se ao maximo do contorno do mapa. Pode ser considerada de facil aplicacao,
pois ndo exige grandes recursos. Foi uma atividade bastante interessante, pois deixou clara
a aplicabilidade da férmula em situacao cotidiana.

Para D’Ambrésio (2001, p. 15), “O grande desafio que nés educadores matematicos
encontramos € tornar a matematica interessante, isto €, atrativa; relevante, isto &, util; e atual,
isto é, integrada no mundo de hoje”. Outro fato relevante dessa atividade foi o surgimento
de ideias de aplicabilidade do teorema de Pick, dando destaque para a fala do Aluno 26:
“Deve ser possivel fazer uma atividade similar a essa usando a foto aérea feita por um drone
(avido nao tripulado) de uma propriedade rural para saber a area total da mesma”. Achei de
extrema importancia essa fala, visto que muitos alunos que participaram desse trabalho
sao residentes em areas rurais e, dessa maneira, puderam perceber uma possibilidade de
aplicagcéo do teorema de Pick em algo proximo a realidade deles.

As atividades foram organizadas e ordenadas de acordo com o grau de dificuldade
e, por esse motivo, a atividade Estimando o valor de 7 foi a ultima realizada. Utilizou
duas aulas com cinquenta minutos cada e os alunos foram divididos em grupos de 4 ou
5 alunos que fizeram as aproximagdes pedidas com os circulos de raio um, trés e dez
respectivamente.

Figura 41 — Atividade 5, circulo de raio 1, feita pelo Grupo C-3

Passo 1:
Considere o circulo de raio 1 e os quadrados inscritos e circunscritos a ele. Como

mostra a figura.

Figura 5: Circulo inscrito e circunscrito.
Baseado na citag3o acima, temos:
Area do quadrado inscrito < Area do circulo < Area do quadrado circunscrito

e Calcule usando a Formula de Pick a Area do quadrado inscrito (Aj) e a Area do quadrado

circunscrito (Ay). B-% = I=4

B-% =»T:-4 A:X/g,+/x‘,!
A- L‘/;w-l—l Aé*_)
k=2,

Fonte: Dados da pesquisa
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Figura 42 — Atividade 5, média aritmética feita pelo Grupo C-3

e Faca a média aritmética das duas areas encontradas.

M=ath - 86 -3
2 . _ArtAn
= Média = ———
O valor encontrado ¢ o valor aproximado de 7. T
£3
Como o circulo tem raio 1, a aproximagio ¢ ainda distante. 42

Fonte: Dados da pesquisa
Figura 43 — Atividade 5, circulo de raio 3, feita pelo Grupo C-3
Passo 2:

Considere o circulo de raio 3. Observe através da figura abaixo que o octdgono ¢ ¢ poligono

que melhor se aproxima deste circulo.

B- 1§
I- 24
Figura 6: Circulo de raio 3.
e Utilizando a Férmula de Pick, calcule a area deste octdgono.
. s -
A. ¥, +a24-1
A-3 +a0
A - 4%
_ Area (circulo) . : . : . ,
Sem= —5 ¢ 0 octdgono ¢ o poligono que, neste caso, mais se aproxima do circulo,
entdo, T = w, calcule esse valor.

T'Z

Nea
= - 98 Q% 2 3.A4
F& 3 9 C\)

Observe que no Passo 2 o valor de 7 se aproxima mais do seu valor real.

Fonte: Dados da pesquisa
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As dificuldades na realizacdo desta atividade foram bastante claras, os alunos
apresentaram duvidas na realizagdo de alguns calculos, exigindo do professor auxilio para
a realizagcao dos mesmos. Apesar disso, esta atividade foi considerada bastante proveitosa,
pois demonstra que o Teorema de Pick, além de ser um método util no estudo do célculo de
area de poligonos, mostra eficacia para estimar valores aproximados de 7.

A aplicacao dessas atividades proporcionou aos alunos a possibilidade de construir
seu proprio conhecimento, de forma progressiva, desenvolvendo o raciocinio légico e o seu
pensar matematico. Houve grande interagao entre os alunos, valorizando e ampliando o
conhecimento prévio dos mesmos, contribuindo, assim, para uma aprendizagem matematica,
viabilizando a interdisciplinaridade e a contextualizacao.

Resultado semelhante foi obtido por Rodrigues (2014). Ao apresentar a alunos do
6° Ano do Ensino Fundamental uma abordagem diferenciada sobre o estudo de areas
de figuras planas e apresentar o Teorema de Pick como uma nova forma de realizar a
medicao de areas, observou maior empenho e envolvimento dos alunos em realizar o que
foi solicitado, colocando-se atentos as explicacdes e participativos quando solicitados a
responderem perguntas ou a irem ao quadro resolver os calculos. Os pontos comuns em
nossos trabalhos sédo: apresentar o teorema como uma abordagem diferenciada; o histérico
sobre célculo de areas, seguido de descricao e conceituacao de areas de diversos poligonos
regulares; um capitulo com a biografia de Pick, a férmula, suas demonstragdes e algumas
aplicacOes; apresentacao das atividades propostas para alunos. Difere do meu trabalho nos
seguintes pontos: a descrigdo e conceituacao de areas de diversos poligonos regulares é
muito extensa, ja o capitulo que descreve diretamente o Teorema de Pick é bem sucinto,
nao faz relagcdo com o Teorema de Euler nem com o valor de 7; apresenta apenas duas
atividades.

Para Hermes e Cunha (2014), o Teorema de Pick apresenta uma série de relagdes
com outros conteudos da Matematica e sua simplicidade também permite que o tema
seja trabalhado de forma ludica, até mesmo nas séries iniciais. Os autores descrevem
resumidamente o Teorema de Pick e tém como pontos comuns com o meu trabalho:
apresentar o teorema como um método fascinante para realizar calculos de areas a partir
da contagem de pontos; citar uma breve biografia de Georg Alexander Pick, o teorema e a
demonstracao baseada no livro Meu professor de Matematica e outras histérias. Apresenta
como pontos distintos: a tentativa de encontrar uma generalizagdo do teorema que possa
ser usada para calcular a area de uma regiao poligonal reticulada com buracos, ou seja,
calcular a area de poligonos com buracos, além de apresentar uma aplicacao aritmética
do Teorema de Pick, propondo seu uso para determinar a solugdo minimal de equagao
diofantina; ndo apresenta outras aplicagées e ndo propde nenhum tipo de atividade.

Nao foi possivel realizar outras revisdes bibliograficas devido a caréncia de trabalhos
publicados a respeito do tema em questéo.
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Ao analisar as atividades propostas e trabalhos com a mesma tematica, percebemos
que o Teorema de Pick permite realizagao de atividades contextualizadas, podendo ser
aplicado nas aulas de Geometria, com diferentes abordagens, no intuito de enriquecer o
processo de ensino-aprendizagem.
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Consideracoes Finais

Ao final do presente estudo, que teve como objetivo avaliar a importancia de se criar
novas abordagens que facilitem o processo ensino-aprendizagem da Geometria, com foco
no calculo de areas de poligonos, concluiu-se que os resultados foram positivos, tendo
ocorrido um significativo envolvimento dos alunos nas atividades propostas, haja vista terem
percebido sua aplicabilidade no dia a dia.

Através das atividades propostas, foi possivel aos estudantes aprenderem uma
forma inovadora de solucionar problemas envolvendo areas de poligonos simples cujos
vértices coincidem com os encontros das retas da malha quadriculada utilizando o Teorema
de Pick, especialmente quando os poligonos nao sao regulares, onde este se mostra mais
eficiente, pois nesses casos nao ha férmulas especificas.

As dificuldades encontradas se relacionaram principalmente a falta de pré-requisitos
dos estudantes, o que ocasionou algumas dificuldades na resolu¢ao das atividades, além da
falta de infraestrutura das escolas no que se refere aos recursos tecnolégicos disponiveis,
com laboratérios que nao oferecem computadores suficientes para atender a todos os
alunos das turmas, em geral bastante numerosas.

Retornando a questao-problema, mencionada na Introdugéo, o Teorema de Pick
pode ser apresentado aos alunos como uma abordagem para o calculo de areas de
poligonos simples, juntamente com as férmulas comumente usadas para esses calculos,
enriquecendo, assim, a aprendizagem desse conteudo. Além disso, o Teorema de Pick
pode auxiliar no calculo de areas de poligonos que nao possuem formulas especificas, pois,
guando isso ocorre, os alunos deparam-se com dificuldades para encontrar solugdes. Vale
ressaltar, ainda, que o Teorema de Pick facilita a realizagdo de um trabalho contextualizado,
possibilitando trazer a realidade do aluno para a sala de aula, através de calculos de areas de
poligonos simples que sejam familiares a eles. O trabalho manipulativo e informatizado que
Teorema de Pick possibilita também faz com que o ensino seja mais agradavel favorecendo,
assim, a aprendizagem.

Conclui-se que, no contexto educacional atual, faz-se necessario pensar em uma
pratica educativa atrativa, diferenciada, dindmica e contextualizada, pois o grande desafio
da educacao matematica é disseminar saberes com inovagao, de forma a contribuir para o
desenvolvimento do educando de forma cognitiva e social. Acredita-se, entdo que tais ativi-
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dades atingiram seus objetivos, pois permitiram a aprendizagem matematica correlacionada
com o cotidiano dos alunos, proporcionando ao professor e aos alunos uma aprendizagem
significativa.

Deixa-se como sugestao para futuras pesquisas a aplicagado em um maior nimero
de turmas, em outras unidades escolares, a fim de se obter uma amostra mais significativa.
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A Mestrado Profissional em Matematica \\l’ 17 2

AA::AL em Rede Nacional \\@a
PROFMAT UIJENE

Norte Fluminense Darcy Ribeiro

Prezado(a) aluno(a):

Sou aluna do Mestrado Profissional em Matematica e estou realizando o Trabalho de
Concluséo de Curso. Com isso, solicito que realize as atividades propostas a seguir.

Suas respostas serdo de grande importancia para a realizagdo desse Trabalho.

Desde ja agradeco.

Renata da Costa Abreu

Teorema de Pick:

uma nova abordagem no ensino da Geometria Plana no Ensino Médio

O Teorema de Pick foi publicado no final do século IXX pelo matematico Georg
Alexander Pick, que nasceu em Viena de Austria em 1859 e morreu durante a Segunda
Guerra Mundial, num campo de concentragcdo em 1943.

O Teorema de Pick é utilizado para calcular a area de poligonos simples com vértices
sobre pontos de interseccdo das retas de uma malha quadriculada a partir da contagem dos
pontos do seu contorno, que chamaremos de B, e da contagem dos pontos interiores que
chamaremos de I.

Teorema de Pick: Dado um poligono P cujos vértices sdo pontos de uma malha

quadriculada, sua area é dada pela formula

A=1/,B+I1-1

Atividade 1 — Malha quadriculada

Atividade 2 — Comprovando a Férmula de Pick com o Geoplano
Atividade 3 — Applet desenvolvido por W. T. Zenon

Atividade 4 — Calculando a area aproximada do Estado do Rio de Janeiro

Atividade 5 — Estimando o valor de it



Atividade 1:
Malha Quadriculada

Passo 1:

Ligue os pontos formando poligonos simples:

Poligono 1: ABCD Poligono 3: UK
Poligono 2: EFGH Poligono 4: LMNOPQ

Figura 1: Construcao de poligonos simples

Fonte: Dados da Pesquisa

Passo 2:

Calcule a area de cada poligono encontrado, considerando que cada quadradinho tem uma

unidade de area. Se achar necessario utilize o banco de férmulas abaixo

—12
A(quadrado) =1

A(reténgulo) =b.h

b.h
A(triz‘ingulo) = N

B+b
A(trapézio) = 5 h




Passo 3:
Marque de azul os pontos do contorno dos poligonos;

Marque de vermelho os pontos interiores de cada poligono.

Passo 4:
Complete a tabela:

) Pontos Azuis | Pontos Vermelhos Férmula de Pick )
Poligono 1 Area
(B) 0 A=1/,B+1-1

Passo 5:
Responda as questdes abaixo:
e Faca uma comparagdo com os resultados obtidos nos passos 2 e 4. O que é possivel

perceber?

e Considerando que os poligonos estdo sobre uma malha quadriculada, o que possibilita a
utilizacdo da Formula de Pick, qual passo vocé escolheria para realizar o calculo das &reas

destes poligonos? Por qué?




Atividade 2:
Comprovando a Férmula de Pick com o Geoplano

Na malha quadriculada abaixo esta representado um hexagono construido usando 8

pontos em sua borda (B = 8) e 1 ponto interior (I = 1).

Figura 2: HexdgonocomB =8¢l =1

Fonte: Dados da Pesquisa

Observe que é possivel dividir o poligono em triangulos fundamentais, e que cada

triangulo fundamental tem area equivalente a 1/2 u.a.

Esse hexagono foi subdivido em 8 triangulos fundamentais de area igual a 1/2 u.a.

Logo, esse hexagono tem area igual a 4 u.a.

Figura 3: Hexagono subdividido em triangulos fundamentais

L L L 3 L
L L 3 L
L2 L
L L L L

Fonte: Dados da Pesquisa
Passo 1:
Reproduza no Geoplano outros hexagonos com diferentes valores de B e de | como
especificado abaixo. Transcreva o desenho do Geoplano para a malha quadriculada,

subdivida-o em tridngulos fundamentais e preencha as respectivas tabelas.

Hexagono 1 LY S Y Y O

B 8

Area




Hexagono 2

B 8
| 2
Area
Hexagono 3
B 8
I 3
Area
Hexéagono 4
B 9
| 1
Area
Hexagono 5
B 9
I 2
Area
Hexagono 6
B 9
I 3

Area




Hexagono 7
B 10
| 1
Area
Hexagono 8
B 10
I 2
Area
Hexagono 9
B 10
I 3
Area

E possivel estabelecer alguma relagao entre as areas obtidas e os valores de B e I?

Para facilitar essa resposta preencha estas tabelas:

Area

10

Descubra uma regra geral, que correlaciona o valor de B e
sua respectiva area.

Exemplo:

Se B=8e A=4,entdo A= B/,



Descubra uma regra geral, que correlaciona o valor de B e
=2 sua respectiva area.
B Area
8
9
10
Descubra uma regra geral, que correlaciona o valor de B e
=3 sua respectiva area.
B Area
9
10

Incluindo o valor de | na regra geral obtida como ficaria?
Usando o exemplo, temos

Para 1=1:

A=B/,

A=B/,+0

A=B/+1-1

A=B/+1-1

De forma analoga comprove se a Regra geral € valida para os demais casos:

Paral =2:

Paral =3:




Atividade 3:
Applet desenvolvido por W. T. Zenon

Figura 4: Alusdo ao nome da Universidade Estadual Norte Fluminense

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

b)) oA OO &) N ee) =2 )

v v

TLgnr ——-
(3.4, 200 |
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P o L, fm,
B |l H [E 0 N

Fonte: Dados da Pesquisa
Passo 1:
Cada letra acima pode ser considerada como um poligono simples. Para calcular as
respectivas areas através das formulas utilizadas convencionalmente, deve-se dividir a figura
em poligonos justapostos. Para minimizar esse trabalho calcule a area de cada letra utilizando

a Férmula de Pick.

Passo 2:
Utilizando o Applet desenvolvido por W. T. Zenon reproduza esses desenhos separadamente

€ compare suas respostas.



Atividade 4:

Calculando a area aproximada do Estado do Rio de Janeiro

Para a realizacdo desta atividade € necessario que os alunos conhecam e saibam
utilizar a Formula de Pick.

Devera ser escolhida uma determinada regido do qual os alunos deverdo calcular a
area, neste caso, sera escolhido o Estado do Rio de Janeiro.

Os alunos receberdo o mapa do Estado do Rio de Janeiro e o papel milimetrado
impresso em papel vegetal (devido a transparéncia).

Passo 1:

Desenhar no papel milimetrado, um poligono que melhor se aproxima ao contorno do
mapa do Estado do Rio de Janeiro. Para facilitar sobreponha o papel vegetal ao mapa
impresso.

Passo 2:

Fazer a contagem dos pontos interiores e dos pontos da borda do poligono desenhado.
Passo 3:

Aplicar a Férmula de Pick.

Passo 4:

De acordo com a escala do mapa, fazer os calculos necessarios para estimar a area real
do Estado do Rio de Janeiro.
Passo 5:

Comparar com os demais alunos se os valores encontrados em m? se aproximam da
area real do Estado do Rio de Janeiro.

Passo 6:
Responda as questbes abaixo:
e Sem conhecer o Teorema de Pick, como vocé faria para estimar a area do Estado do Rio de

Janeiro?

e Ocorreram divergéncias entre as respostas dos alunos? Em caso positivo, 0 que vocé
percebeu no poligono do aluno que chegou ao valor da area que mais se aproximou da medida

real do Estado do Rio de Janeiro?




Cada célula tem 1cm? de area.
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Atividade 5:

Estimando o valor de 7

Como é possivel relacionar o Teorema de Pick com o valor de m? E sabido que o valor
de m esta relacionado com a area do circulo, afinal
Area (circulo)y =TT r?
Entéo,

_ Area (circulo)
=—

Sendo assim, é possivel encontrar aproximacdes do valor de  encontrando poligonos
que se aproximam melhor do circulo e aplicando o Teorema de Pick.
Segundo LIMA (2006, p.26),

A érea da figura plana F deve ser um ndmero real ndo-negativo, que indicaremos
com a(F). Ele ficard bem determinado se conhecermos seus valores aproximados,
por falta ou por excesso.
Os valores de a(F) aproximados por falta sdo, por definicdo, as &reas dos poligonos
P contidos em F. Os valores de a(F) aproximados por excesso sdo as &reas dos
poligonos P que contém F. Por conseguinte, quaisquer que sejam os poligonos P
(contido em F) e P’ (contendo F), o nimero a(F) satisfaz as desigualdades
a(P) < a(F) < a(P).
Passo 1:
Considere o circulo de raio 1 e os quadrados inscritos e circunscritos a ele. Como
mostra a figura.

Figura 5: Circulo inscrito e circunscrito.

Fonte: Dados da Pesquisa

Baseado na citacdo acima, temos:
Area do quadrado inscrito < Area do circulo < Area do quadrado circunscrito

e Calcule usando a Férmula de Pick a Area do quadrado inscrito (A;) e a Area do quadrado
circunscrito (Ay).



e Faca a média aritmética das duas areas encontradas.

. At Agg
Média = ——

O valor encontrado é o valor aproximado de 7.

Como o circulo tem raio 1, a aproximacao € ainda distante.

Passo 2:
Considere o circulo de raio 3. Observe através da figura abaixo que o octdégono é o poligono

que melhor se aproxima deste circulo.

Figura 6: Circulo de raio 3.

Fonte: Dados da Pesquisa

e Utilizando a Formula de Pick, calcule a area deste octégono.

_ Area (circulo)
= =

Serm e 0 octdgono é o poligono que, neste caso, mais se aproxima do circulo,

. Area (octégono)

entao, 7 = ——————, calcule esse valor.

Observe que no Passo 2 o valor de 7 se aproxima mais do seu valor real.



Passo 3:
Considere, agora, o circulo de raio 10. Para facilitar a resolucdo da atividade, os pontos da

borda (B) e interiores (1) ja estdo contados.

Figura 7: Circulo de raio 10.
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Fonte: Dados da Pesquisa
B =40
| =293

o Utilizando a Formula de Pick, calcule a rea deste poligono.

Analogamente ao Passo 2, encontre o valor aproximado de r usando:

Area (poligono)

IR

A 2

Observe que o valor de m se aproxima cada vez mais de seu valor real a medida que 0s
poligonos apresentam uma quantidade de pontos cada vez maior. Ou seja, quando a

guantidade de pontos tende ao infinito, o valor de & se aproxima de seu valor real.
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