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Resumo

Neste trabalho, discutimos resultados sobre existéncia e unicidade de solugoes de Equagoes
Diferenciais Ordindrias (EDOs). Além disso, apresentamos alguns exemplos de equagoes di-
ferenciais lineares e modelos fisicos, bioldgicos e quimicos que podem ser descritos através de

uma EDO e suas respectivas solugoes.

Palavras chave: Equacao Diferencial Ordinaria, solu¢ao, modelos matematicos.



Abstract

This work deals with the existence and uniqueness of solutions to initial value problems for
the Ordinary Differential Equations (ODEs). Some examples of linear equations are presen-
ted, as well as physical, chemical and biological models which can be described by ODEs and

their respective solutions.

key words: Ordinary Differential Equation, solution, mathematical models.
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INTRODUCAO

As Equagoes Diferenciais Ordindrias (EDOs) sdo uma importante ferramenta na modelagem
de problemas naturais. Varios problemas fisicos, quimicos, estatisticos e bioldgicos podem
ser modelados por EDOs, por exemplo, apontamos algumas aplicagdes nas referéncias [1], [2]
e [3].

Os objetivos deste trabalho sao: familiarizar-se com um modelo matematico, promover
um estudo introdutoério sobre a teoria das Equagoes Diferenciais Ordinarias e apresentar

alguns modelos envolvendo este tipo de equacao.

Para estudarmos a teoria sobre existéncia e unicidade de solugoes para EDOs é necessario
o conhecimento de algumas técnicas e resultados da anélise matematica e de topologia. Nesta
diregao, no Capitulo 1, apresentamos alguns resultados fundamentais sobre espagos métricos,
bem como, definicao de sequéncia de Cauchy, exemplos de espacos métricos completos e a

demonstracao do Teorema do Ponto Fixo de Banach.

No Capitulo 2, apresentamos a teoria basica de Equacoes Diferenciais Ordinarias de pri-
meira ordem. Tratamos as questoes da existéncia e unicidade de solucoes de um Problema de
Valor Inicial (PVI). Exibimos alguns exemplos e apresentamos o método de resolucao para
equacgoes separaveis.

Finalmente, no Capitulo 3, destacamos diversas aplicacoes de EDOs, focando, principal-

mente, nos modelos de dinamica populacional, misturas e transferéncia de calor.



CapiTULO 1

Preliminares

Neste capitulo, iremos abordar alguns conceitos acerca de espagos métricos, sequéncias em

espagos métricos, sequéncias de Cauchy, espagos métricos completos, ponto fixo e contracao.

1.1 Espacos Métricos

Definicao 1.1. Sejam X um conjunto e d : X x X — R uma aplicagdo que associa a cada
par ordenado (z,y) € X x X um numero real d(z,y). Esta aplicacao serd chamada métrica

se satisfaz, para quaisquer z,y, z € X, as seguintes propriedades:
(M1) d(z,y) = 0 se, e somente se, x = y;

(M2) d(z,y) é um valor real, finito e positivo;

(M3) d(z,y) = d(y, z) (simétrica);

(M4) d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) (Desigualdade triangular).

Exemplo 1.2. (Métrica usual dareta) Sejam X = Red: RxR — R tal que d(x,y) = |z—y]|,
para todo x,y € R. Vamos verificar que d satisfaz a Definicao 1.1. Para tanto, sejam
x,y,z € R. Notemos que
(M1) d(z,z) = |z — x| = |0] = 0.
(M2) Se x # y, entao,

r#y=c—-—y#0=|z—y|l>0.

LOgO, d(ﬂ?,y) = "I o y’ > 0.
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(M3) Sabemos que
d(a,y) = v —yl = | = (z —y)| = |y — z[ = d(y, 2).

Assim, d(z,y) = d(y, x), para todos x,y € R.

(M4) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y), para todos x,y, z € R, pois

-yl = [(z—2)+@E—-y| |z —2[+]z—y|

= |lz—yl<|z—z[+]|z—yl|
Portanto, d define uma métrica sobre R.

Exemplo 1.3. (Métrica em R") Consideremos R" = {z; v = (21, ,x,), ©; € R}, d,dg e

dyr : R" x R™ — R™ métricas definidas por

o d(z,y) :==+/(x1 —y1)2+ - (xn — yn)?. (Métrica euclidiana)

o ds(z,y) = |1 — 1| + -+ |xn — yn|. (Métrica da soma)

o dy(x,y) :=max{|zy —w1l,...,|Tn — ynl}. (Métrica do méximo)
Provaremos que d satisfaz a Definicao 1.1.

Sejam z,y, 2z € R. Entao

(M1) d(z,2) = /(x1 —21)2 4+ (2 —2,)2 = V02 + - 02 =0 =
(M2) Se z # y, entdo d(z,y) > 0. De fato,
x#y=x; #vy;, para algum i € {1,2,--- n}.

Assim, x; — y; # 0, para qualquer i € {1,2,--- ,n} o que resulta em (z; — ;)% > 0.
Logo,

d(z,y) = V(x1 —91)? + - (0 — y)? = V(2 — 1) > 0.
Portanto, d(x,y) > 0, para todos z,y € R" e x # y.

(M3) Sabemos que (z; — y;)® = (y; — 2;)*, Vi € {1,2,--- ,n}. Assim,

(@1 =y1)* -+ (T = 9a)* = (1 = 20)" -+ (g — 70)%,
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o que implica

Ve =)+ (@ — )2 = V(i — 21+ (Y — 20)?
Logo, d(z,y) = d(y,x), para todos z,y € R™.
(M4) Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz em R™ (por exemplo, veja [8]), vale

la1by + agbe + - - - ayb,| < (\/ +a2) (\/b2 '—l-b%) , Va,b € R".

Entao,

n n

el = Y@= w = Dl = )+ (= )P

- Z[(% —2i)" 4 2(w — 20) (2 — i) + (20— v)]

n n

= Z —i-ZZ i — %) z_yi)+Z(zi_yi)2

i=1 i=1

= [d(x,z)] —1—22 i — 2i)(zi — yi) + [d(z,9))?

n n

< d(x, 2)]* +2 Z(ﬂfz —2;)? (z — yi)* + [d(z,y))?

= [z, 2)P +2[d(x, 2)d(z, )] + [z )P
— [d(z,2) + d(z. )%

Logo, d(z,y) < d(x,z) + d(z,y), para todos z,y, z € R™. Portanto, d é uma métrica em R".

Defini¢ao 1.4. Um espago métrico é um par (X, d), onde X é um conjunto nao vazio munido

de uma métrica d. Para = e y fixos chamamos o niimero positivo d(z,y) de distancia de x a

Y.
Alguns exemplos de espagos métricos sao dados a seguir.

Exemplo 1.5 (Reta real R). O conjunto dos niimeros reais R, com a métrica usual, definida
por

d(z,y) =lr—yl, zyeR

¢ um espaco métrico.
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Exemplo 1.6 (Plano Euclidiano R?). O espago métrico R?, chamado de plano euclidiano,
consiste do conjunto de pares ordenados de nimeros reais © = (£1,£2), y = (m1,72), etc.... A

métrica euclidiana é definida por

d(z,y) = V(& —m)? + (& — n2)

Podemos atribuir ao espaco R? a métrica d; definida por
di(z,y) = & — m| + |& — el
Entao, (R? d;) também serd um espaco métrico.

Exemplo 1.7 (Espaco euclidiano tridimensional R?). Este espaco consiste do conjunto de
triplas ordenadas de nimeros reais = = (£1,&2,&3), y = (1,72, 13), € a métrica euclidiana é

definida por

d(z,y) = /(& —m)? + (& —m)* + (& — n3)>.

E f4cil provar que (R3,d) é um espago métrico.

Exemplo 1.8 (Espago Euclidiano R™). O espaco Euclidiano R™ consiste do conjunto de

todas as n-uplas ordenadas de ntimeros reais

x:<§17”-a§n)7 y:(nh""nn)’

e a métrica euclidiana é definida por

d(z,y) = \/(51 —m)?+ .+ (G — )2

Exemplo 1.9. (Espago das fungoes C([a,b],R) ). Consideremos o conjunto de todas as
fungoes de valores reais continuas sobre um dado intervalo fechado J = [a, b], denotado por

C([a,b],R), munido da métrica

d(z,y) = max [o(t) —y()],  para .y € C((a, b R).

Entao, C([a,b],R) é um espago métrico.

Exemplo 1.10 (Espago métrico discreto). Tomamos um conjunto X e sobre ele a métrica

discreta de X, definida por

dlz,y) =0 se z=y;
dz,y)=1 se z#y

Este espaco é chamado de espago métrico discreto.

d(z,y) =
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1.2 Espacos Métricos Completos

Sabemos que as sequéncias de nimeros reais desempenham um papel importante no célculo,
e ¢ a métrica em R que nos permite definir o conceito basico de convergéncia de uma tal

sequencia.

Definigao 1.11 (Convergéncia e um limite de sequéncia). Uma sequéncia (z,) em um espago

métrico X = (X, d) é dita convergente para um = € X, se

lim d(z,,x)=0.

n—-oo

Neste caso, z é chamado o limite de (x,,) e escrevemos

lim z, ==
n—aoo

ou, simplesmente,

Ty — .
Também dizemos que (x,) converge para x ou tem limite z. Caso contrario, se (z,) nao
é convergente, dizemos que a sequéncia é divergente.

Defini¢ao 1.12 (Sequéncia de Cauchy). Uma sequéncia (x,) em um espago métrico (X, d)

é dita de Cauchy, se para todo ¢ > 0, existir um N = N(¢) tal que
d(zpm, x,) <€, (1.1)
para todo m,n > N.

Definigao 1.13 (Definicao de bola e esfera). Dado um ponto o € X e um ndmero real

r > 0, definimos trés tipos de conjuntos

(a) B(zg,r) = {x € X|d(z,z9) < r} Bola aberta;

(b) B(xg,r) ={z € X|d(x,z0) < r} Bola fechada;
(c) S(zg,7) ={z € X|d(x,z9) = r} Esfera.

Em todos os casos, zy é chamado de centro e r de raio. Notemos que a bola aberta de
raio 7 é o conjunto de todos os pontos em X cuja distancia do centro da bola é menor que 7.

Além disso, segue direto da Defini¢ao 1.13 que

S(zo,r) = B(xg,r)\B(z0,7)-

Nesta sec¢ao, denotaremos apenas por X o espago métrico (X, d)
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Lema 1.14. Seja X um espag¢o métrico. Entao,

(a) toda sequéncia convergente em X € limitada e seu limite é unico;
(b) se x, =z ey, =y em X, entao d(x,,y,) = d(z,y).

Demonstragao. (a) Sejam (x,) uma sequéncia em X, a = nh_)rgo x,. Escolhendo € = 1, po-

demos encontrar ny € N tal que d(z,,z) < 1, para todo n > N. Assim, o conjunto dos

valores da sequéncia (z,) estd contido na unido {zy,...,x,,} U B(a;1) de conjuntos limita-

dos. Portanto, (z,) é limitada. Agora devemos mostrar a unicidade do limite de (z,). Para

isto, suponhamos sejam a,b € X, tais que a = lim z,, e b = lim z,. Dado arbitrariamente
n—>00 n—s00

e > 0, existe ng € N, tal que d(x,,a) < ¢, para todo n > ng. Existe também n; € N tal que

d(x,,b) < e, para todo n > n; Escolhemos n € N e maior que ng e ny. Entéo,
d(a,b) < d(a,z,)+ d(z,,b) <2 =0<d(a,b) < 2¢,

para todo £ > 0. Isto acarreta d(a,b) = 0 e, portanto, a = b.

(b) Da Desigualdade triangular, temos

A(Tn, Yn) < d(@p, ) + d(z,y) + d(Y, Yyn)-

Logo,
d(xm yn) —d(z, y) < d<xm I) + d(Yn, y)‘
Portanto,
(2, yn) — d(z,y)| < d(wn, 2) + d(yn,y) — 0 quando n — oo.
Consequentemente,

d(Tn, Yn) — d(,y).

]

Definicao 1.15. Um espago métrico X é dito completo se toda sequéncia de Cauchy em X

converge para um elemento de X.

Teorema 1.16. Toda sequéncia de Cauchy no espaco métrico X € limitada.
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Demonstracao. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em X. Entao, para € = 1, existe ng € N,

tal que d(zp, ) < 1, sempre que m,n > ng. Em particular, n > ng d(x,, T,,,) < 1, ou seja,
Tn € B(xp,, 1), VYn > ny.
Logo, fazendo M = {x1,xa,...,Tp,—1}, temos

z(N) = MU{zn, Tnyt1,---}
C MUB(zp; 1)

Como M ¢ limitado por ser finito, temos M U B(x,,; 1) limitado e, assim, x(N) é limitado,

ou seja, (z,) ¢é limitada. O

Teorema 1.17. Toda sequéncia de Cauchy em X com uma subsequéncia convergente em X

¢ convergente (e tem o mesmo limite que esta subsequéncia).

Demonstracao. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em (X, d) e (z,,) uma subsequéncia que
converge para o ponto a € X. Afirmamos que lim z, = a. Com efeito, dado € > 0, existe
n—oo

p € N tal que
ng > p = d(x,,,a) <

NN e

Existe também ¢ € N tal que

m,n > q = d(xm, T,) <§

Seja ng = max{p, ¢}. Para todo n > ng existe n; > ng e, entao,

d($n7a‘) g d(-rnawnk) _'_ d(wnk7a) < % _'_ g = €.

Logo, lim x,, = a.
n—oo
[

Teorema 1.18. Toda sequéncia convergente em um espaco métrico X é uma sequéncia de

Cauchy em X.

Demonstragao. Sejam X um espago métrico e (x,) uma sequéncia convergente em X. Diga-

mos que z,, — x € X. Entao, para todo € > 0, existe N = N(¢) tal que

d(zy,z) <

?

N ™
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para todo n > N. Portanto, pela Desigualdade triangular, obtemos, para n,m > N
AT, ) < d(Tp, x) + d(z, 2,) <

Logo, (z,) é uma sequéncia de Cauchy em X. O

Teorema 1.19. Seja M wm subconjunto nao vazio de wm espago métrico X e M seu fecho.

Entao,
(a) v € M se, e somente, se hd uma sequéncia (x,) em M tal que x, — m;

(b) M ¢ fechado se, e somente se, (x,) € M,x, — x implicam que x € M.

Demonstracio. (a) Sejax € M. Se x € M, a sequéncia (z,,) = (, 7, ...) pertence ao conjunto
dos pontos de acumulagao de X, estd em M e z, — x. No entanto, se ¢ M, ele é um
ponto de acumulacdo de M. Portanto, para cadan = 1,2,..., a bola B(z,1/n) contém uma
sequéncia (x,) € M, com x,, — x, pois 1/n — 0, quando n — oco. Reciprocamente, se ()
estd em M e x, — x, entao x € M e, assim, x é um ponto de acumulacao de M. Portanto,

x € M, pela definicao de fecho. Logo M C M.

(b) M é fechado se, e somente se, M = M, de modo que (b) segue imediatamente de (a).
Resta provar que M C M. Se (z,,) € M, de tal forma x, — z entdo € M, por (a). Como

M é o menor conjunto que contém M, segue que M C M. O

Teorema 1.20. Um subespaco M de um espago métrico completo X é completo se, e somente

se, o conjunto M ¢é fechado em X.

Demonstracao. Seja M um subespaco de um espaco métrico completo X completo. Pelo item
(a) do Teorema 1.19, para todo x € M, existe uma sequéncia (z,,) em M que converge para
z. Segue do Teorema 1.18 que (z,,) é de Cauchy. Como M é completo, (z,,) converge em M e
o limite é tnico pelo Lema 1.14. Logo, x € M provando que M é fechado. Reciprocamente,
seja M C X fechado e (z,,) uma sequéncia de Cauchy em M. Entao, existe x € X tal que
T, — r, 0 que implica que x € M, pelo item (a) do Teorema 1.19 e do fato de que x € M,

pois M = M por hipétese. Logo, M é completo. O]

Teorema 1.21. Uma fungio T : X — Y de um espago métrico (X, d) em um espa¢o métrico

(Y,d) é continua em um ponto xo € X se, e somente se,

T, = x9 implica Tx, — Txg,
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onde (x,) C X.

Demonstracao. Suponhamos que T' é continua em xzy. Entao dado € > 0, existe um ¢ > 0 tal
que

d(x,20) < § = d(T(x),T(x)) < &.

Seja x, — xo. Entdo ha N € N tal que para n > N, temos d(z,,x¢) < J. Assim,

d(T(xy,),T(x9)) <e, paratodon > N.
Portanto, T'(x,) — T(x¢). Agora suponhamos que (x,) C X e que
Ty — x9 = T(x,) = T(20).

Provaremos que 1" é continua em zy. Suponhamos, por absurdo, que exista ¢ > 0 tal que,
para todo § > 0,
d(x,20) <0 com d(T(z),T(z0)) > e.

Em particular, para 0 = %, hé uma sequéncia (z,,) satisfazendo
1 _
d(x,,x0) < — com d(T(x,),T(xg)) > e.
n

Logo, x,, — xo mas T'(x,) nao converge para T'(xg) o que é uma contradi¢ao. Portanto, T" é

continua. O

Teorema 1.22. A reta real R e o plano complexo C sdao espagos métricos completos.

Demonstragao. Para a prova, veja [8]. ]

Exemplo 1.23. O espaco euclidiano R" e o espaco unitdario C" sao completos. A métrica
em R" é definida por

n

1/2
d(z,y) = (Z(ﬁj _nj)2) = \/(51 —m)E 4+ (G —ma)?,

J=1

onde x = (§) ey = (n;),j = 1,2,...,n. Consideremos uma sequéncia de Cauchy (z,,) em
R™, escrevendo (x,,) = (&77,...,&"). Visto que (z,,) é de Cauchy, para todo € > 0, existe

N € N; tal que

n

Ad(Tp, ) = (Z(g;n - 55)2)1/2 <e, m,r>N. (1.2)
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Elevando ao quadrado, temos, para m,r > Ne j=1,...,n,

(E=¢&)<e® e [ —¢&l<e

Fixemos um indice j. A sequéncia (z,,) é uma sequéncia de Cauchy em R e converge para um
niimero real pelo Teorema 1.22. Assim, {* — §;, uma vez que = (§1,...,§;) e jli_r)noo & =&,
segue de (1.2), que

d(xpm,x) <e, VmeN.

Isto mostra que x = lim x,, e concluimos que R™ é completo.
n—oo

Exemplo 1.24. O espago de funcao (Cf[a,b],R) é completo, onde [a,b] é algum intervalo
fechado em R.

De fato, seja (f,,) uma sequéncia de Cauchy em (Cla, b], R). Queremos mostrar que f,, — f
para algum f € C|a,b].

Pela Definicao 1.12, dado € > 0 hda um n € N tal que, para todo n,m > N, temos

d(frns fu) = max | fu(t) = fin(t)] <, (1.3)

onde J = [a, b]. Entdo, para algum t = ¢, € [a, b] fixo,
|fulto) — fm(to)] <&,  m,n > N.

Dessa forma, (f,) = (f1(to), f2(to),- -, fu(to),...) é de Cauchy em R. Como R é completo, a
sequéncia converge para um ndimero e f,(to) — f(to) quando n — co. Dessa forma, podemos

associar a cada ¢t € j um dnico nimero real f(t). Logo f, — f.

Resta-nos mostrar que f € C([a,b],R), ou seja, f é continua em [a, b]. Por hipétese, f, é

continua. Entao, dado € > 0 ha 6 > 0, tal que n > Ny,

[Fult) = ful0)] < 5.

sempre que |t — to| < 6. Como
fa(to) = f(to)

ha um N, tal que, para todo n > Ns

[fn(t) = f(B)] <

Wl M
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Para mostrar que f é continua, basta verificar que se [t — to| < 6, entao |f(t) — f(to)| < e.

Notemos que

|f(to) — f(1)]

‘f(t[)) - fn(t> - fn(tO) + fn(t) + fn(tO) - f(t)‘
< |fn(t0) - fn(t)| + |fn(t) - f(t)| + |f(t0) - fn(t0)|

< €+€+€_€
- 3 3 3 7

Portanto, f é continua em t € [a, b].

A nogao de convergéncia no espago C'([a, b], R) é entendida como a convergéncia uniforme,

isto é, se z,, — x, entdo (x,) converge uniformemente para [a, b].

Definig¢ao 1.25. Dizemos que uma sequéncia de fungoes ( f, )nen, onde f,, : X — R, converge
uniformemente para uma funcao f : X — R quando, para todo € > 0 dado, existe ng € N

tal que d(f,(x), f(x)) < &, para todo € X e para todo n > ny.

Observemos que a métrica em (Cfa, b],R) descreve uma convergéncia uniforme em |[a, ]

e, por esta razao, é algumas vezes chamada de métrica uniforme.

1.3 Teorema do Ponto Fixo de Banach

Definicao 1.26. Sejam 7' : X — X e x € X. Dizemos que x é um ponto fixo de 7" quando

ele é levado em si mesmo (x é mantido fixo) por T, ou seja, Tx = x.

Definigao 1.27. Seja (X, d) um espago métrico. Uma aplicagdo T : X — X é chamada de

contracao sobre X se existe um nimero real 0 < a < 1 tal que, para todos x,y € X, ocorre
d(Tz,Ty) < ad(z,y). (1.4)

Observacao 1.28. Sejam (X, d) um espago métrico e z,y € X com x # y. Se T é uma

contragao em X, entao
d(Tx, T

d(z,y) ~
Lema 1.29 (Unicidade de Ponto Fixo). Sejam (X, d) um espago métrico e T : X — X uma

contracao com um ponto firo em X. Entdao esse ponto fixo € unico.
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Demonstracao. Sejam x,z’ € X pontos fixos de T'. Assim,
d(z,2") = d(Tz,T2') < ad(x, ') (< 1).
Isto implica que
(1—a)d(x,2") <0=d(z,2")=0.
Logo x = 2. Portanto, a unicidade de um ponto fixo de uma contragao esté provada. O

Exemplo 1.30. Consideremos em R} = R* U {0} as métricas d e d, sendo d a métrica

2

usual e d a métrica definida por d(z,y) = |22 — y?|. Mostraremos que as duas métricas sio

equivalentes. Sejam U um aberto associado a d e x € U. Entao, existe 6 > 0 tal que
B(z,0) = {y € Ry;d(x,y) <0} C U,

isto é, |r —y| < § implica y € U. Pretendemos encontrar ¢ > 0 tal que |22 — 3?| < ¢ implique

que y € U. Basta entao encontrar € > 0 de modo que
|2> —y*| <e = |z —y| < 4.

Vamos fazer o estudo em dois casos:
1° Caso: x = 0.

22— <e=yP<e.

Consideremos, entao, ¢ = §2 > 0. Logo,
Y <Pey<de|lr—y <i
2° Caso: x # 0. Neste caso,
2?2 — | <eo <’y <eor—e<y’ <zP+te

Portanto,

Y > 2 —e.

Escolhendo € > 0 de modo que x? — ¢ > 0, obtemos
y > Va2 —e.

Uma vez que
2% — ¢ €
|z —y| = <

r+y r+Va2—¢
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€
basta escolher € > 0 de modo que ¢ < 22 ¢ ————— < 4.
d T+ Va2 —¢e

De modo andalogo, provamos que, se U é um aberto associado a d, entao U é também um

aberto associado a d.

Agora, consideremos

T:RSf — Ry

T
—~ =+ 1.
T 2—|—

1
Relativamente a métrica d, é obvio que T é contragao com « igual a 7 Contudo, como

J(T(%),T(O)) ) J(Z’l) _To

) i)

pela Observacao 1.28, 7" nao é uma contragao relativamente a métrica d.

Nos exemplos a seguir, suponhamos que X ¢é um espaco métrico nao vazio.

Exemplo 1.31. Uma translacao T : X — X definida por Tx = x + 1 nao possui pontos

fixos.

Exemplo 1.32. Uma rotacao F : X — X definida por Fo = 2% tem dois pontos fixos: 0 e
1.

Exemplo 1.33. A aplicacao identidade I : X — X definida por Iz = x possui infinitos

pontos fixos.

O Teorema do Ponto Fixo de Banach nos garante que toda contragao em um espago
métrico completo possui um unico ponto fixo. A ideia da prova é construir uma sequéncia
de Cauchy (x,) em X e provar que ela converge para um unico ponto fixo x € X por meio

de uma contracao 7.

Teorema 1.34 (Ponto Fixo de Banach). Consideremos (X,d) um espag¢o métrico completo
e X #@. SejaT : X — X uma contracao sobre X. Entao, T tem um unico ponto fizo em
X.
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Demonstrag¢ao. Construiremos uma sequéncia (z,,) em X e mostraremos que ela é de Cauchy,
assim ela convergird para algum elemento z € X no espaco completo X. Em seguida,

mostraremos que seu limite z é um ponto fixo de T', e que T nao possuira mais pontos fixos.

Escolhemos xy € X e consideremos a sequéncia iterativa (z,) por
T, 1 = T, ©o =Txy = T?x0, -+, Tp = Txn = T?x0,- - . (1.5)
Mostraremos que (z,) é de Cauchy em X. Por (1.4) e (1.5), temos

d(merl?xm) = d(TxmaTxmfl)

< ad(Tm, Tm-1)

= ad(Txpy_1,TTm_2) (1.6)
< Pd(Tpm_1, Tyms)

< a™d(z, xp).

Desta forma, pela Desigualdade triangular e, usando a formula para a soma de uma progressao

geométrica, obtemos para m,n € N en > m,

AT, xn) < d(@m, Tma1) + d(Tmi1, Tn)
< d(xpm, Tma1) + d(Tpi1, Ta2) + (e, )
< ATy Tima1) + ATty Tongo) + -+ d(Tp_1, )
< a™d(wy, w0) + " d(zy, 20) + -+ " (21, 20) (1.7)

(@™ + o™ -+ o™ N d (2, T0)
l—arm
_ amud(m,xo)-

11—«

De 0 < a <1, temos 1 —a™ ™ < 1. Consequentemente,

m

ATy, ) < f—&d(xl,xo) (n>m). (1.8)

A direita, 0 < a < 1 e d(x1,x0) é fixo, assim, podemos fazer o lado direito tdo pequeno

quanto desejarmos, tomando m suficientemente grande e n > m. Logo,

m

0 <d(zpm,z,) < 1a—d(x1,x0) (m,n — 00).

Portanto,

d(zpm, ) = 0 (m,n — 00).
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Isto prova que (z,,) é de Cauchy em X, que por sua vez é completo. Entdo, existe x € X,
tal que x,, — x. Mostremos que este limite z é um ponto fixo de T'. Pela Desigualdade

triangular e, por (1.4),

d(z,Tz) < d(z,xm)+ d(zm, T)
d(x,xy) + d(Txp—1,TT)

< d(z, ) + ad(Tpm_1, ).
Dai,
d(z,Tz) = lim d(z,Tx)
m—0o0
< lim d(z,z,) + lim ad(z,_1,x)
m—0o0 m—0o0
= 0+0=0.

Desta forma, concluimos que d(z,Tz) = 0, o que resulta em Tx = z. A unicidade de x é

garantida pelo Lema 1.29. O]



CaApriTULO 2

Equacoes Diferenciais Ordinarias

Defini¢ao 2.1. Uma Equagao Diferencial Ordinéria (EDO) é uma equagao que envolve uma
fungao desconhecida, x(t), suas derivadas até uma ordem n e a varidvel independente ¢, ou

seja, é uma equacao da forma

F(t,z,z',2",... 2") =0, (2.1)
, - - : _ ., dx
onde F' é uma funcao. Aqui 2’ denota a derivada de x com relacao a t, ou seja, 2’ = e

Definicao 2.2. A ordem de uma equacao diferencial é a ordem da derivada mais alta que

aparece na mesina.

Neste capitulo, consideremos D um subconjunto aberto de R**' e f : D — R™ uma

funcao continua.

Definicao 2.3. Uma solucao de
2(t) = f(t,2(t)) (2:2)

em um intervalo I contido em R é uma fungao x : I — R™ tal que (¢,z(t)) € D, para todo

t € I, x é uma funcao diferenciavel em I e satisfaz (2.2), para todo ¢ € I.

Seja (tg,z9) € D. Um Problema de Valor Inicial (PVI) para a equagao (2.2) consiste
em encontrar um intervalo I contendo ¢y, e uma solucao z(t) da equacao (2.2) em I tal que

x(tg) = xo. Abreviadamente, escrevemos o PVI

() = [t x(t))

2.3
x(ty) = xo- (23)

Estamos interessados em responder as seguintes questoes:
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e Em quais condigbes podemos garantir que existéncia de que uma solucao de (2.3)7
e Em quais condicoes esta solucao é unica?

Essas questoes serao respondidas na proxima secao, através do Teorema de Existéncia e

Unicidade de solugao do PVI em (2.3).

2.1 Existéncia e unicidade de solucao

Nesta secao, iremos apresentar o Teorema de Existéncia e Unicidade de solucao para o PVI

em (2.3). Para isto, nos baseamos em [1], [2], [4] e [6].

As questoes tedricas fundamentais sao existéncia e unicidade de solugoes e o dominio de
existéncia das mesmas, bem como a construgao de expressoes tteis para o calculo. Quando
as equagoes forem lineares essas questoes podem ser respondidas diretamente, resolvendo-se
o problema e exibindo uma férmula para a solugao. Mas, em geral, esse procedimento nao
é tao simples, devido a inexisténcia de um método geral para a solucao do PVI. Assim, no

caso geral, essas questoes tem que ser investigadas indiretamente.

Lema 2.4. Seja x : [to, to + 7] — R uma fungdo continua. FEsta fungao é uma solugao de

(2.3) se, e somente se,

x(t) = z(to) —I—/t f(s,z(s))ds, t € [ty,to + 7] (2.4)

Demonstragao. Seja x(t) uma solugao de (2.3) definida em [to,to + 7]. Entao, integrando

(2.2) ambos os membros, obtemos

t ¢
/ 2'(s) ds :/ f(s,z(s)) ds.
to to
Pelo Teorema Fundamental do Célculo,
t
x(t) — x(ty) = / f(s,z(s))ds, t € [to, to+ 7]
to
Assim,
¢
o) = olta) + [ Fls,(5))ds, t € [t o+
to
Reciprocamente, seja x(t) = x(to) + ftto f(s,z(s))ds. Derivando com relagao a t, obtemos

dx(t)
dt

= [t 2(1)).
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Como z(ty) = xo + j;io f(s,z(s))ds = o, segue que z é solugao de (2.3). O

O resultado fundamental nesta direcao é o teorema seguinte, que estabelece, localmente, a
existéncia e unicidade de solugoes para o PVI, sob algumas hipé6teses sobre a fungao f(¢, z(t)).

Antes precisaremos da seguinte definicao.

Definicao 2.5. Dizemos que f : D — R™ é localmente Lipschitziana com relacao a segunda

varidvel se, para cada compacto U C D existir constante real k = k(U) > 0 tal que

[f(t,2) = f(ty)| < kle—yl,
para todos (¢, ), (t,y) € U.

Teorema 2.6. Sejam D um subconjunto aberto e convexo de R"™L. Suponhamos que f :

0
D —R"e —f : D — R" sao continuas. Entdo, f € localmente Lipschitziana com rela¢ao a

ox

sequnda varidvel.

0 0
Demonstragao. Seja U C D. Como 8—f : D — R™ é continua em U, segue que 8_f :D —R"
x x

é limitada. Notemos que
1
d
— = — O(x —y))do
f(t,z) = f(t,y) /0 7gf Ly +0(x —y))
= /1 —af(t +0(x—y))(x—y)db
= ) s Y Y Y

- [ Liv+oa-vpas) o),

Desta forma, usando a hipdtese de que U é convexo,

e = el = | [ G+t o)

< [ [Geroa—ia o-v)
< swp [Lieyrotw -] (o)
= klr—yl,

para todos (t,z),(t,y) € U. Logo, f é localmente lipschitziana com relagdo a segunda

varidvel. O
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A seguir, mostraremos a existéncia e unicidade de uma solugao local de (2.5). Para tanto,
usaremos o Teorema do Ponto Fixo de Banach, para mostrar que o PVI em (2.5). Motivados
pelo Lema 2.4, definimos uma aplica¢do T" e percebemos que z(t) serd uma solugao de (2.5)

se, e somente se, x(t) é um ponto fixo de T

Teorema 2.7 (Teorema de Picard). Seja f uma funcao continua no retingulo fechado
R=A{(t,x); [t —to]| <a, |z—x <b}.

Suponhamos que é f Lipschitziana na seqgunda varidvel com constante de Lipschitz k. Entao,

o problema de valor inicial
) = f(t
) = Sa(0) .
Q?(to) = Zo

tem uma unica solu¢ao em [to — B,to + B], onde

b 1
£ < min {a,—,—}.
c' k
Demonstra¢ao. Como f é uma fungao continua em R (fechado), entdo f é limitada em R.

Assim, seja ¢ > 0 tal que

|f(t,z)| < ¢, paratodo (t,z) € R.

Consideremos C(J) o espago das funges continuas em J = [ty — (3, to + ] a valores reais,
munido da métrica

d(z,y) = max|z(t) —y(t)|,  =z,y€C(J).

ted
Como vimos no Exemplo 1.24, C(J) é um espago métrico completo. Agora, seja
C = {z € C(J);Jx(t) — w0l < cf}.
Entdo, C' é um subespaco de C(J) e fechado em C(.J). Pelo Teorema 1.20, C' é completo.
Seja T : C — 5, dada por

T(x)(t) = xo —i—/t f(s,z(s))ds.

Primeiramente, observemos que a aplicacao T esta bem definida. De fato, f é continua,
entao ftz f(s,x(s))ds existe e também é continua em J, ou seja, Tz € C(J). Agora, para

todo = € 5’, temos

T (t) — xo| =

/t: f(s,z(s))ds

¢
< / |f(s,2(s))|ds < |t — tolc < Be.
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Deste modo T'(z) € C e, portanto, T(C) C C.

O préximo passo é mostrar que T é uma contracao em C. Sejam z,v € C. Entao,

d(Tx,Tv) = max |Tx(t) — Tv(t)| = max /t (f(s,z(s)) — f(s,v(s)))ds

S teJ

teJ

< o [ 17 (sv(s) = f(s,ols)lds

t t

< - < -

< /m?eajxfto [(s) = y(s)lds < kmax|a(t) - v(®)] /t ds
<kt —told(z,v) < kBd(z,v).

Logo,
d(Tz,Tv) < ad(z,v),

onde a = Bk < 1. Portanto, T é uma contragao em C'. Pelo Teorema 1.34, a aplicagao T tem
um tunico ponto fixo x € 6’, isto é, existe uma tnica funcao x continua em J, satisfazendo
Tx = x. Consequentemente, pelo Lema 2.4, o problema de valor inicial (2.5) possui uma

Unica solucao em J. [

2.2 Equacoes Diferenciais Lineares de Primeira Ordem

Nesta se¢ao trataremos de um certo tipo de EDOs. Elas constituem as Equagoes Diferenciais

Ordinarias lineares de primeira ordem cuja forma geral é dada por

¥ = plt)e + al), (2.6
onde p,q : (a,b) — R sao fungdes continuas.

Uma fungao z : (a,b) — R é uma solucdo de (2.6) se ela for diferencidvel em (a,b) e

satisfaz (2.6).

No estudo da equagao (2.6) surgem duas questoes elementares.
(i) Obtencao da solugao geral da equagao (2.6);
(ii) Obtengao de uma solugao de Problema de Valor Inicial (PVI).
o' = p(t)r +q(t)

ZL’(tg) = Xy,

onde tg € (a,b) e ty,xy sdo conhecidos (dados iniciais).
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Notemos que, agora, em particular, f(¢,x) = p(t)z + q(t), a qual é uma funcdo continua.

Neste caso, podemos garantir que existe pelo uma solu¢do do PVI em (2.7).

Exemplo 2.8. Vejamos um exemplo mais simples da equagdo (2.6). Para mais detalhes,
veja [11]. Consideremos

r' = kz, (2.8)
onde k£ é uma constante. Esta equacao é conhecida como equacgao do crescimento exponencial,

Obteremos uma solugao da equacao geral (2.8), utilizando um método, que faz uso de um

fator integrante o qual estudaremos mais adiante e detalhadamente.
Reescrevendo (2.8), vem
2 —kxr=0.

k

Multiplicando ambos os membros pelo fator e*, segue

e ™™ — kxze ™ = 0.

Isto implica que

Por integracao, temos

e, portanto,

z(t) = ce™ t >t (2.9)
que é a solugao geral da equacao (2.8), onde ¢ é uma constante arbitraria.
Para resolvermos o problema de valor inicial

=k,
(2.10)

.T(to) = Xy,

onde ty € (a,b) e xg € I C R, substituimos na solucao geral da equacao (2.8) dada por (2.9)
e obtemos
z(ty) = ce™ = x,

logo

c = xoe Mo,
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Substituimos ¢ na solugao geral (2.8)em (2.9) e, obtemos a solugdo do PVI em (2.10), ou
seja,

z(t) = 2ottt > ¢,

Equacgoes do tipo

sao chamadas de equacgoes lineares homogéneas e o problema de valor inicial correspondente

¢ dado por

(2.11)
.T(t()) = Xop-

A solucao do problema de valor inicial homogéneo é obtida da seguinte maneira. Temos
' —p(t)r =0,
multiplicando ambos os lados pelo fator integrante A(t), obtemos

A(#)(z" = p(t)z) = 0.

Queremos encontrar A(t) de tal maneira que o primeiro membro da equagao corresponda

a derivada do produto de \ por z, isto é,

d
A —p(t)x) = %(AI) = Nz + A\, (2.12)
ou seja,
No = —A\p(t)z.
Supondo A > 0, segue que
>\/
Zo— —p(t
v = —p),
logo
i x) = —p(1)
at VTP

Agora, por integracao, obtemos

isto é,
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Assim, através da equagao (2.12), chegamos que

d ! s)as
e P (1)) = o,

integrando de £y a t
el PMs () — ofig PO (1) — eSS (1) — (1) = 0.
Portanto
x(t) = xoeftto s 4 >t
que é uma solugao do problema de valor inicial homogéneo (2.11).

Alguns autores, com o objetivo de facilitar os calculos, utilizam a seguinte notacao

t ,
T(t, ty) = elo . B facil ver que a funcao T satisfaz as seguintes propriedades:

(i)  T(to,to) = 1;
(#)  T(t to) = [T(to, 1)) (2.13)

(iii)  T(t,t0)T(to, ) = T'(t, 5).

A resolugao do PVI em (2.7), no caso geral, é obtida através do uso de um fator integrante

u(t). Para determind-lo, multipliquemos a equacao por u(t)

u(t)(@" = p(t)z) = u(t)q(t)

e busquemos u(t) > 0 de tal forma que o primeiro membro seja a derivada do produto u por

x, isto é,
d
u(t) (@ — p(t)z) = (;‘f) = 'z + ua,
ou seja,
wx = —up(t)x
Logo
ul
= — _p(t
= —p(t),
ou ainda,
() = (1
o (Inw D

Integrando obtemos
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Portanto, determinamos um fator integrante u(t), tomado uma particular primitiva de p:
= [ p(s)ds {0 p(s)ds
u(t) = e = et = T(to,1).

Logo
d

7 (T(to, (1)) = T(to, )q(t).

Agora, integrando de t; a t, obtemos

T(to, t)l’(t) — T(to, to)l’(to) = T(to, t)[E(t) — l’(to)

T(to, t)z(t) — x(ty) = / T(to, s)q(s)ds.

to

Multipliquemos ambos os lados por T'(t,ty) e utilizando as propriedades (2.13), obtemos a

solugdo do problema de valor inicial (2.7):

x(t) = T(t,to)xo + /t T(t,s)q(s)ds, t > to. (2.14)

to

Essa expressao é chamada de formula da variacdo das constantes.

Acabamos de obter uma forma geral das solugoes de (2.7). Agora, verificarmos que a

expressao obtida é de fato uma solugao da equagao diferencial (2.6).

Em particular, quando

¥ = p(t)z + g(t) = bz + g(t),
ou seja, ¢(t) igual a uma constante k, temos
T(t, to) = eftio kds _ K fjo ds _ k(t—to)
e, portanto, a solucao do problema de valor inicial
¥ =kx+q(t)
x(to) = xg

¢ dada pela férmula de variagdo das constantes (2.14):

t
x(t) = eFlt=toy, —|—/ =) (s)ds, t > t,.
to

Agora, dadas duas solugbes quaisquer x;(t) e z5(t) da equagao (2.6), entao

z(t) = x1(t) + x2(t)
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¢ uma solugao da equagao homogénea associada =’ = p(t), pois

) — xy = p(t)wy + q(t) — p(t)z — q(t) = p(t) (21 — 22) = p(t)x = 2'.
Logo, todas as solugoes da equagao linear nao homogénea (2.6), sdo obtidas somando uma
solugao particular dessa equacao com a solucao geral da equacao homogénea associada. Na

férmula de variagao das constantes, onde p(t) = k, o termo integral
t
/ e* =g (s)ds
to

¢ uma solugao particular da equacdo (2.6). Assim, podemos evitar o calculo dessa integral

se pudermos determinar uma solucao particular por algum outro método.

Por exemplo, quando ¢(t) = gy é uma constante, temos que z,(t) = —q—k? é uma solucao
particular da equacao
' = kx + qo. (2.15)
Portanto,
z(t) = ce — %, t>to

¢ a solugao geral da equacao (2.15), onde ¢ é uma constante arbitraria.

2.2.1 Equacoes Separaveis

Sejam f: (a,b) = R, g: (¢,d) — R. Equagoes diferenciais da forma

y = Lx))7 (2.16)

9y
onde g(y) # 0, sao chamadas de equagdes separdveis. Podemos escrever a equacao (2.16) da

seguinte forma
9wy = f(a), (2.17)

ou, ainda,

Esta tultima equacao justifica a nomenclatura de equacoes separaveis.

Uma funcao diferencidvel y : (a, 8) — R é uma solugao da equacao (2.16) se (o, 8) C

(a,b), y((a, B)) C (¢,d), g(y(z)) # 0 e se y(x) satisfaz (2.16), para todo x € (a,b).
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Agora, sejam y é uma solugao de (2.16) e G é uma primitiva de g. Pela Regra da Cadeia,

T 6ly(e) = (o).

Logo,
G(y(z)) = F(z) + C, (2.18)

onde F' ¢ a primitiva de f. Assim, dado zg € (o, 5), y(zo) = yo € (¢, d), entdo
C' = G(y(xo)) — F(z0).
Substituindo em (2.18), obtemos
G(y(x)) — Gyo) = F(x) — F(xo),

ou ainda,

y(x) z
/ g(y)dy = / f(z)dx, para todo x > x.
Yo o

O que fizemos aqui, foi supor conhecida uma solugao da equagao (2.16) e mostrar que
ela satisfaz a equagao (2.18). O raciocinio usado seria considerado precipitado, porém possui
uma certa légica: sendo G’ = g # 0, logo G é monétona e possui inversa, assim obteriamos

solugoes na forma y(z) = G~ (F(x) + C'), porém o correto é que, dada a relagao

e (o, yo) satisfazendo essa relagao, com G'(yo) = g(yo) # 0, o Teorema das Fungdes Implicitas
(veja [9]) nos garante a existéncia de um intervalo («a, ) contendo zy e uma funcao y :

(a, B) — R de classe C! que satisfaz a relagao (2.18) e, portanto solucao da equacgao (2.17).

Vejamos agora, uma variedade de equagoes particulares da EDO em (2.16) e suas respec-

tivas solugoes.

Exemplo 2.9. ¢ = L
Y

Solugao: Usando o método de separacao de varidveis obtemos

vy =z,

logo
y* =a2® + C.
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Assim, se C' = 0, temos quatro solugoes:

1 =+x, x> 0;
Y2 = —ZL‘,JZ>O,
ys = +x,x < 0;

Yy = —x, ¢ <0.

Para C' = 1, temos duas solucoes:

J& para C' = —1, obtemos quatro solucoes:
y = +(I2 - 1)%7'T > 1
Yo = —(x% — 1)%@ > 1;
Y3 = —|—([E2 - 1)%755 < 17
Yq = —(ZL’2 o 1)%733 <1

As solugoes obtidas acima estao representadas graficamente

e

2
Exemplo 2.10. i = x_z
)

Solugao: A solucao geral de

<

é dada por
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Para C' = 0, obtemos duas solucoes:

yi(z) = (2° +1)35,2 < —1;

yo(z) = (23 +1)3,2 > —1.
Para C' = —1, temos também duas solugoes:

yi(z) = (2* = 1)5,2 < 1;

bole) = (¥ — 3,z > 1.

As solugoes obtidas acima estao representadas graficamente abaixo

¥

3 z ] J 2 3

Exemplo 2.11. ¢y = —2uzy.

Solucao: Podemos reescrever

y' = —2uy,
como
y = QTx’ com y(z) # 0
y
Entao

<

= —2z, integrando In|y| = —2? + C.

< |
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Portanto, para cada C' € R, obtemos duas solugoes

yp = e =10 vy e R;

Yo = —e 710 Vz e R.
Vejamos o grafico das solugoes quando €' >0, C =0e C' < 0.

¥

2
3 = <__/-/r“_ 2 3
3

Exemplo 2.12. 3/ = 2e Yz

Solugao: Reescrevendo

y = 2e Yx,
temos
y'e¥ =2z
e ainda
eV =224 C,
ou seja,
y=1In|z*+ C)|.

Assim, para C' = 0, temos duas solugoes
yi1(z) =2Inz,x > 0;

yo(z) =2In x|,z < 0.

Para C' > 0 existe uma tnica solugao

y(z) = In(z* 4+ C),Vz € R.



Equagoes Diferenciais Ordinérias 41

Para C' < 0 obtemos duas solucoes
yi(x) =In(x + C),z > |C’|%;

ya() = In(x + C),x < —|C3.
Veja o gréfico das solugoes a seguir.

Ay

L ot




CapriTULO 3

Aplicacoes

A modelagem matematica empregando EDOs pode decorrer da Anélise Matematica, ou de
propriedades Geométricas, ou Fisicas ou Quimicas, ou Bioldgicas, ou Estatisticas, etc. A

seguir, apresentamos alguns modelos interessantes.

3.1 Problemas Analiticos

Na Defini¢ao 2.1, consideremos a funcao F = F(x,cy,...,c,) contendo n constantes ar-
bitrarias c¢i,...,c,. O processo de obtencao de uma solugao destes tipos de EDOs é conhe-
cido como o método de eliminacao de constantes ou eliminacao de parametros arbitrarios.

Vejamos o funcionamento deste método através do seguinte exemplo.

Exemplo 3.1. y = ax? + b, derivando até segunda ordem obtém-se

y = 2ax e y" = 2a
—_— —
(I (I1)

comparando (/) com (/1) tem-se

Loy,
Xz
isto é,
y'z =y (3.1)

A determinagao da fungao que satisfaz (3.1) constitui um problema de integracao de uma

EDO.
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3.2 Problemas Geométricos, Fisicos, Bioldgicos e Qui-

micos

Esses problemas constituem as principais motivacoes e interesse na aplicacao de EDOs deste
trabalho. Vamos, entao, ao desenvolvimento e deducao de certos modelos classicos presentes

nas areas de geometria, fisica, biologia e quimica.

3.2.1 Trajetoria

A tractriz é uma curva no plano XY que tem a propriedade de que o segmento da tangente
delimitado pelo ponto de tangéncia e pelo eixo X é constante. Supondo que uma particula
() com certa massa é arrastada ao longo de um plano horizontal dspero por meio de uma
corda QP mantida tensa, e com extremidade P sobre o eixo X, entdo a curva descrita pela
particula @) é a tractriz. Denotando por ¢ o comprimento do segmento QP, entdo a funcéo

y = y(z) é a curva descrita por ). Vamos deduzir a EDO que modela tal problema.

W Y

X
eixo
movimento
Pela figura acima, observamos que
dy
tgh ~ —=
g dx
Qrry
Pr~ 7,
onde
T=a -y =P, tgh=—2
z
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e o sinal — ¢ justificado considerando-se a origem em P . Logo, encontramos a EDO

d
“@W__ Y (3.2)
dl’ a2 — y2

Queremos encontrar a solucao de (3.2). Como

dy Y dy
o J T a2 2 =—(d
I —aQ—yz = y a x

2 _ 2,2
/zi_ng_/w,
)

integrando

isto é,
—T +c.

/v???@:
A y g

~
I

Consideremos, inicialmente, a figura abaixo.

I\
y
0

% =Vary

Entao, sen(f) = g, isto é, y = a.sen(f) e dy = a.cos(f)df. Essas relagoes serao usadas
a

para avaliarmos a integral (I). Dai:
/ —Wdy — / \/“2a Szjlsen2 a. cos(0)d = / ‘/“2(;;(399’)“2(9)) cos(8)dd
/ ' 0;26;082 cos(0)do = /%ﬁgf)cos(@)de
- / (;Zi((g))dez“ / (1_sesr(fél€2)(9)>d9
~ a f Seglze) —a / Sii(;))de:a / sei?@) —a / sen(0)do
= a sen(0) +a. cos(0)
N

Devemos, agora, avaliar a integral (/7). Como:

1
a/ sen(&)de = a/cosec(@) = a(In|cosec(d) — cotg(0)|)
1 cos(f) 1 — cos(0)

a.1n | | =a.ln| sen(0)

sen(f)  sen(f)
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queremos manipular

Como (I11) pode ser escrita como:

1— \/m| 1 — /1 —sen?(h) a(l—\/l—SGHQ(Q))l

N = a.l =a.l
a-In| sen () a-In| sen () a-In| a.sen(f)
| |a\/a2 — a?sen?()
= a.ln
a.sen(0)

ey = a.sen(d). Dai, y? = a?.sen?(f), entao

Sz
[l =am|2 YTV
Y
Além disso, como cos() = /1 — sen?(#), tem-se

a.cos(f) = ay/1 — sen2(f) = v/a2 — a?sen?(f) = \/a2 — y2.
Portanto, a solucao da EDO é dada por:
I -
a.ln|u| +Va?—y?=—x+c.
Y

A constante ¢ pode ser calculada notando que para x = 0, vale y = a (na origem). Assim,
para x = 0 tem-se na solucao acima

a—20
a

a.1n | |+0=c

Logo ¢ = 0. Notemos, além disso, que y = a.sen(f) > 0 e, portanto, tem-se que:

/a2 2
a a y|—\/ﬁ

r=—aln|——=— -y

é a equacao da tractriz z(y) na forma explicita. Ou, ainda,

a—z
Yy

xz—i’—a.ln( ), a—2x >0, y > 0.



Aplicagoes 46

3.2.2 Dinamica Populacional: Modelo Malthusiano

Nos parece razoavel esperar que a taxa de crescimento de uma populacao seja proporcional
a populacao presente naquele instante. A partir dessas ideias pode-se desenvolver modelos,

simples e sofisticados, para a dinamica populacional.

Observacao 3.2. Notemos, inicialmente, quando duas quantidades u e v forem proporcio-

nais, existe k € R tal que u = k.v.

(a) Um processo de nascimento:

Seja N o numero de individuos em uma populagao animal ou vegetal. E claro que este
nimero depende do tempo, de modo que podemos escrever N = N(t). Assim, N(t) é o total

da populagao em um instante t.

Também N (t) assume somente valores inteiros e é uma fungao descontinua em ¢. Porém,
N(t) pode ser aproximado por uma fungao continua e diferencidvel desde que o nimero de

individuos seja suficientemente grande.

Admite-se, por hipotese, que a proporg¢ao de individuos reprodutores permanece constante
durante o crescimento da populagao. Também admite-se que a fertilidade é constante. Entao,
a taxa de nascimento é proporcional ao nimero N (t) de individuos, ou seja, excluindo a morte,

a emigracao e a imigracao, a taxa de crescimento coincide com a taxa de nascimento.

Seja, entao o nimero de nascimentos definido por a.N(t).At, onde « é o coeficiente de
natalidade e At é a variacao do tempo. Tem-se, portanto, que a variacdo no nimero de

individuos da populacao, em um intervalo de tempo At, é dado por:

AN(t) = N(t+ At)— N(t)
= a.N(t).At,

onde AN (t) é a variagdo do nimero de individuos no tempo t, ou seja,

AN _ N(t+Af) - N(t)

A7 AT = a.N(t).

Tomando o limite na igualdade acima, quando At — 0 tem-se

lim (N“*At) _N“)) — lim (. N(1)).

At—0 At At—0
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Logo,
dN

— =a.N; N = N(1).
=N, (t

(b) Um processo de nascimento e morte:

Consideremos uma populagao animal ou vegetal sob as condigoes delineadas em (a). Esten-

deremos, agora, o modelo permitindo a morte dos individuos da populacao.

Seja o niumero de mortes definido por 8.N(t).At, onde B é o coeficiente de mortalidade
no intervalo de tempo At. Entao, a variacao no tamanho da populacao neste intervalo de

tempo At é dada por

N(t+At)— N(t) = a.N(t).At — B.N(t).At
= (a—B).N(t).At,

ou seja,
N(t+ At) — N(t)
= (a— B).N(1).
N (0= B).N(1)
Tomando o limite quando At — 0 tem-se, por defini¢ao, que:
dN
o = (@=B)N=9N; N=N({); y=a-F

Observacao 3.3. Neste modelo tem-se que a taxa de variagao de uma populagao é pro-
porcional a populacao em cada instante, isto é, Variacao resultante ¢ igual ao nimero de

nascimento menos o nﬁmero de mortes. Poderiamos escrever
AP = AN — AM,

onde P = P(t) é a populagdo N = N(t) é (agora) o numero de nascimentos e M = M (t) é
o numero de mortes. Logo a taxa média de variacao, em um intervalo At de tempo, é dado

por:
AP AN AM
At At At

Tomando o limite quando At — 0 tem-se

dP AN dM

dt dt o dt”
isto é, a taxa de variacao da populacao ¢ igual a taxa de nascimento menos a taxa de

mortalidade.
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A taxa ’r pode ser positiva ou negativa, dependendo se prevalecem as ocorréncias de
dM
nascimento ou de morte. Considerando, como anteriormente, que i a.N e i B.N,
e fazendo N = P tem-se
dP
— = a.P—-p3.P
dt p
= (Oé - 6)P7

que é exatamente o resultado obtido anteriormente.

Observagao 3.4. O modelo Cil_]tj = (a — .)P é chamado de “Lei de Malthus”, que pres-
supoe que os nascimentos e as mortes sejam proporcionais ao tamanho da populacao N e
o tamanho do intervalo de tempo, sendo o nimero de nascimento é dado pora.N.At e o
niumero de mortes é dado por 5.N.At, onde a e [ sao respectivamente, os coeficientes de
natalidade e de mortalidade.

Sabemos que a solugdo (tnica) de — = v.N é dada por N = Ny.e"® %) onde N,
representa o tamanho da populacao em ty, sendo, v = a — . Escolhendo ty = 0, temos que

a solucao do PVI:

AN

@ N
a !
N(0) = N,

é dada por N(t) = Ny.e@ 2t t > 0.

Vamos analisar, agora, como se comporta o crescimento de populagao:

(i) Se oo = f3: os indices de natalidade e de mortalidade coincidem e a populagao permanece

estavel nessa situacao
N(t) = No.eo't = NO

e o grafico dessa fungao é dado por

N

[}

N, N(@)

para o=
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(ii) Se @ > (: o indice de natalidade é maior que o de mortalidade e a populagao cresce

exponencialmente com o tempo t.
N(t) = No.e”, y=a—3>0

e o grafico dessa fungao é dado por

N
] N(t )

para o>

(iii) Se a < (: o indice de natalidade é menor que o de mortalidade. A populacao decresce

(diminui) exponencialmente e tende a extingdo & medida que ¢ cresce. Neste caso,
N(t) = Ny, y=a—-53<0

e o grafico dessa fungao é dado por:

N

[ ]

Ny

N
i

para o <f

O parametro v pode ser obtida a partir de condi¢oes dadas:

(a) Sejam a— 8 =~y > 0 ety 0 tempo necessario para a populagao duplicar (que é conhecido,

se Ny é dado). Entao, N(ty) = 2Ny, donde

N(ty) = No.e™ & 2Ny = Np.e™2 = 2 = 72 = In2 = ~ty,

In2
logo v = o
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(b) Sejama—f=v<0e t1 0 tempo necessario para a populagao ser reduzida a metade.

Entao,
N,
Nity) =5 = Nity) = Noe'™
N 1
= —O—No.e’Yté
2
1
= 5—67“
1 L) _ t
= n B} =75,
logo,
1
—In (—)
2
V= :

Este modelo de Malthus, que nao leva em consideracao flutuagoes aleatorias e outras
mais, depende apenas do crescimento vegetativo (a diferenca entre sua taxa de nascimento
e sua taxa de morte), porém, nao é apropriado para estimativas populacionais de regioes
desenvolvidas. Nao obstante, Malthus influenciou o pensamento econéomico durante muito
tempo (ele era economista e demégrafo inglés). Ainda ele sustentava que a populagao cresceria
até um limite de subsisténcia e, entao, devido a fome, a guerra, as condigoes sanitarias, a
miséria, nao mais aumentaria. Ele afirmava que a populagao crescia em razao geométrica

enquanto os meios de sobrevivéncia cresciam em razao aritmética.

De fato, estes fatores, além de condicoes de moradia, poluicao ambiental, etc, afetam
de modo sistematico e o crescimento populacional. Este modelo é apropriado para algumas
estimativas populacionais a curto prazo em paises do terceiro mundo, além de se mostrar
apropriado para certas populagoes de microorganismos em periodos limitados de tempo,
no entanto, este modelo deve se aperfeicoado.Vamos comprovar isto através dos exemplos

seguintes

Exemplo 3.5. Seja P(t) a populagao terrestre no instante ¢. Estimou-se que a populacdo
da terra, em 1961, era de 3.060.000.000 e durante a década de 70 a populacao aumentou a
razao de 2% ao ano. Portanto,
to = 1961, P, =3,06.10°, y=a—p3=0,02,
2
pois v = 100 = 0,02 de modo que se tem
P(t) = 3,06.10%*02 1961
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Os resultados com a aplicacao dessa expressao refletem com precisao a populacao estimada
para o periodo de 1700 - 1961. Além disso, os dados mostram que a populacao da Terra
duplica em cada 35 anos, e a expressao prediz a duplicagao da populagao da Terra a cada

34,6 anos.

De fato, observando que a populacao da Terra dobra em um intervalo de tempo T' = t —t,,

tem-se:
6,12.10° = 3,06.10%*0%7
isto é,
9 — 60,02.T
de onde:

In2 = In(e”%*7) = 0,02.7,
isto é, T' =~ 34,65 anos.

Fazendo uma analise do ano de 1995, 2000 e 2010 temos que pelo modelo teriamos:
P(1996) = 3,06.10%e*021996-1961) ~ 6 16,109,

P(2000) = 3,06.10%e*02(2000-1961) ~ 6 68109,
P(2000) = 3,06.10%e*02(2010-1961) ~ g 15 109,

e a populacao mundial nestes anos era de aproximadamente de 5,81.10%, 6,12.10° e 6,9.10°

de pessoas.

Entretanto, mostra-se que para 2510, 2635 e 2670 teria-se, respectivamente, 200 triilhoes,
1.800 trilhoes e 3.600 trilhoes de pessoas. Estes nimeros mostram que o modelo de Malthus
nao deve se tratado com fidelidade e realidade, pois a superficie terrestre ¢ de aproximada-
mente 510.101.000 km? e 80% dessa superficie é coberta por dgua. Admitindo que se queira
viver tanto em barcos como na terra, entao pode-se mostrar que em 2510 existiria 0,86 m?

por pessoa, em 2635 existiria 0,09 m?2, em 2670 estaremos empilhados.

Na verdade, esses resultados, que parecem nao fazer sentido, apenas resultam das hipdoteses
consideradas na elaboragao do modelo. Nao obstante, modela razoavelmente bem algumas

populagoes, sob certas condi¢oes, como podemos constatar nos exemplos a seguir.

Exemplo 3.6. Consideremos o pequeno roedor Microtus Arvallis Pall, que se repoduz muito

rapidamente. Tomamos como unidade de tempo como sendo 1 meés e, como mostram as
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experiéncias, considera-se que a populacao cresce a razao de 40% por més. Se existem dois
roedores no istante ¢ = 0, entdo P(t), que é o nimero de roedores no instante ¢, satisfaz o

PVI.

dP
& = 04P
dt ’
PO) = 2 (um casal)

e, portanto, sua solugao (inica) ¢ dada por P(t) = 2.e%.

A tabela abaixo compara a populacao observada com a populacao calculada.

Meses 0] 2 6 10
P observado | 2| 5 |20 | 109
P calculado | 2 | 4,5 | 22 | 109,1

que, como se pode notar, had uma excelente concordancia entre os valores da tabela.

Note-se que no caso da Microtus Arvallis Pall, o P(t) observado é preciso, pois o periodo
de gestacao é de trés semanas e o tempo requerido para o censo é bem menor. Se o tempo
de gestagao fosse muito curto, entdao o P(t) observado poderia nao ser preciso, pois muitos

roedores em gestacao, poderiam ter os filhotes antes que o censo terminasse.

Exemplo 3.7. Em uma cultura de bactérias tem-se inicialmente F, bactérias. Em ¢t = 1h o
nimero medido de bactérias ¢é de EPO. Se a taxa de crescimento ¢ proporcional ao nimero de
bactérias P(t) presentes no instante ¢, determine o tempo necessario para triplicar o niimero

de bactérias.

Este é, também, um modelo que pode ser descrito pelo PVI,

dP
el
dt

P(0) = PR,

A solucao geral para esse problema é dado por P(t) = Py.ekt.
3 3
Para determinarmos k, fazemos §P0 = Py.eMl isto é, eF = o Entao de In(eF) = In(2),
tem-se k = 0,4055 e, assim, P(t) = Py.e®%%  Para determinarmos o instante no qual o

nimero de bactérias triplicou, facamos: 3Py = P,.e%4%% e, assim 0,4055¢ = In3, isto é,

In3
= ~ 2. 71h.
0, 4055 X

Observemos que o numero de bactérias presentes em t = 0, Py, nao desempenha nenhum

papel na determinacao do tempo necessario para a populacao inicial de bactérias triplicar

(pode ser 100 ou 1.000.000).
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- P(y)=Po.e" 05!

P

=2,71h !

3.3 Problemas de Mistura

Muitos problemas que envolvem mistura de substancias podem ser encontrados na Biologia,
Engenharia e Quimica e podem ser resolvidos dentro do contexto das EDOs. Supomos que
uma substancia p com certa vazao para um tanque, que contém tal substancia e outras. A
mistura rapidamente se torna homogeénea e depois sai do recipiente a uma vazao determinada.
Desejamos encontrar a concentracao da substancia p no tanque no tempo ¢. Esse problema

¢ denominado problema de mistura ou analise de compartimento.

Exemplo 3.8. Uma substancia decai exponencialmente, e depois de dois anos ela decai de
Qo para a metade da sua quantidade inicial, @. Vamos determinar quanto tempo leva para

uma substancia decair de 5lb para 1lb. Para isso, tomamos o problema de valor inicial

aQ
w9

Qo) = Qo

Assim, a solugao deste problema de valor inicial é

Q(t) = Qoer 1.
Como (t —tp) =2e Q(t) = %, temos

Qo

B In2
5 = )

1
A2
:> —_
Qoe 9 9

Podemos, assim, reescrever (Q(t) como

—t In 2

Qt) = Qoe™% = Q(t) = QuV27, t > to.
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Supomos a densidade da substancia constante. Assim, dizemos que a densidade final é

igual a densidade inicial, ou seja,

1 1 |
5 b = =t= 2n_5 anos ~ 4.644 anos.

Q@ QD @ Qe In2

Exemplo 3.9. Consideremos um tanque que no tempo t = 0, contém g [b de sal dissolvidos
em 150 gal de dgua. Supomos que a uma vazao de 3 gal/min entra dgua no tanque contendo
1/21b de sal por galao e com a mesma rapidez sai 4gua com a mistura bem homogeneizada do
tanque. Dentro destas condi¢oes encontramos uma expressao que representa a concentracao

de sal no tanque, no tempo t.

Podemos avaliar que a quantidade de sal por minuto que entra no tanque é de
1 . 3 .
Q.= (5 Ib/gal).(3 gal /min) = 2 Ib/min.
A quantidade de sal por minuto que sai do tanque é de
Qs = (Q1b/150 gal).(3 gal /min) = 0.02Q) Ib/min,

onde ) é a quantidade de sal no tanque no momento da mistura. Temos, entao, a EDO

dQ dQ
T 150020 = 2% +0.020 = 1.
- =15-002Q = £ +0.02Q =15

que é uma equagao diferencial linear de primeira ordem equivalente a

%[GO.O%]Q — 1. 5e0:02t

Aplicando a antiderivada em ambos os lados, obtemos

—0.02¢
o€
L Qo0

Q(t>60.02t o QO — 75(60.02t - 1) = Q(t) — 1(1 o 6_0'02t) B

2

que € a expressao que representa a concentragao de sal no tempo t.

3.4 Transferéncia de Calor

3.4.1 Consideragoes preliminares

A seguir, apontamos alguns objetivos para calcularmos ou simularmos a transferéncia de

calor entre determinados corpos:
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1. Quantificar o calor que cruza a superficie de um sistema térmico.

2. Determinar a distribuicao de temperatura em um sistema térmico em relagao ao ambi-

ente que o cerca.

Podemos listar algumas possiveis aplicagoes para calcular ou simular a transferéncia de calor,

entre outros exemplos, sao:
1. Equipamentos industriais;
2. Equipamentos para energia solar;
3. Processos de fabricacgao;
4. Industria alimenticia;
5. Conforto ambiental;
6. Resfriamento de componentes elétricos e eletronicos;
7. Termografia.

Para bem introduzirmos a modelagem matemética para certo tipo de transferéncia de

calor, alguns conceitos precisam ser revisados:

1. Calor: é a energia por unidade de tempo (taxa) trocada entre dois sistemas a diferentes

temperaturas.

2. Temperatura: ¢ a estimativa da energia térmica contida em um corpo que é propor-

cional a energia de vibracao das moléculas.
3. Fluxo de calor: ¢é a taxa de calor por unidade de area ou de volume.

4. Transmissao ou Transferéncia de Calor: ¢ a energia em transito devido a uma
diferenca de temperatura. Sempre que existir uma diferenga de temperatura em um
meio ou entre meios diferentes haverd, necessariamente, transferéncia de calor, que pode

ocorrer por conducgao, conveccao ou radiagao.

e Conducgao: ¢ a transferéncia de energia de particulas mais energéticas para
particulas de menor energia de um meio devido as interacoes que ocorrem en-

tre elas.
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e Convecgao: o modo de transferéncia de calor por conveccao abrange dois me-
canismos: o movimento molecular aleatério (difusdo) e o movimento global ou

macroscopico do fluido (advecgao).

e Radiacao: a radiacao térmica é a energia emitida por toda a matéria que se
encontra a uma temperatura nao nula, atribuida as mudancas na configuracao
eletronica dos atomos ou moléculas que constituem a matéria. A energia é trans-
portada por meio de ondas eletromagnéticas (fétons). A radiacdo nado necessita

da presenca de um meio material.

Enfim, calor é uma forma de energia que se transfere de um sistema para outro em virtude
de uma diferenca de temperatura entre eles. E importante destacarmos que essa propagacao
se da naturalmente dos corpos de maior temperatura para os de menor temperatura, até
atingir (se for o caso) o equilibrio térmico.

Quando se coloca dois corpos a diferentes temperaturas em contato, verifica-se que estes
corpos trocam energia na forma de calor, tendendo sempre a um estado final caracterizado
pela igualdade de temperatura entre ambos. Este estado é denominado estado de equilibrio
térmico. Dessa forma sempre que dois ou mais corpos que encontram-se a mesma tempera-

tura diz-se que estao em equilibrio térmico.

3.4.2 Tranferéncia de Calor: Caso unidimensional

Veremos que o problema da condugao ou convecgao do calor é modelado matematicamente
através de um modelo simples, que trata da troca de calor de um corpo com o meio ambiente.
Para a obtencao do modelo matematico unidimensional (1D) sdo consideradas as seguintes

hipoteses:

1. A temperatura T do corpo depende apenas do tempo, isto é, T' = T'(t), e é a mesma

em todos os pontos do corpo.
2. A temperatura do meio ambiente T, é constante ao longo do tempo.

3. O fluxo de calor obedece a Lei de Resfriamento de Newton que atesta que a taxa
de variagdo da temperatura T'(t) com relagao ao tempo ¢ é proporcional a diferenga

entre a temperatura do corpo T" e a temperatura 7, do meio ambiente.
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4. O corpo é homogeéneo e isotropico, ou seja, tem massa especifica constante e tem mesmas

propriedades fisicas em todas as diregoes.

A partir dessas consideracoes pode-se deduzir o Modelo Matemaético na forma de uma

equagao diferencial ordinaria (EDO), que representa matematicamente o fendémeno.

A variacao na temperatura AT do corpo é proporcional ao produto da diferenca entre as
temperaturas do corpo e do meio, pela variacao do tempo, entao AT = k(T — T,).At, onde
k é uma constante positiva que pode ser determinada experimentalmente, e que depende das

propriedades fisicas do corpo e do meio ambiente.

Dividindo essa expressao por At e tomando o limite quanto At — 0 (ou seja, t —t, — 0,

onde t e t, denotam os tempos os quais as respectivas temperaturas foram “tomadas”) tem-se:
AT
li — | = lim |k(T —T,)|.
Ao, ( Al ) AEED{ ( aﬂ

AT dr
Como lim (—) = —e k(T -1, = lim |k(T —1T,)|, considerando que T > T,, a
At—0 \ At dt At—0

taxa de variacao instantanea da temperatura é dada pela equacao diferencial ordinaria

dr

kT -T,) , k>0. :
— =k =T.) , k>0 (33)

A Figura 3.1 fornece uma “interpretacao geométrica”parcial para essas consideragoes

Iniciais.

Figura 3.1: Representacao para uma direcao do fluxo de calor

Fisicamente o calor se propaga da regiao mais quente para a regiao mais fria e, entao,

temos que analisar a transferéncia da temperatura:



Aplicagoes 58

(i) Se T' > T,, entdo a temperatura 7'(t) do corpo decresce com o tempo t, isto é, o corpo

esfria;

(ii) Se T' < T,, entdo a temperatura 7T'(t) do corpo cresce com o tempo t, isto é, o corpo

esquenta.

Consideremos agora os seguintes resultados do Calculo Diferencial e Integral, que podem

ser encontrados em qualquer livro texto de célculo, por exemplo, veja [7] e [12]:
aT . ) .
(iii) Se T 0, entdo 7'(t) ¢ uma fungao crescente, do tempo t;

T
(iv) Se = < 0, entdo 7'(t) ¢ uma fungao decrescente, do tempo t.

Usando (3.3) e empregando (i), (ii) e (iii), (iv), as seguintes situagoes acontecem:

T
(a) k(T —1T,) = i 0 se e somente se 7" > T,. Assim, por (iii), 7" é crescente, o que
contradiz (i), pois fisicamente o corpo esfria;
ar : . .
(b) K(T —T,) = < 0, se e somente se T' < T,. Assim, por (iv), T é decrescente, o que

contradiz (ii) pois fisicamente o corpo aquece.

Uma solucao para essa inconsisténcia é considerar o sinal de — no lado direito da igualdade

da expressao (3.3), isto é, escrever o modelo de resfriamento, para k > 0, como:

ar
o KT T
Nestes casos:
: _dTr
(i) Se T'> T, entao = —k(T —T,) <0 e a temperatura T'(t) decresce com o tempo t;

ar
(i) Se T' < T, entdo o= —k(T —T,) > 0 e a temperatura T'(t) cresce com o tempo t;

dT
(iii) Se T' = T,, entdo = = —k(T —T,) = 0 e T(t) = constante, significando que se a
temperatura T'(t) de um corpo for igual a temperatura ambiente entao ela nao mais

varia.
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Essas analises mostram a consisténcia entre o fenomeno fisico e o seu modelo matematico,
o que de fato deve ocorrer. Assim, o problema de valor inicial (PVI) é dado, considerando-se

que T'(ty) = Tp é a temperatura do corpo no tempo inicial, por:

dT
%ch%@—ﬂJ;T:Hw' (3.4)
T(to) = Tp.

Agora, se T < T,, em particular Ty < T,. Se T, é a temperatura inicial tal que Ty > T,
entao essa é a maior temperatura do sistema “corpo - meio ambiente” (na auséncia de fontes
e sorvedouros). Se Ty < T, essa é a menor temperatura do sistema. Essas conclusoes sao

validas para T;, = constante maior que 0.

T

To

we(;&'a de fluxo de calor

T0>Ta

4&’;'&”0 de fluxo de calor

Ta

Yl

Figura 3.2: Representacao para as diregoes do fluxo de calor.

Sendo k > 0, se Ty — T, > 0 entdao —k(T'—1T,) = dT'/dt < 0 e o corpo esfria. Do
contrario, se Ty — T, < 0, entdo —k (T — T,) = dT'/dt > 0 e o corpo esquenta. A Figura 3.2
ilustra essas situagoes, considerando-se as direcoes dos fluxos de calor para os casos em que

Ty > 1T, e em que Ty < T,.

ar
A EDO dada por = —k(T — T,) acompanhada de uma condigao inicial (temperatura

inicial) T'(to) = Ty, terd solucao, via método de separacao de variaveis, a saber,

T
T-T, T-T,
In|T —T,| = —kt + c1.

e, entao,
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Observacgao 3.10. Observemos que o procedimento acima efetuado para resolver a equacao
diferencial ordinaria por separacao de variaveis nao é, a rigor, valido, ja que dT e dt nao sao
nimeros reais, e sim termos integrantes de uma taxa. O método é puramente formal (uma
abordagem pratica) mas, felizmente, o procedimento pode ser efetuado corretamente através

de adequadas especificagoes e manipulagoes algébricas como vimos na segao (2.2.1)

Antes de resolvermos tal equagao diferencial, notemos que In|T — T,| = In(T — T,) se
T—-T,>0,isto é,se T > T, eque n|T —T,| = In[—(T -T,)] se T — T, <0, isto é, se

T < T,. Assim, temos as seguintes situacoes a serem analisadas.

(i) Se Ty > T,, entdao T > T, e se tem que In(T —T,) = —kt+c;, ou seja, (T —T,) = e *e,
para ¢ = 1. De T'(ty) = Ty, tem-se (Ty — T,) = e ¥, isto é, c = ¥ (Ty —T,). Assim:
T-T, = " e™Ty—T,)
— 6fk(t7t0)<T0 . Ta);

donde
T(t) =T, + (Ty — T,).e”*t=t),

(ii) Se To < T, entao T' < T, e In[—(T' — T,)] = —kt + ¢4, donde In(T, — T') = —kt + ¢y, isto
6 (T, —T) = e ¥c, ou seja, ¢ = et (T, — Ty). Assim, (T, —T) = e*oe (T, — Tp) e,

T(t) =T, + (Ty — T,).e k=),

Pelas suposigoes anteriores, a solugao do Problema de Valor Inicial (PVI) pode ser escrita,

CO1mo:

T(t) =T, + (Ty — T,).e ¥t ¢ > ¢, (3.5)
Algumas outras andlises pertinentes a respeito do modelo matematico e de sua solucao
sa0:
(a) Se Ty = T, entao
T(t)=T,+ (To — T,).e ") =T,

que é a temperatura de equilibrio, ou seja, quando as temperaturas inicial Tj e a do

meio ambiente T}, sao iguais, nao ha qualquer variagao.
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(b) Para Ty # T,, tem-se

t—o00 t—o00

lim 7'(t) = lim {Ta + (T — Ta>.6_k(t_t0):|
= lim 7, + lim [(To _ Ta)'e—k(t—to):| T,
t—o0 t—o0

que ¢é a temperatura de equilibrio, ou seja, para t suficientemente grande se tem que a

temperatura do corpo é tal que T'(t) = T,,.

Por fim, outra andlise pertinente a respeito da solugdo é que a expressao 1'(t) — T, =
(Ty — T,)e *t%) mostra que variacdo de temperatura entre o corpo e o meio T'(t) — T,
depende apenas da diferenca entre as temperatura inicial do corpo e do meio Ty — T, por um
termo de decaimento exponencial e *t~%) A “fenémenologia”da transmissao do calor impoe
um comportamento assintético da solucao, isto é, um decaimento exponencial da solucao
com o tempo t, independentemente da temperatura inicial 7Ty, de modo que a solugao sempre

convirja para a temperatura do meio ambiente 7j,.

Sendo T'(t) = T, + (Ty — T,)e *¢*) a solugdo do PVI, restanos calcular a constante k.
Isso pode ser feito considerando-se um tempo t; > ty e fazendo manipulagoes na expressao
da solugdo. Seja T'(t1) = T}, entdo podemos escrever, em particular, que: Ty — T, = (Ty —
T,)e k1=t isto &,

T-Ta  jort) T, —T, 1 T, —T,
Sl e ki) o —ty) =In [ %) = —k = 1
To—T, (h—to) =In{ =7 (th—to) \Tp—-T,)

logo

T(t) =Ty + (T — Ta)e{ (t i to) [l(% - ;i)] '(HO)}, (3.6)

Fisicamente, a constante k& é um parametro positivo que depende das propriedades fisicas
do corpo e pode ser especificada como sendo a razao entre a condutividade térmica do corpo
e o produto da sua massa especifica pelo seu calor especifico que por sua vez é designada por
difusibilidade térmica do corpo. Isso é vélido para corpos homogéneos e isotrdpicos (corpos
com massa especifica constante e com as mesmas propriedades fisicas em todas as diregoes) e
nao para sistemas complexos como aqueles obtidos pela complicada interagao entre um corpo
qualquer com o meio ambiente. Mas nesses casos, a relacao (3.6) também pode ser obtida

com determinada aproximacao.
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Exemplo 3.11. Consideremos, por exemplo, que Ty = 4, T, = 3, k = 0,1, t = 10 e
to = 0. Também, To = 2, T, = 3, k = 0,1, t = 10 e to = 0. Usando a expressao
T(t) =T, + (Ty — T,).e =) calculamos T'(t) para as situacdes dadas.

T
4
To=
=3,3679
R -
| eIy
|
|
|
o= :
' t
10

Figura 3.3: Resfriamento de corpos

Para os dados fornecidos temos: T'(10) = 3 + (4 — 3).e%+(19-0) onde a solucdo pode ser
obtida a partir da expressio T'(t) = T, + (Ty — T,).e Ft=%) e T(10) = 3 + (2 — 3).e~01-(10-0),
ou seja, T(10) = 3+ e~ e T(10) = 3 — e~ !, respectivamente, de onde T'(10) ~ 3,3679 e
T(10) ~ 2,6321, respectivamente. A Figura 3.3 fornece uma interpretacdo geométrica do

ocorrido.

Exemplo 3.12. A experiéncia mostra que, sob certas condigoes, a taxa de variacao da
temperatura de um corpo obedece a Lei de resfriamento de Newton. Suponhamos que uma
esfera de cobre é aquecida a uma temperatura de 100°C. No instante to = 0 a esfera é imersa
em agua que é mantida a uma temperatura de 30°C. Apds 3 minutos a temperatura da esfera

estd reduzida a 70°C. Queremos determinar o instante em que a temperatura atinge 31°C.

Seja T'(t) a temperatura da esfera de cobre, e seja T, a temperatura (constante) do meio
ambiente que nesse exemplo é a dgua. Se T'(0) = T denota a temperatura inicial da esfera,

entao o problema de valor inicial para este exemplo é escrito matematicamente como

dT
— = —k(T'=30) ; T ="T(1) (3.7)

T(0) = 100.
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Usando o método de separacao de varidveis, temos

dT dT dT
p KT = 30) = 75 k;dt:>/T_30 k/dt;» n|T —30] = -kt + ¢

Sendo T—30 > 0, entao usando certa propriedade das exponenciais, tem-se que T—30 = e~*t¢,

onde ¢ = e°. Portanto, a solucao de (3.7) é dada por:
T(t) =30 + ce ™. (3.8)

Usando agora a condigao inicial dada em (3.7), isto é, o fato que em t = 0 tem-se
T(0) = 100, obtemos por substituicao em (3.8), que 100 = 30 + ce~*°, isto é, que 70 = c.

Encontrada a constante ¢, a expressao 7'(t) em (3.8) é, entao, escrita como
T(t) = 30 + 70e~*. (3.9)

Para determinarmos a constante k > 0 utilizamos o fato de que 7'(3) = 70. De (3.9) podemos

escrever

40 40
70 = 30 4 70e 3% = 40 = 70e % = == e 3F = 1n <%) = -3k =k ~ 0, 186539.

Portanto, a temperatura da esfera de cobre, em funcao do tempo, é dada pela expressao:

T(t) = 30 + 70~ 186539, (3.10)

Quando T'(t) = 31, a expressao (3.10) fornece o tempo necessario para atingir tal tempe-

ratura, pois esse instante é calculado diretamente como

1
31 = 30 + 70e~ 186539 — 1 — 70~ 0186539 — (—) = (—0,186539¢) ,

70
1

1 —

()

N A
o s, (=0, 186539)

~ 22,78. Logo, o tempo necessario para que a esfera de cobre

atinga 31°C é de aproximadamente 22, 78 minutos.

Supondo atendidas as hipoteses necessarias ao desenvolvimento do método de separacao
de variaveis, ele pode ser empregado para resolver equagoes diferenciais quando as equagoes

podem ser escritas na forma:

9% = f(x). (3.11)
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dh
Seja h(y) = [g(y)dy, entdo pelo Teorema Fundamental do Célculo, tem-se T 9(y).
Y
dh
Substituindo g(y) por - ha equagao (3.11), obtemos a expressao
Y
dh dy
. 12
=@ (312)

Sendoy = y(z) e h = h (y(z)) e, lembrando que pela regra da cadeia, temos di (h(y(z))) =
x

dh dy
entao a expressao (3.12) pode ser escrita como:
dy dz’
©(h () = @ (3.13)
o (h(y(@))) = f(2). :

dy
A equagao (3.13) é do tipo e f(z) onde Y(x) = h (y(x)), que pode ser resolvida im-
x
plicitamente através de integracao, ou seja, integrando-se (3.13) em ambos lados da igualdade

obtemos a solugao geral de (3.11) dada implicitamente por:

_ / F@)dz +c.

O uso formal do método de separacao de variaveis para resolver o problema de valor inicial
(3.4), pode ser adequadamente justificado, pois sendo 7' = T'(t) e y = y(x) nas expressoes
anteriores, onde agora x é substituido por ¢t. Assim, supondo que T — T, # 0, a EDO

dr
= —k(T —T,), pode ser escrita como:

dt
1 dT
T-T,dt
d 1 d 1 .
Dai T (In(T -1T,)) = T <d_T (T — Ta)) =TT Assim,
d dT
T (In(T -T,)) — o = —k.
T
Comparando a Regra da cadeia 3—5% = % (h(y(z))) com diT (In(T —-1T,)) Cfi_t’ temos
pr (In(T —T,)) = —k, cuja expressao pode ser resolvida por integragao direta, pois

/%(IH(T—Ta))dt - —k/dt.
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Pelo Teorema Fundamental do Céalculo, pelas propriedades de integracao e considerando-

se os casos em que T'— T, >0 ou T — 1T, < 0, encontramos
In|T —T,| ==kt + ¢.

Este resultado foi empregando o método de separacao de variaveis de modo puramente formal.
Entao, para efeitos praticos, quando possivel e as hipdteses estiverem satisfeitas, a abordagem

pratica pode ser empregada sem maiores problemas.

3.4.3 Modelo de Resfriamento em EDOQOs: Algumas questoes

Temos que T, é constante e isotrépica (homogénea) e o fluxo de calor obedece a Lei de
Resfriamento de Newton. Porém, existem “problemas”com as hip6teses consideradas. Uma
primeira objecao poderia ser o fato plausivel de que a temperatura do meio ambiente varia
com o tempo ao receber ou ceder calor ao corpo. Mostra-se, nesse caso, e supondo que as

demais hipoteses sao validas, que o modelo matematico é dado por:

dT
E - —k’ (1 —|— A) T(t) —|— ]{5 (AT() —|— Ta70) y
onde A = me , com m e ¢, respectivamente, sendo a massa e o calor especifico do corpo,
MaCq

e my € ¢, Sao0, respectivamente, a massa e o calor especifico do meio ambiente. Além disso,
T(t) e T, sao, respectivamente, as temperaturas do corpo e do meio ambiente e T e T,
denotam, respectivamente, as temperaturais iniciais do corpo e do meio ambiente. Mostra-se

que a solucao desta EDO ¢é dada por:

TO+TaO —k(1+A Ta0+AT0
T = ( 22129 (14+A)¢ Zab T 70
(®) (1+A )e \T1ra

Agora, também podemos ter situagoes onde sao validas as seguintes, e mais realisticas,
hipéteses:
1. A temperatura T'(t) pode nao ser a mesma em todo o corpo (regiao);

2. A temperatura T, do meio ambiente pode ser uma funcao do tempo, isto é, T, = T,(t);

3. O fluxo de calor obedece, nao a Lei de Newton, mas sim a Lei de Fourier, que atesta
que “A quantidade de calor por unidade de tempo transferido de um corpo para outro
¢ proporcional a diferenca de temperatura entre os corpos € a drea dos mesmos, € €

mversamente proporcional a distancia que os separa’” .
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Nessas condigoes, a equagao diferencial que modela o fenémeno do fluxo (difusao) de calor

oT o*T
em um corpo unidimensional é uma equacao diferencial parcial (EDP) dada por — = k——

ot ox?’
onde T'=T(t) e k > 0 é a difusibilidade térmica, que depende das propriedades fisicas do

corpo.



CONCLUSAO

Esperamos que este trabalho possa ser usado como notas de aulas em um curso de introdugao
as Equacoes Diferenciais Ordinarias. Também, acreditamos que os modelos aqui discutidos
contribuem para que alunos do ensino médio se interessem pelo Calculo Diferencial e Integral.
Neste sentido, utilizamos o conceito de taxas de variacao, o qual é um conceito relativamente
simples e facil de ser aplicado. Com certeza, alunos dos anos finais da educacao basica
possuem condigoes de entender o conceito de EDO e compreender alguns modelos envolvendo

este tipo de equagoes.
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