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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo divulgar o teorema de Morley e suas aplicaces. O teorema
afirma que os pontos de intersecdo das trissetrizes adjacentes dos angulos interno de um
tridngulo qualquer sdo vertices de um tridngulo equilétero. Trissetrizes sdo semirretas que
dividem um angulo em trés partes iguais. Em um tridngulo duas trissetrizes sédo adjacentes
guando partem de veértices opostos pertencente a um mesmo lado do triangulo e formam o
menor angulo possivel com este lado. Inicialmente faremos consideracdes sobre a origem da
geometria grega e o seu legado para a Matematica de ontem e de hoje. Destacaremos de forma
pontual alguns conceitos geométricos elaborados pelos gregos. Estes conceitos foram
organizados e publicado na obra, Os Elementos de Euclides. Abordaremos um dos trés
problemas classicos da geometria grega: a trisseccdo de um angulo. Apresentaremos uma
solugéo para este problema usando a espiral de Arquimedes. Este problema motivou, ainda
que tardiamente, a formulacdo do teorema de Morley. Faremos um resumo da biografia de
Frank Morley, e em seguida apresentaremos algumas demonstracOes de seu teorema. As
demonstracdes apresentadas sdo elementares e podem ser assimiladas por alunos do ensino
médio. Ao final faremos outras consideracGes sobre o teorema, com a finalidade de mostrar a
sua abrangéncia, e apresentaremos algumas questes olimpicas relacionadas com o teorema

de Morley

Palavras chave: Teorema de Morley. Trisseccao.



ABSTRACT

The present work aims to unveil the Morley’s theorem and its applications. The theorem
states that in any triangle the three points of intersection of the adjacent angle trisections form
an equilateral triangle. Trisections are semi straight lines that divide an arbitrary angle into
three equal parts. In a triangle two trisections are adjacent when they start from opposite
vertices belonging to a same side of the triangle and form the smallest possible angle with that
side. Initially we will present considerations on the origin of Greek geometry and its legacy to
past and present Mathematics. In a timely manner we will approach some geometric concepts
developed by the Greeks. Such concepts were organized and published in the work Euclid's
Elements. We will approach one of the three classical problems of Greek geometry: the
trisection of an angle. We will introduce a solution to this problem using the Archimedean
spiral. Although belatedly, this problem led to the formulation of Morley’s theorem. We will
summarize the biography of Frank Morley followed by some demonstrations of his theorem.
The demonstrations are elementary and may be assimilated by middle school students.
Finally we will introduce other considerations on the theorem in order to show its scope and

introduce some Olympic-related issues related to Morley’s theorem.

Keywords: Morley’s theorem. Trisection.
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1 INTRODUCAO

A geometria € 0 ramo da matemética que estuda a forma, tamanho, posicéo
relativa e propriedades de figuras, no plano e no espaco. A geometria surgiu
independentemente em varias civilizacGes antigas de forma pratica para resolver problemas
do quotidiano. Sua formalizacdo teorica foi concretizada na Grécia Antiga. Apds a teorizagdo
da geometria na Grécia, foram raras as descobertas neste campo nos séculos seguintes.
Entretanto se algo de novo fosse descoberto, e divulgado, mesmo com as limitacdes da época,
0 interesse dos matematicos era imediato. Hoje, apesar da facilidade de acesso a qualquer
informacdo, se ndo houver uma divulgagdo ampla e imediata, as descobertas recentes acabam
esquecidas. E nesta linha que direcionamos este trabalho. Objetivamos divulgar um
surpreendente resultado da geometria plana: O teorema de Morley. Discorreremos sobre sua
origem, seu desenvolvimento, algumas de suas demonstracdes e sua abrangéncia sobre outras
figuras planas

No inicio do trabalho apresentaremos um pouco da Histéria da geometria Grega,
ressaltando a publicacdo dos Elementos de Euclides e sua importancia para a matematica
antiga e atual, Na segunda parte enfocaremos algumas definicdes e teoremas da geometria
euclidiana, as quais servirdo de base para as demonstracfes do teorema de Morley.

Na terceira parte do trabalho trataremos de um dos problemas classicos da
geometria grega, a trisseccdo de um angulo. Problema que tornou-se cléassico pela
impossibilidade de resolvé-lo usando apenas a régua e 0 compasso. Neste mesmo capitulo,
iremos descrever um dos modelos que foram utilizados para soluciona-lo. A quarta parte sera
dedicada ao tema central do trabalho, o teorema de Morley. Relataremos a biografia de Frank
Morley e faremos um detalhamento deste teorema, com enunciado e demonstragdes
geométrica e trigonométrica. A quinta e sexta parte do trabalho est4 destinada a apresentacéo
da aplicagdo do teorema de Morley em questdes olimpicas. Também serdo discutida a
unicidade, dos varios triangulos de Morley e a validade do teorema nos paralelogramos.

Esperamos que este trabalho, escrito de maneira simples, mas sem desprezar o

rigor matematico, possa de alguma forma ampliar os conhecimentos do leitor.
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2 A GEOMETRIA NA GRECIA ANTIGA

Herddoto foi um gedgrafo e historiador grego, que viveu entre 485 a. C. e 425 a.
C. Foi o primeiro a considerar o passado como uma fonte de pesquisa para estudos
filoséficos do comportamento humano futuro. Segundo citacGes de Herddoto, as primeiras
manifestacdes relacionadas ao surgimento da geometria ocorreram na Mesopotamia e no
Antigo Egito, com maior énfase no Egito. Em sua obra, Herddoto enfatizou a necessidade da
redistribuicdo de terras entre as pessoas que haviam sofrido prejuizos com as enchentes do rio
Nilo. Outro fato que coloca o Antigo Egito como um dos locais do surgimento da geometria
sdo as construcOes faradnicas bem elaboradas, como as piramides e os templos gigantescos

construidos com uma certa precisdo matematica.

S DR

Figura 1: Templo de Edfu.

A geometria desenvolvida na Mesopotdmia e no Antigo Egito tiveram grande
influéncia na geometria grega, ocorrendo uma evolugdo da matemética concreta destas
civilizacbes para uma matematica abstrata na Grécia, dando inicio a matematica teorica.

Um dos primeiros matematicos gregos foi Tales de Mileto, que viveu nos séculos
VIl e VI a.C. Um de seus feitos foi calcular a altura de uma das piramides do Egito usando
semelhanca de tridngulos. Ele relacionou as medidas de sua altura e de sua sombra com as
medidas da altura e sombra da piramide. Acredita-se entdo que, por ele estar em contato com

a civilizacdo egipcia foi influenciado pela geometria do Antigo Egito.
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Assim como Tales outros estudiosos da Grécia contribuiram para o
desenvolvimento da geometria desta civilizacdo. Temos Pitagoras, nascido em 570 a.C., que
fundou uma escola de cunho filoso6fico e matematico. Ele e seus seguidores, chamados de
pitagoricos, tiveram grande participacdo na evolucdo da matematica na Grécia Antiga. Um
dos teoremas mais importantes da geometria plana, demonstrados pelos pitagéricos, o teorema
de Pit&goras, estabelece que: em um tridngulo retdngulo o quadrado da medida do maior lado
é igual a soma dos quadrados das medidas dos outros dois lados.

Destacamos a publicacdo dos elementos de Euclides. Euclides foi um filosofo e
matematico grego nascido no ano 330 a.C. Ele publicou uma obra composta por 13 livros,
conhecida como Os Elementos de Euclides. Nesta obra, Euclides elaborou teoricamente, de
maneira simples e organizada quase todo o conhecimento matematico de entdo. Esta
teorizacao foi impulsionada pelo fato de que naquela época o abstrato e o universal era mais
valorizado pelos filésofos, 0s quais possuiam grande influéncia nos rumos da matemaética.
Desta forma, o estudo da geometria passou entdo por mudancgas radicais. Uma destas
mudancas foi que passou-se a considerar figuras geométricas aceitaveis, apenas aquelas que
poderiam ser construidas com régua e compasso. Isto em parte restringiu as construgdes
geomeétricas, pois qualquer figura que ndo fosse possivel construir com régua e compasso era
considerada de segunda categoria. Alguns exemplos deste fato foram os problemas classicos
da Matematica grega: A duplicacdo do cubo, a quadratura do circulo e a trissec¢do do angulo.
Estes problemas foram resolvidos por matematicos que ndo levaram em consideracdo esta
restricdo e utilizaram outros métodos, as vezes sofisticados. Posteriormente daremos uma
atencdo especial ao problema da trisseccdo do angulo.

O problema da duplicacdo do cubo consistia em, dada a aresta de um cubo,
construir s6 com régua e compasso a aresta de um segundo cubo tendo o dobro do volume do
primeiro. As solugdes para este problema exploravam uma vasta gama de métodos
geométricos. Uma desta solucdes foi apresentada por Hipocrates de Quios, que viveu em
torno de 430 a.C., ele reduziu o problema da duplicacdo do cubo ao problema de encontrar
dois meios proporcionais entre duas linhas dadas. Tal resolugdo consistia na construcdo das

seguintes proporgoes:

Y
2.a
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(Y3 (Y3}

Onde “a” representa a medida da aresta de um cubo e “x” e “y” os meios

proporcionais. Isto porque:

Multiplicando ambos membros por “x” teremos,
1) x*=axy
Da proporcao inicial, também podemos obter:

2

a y
2 —_— = = Ly = 2.
(2) x 2.a > xy a

Substituindo o resultado de (2) em (1), concluiriamos que:

x3=a.x.y=a.2.a® = 2.a3.

Provando que o meio proporcional “x” representaria a medida da aresta de cubo,
cujo volume ¢ o dobro do volume de um cubo de aresta “a”.

No contexto grego, determinar a quadratura, significava achar com o uso da régua
e compasso, um quadrado cuja area fosse igual a area da figura dada. O problema de quadrar
qualquer regiédo poligonal estava descrito nos Elementos de Euclides, o que ocasionou 0 passo
seguinte na Matematica, quadrar uma regido curva. A escolha obvia foi iniciar pelo circulo,
dai o fato da quadratura do circulo tornasse um dos problemas classicos desta época. As
solugdes vieram do uso de curvas e constru¢fes que nao envolviam o uso da régua e
compasso, sendo que a solucdo para quadrar qualquer regido curva sé foi possivel com o uso
das técnicas da Matemaética recente.

Os resultados apresentados nos Elementos de Euclides foram todos construidos ou
demonstrados com 0 uso da régua e compasso. Estes dois instrumentos tiveram grande
importancia no estudo da geometria daquela época. No livro, A Historia da Matematica, da
autora Tatiana Roque sdo apresentados os contetdos e organizacao dos livros que compdem
os Elementos de Euclides. Isto evidencia a importancia que esta obra tem na Historia da
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matematica, principalmente na divulgagdo da geometria grega. Os Elementos de Euclides

eram assim organizados:

e Livro I: primeiros principios e geometria plana de figuras retilineas:
construcdo e propriedades de triangulos, paralelismo, equivaléncia de
areas e teorema “de Pitagoras”.

e Livro II: contém a chamada “algebra geométrica”, trata de igualdades de
areas de retangulos e quadrados.

e Livros Il e IV: propriedades de circulos e adicdo de figuras, como
inscrever e circunscrever poligonos em circulos.

e Livro V: teoria das proporcdes de Eudoxo, razbes entre grandezas de
mesma natureza.

e Livro VI: aplicacbes do livro V a geometria, semelhanca de figuras
planas, aplicacGes de areas.

e Livros VII a IX: estudo dos numeros inteiros — propor¢ées numéricas,
ndmeros primos, maior divisor comum e progressdes geomeétricas.

e Livro X: propriedades e classificacdo das linhas incomensuraveis.

e Livros XI a XIII: geometria solida em trés dimensdes, calculo de volumes

e apresentacdo dos cinco poliedros regulares.

A geometria da Grécia Antiga é caracterizada como sendo uma busca por
resolucOes de problemas reais. Isto era a parte essencial da atividade geométrica dos gregos.
A apresentacdo dos fatos geométricos como um conjunto de teoremas, com enunciados e
demonstracdes, foi um dos maiores legados dos gregos para as civilizacbes do mundo

moderno.
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3 ALGUNS CONCEITOS DA GEOMETRIA EUCLIDIANA

Neste capitulo apresentaremos alguns topicos da geometria euclidiana, que seréo

utilizados nos capitulos posteriores.
3.1 ALGUNSELEMENTOS DA GEOMETRIA PLANA

Como usual consideraremos o ponto, a reta e 0 plano, como nogdes primitivas,
que séo noc¢Oes intuitivas decorrente de nossa experiéncia e observagédo as quais sdo adotadas

sem definicao.

Definigdo 3.1. Dados dois pontos distintos A e B em uma reta r, 0 segmento de reta com
extremos A e B, é o conjunto formado pelos pontos A e B e por todos os pontos de r
compreendidos entre A e B. Sera denotado por AB.

Dois segmentos, AB e CD, serdo congruentes, quando AB = CD.

Definicdo 3.2. Dado trés pontos distintos A, B e C em uma reta r, com A entre B e C, o ponto

A divide a reta em duas partes com origem em A. Estas partes sdo chamadas de semirretas: a
parte que contém o ponto B € a semirreta AB ea parte que contém o ponto C é a semirreta

AC.

Definicdo 3.3. Angulo é a figura formada por duas semirretas que possuem a mesma origem.

B
®

Figura 2: Angulo CAB.
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O angulo da figura 2, tem vértice no ponto A e sera representado por BAC ou
CAB. As unidades de medidas mais utilizadas para medir um angulo s&o o grau e o radiano.
Um angulo de 360° € equivalente a 2 7 radianos.

Diremos que dois angulos A = B s&o congruentes se eles tiverem a mesma

medida.

Definicdo 3.4. Dois angulos séo ditos suplementares quando a soma de suas medidas € igual a
180°.

C @] B
\ 4 L4

Figura 3: Angulos suplementares COA e AOB.

Definicdo 3.5. Dados trés pontos distintos e ndo colineares A, B e C, 0s segmentos de reta

AB, AC e BC formam um triangulo com vértices A, B e C. Os trés segmentos sao

chamados de lados do triangulo.

Figura 4: Triangulo ABC.

Na figura 4, o tridngulo de vértices A, B e C seré representado por AABC.
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3.2 CONGRUENCIA DE TRIANGULOS

Defini¢do 3.6. Dois triangulos sdo congruentes se for possivel mover um deles no espago,
sem deformaé-lo, até fazé-lo coincidir com o outro, isto é, quando existe uma correspondéncia
entre os vértices de um e os vértices do outro, de modo que os angulos internos de um vértice
correspondente tenham a mesma medida e 0 mesmo ocorrendo com o0s lados opostos a
vertices correspondentes. Se os triangulos ABC e DEF forem congruentes, usamos a notagéo,
AABC = ADEF, Vejafigura 5.

A C D F

Figura 5: Tridngulos congruentes

Axioma 3.7. Dados dois tridngulos ABC e FGH, se AB = FG, AC =FHe A =F, entio,
AABC = AFGH. Este € o primeiro caso de congruéncia de triangulo, conhecido como o caso
LAL.

Teorema 3.8. Dados dois triangulos ABC e FGH, se AB =FG, A=F e B = G, entfo,
AABC = AFGH. Este € o segundo caso de congruéncia de triangulo, conhecido como o caso
ALA.

Prova: Considere os triangulo ABC e FGH, onde AB = FG, A =F e B = G. Marque o
ponto D sobre o lado AC de forma que AD = FH.

Figura 6
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Desta forma teremos, AD = FH, AB = FG e A = F, concluimos ent&o pelo axioma 3.7 que
0 AABD = AFGH, logo ABD = G. Mas, pela hipotese, G = ABC, portanto ABD = ABC,
entdo os segmentos BD e BC sdo coincidentes, o que nos leva a afirmar que os pontos C e D
também coincidem. Como AABD = AFGH, entdo AABC = AFGH finalizando a prova.

Teorema 3.9. Se dois tridngulo tém os trés lados correspondentes congruentes, entéo, eles sao

congruentes. Este € o terceiro caso de congruéncia de triangulos, conhecido como o caso LLL.

Prova: Considere os tridngulo ABC e FGH, onde AB = FG, BC = GH e AC = FH, marque
o0 ponto D simétrico ao ponto B, em relagdo ao lado AC, ligando-o0 aos pontos A e C, de modo

que CAD = F e AD = FG.

Figura 7

Teremos, AC = FH, AD = FG e DAC = F, logo pelo axioma 3.7, AACD = AFGH. Temos
também AD = FG = ABe DC = GH = BC, portanto os triangulos ABD e BCD séo
isosceles, tendo ADB = ABD e CDB = CBD, como consequéncia ABC = ADC. Obtemos
entdo pelo axioma 3.7, AABC = AACD, mas sendo AACD = AFGH, concluimos que AABC =

AFGH finalizando a prova.
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3.3 SEMELHANCA DE TRIANGULOS

Defini¢do 3.10. Diremos que dois tridngulos ABC e DEF séo semelhantes se for possivel
estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre os vértices de um e do outro triangulo de
modo que os angulos internos de veértices correspondentes tenham a mesma medida e a razéao

entre os lados correspondentes seja a mesma.

C F

Figura 8: Triangulos semelhantes

Na figura 8 temos triangulos semelhantes, desta forma:
A=D, B=E C=F e

3.4 OCIRCULO E ARCOS

Defini¢do 3.11. Dado um namero real r > 0 e um ponto A no plano, o circulo de centro A e
raio r é a figura geométrica formada por todos os pontos do plano que estdo a uma distancia r

do ponto A.

Figura 9: Circulo de raio, AB = 7.
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Definicéo 3.12. Dados dois pontos distintos A e B em um circulo, o arco AB é o conjunto dos

pontos no circulo entre A e B, juntamente com os pontos A e B.

Veja que os pontos A e B dividem o circulo em dois arcos, em geral considera-se
0 arco AB como o menor deles. Dado um arco AB e um ponto E no circulo distinto de A e B,
o0 angulo AEB é chamado de &ngulo inscrito no circulo.

Sabe-se pelos Elementos de Euclides, que a medida de um angulo inscrito num
circulo é igual a metade da medida do arco por ele determinado. Temos entdo o seguinte fato
(figura 10):

Todos os angulos inscritos em um circulo, que determinam um mesmo arco,

possuem a mesma medida.

A

Figura 10: Angulos inscritos em um circulo.

~ arco(AB
pp - &rcodB)

3.5 ASRAZOES TRIGONOMETRICAS

Seja um circulo de centro O e didmetro AB, consideremos um dos semicirculos
determinados por AB e seja C um ponto qualquer deste semicirculo. Se a é o angulo BOC e D

é a projecdo ortogonal de C sobre AB, temos as seguintes definigdes:
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|
|
|
|
a I

|

|

:

|

® ®

A O D B A D O B
Figura 11: Semicirculos de diametro AB.

N . , . D
Defini¢édo 3.13. O seno do angulo o sera a razao = representado por sena.

R A , ~ 0D , A
Definigdo 3.14. O cosseno do angulo o sera a razdo Sg» Para os casos em que o € um angulo
agudo, se o angulo for obtuso, 0 cosseno do angulo a sera a mesma razao negativa, ambos

representados por cosa. Veja que 0 cos90° = 0.

sen

a —
, Ndo existindo seu

Definicéo 3.15. A tangente do angulo o (tga) serd a razdo: tga = —

valor para a = 90°.

Vale ressaltar que os valores do seno e do cosseno de um angulo independem do
semicirculo utilizado.
As razBes trigonométricas sdo largamente utilizadas nas demonstragdes de varios

teoremas. A partir do teorema de Pitagoras temos o seguinte:

Teorema 3.16. A relagdo fundamental da trigonometria estabelece que para qualquer angulo

o, temos:

sen’a + cos’a =1

Prova: Para quaisquer valores de a, podemos provar esta relacdo da seguinte forma:

Considerando a figura 11, teremos:

@)2 (W)Z CD? +0D%> 0C?
+ = =—=1

2 + 20 = — — = — T
sen~a cos~a <OC 0C OCZ OCZ
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Lei dos cossenos 3.17. Dado um triangulo ABC qualquer, sempre teremos a relagéo:

AB%2 = AC? + BC%? — 2.AC.BC.cosC

Esta relacdo podera ser aplicada para qualquer angulo do tridngulo, fazendo

apenas os ajustes necessarios na formula.
Lei dos senos 3.18. Em qualquer triangulo ABC, podemos estabelecer a seguinte relacao:
BC AC AB

= = — = = = 2R
send senB senC

Nesta relacdo, o valor de R representa a medida do raio do circulo circunscrito no tridngulo
ABC.
A seguir temos uma lista de outras relacdes entre as razes trigonométricas.

e sen(90° —a) = cosa

e c0s(90° — a) = sena

e tg(90°—a) =1/tga

e sen(180° — a) = sena

e (0s(180°— a) = —cosa

e sen(a + B) = sena.cosp + senf.cosa

e sen(a — B) = sena.cosf — senf3.cosa

e cos(a+ B) = cosa.cosf — sena.senf

e cos(a— B) = cosa.cosp + sena.senf
a+p a-p

%. (cosa + cosB) = oS ——.C0s —
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4 A TRISSECCAO DE UM ANGULO

Dividir um angulo em trés partes iguais foi um dos problemas classicos mais
importante da geometria grega. Os gregos ndao conseguiram com o0 uso de régua e compasso
dividir um angulo em trés partes iguais.

Apo0s inlmeras tentativas frustradas de resolver este problema usando régua e
compasso, o problema foi resolvido usando outros métodos. Apresentaremos um método que

utiliza a espiral de Arquimedes.
4.1 AESPIRAL DE ARQUIMEDES

Arquimedes de Siracusa, nascido em 287 a.C. é por muitos considerado como o
grande matematico e cientista da Antiguidade. Foi ele quem pela primeira vez discutiu a
matematica existente em uma espiral. A definicdo da espiral proposta por Arquimedes
consiste em uma semirreta em um plano, movendo-se uniformemente em torno da origem e
retornando a sua posicdo de partida, a0 mesmo tempo que um ponto partindo da origem,
move-se uniformemente sobre esta semirreta. A trajetoria desse ponto ird descrever no plano

uma linha que foi chamada de espiral.

Espiral de Arquimedes

Figura 12: A espiral de Arquimedes.

Na figura 12 temos o segmento OR girando uniformemente no sentido anti-

horario em torno do ponto O, a0 mesmo tempo que o ponto A partindo do ponto O, percorre
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uniformemente o segmento OR marcando sua trajetoria sobre o plano, dando origem a uma
parte da espiral de Arquimedes.
A partir desta definicdo foi possivel associar uma razéo entre arcos e segmentos,
0 que possibilitou a resolugdo do problema classico da trissec¢do de um angulo. Isto foi feito
do seguinte modo. Suponhamos que queiramos trisseccionar o angulo POQ (figura 13).
Inicialmente tracemos a espiral de Arquimedes, girando a semirreta 0Q
uniformemente no sentido anti-horario em torno do ponto O, no mesmo instante que o ponto

O desloca-se uniformemente sobre a semirreta. Considerando o ponto P sobre a espiral,

dividimos o segmento OP em trés partes iguais, OP; = P,P, = P,P. Tracemos dois circulos
com centro em O, de raios OP; e OP, Obteremos os pontos 0; e 0,, que S0 encontros

destes circulos com a espiral. Desta forma, por propor¢do, os angulos: Q00; = 0,00, =

0,0P = %, determinam a trissecc&o do angulo POQ.

Figura 13: Trisseccdo do angulo POQ.
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5 O TEOREMA DE MORLEY

5.1 BIOGRAFIA DE FRANK MORLEY

Figura 14: Frank Morley

Frank Morley foi um matematico nascido no dia 9 de setembro de 1860 em
Woodbridge, Suffolk, Inglaterra. Faleceu no dia 17 de outubro de 1937 em Baltimore,
Maryland, EUA.

Graduou-se na universidade de Cambridge em 1884 e seu desempenho académico
foi considerado relativamente fraco. Ap6s a formatura aceitou o emprego de professor de
matematica na Bath College até 1887. Neste mesmo ano estabeleceu-se nos EUA e foi
selecionado para lecionar no Quaker College em Haverford, Pensilvania. Casou-se em 1889 e
teve trés filhos.

Em 1900 foi nomeado professor de matematica na universidade John Hopkins,
tornando-se influente nesta unidade e fortalecendo o curso de p6s-graduacéo.

Frank Morley também foi considerado um excelente jogador de xadrez, jogando
no mais alto nivel, tanto que conseguiu em uma ocasido, vencer o campedo mundial de xadrez
da época, o filésofo e também matematico Dr. Emanuel Lasker.

Nos EUA Morley deu grande contribuicdo para a Matematica. Foi editor por 30
anos do American Journal Of Mathematics e presidente do American Mathematical Society
de 1919 a 1920 e em ambas as instituicdes realizou trabalhos editoriais.

Algumas de suas realiza¢cdes matematicas foram:



27

e Publicacdo de artigos de teor principalmente geométrico, mas também
sobre algebra.

e Publicou em 1893 o texto, Um tratado sobre a teoria das funcdes, que foi
revisado em 1899 como Introducéo a teoria das func¢Ges analiticas.

e Em 1933 publicou a obra Inverse geometry (Geometria Inversa), escrita
em conjunto com o seu filho, o matematico Frank V. Morley.

e Num periodo de 50 anos, desde a sua graduacdo, publicou mais de 60
artigos na Times Educational, a maioria de natureza geométrica.

e Sua publicacdo de maior destaque € o teorema que hoje leva o seu nome: 0

teorema de Morley, publicado no Japdo somente em 19109.

5.2 ENUNCIADO DO TEOREMA DE MORLEY

O teorema Morley, apesar de amplamente divulgado no meio matematico, sé foi
publicado formalmente em 1919. O texto original apresentado por Morley néo foi
considerado, na sua totalidade, interessante. Apenas parte dele chamou a atencdo dos
matematicos. A parte que fascinou os matematicos da época foi resumida no seguinte

teorema:

“Para qualquer triangulo, os trés pontos de intersecdo das trissetrizes adjacentes

dos seus angulos internos, sdo vértices de um tridngulo equildtero.”

Figura 15
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Trissetrizes de um angulo sdo semirretas que o dividem em trés partes iguais. As
trissetrizes adjacentes mencionadas no teorema correspondem aquelas que partem de vértices

distintos, formando com o lado do triangulo em comum a estes vértices, 0 menor angulo.

5.3 DEMONSTRACOES

Desde a descoberta do teorema de Morley muitos matematicos apresentaram
demonstracdes deste teorema. Alguns utilizaram a geometria plana, outros a trigonometria.
Até a teoria de grupos foi usada em alguma destas demonstracdes. No site: cut-the-
knot.org/triangle/Morley/index.shtml, encontramos diversas demonstracdes do teorema de
Morley.

No quadro 1 apresentamos os autores de algumas destas demonstracGes e a parte

da matematica que eles utilizaram para realiza-las.

AUTOR

ALGEBRICA
TRIGONOMETRICA
TRIGONOMETRICA
TRIGONOMETRICA
TRIGONOMETRICA

GEOMETRICA
GEOMETRICA
GEOMETRICA
GEOMETRICA

Quadro 1: Autores e suas demonstragoes.

Algumas destas demonstragdes usam basicamente geometria plana, o que nos leva
a concluir que tal teorema poderia ter sido descoberto na época da Grécia antiga. O fato de os
gregos procurarem sempre teoremas de construcBes possiveis com régua e compasso,
possivelmente retardou a sua descoberta.

Apresentaremos trés destas demonstracdes.


http://www.cut-the-knot.org/triangle/Morley/index.shtml
http://www.cut-the-knot.org/triangle/Morley/index.shtml
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5.3.1 Demonstracdo de M.T. Naraniengar

Mandyam Tondanur Naraniengar foi um matematico indiano. Ele demonstrou o
teorema de Morley através de construcdes e usando apenas os conceitos da geometria plana. E
uma prova considerada indireta, pois inverte o sentido das sucessbes de passos desde a
hipotese até a conclusdo. Ele verificou que partindo da intersecdo entre as trissetrizes de dois
angulos de um tridngulo qualquer e considerando alguns conceitos basicos da geometria plana
é possivel provar o teorema de Morley. Tal demonstracéo € feita seguindo as seguintes etapas:

12 Etapa: Considere um triangulo qualquer com vértices A, B e C. Trace as
trissetrizes dos vértices B e C. Sejam D como o ponto de intersecdo entre as trissetrizes
adjacentes e E o ponto de intersecdo entre as outras duas.

Figura 16

22 Etapa: No triangulo BCE, podemos constatar que o ponto interno D representa
0 seu incentro (ponto de encontro das bissetrizes). As bissetrizes deste triangulo sdo BD, CD e
ED.

Figura 17
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32 Etapa: Sobre o segmento BE, marque o ponto F, tal que, EDF = 30° e sobre 0
segmento CE, marque o ponto G, tal que, EDG = 30°. Desta forma teremos os tridngulos
EDF e EDG congruentes pelo caso ALA, pois DEF = DEG, EDF = EDG e ED segmento
comum aos dois tridngulos, resultando em FD = DG, como FDG = EDF + EDG = 60°,

entdo o triangulo FDG é equilatero.

»

AN
N

D

Figura 18

Para conclui a demonstracdo deve-se provar que as semirretas AF e AG sdo as
trissetrizes do vértice A.

42 Etapa: Construa os pontos H e | sobre os lados AB e AC respectivamente, de
modo que BH = BD e CI = CD. Os triangulos DBF e HBF sdo congruentes pelo caso LAL,
pois BH = BD, HBF = FBD e BF segmento comum aos dois triangulos, obtemos ento
HF = FD. Analogamente os triangulos DCG e ICG também s&o congruentes e obtemos

DG = GI. Pelo fato do tridngulo FDG ser equilatero, temos a igualdade HF = FG = GI.

Figura 19
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52 Etapa: Construa o ponto J, de forma que ele seja a intersecdo das bissetrizes
dos angulos HEG e FGI, tal construgdo é possivel, pois HFG e FGI ndo s&o angulos rasos e
estas bissetrizes encontram-se no semiplano determinado pela reta FG, que contém o ponto A.
Podemos mostrar este fato da seguinte forma:
I.  HFE =180°— HFB = 180° — DFB = DFE = 60° + EFG.
Il.  GEF =CEB =180°— EBC — BCE = 180° —=.ABC —=.BCA =
180° —=.(ABC + BCA) = 180° — 2.(180° — BAC) = 60° +=. BAC.
Substituindo (1) e (1) na expressdo abaixo teremos,
HFG = HFE + EFG
= (60°+ EFG) + EFG
=60°+ (EFG + EFG)
=60°+ (EFG + EGF)
= 60° + (180° — GEF)
= 60° + [180° - <60° + g.BﬁCﬂ
= 60° + (120° - %.B/TC)

2
= 180° — g.BAC < 180°.

Da mesma forma, podemos mostrar que FGI = 180° — %.BAC < 180°.

H

Figura 20
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Os triangulos HFJ e GFJ sdo congruentes pelo caso LAL, pois HF = FG, HF] =

JEG e FJ segmento comum aos dois, seguem que HJ = GJ. Pelo mesmo caso, LAL, 0s
triangulos GFJ e GIJ sdo congruentes e obtemos FJ = IJ. Como JFG = %.HF"G = %.FGAI =

JGF, segue que o triangulo FJG é iséscele, com FJ = GJ. Temos entdo H] = F] = G] = I],

logo o ponto J é equidistante dos pontos H, G, F e .

62 Etapa: Construa a circunferéncia A de centro J, passando pelos pontos H, F, G

e |. Tal construgéo ¢ possivel pois, H] = F] = G] = 1IJ.

Figura 21

Sabemos que os triangulos HFJ, GFJ e GIJ sdo congruentes entre si, temos entdo
HJF = FJG = GJI. Dai tera:

FjG = 180° — (JGF + JFG) = 180° — (HF] + JFG) = 180° — HFG

= 180° (180° 2 BAC) _2 BAC = 2 HAI

-_ 3 . -_ 3 . -_ 3 . .
R . . . R N N 1 . arco(HI)
HjI = HJF + FJG + GJ1 = 3.FJG = 2. HAIl => HAI = E.H]I =—

Como, podemos concluir que a circunferéncia A passa também pelo ponto A, e
sendo as cordas HF = FG = GlI, temos 0s seus respectivos arcos também congruentes, obtendo
HAF = FAG = GAI, desta forma as semirretas AF e AG séo de fato as trissetrizes do vértice

A, provando, portanto o teorema de Morley.
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5.3.2 Demonstracio de Taylor e Marr’s

Nesta demonstracdo sdo usadas apenas fatos da geometria plana. Em todas as

etapas sdo utilizadas, apenas conceitos acessiveis a alunos do ensino médio.

~

12 Etapa: Seja ABC um triangulo qualquer. Considere A = 3a,B =3B e( =

T

36. Temosa +f +6 = -.

3a

36 28

o
(9]

Figura 22

22 Etapa: Trace os pares de trissetrizes dos vértices B e C. Sejam D e L os pontos
de intersecBes entre estas trissetrizes. No triangulo LBC, o ponto D € seu incentro. Construa

uma circunferéncia inscrita A, tangenciando os lados BL e CL nos pontos Q e R.

Figura 23
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32 Etapa: Sejam H e K os simétricos do ponto D em relacdo aos segmentos BL e
CL respectivamente.

Figura 24

42 Etapa: Marque o ponto F sobre BL de modo que o segmento FK tangencie a
circunferéncia A no ponto P, dando origem aos tridngulos FDK ¢ DKP, onde ADKP ¢

retangulo em DPK.

Figura 25

Temos DK =2.DP e utilizando as relagBes trigonométricas no ADKP,
obteremos:
DP

_ DP _ _ 1 _
sen(PKD) = == => sen(PKD) = 55 = sen(PKD) = 5 =>PKD =

ol S
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PDK =n—(PKD +DPK)=n-=-2=1%
6 2 3

Desta forma,

QDR=mw—L=2.8+26 =2'?"—2.a.

Segue que,

FHQ =FDQ =

N |-

.QDP =2.(QDR - PDR) =%.(QER——) =§.('?—2.a—

Dai, como ADHK ¢ isosceles, teremos:
~ - 1. 1 1 2. 1
DAK = DRH = .1 =7.[n — (2.8 +2.6)] =§.[n— (—— 2.a>] == ]=+ z.a]

i
=—TA0Q.
6

Temos também,
FAK =DAK -FAQ = (3+a) - (5-a)=2.a

T

e FRH=DKH—PRD = (+a)-Z=ua.
6 6
Entdo, HFK =m—3.a=m—A e os pontos A, H, F e K pertencem a uma

circunferéncia p, pois os angulos opostos HAK e HFK s&o suplementares, como podemos ver

na figura 26 a seguir.

Figura 26

Seque que HAF = HKF = a, pois formam o mesmo arco HF, logo AF é uma

trissetriz do vértice A.
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52 Etapa: Analogamente marcando o ponto E sobre o segmento CL de modo que

o segmento EH tangencie a circunferéncia A no ponto G, teremos por simetria do triangulo

DHK em relagdo a circunferéncia A, DF = DE e que 0 angulo FDE = g Portanto o ADEF ¢

equilétero, concluindo a demonstracdo do teorema de Morley.

Figura 27

5.3.3 Demonstracdo de Constantin Cocea

Nesta demonstracdo foi usado somente no¢des de trigonometria.
Dado um triangulo qualquer ABC, sejam M, N e P o0s pontos de interse¢do das
trissetrizes adjacentes referentes ao lado BC, AC e AB respectivamente.

\/

M

Figura 28
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Aplicando a lei dos senos (3.18) no triangulo ABP e as relagbes dos senos e
cossenos de angulos suplementares, para calcular o segmento AP, teremos:

AP AB _ EsenE __ 2.R.senC. seng

> AP = — > AP = —
sen— sen(APB) sen[mr — (§+ B)] sen(§+3%)

Onde R representa o raio da circunferéncia circunscrita no triangulo ABC.
Temos;

1P = 2.R. sen(nﬂ— C;).seng
sen(f — %)
T 2.R. seng. sen("%é). [3A— 4.sen? ("%C)]
sen(”T"C)

AP = 2.R. seng. {3 - 2. [1 — cos (ZR;Zé)]}

AP = 2.R.sen?.[1+ 2.cos (2229)]

AP = 4.R. seng. B + cos (2”;26)]

AP = 4.R. sené. [cosE + cos <2n;26)]

AP = 4.R.sen§.2 { [cos + cos (Zn zc)]}

m,2n_2¢ n_zm 2¢

AP = 8.R. sen— [cos (T) cos( 32 3 )l
3m_2¢ _m,2C

AP—8Rsen—Icos< 3) cos<3 3)]

AP = 8.R. seng. [cos (3—” — E) - COS (_% + %)]

6 6
AP = 8.R.sen§. cos (g — g).cos( — g)

+
2

AP = 8.R. sen”. cosC. cos (E —
3 3 6
Portanto,
- _ B ¢ n_C
(D AP = 8.R.senz. cosz. cos (g —)
E analogamente temos,

AN — B ¢ n B
In AN = 8.R.senz. cosz. cos (g — 5)
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Vamos determinar o valor do segmento PN usando as igualdades (I) e (II),
substituindo-as na lei dos cossenos (3.17) aplicado no tridangulo APN.

PN? = AP + AN? — 2.AP.4N. cosa
PN? = 64.R?.sen ( ) sen— [cos2 (g - g) + cos? (% - g)
— 2cos (% — g) .cos (% — g) . cosé]

1+ cos(%" — %) 1+ cos(%” — 23—’;)
2 ' 2

PN? = 64.R?.sen ( ) sen? (g)

A n—-B— B-C
- COSE. (COS + COS—)]

PN? = 64.R?.sen ( ) sen () : [1 + cosé. cosﬁ — cos? @) — cos3 cos—c

PN? = 64.R?.sen (2).sen? (£).[1 — cos? (2)]

PN? = 64. R?.sen? (g) .sen? (g) .sen? (é)
A
3

E usando a simetria nos vértices do triangulo ABC, podemos obter PN = NM =

MP, provando que o tridngulo PNM ¢ equilatero.
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6 OUTRAS CONSIDERACOES SOBRE O TEOREMA DE MORLEY
6.1 OS TRIANGULOS DE MORLEY

O teorema de Morley afirma que os pontos de encontros das trissetrizes adjacentes
dos angulos internos de um triangulo qualquer sdo vértices de um triangulo equilatero. Esta
relacdo também é vélida para os angulos externos. Se tragarmos as trissetrizes dos angulos
externos de um triangulo qualquer, os pontos de encontros das trissetrizes externas adjacentes
sdo vertices de um triangulo equilatero, Uma caracteristica destes triangulos equilateros
determinados pelas trissetrizes dos angulos internos e as trissetrizes dos angulos externos é
que seus lados sdo dois a dois paralelos. Observe a figura 29. O triangulo equilatero interno
EFG, determinado pelas trissetrizes adjacentes dos angulos internos, e o tridngulo equilatero
OPQ, determinado pelas trissetrizes adjacentes dos angulos externos. Estes triangulos
possuem lados paralelos.

Observacdo: Podemos obter outros trés triangulos de Morley. Eles séo formados
por uma combinagdo de encontros entre as trissetrizes internas com as trissetrizes externas.
Possuem a mesma caracteristicas dos dois primeiros triangulos equilateros, seus lados séo

dois a dois paralelos com os demais. Veja figura 30.

Figura 29
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Figura 30

6.2 PARALELOGRAMOS

Em um paralelogramo, se considerarmos 0s quatro pontos que séo as intersecoes
das trissetrizes adjacentes dos seus angulos internos constataremos que eles serdo colineares
ou serdo vértices de um outro paralelogramo.

Trataremos apenas do caso em que as intersecOes das trissetrizes adjacentes
formam um paralelogramo. Demonstraremos este fato do seguinte modo: Considere o
paralelogramo ABCD e os pontos E, F, G, H como sendo os pontos das interse¢des das

trissetrizes adjacentes, como na figura 31.
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Figura 31

Deste paralelogramo teremos o0s seguintes pares de triangulos congruentes,
obtidos todos pelo mesmo caso de congruéncia, ALA:
I.  AADE = ACBG, pois ADE = CBG, AD = BC e DAE = BCG, portanto
AE = CG e DE = BG.
Il. AABF = ACDH, pois ABF = CDH, AB = DC e BAF = DCH, portanto
AF = CH e BF = DH.
Segue das conclusdes de | e Il, utilizando o caso LAL, as seguintes novas
congruéncias:
e AAEF = ACGH, pois AE = CG, EAF = GCH e AF = CG, logo EF =
GH.
e ABFG = AEDH, pois BF = DH, FBG = HDE e BG = DE, logo FG =
EH.
Desta forma, teremos, EF = GH e FG = EH, e assim o0 quadrilatero EFGH é um

paralelogramo.

Observacoes:

01. Se, em particular, o paralelogramo for um retangulo, os pontos de

intersecOes das trissetrizes adjacentes sdo vertices de um losango.
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Figura 32

Considere o retangulo ABCD (figura 32). Todos os angulos internos séo retos, e
assim cada um deles é divididos em trés angulos de 30°. Os triangulos AED, AFB, BGC e
CHD s#o todos issceles, com DE = AE = BG = CG.

Da mesma forma que demonstramos o caso geral de um paralelogramo, utilizando
0S mesmos casos de congruéncias, teremos pares de tridngulos congruentes, que neste caso
especifico, sdo pares de triangulos isosceles. Sdo eles: AAED = ABCG e AABF = ACDH,
com DE = AE =BG = CG e AF = BF = CH = DH. Teremos os pares de tridngulos
congruentes: AEAF = AFBG, AEAF = AGCH e AFBG = AHDE. Segue as igualdades
EF = FG, EF =GH e FG = EH, portanto FG = EF = GH = EH, e assm o quadrilatero

EFGH é um losango.

02. Se o paralelogramo for um losango, os pontos de intersecdes das trissetrizes

serdo sempre vértices de um retangulo. A demonstracao é analoga a anterior Veja figura 33.

Figura 33
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03.Se o paralelogramo for um quadrado, de maneira analoga mostra-se que 0s
pontos das intersecdes de suas trissetrizes adjacentes sdo vertices de um outro quadrado. Veja

figura 34.

Figura 34
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7 . QUESTOES OLIMPICAS SOBRE O TEOREMA DE MORLEY

Apesar do teorema de Morley ser pouco difundido, algumas Olimpiadas de

Matematica apresentaram problemas cuja solucdo dependem do conhecimento deste teorema.
7.1 QUESTAO DA OLIMPIADA BRASILEIRA DE MATEMATICA

Uma destas questes proposta em 2012, na primeira fase da OBM, Olimpiada
Brasileira de Matemaética, para os alunos de nivel 2 e também para os alunos do nivel 3, pede
para determinar a medida do lado do tridngulo de Morley.

A solucdo apresentada utiliza além de conceitos basicos de geometria plana um

pouco de trigonometria. Méas é essencial o conhecimento do Teorema de Morley.

(OBM - 2012) O teorema de Morley diz que, ao tracarmos as retas que dividem cada angulo
interno de um triangulo ABC em trés angulos iguais, obtemos um triangulo equilatero

chamado triangulo de Morley de ABC, como o que esta destacado na figura a seguir:

A

Figura 35

Qual é a medida do lado do triangulo de Morley de um triangulo retangulo isdsceles cujos
catetos medem 2?

A) 2.2 -6 B) V3-2 C)JVe-2
D) 2-3 E) 2/3-6
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Solucéo:

Figura 36

Considerando o AABC retangulo em A, teremos BAE = EAF = FAC = 30°. Como 4B =
AC = 2, teremos ABE = EBD = DBC = BCD = DCF = FCA = 15°. Pelo teorema de
Pitagoras obtemos BC = 2v/2. Segue que AABE = AACF, pelo caso ALA, logo BE = FC. O
ABCD é is6sceles, com BDC = 150°. Teremos ABDE = ACDF, pelo caso LAL, com BDE =
CDF e BED = DFC. Pelo teorema de Morley EDF = 60°, segue que BDE = CDF = 75°,

donde obteremos BED = DFC = 90°. Tracando a altura relativa a base do triangulo isosceles

BDC, temos que BD= - e no triangulo BED, temos que ED=BD-sen15° e dai

0s15°

ED=+2tan15°=2(2-3)=2/2 6.

Observacdo: ~ Usando a  féormula  tan(a—b)= tana—tanb

—_= = -, temos que
l+tanatanb

V3

tan15° = tan(45° - 30°) = tands®—tan30° " 3 _,_ 3.
1+ tan 45°tan 30° 1+J§
3

7.2 QUESTAO DA OLIMPIADA PAULISTA DE MATEMATICA

Em 2012 a OPM, Olimpiada Paulista de Matematica, propds para o nivel
fundamental e para o nivel médio, uma questdo do envolvendo o teorema de Morley.
Nesta questdo, inicialmente € apresentado ao aluno o inicio de uma demonstracao

do teorema, familiarizando-o com o tema e a seguir solicitando que o0 mesmo a finalize.
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(OPM - 2012) Um teorema bastante interessante da Geometria € o teorema de Morley,
descoberto por Frank Morley em 1899. O teorema diz que as retas que trissectam os angulos
internos (dividem em trés partes iguais) determinam um tridngulo equilatero, como destacado

na figura 1:

Figura 1

¥

Figura 37

Nesse problema, veremos uma das demonstracfes mais engenhosas para esse teorema, dada
pelo matematico John H. Conway. A principal ideia ¢ fazer o problema de “dentro para fora”.
Isto €, comecamos com um triangulo equilatero e depois mostramos que conseguimos montar
qualquer triangulo a partir dele.

Primeiro, sejam 3a, 38 e 3y o0s angulos internos de um triangulo acutangulo. Para facilitar a
notacdo, dado um angulo 0, denotaremos 8% = 6 + 60°e 87+ = 6 + 120°.

Agora, comece com o triangulo equilatero.

q Figura 2

Figura 38

Em seguida, encaixe nele trés triangulos com angulos a, 8%, v*; a®, B8,y eat, B, y. Note

gue eles estdo determinados, pois um lado é igual ao lado do triangulo equilatero e os trés

angulos sao dados.

Figura 39
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Agora, considere outros trés triangulos, com angulos a, 8,y **; a, B,y ea™,B,y.

Figura 4

<

P

Figura 40

Ainda falta determinar os lados dos trés triangulos acima, ja que s6 temos seus angulos. Para
isso, construa triangulos isosceles de angulos de base a*, B* e y*, como na figura 5. Os lados

congruentes dos triangulos isosceles séo iguais ao lado do triangulo equilatero.

Figura 5

Figura 41

Para completar a demonstracéo, temos que provar que 0s sete triangulos que construimos se
encaixam perfeitamente. Para isso, faltam dois fatos. E hora de vocé entrar em agao!

a) Mostre que a soma dos angulos dos triangulos em torno dos vértices do triangulo equiléatero
é 360°.

b) Para mostrar que os lados se encaixam e que podemos montar o triangulo da figura 1, basta
verificar que o lado AB indicado na figura 3 € igual ao lado EF indicado na figura 5. Os outros
casos sao analogos.

Complete a demonstracdo provando que, de fato, os tridngulos AABC e AFED s&o

congruentes.
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Solucéo dada pela OPM:
Temos aqui as 5 figuras dadas no enunciado

fala\ N Figura 1 \ Figura 3
' N Figura 2 \s+ 7D ¢
J \ ~ — —~—
\ ~ [
/ ~ AN | s* "~
J -

|
~ & ’
| \ ~ Fgura 4 i 9 *
\ ~ \ \ - Fgura $
ja " / " §
\ ~\ \ N
J \ NP ~ J -~ Ny
\ ~ J \ ~ ~
~ . - ~
~ ~ f ~ ~
f _eel N . - ~ -.
¥ ) ~— - y ” ‘\_\ v‘\\
[ / e ~ / ~ ~
/ -~ ¥ N / ~ ~
. " / -
/ . f o/
y
/
~ I/ -

Figura 42

a) Vejamos a soma dos angulos num dos vértices do triangulo, por exemplo, C representado
na figura 3, temos que somar o angulo interno do triangulo equilatero, os dois dos triangulos
da figura 3 e por fim o da figura 5:

60° + (a + 60°) + (y + 60°) + (180° — a — y) = 360°
Isso mostra que nesse pontos 0s 4 pedacos se encaixam. As somas em torno dos outros

vértices seguem por analogia.

b) Sendo os angulos do tridngulo 3a, 35 e 3y , observa-se sua soma:
3a+38+3y=180° » a+ f +y =60°
Veja no tridngulo AFED que a soma dos angulos é 180°, logo:
FED + EDF + DFE =y + (a + 60°) + DFE = 180° —
DFE=120°—a—y > DFE=+60°=f"
Assim temos congruéncia dos tridngulos AABC e AFED (A.L.A.) ja que CAB = DFE,CA =
DE (lado do triangulo equilatero) e BCA = EDF. Assim, concluimos que AB = FE.

Note que esses lados se encaixam.

Juntando os itens a e b, observamos que de fato os 7 triangulos se encaixam em angulos e

comprimentos dos lados para formar o tridngulo maior de 3a, 38 e 3y.
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8 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foi apresentado uma das interessante descobertas na &rea da
geometria plana. O objetivo é ampliar a sua divulgacdo e oferecer aos leitores uma fonte de
consulta sobre o tema em foco: O teorema de Morley. Foi realizada uma pesquisa
bibliografica ampla, o que propiciou um certo rigor matematico nos conceitos aqui
apresentados e em particular sobre o teorema de Morley. Apesar da simplicidade em seu
enunciado, sua surpreendente conclusdo indica que possivelmente ainda existam, em
geometria elementar, fatos simples e interessantes a serem descobertos. Os conceitos, as
demonstracfes e as aplicacdes foram apresentadas de maneira simples e a nivel elementar,
mas sem desprezar o rigor matematico. As demonstragdes do teorema de Morley, aqui
apresentadas podem ser repassadas aos alunos do ensino médio, pois utilizam apenas tdpicos
elementares e do conhecimentos destes discentes. Poderiamos incluir este teorema em nossas
aulas, aplicando-o em exercicios, em laboratérios de Matematica ou outras atividades em sala
de aula.

Por fim conclamamos aos colegas professores que procurem descobrir e
incentivar novos talentos para o estudo da Matematica. Esperamos que a leitura deste trabalho

contribua, de alguma forma, para esse mister.
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