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Resumo

Apresentamos um estudo dirigido aos poliedros de Platdo e seus duais. Com
o intuito de tornar dindmica e prazerosa as aulas dedicada ao estudo da Geometria,
mostramos varias a¢des para a construgao de cada um dos solidos através do uso de
material concreto e também exploramos a construgcdo interativa através de uma
aplicacao no software GeoGebra. Antes de explorar cada soélido platénico, temos uma
revisao tedrica dedicada aos professores de sala de aula, aos professores em formacgao
ou estudantes em geral, a quem chamamos de alunos. Nessa revisao, a partir da aresta
do poliedro, o aluno pode acompanhar com detalhes todos os calculos referentes ao
volume, a area do sdlido e ao tamanho da aresta do dual ou de um poliedro inscrito.
Para compreender as diversas propriedades geométricas de inscrigdes e secgdes,
ensinamos o aluno construir cada um dos solidos platdnicos e seus respectivos duais
por meio de material concreto, tais como canudo, linha e folha transparente. E com
GeoGebra, o aluno pode rever as propriedades geométricas dos poliedros, investigando
cada um dos elementos (vértices, faces e arestas) e seguir todo o processo de
construcao de cada solido platénico e a representacédo do seu dual. Ao final do presente
trabalho mostramos a planificagdo de cada poliedro utilizando régua e compasso.
Acrescentamos também outra forma de calcular o volume de cada poliedro, o
detalhamento do pentagono regular incluindo a sua constru¢ao com régua e compasso,

abordando a razdo aurea.

Palavras-chave: Poliedros de Platdo e seus duais, Material concreto, Geometria

dindmica.

Abstract

We present a directed study to the Polyhedrons of Plato and their duals. In
order to get dynamic and pleasant classes devoted to the study of Geometry, several
actions showing the construction of each solid through the use of concrete materials and

also explored through interactive construction by means of a software application in
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GeoGebra. Before exploring each platonic solid, we have a theoretical review dedicated
to classroom teachers, prospective teachers or students in general, whom we call
students. In this review, starting from size of the polyhedron's edge, the student can
follow in detail all the calculations concerning the volume, the area of solid and the size
of the dual edge or an inscribed polyhedron. We teach the student to build each of the
Platonic solids and their dual through concrete material, such as straw, line, and
transparent sheet so the student can understand the various geometric properties of
inscriptions and sections. And using GeoGebra, the student can review the geometric
properties of polyhedrons, investigating each of the elements (vertex, faces and edges)
so the student can follow the whole construction of each Platonic solid and the
representation of its dual. At the end of this study we show the unfolding of each
polyhedron using ruler and compass. We also added another way to calculate the
volume of each polyhedron and the details of the regular pentagon, including its

construction with ruler and compass, addressing the golden ratio.

Keywords: Polyhedrons of Plato and their duals, Concrete materials, Dynamic

geometry.
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Capitulo 1 - Introdugao

1.1. Justificativa
Com relagdo aos conceitos da geometria espacial, visualizar € uma

habilidade necessaria ao crescimento do aluno no processo ensino e aprendizagem.

E conforme ¢é afirmado nos PCN, temos “o pensamento geométrico
desenvolve-se inicialmente pela visualizagdo: as criangas conhecem o espago como
algo que existe ao redor delas. As figuras geométricas sao reconhecidas por suas
formas, por sua aparéncia fisica, em sua totalidade, e ndo por suas partes ou
propriedades” (BRASIL, 1997, p. 127).

Dessa forma, a visualizagdo é um processo cognitivo complexo e de carater
pessoal, no qual a experiéncia tem grande importancia; ou seja, o0 que uma pessoa
observa pode nao ser visto por outra.

Kaleff (2003, p. 17) afirma que:

Apesar das muitas controvérsias sobre a forma pela qual a visualizagdo se
processa em nossa mente, € importante que ocupe seu lugar no ensino da
Geometria, pois a habilidade da visualizagao pode ser desenvolvida até certo
ponto, se for disponibilizado ao individuo um apoio didatico baseado em
materiais concretos representativos do objeto geométrico em estudo. O material
concreto permite ao individuo efetivamente ver o objeto de seu estudo. Por
outro lado, como a habilidade da visualizagao nao é inata a todos os individuos,
0 que acarreta a existéncia de individuos “visualizadores” e individuos “n&o-
visualizadores”, podem surgir grandes conflitos em sala de aula, pela
confrontacédo de alunos visualizadores e professores nao-visualizadores e vice-
versa, se os profissionais ndo estiverem conscientes deste fato.

Nesse sentido, a pagina de um livro ou a lousa ndo s&o os instrumentos mais
apropriados para se praticar visualizagao de objetos tridimensionais dado que a maioria
das vezes, o professor dispée apenas do livro didatico como ferramenta ao ensino
deste assunto.

Pensando nisso, os materiais concretos podem ser um interessante caminho
para estudar o assunto e fortalecer o significado das nogdes geométricas elementares
no intuito de que o aluno reconhega as conexdes entre ideias e aplicagbes matematicas
e nao apenas da percepcao da Matematica, particularmente da Geometria, como um

corpo de conceitos e procedimentos isolados do cotidiano e de outras areas do



conhecimento.

Por isso, precisamos “estar atento ao fato de que, no caso de um aluno
necessitar visualizar um objeto geomeétrico, como por exemplo um poliedro, um modelo
concreto desse objeto construido em madeira, papel-cartdo ou outro material pode
servir de representagdo para gerar a imagem mental. Esta primeira imagem inicia um
processo de raciocinio visual no qual, dependendo das caracteristicas do objeto, o
aluno recorre a habilidade da visualizacdo para executar diferentes processos mentais,
gerando outras imagens mentais ou representagcdes do objeto. Estas representagdes
podem ser expressadas através de um desenho ou de outro modelo concreto do objeto
geomeétrico em questdo” (KALEFF, 2003, p. 17).

Dessa forma, devemos utilizar o material concreto aliado a tecnologia pois,
modelos tridimensionais que podem ser modificados virtualmente na tela de um
computador, concebem uma relagdo entre a representacédo no plano enquanto que o
modelo concreto o aluno interage com um modelo tridimensional do sélido porque
algumas caracteristicas fundamentais das novas tecnologias presentes na elaboragao
de materiais didaticos a pratica pedagdgica sdo as possibilidades que o computador
tem de simular aspectos da realidade.

Os poliedros por sua vez, constituem uma unidade didatica que se faz
importante na medida em que o aluno necessita compreender as diferengas entre as
figuras geométricas, sendo que a ligagdo entre estas e a realidade possibilita a
comparagao e a reflexao sobre suas formas, composicdo e decomposicio.

Pensando nisso, ao longo do trabalho, apresentamos uma sequéncia de
acdes que permite os professores da educacgao basica e estudantes de graduacéo na
sua pratica docente a inserir o material concreto tornando dindmica e prazerosa as
aulas dedicadas ao estudo da Geometria e também a explorar virtualmente a
construgcdo dos poliedros através de uma aplicagcéo feita em software de geometria
dinamica.

Deste modo, levamos o aluno do ensino fundamental 2 a explorar os cinco
sélidos regulares de Platdo construindo as estruturas das arestas com material de baixo

custo (canudos plasticos coloridos, linha e agulha de tapecgaria) e com uma dificuldade



de manipulacdo maior se comparada com outros tipos de construcdes aplicadas ao
aluno do ensino fundamental 1 em que os sélidos sao feitos de palito de madeiras, do
tipo usado para churrasco, dos quais se cerram as pontas, e unidos por bolinhas de
isopor.

Assim, para construir os sélidos n&o € interessante dar muitos nés durante o
processo de construgéo e a linha por sua vez, deve ser um pouco mais grossa do que a
normalmente usada para empinar pipa pois, o uso de uma linha mais fina pode danificar
o plastico do canudo.

Ressaltamos que para realizar as construgcbes das arestas de cada um
desses sélidos apresentamos esquemas que indicam o sentido da linha e que nunca
deixe somente um fio saindo de um canudo porque para se dar firmeza aos vértices de
uma estrutura com canudos é necessario que passe o fio de linha mais de uma vez por
cada pedaco de canudo ligando-o aos outros.

E utilizando uma linguagem simples, esperamos que o aluno do ultimo ano
do ensino fundamental e também do ensino médio consigam realizar todas as

construgdes sem a presenga do professor.

1.2. Objetivo
1.2.1. Objetivo Geral

Lorenzato (1995) justifica a necessidade do ensino de geometria, pelo fato
de que, um individuo, sem este conteudo, nunca poderia desenvolver o pensar
geomeétrico, ou ainda, o raciocinio visual, além de nao conseguir resolver situagdes da
vida que forem geometrizadas.

Assim, através da analise e descri¢cdo critica de formas, da escrita e das
diferentes representagdes, todo o processo deve ser conjuntamente desenvolvido e o
objeto analisado deve ser constante no ensino e aprendizagem da Geometria.

Nesse sentido, vamos analisar os poliedros de Platdo e seus duais e explorar
suas caracteristicas e sua histéria com a utilizagdo de materiais concretos como auxilio
da aprendizagem uma vez que o trabalho com material concreto pode contribuir no

processo de ensino aprendizagem, proporcionando uma melhor compreensdo do



pensamento geométrico ao aluno.

Dessa forma, considerando que as novas tecnologias podem propiciar novas
concepgdes de ensino e aprendizagem, podemos explorar virtualmente a construgao
passo a passo de cada poliedro como um recurso didatico a pratica pedagdgica visto
que o ambiente de aprendizagem sera aquele que permite o desenvolvimento das
capacidades num determinado dominio (competéncia), a aquisicdo de processos de
aprendizagem para se adquirir determinadas competéncias (aquisicao) e a aplicagao de
métodos de ensino e estratégias adequadas para promover o0s processos de
aprendizagem e desenvolvimento (intervencao).

Dado que o uso do computador permite construir e identificar figuras
geométricas, representar estruturas em 3D ou 2D, formar e representar poliedros e
observar caracteristicas, privilegiando arestas e vértices, dentre outras, despertar o
interesse do aluno pela Histéria da Matematica, acreditamos que o trabalho com
material concreto em sala de aula pode auxiliar o desenvolvimento do pensamento
intuitivo do aluno e proporcionar a chance deles fazerem questionamentos que

provavelmente nao fariam se fosse uma aula tedrica.

1.2.2. Objetivo Especifico
Apresentamos os objetivos especificos comuns aos estudantes em geral e

aos professores tanto em atuacdo quanto em formacéo:

Construir diferentes modelos como recurso para a sua aprendizagem e
definir poliedros duais;

Construir os solidos de Platédo utilizando canudos e linhas;

Desenvolver novas ideias, explorando a curiosidade e a descoberta.

Identificar e construir os cinco poliedros regulares e constatar que as faces
dessas figuras sao triangulos equilateros, quadrados ou pentagonos regulares.

Oportunizar a visualizagao e a exploragao de conceitos da geometria através
do ambiente dinamico e interativo;

Quantificar e estabelecer relagdes entre o numero de vértices, faces e

arestas dos poliedros regulares;



Trabalhar procedimentos de construgdo com régua e compasso e o0 uso de
outros instrumentos, como esquadro e transferidor;

Utilizar os modelos com canudos e o software de geometria dindmica como
uma ferramenta a ser inserida no processo de ensino e recurso de aprendizagem de
geometria;

Visualizar se¢des nos poliedros regulares.

Em seguida, chamamos a atengdo dos objetivos especificos aos
professores:

Explorar a intuigdo e a criatividade do aluno;

Interagir junto aos alunos, propondo a comunicagdo matematica
descrevendo, representando e apresentando resultados de forma a argumentar sobre
as suas conjecturas;

Levar em conta o conhecimento prévio dos alunos na construgdo de
significados;

Proporcionar aos alunos o conhecimento da histéria dos conceitos
matematicos envolvidos e aplicados nos poliedros regulares e uma melhor interacéo
entre a Matematica e o aluno.

Possibilitar a compreensao de conceitos de Geometria por meio da interacao
do aluno com o software de geometria Dinamica;

Refletir do ponto de vista tedrico e metodolégico sobre o software de

geometria dindmica como uma ferramenta de apoio ao professor

1.3. Metodologia
Fiorentini e Miorim (1990, p. 3) afirmam que:

Ao aluno deve ser dado o direito de aprender. Nao um “aprender” mecanico,
repetitivo, de fazer sem saber o que faz e porque faz. Muito menos um
“aprender’ que se esvazia em brincadeiras. Mas um aprender significativo, do
qual o aluno participe raciocinando, compreendendo, reelaborando o saber
historicamente produzido e superando, assim, sua visao ingénua, fragmentada
e parcial da realidade.

Assim, observamos que existem formas em que o aluno pode fazer uso do
conhecimento matematico em inumeras atividades para a construgao da cidadania pois,

€ possivel perceber a preocupacédo e consequentemente a relagdo em trabalhar a
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matematica e aplica-la ao cotidiano.
Segundo os apontamento feito pelos Parametros Curriculares Nacionais
(PCN) temos:

"A aprendizagem em Matematica estd ligada a compreenséo, isto &, a
apreensdo do significado; apreender o significado de um objeto ou
acontecimento pressupde vé-lo em suas relacbes com outros objetos e
acontecimentos. Assim, o tratamento dos conteludos em compartimentos
estanques e numa rigida sucessdao linear deve dar lugar a uma abordagem em
que as conexdes sejam favorecidas e destacadas. O significado da Matematica
ao aluno resulta das conexdes que ele estabelece entre ela e as demais
disciplinas, entre ela e seu cotidiano e das conexdes que ele estabelece entre
os diferentes temas matematicos” (BRASIL/MEC. Parametros Curriculares
Nacionais, 1997, p. 19)

No entanto, Bairral (2005) considera que os cursos de formacédo de
professores devem oferecer aos futuros docentes oportunidades de conhecer e utilizar
novas ferramentas para enfrentar as situagdes de ensino-aprendizagem da Matematica,
principalmente, quando envolver conteudos da Geometria. Com isso, a Geometria &
introduzida no conteudo a ser fixado, com maior abrangéncia do tema e a utilizagdo de
material concreto e o abstrato, possibilita uma educagao inclusiva e um despertar de
interesse do aluno pela Histéria da Matematica.

Contudo, o uso do material concreto com a utilizagdo de softwares
educativos é uma forma diferente de se realizar o desenvolvimento em sala de aula,
proporcionando assim um contato mais significativo com o conteudo matematico que
esta sendo trabalho, e entdo observar a mudancga de atitude por parte de professores, e
acima de tudo dos alunos que possam se envolver e ver a disciplina tdo temida por
alguns, se tornar uma disciplina interessante e motivadora na construgdo do
conhecimento.

Nesse sentido, o uso das novas tecnologias pode contribuir para novas
praticas pedagodgicas, desde que sejam baseadas em novas concepgbes de
conhecimento tanto do aluno, quanto do professor ja que as novas tecnologias podem
propiciar novas concepgdes de ensino e aprendizagem, podemos explora-la na
elaboracdo de materiais didaticos e também, como recurso didatico a pratica

pedagogica.



Dessa forma, o uso dos computadores nas escolas, em especial dos
softwares de geometria dindmica, de forma educativa e articulada, torna-se uma
educacao inclusiva, contanto que os alunos se sentem mais motivados por utilizar um
recurso diferenciado e poder aprimorar seus conhecimentos matematicos uma vez que
a exploracéo de construgdes em ambientes de geometria dindmica podem constituir
estratégias poderosas para a aprendizagem da Geometria, desde que inseridas em
poderosos contextos de aprendizagem, entendidos como o conjunto de inter-relagdes
que se estabelecem entre alunos, professores e software educativos.

Assim, vamos explorar na area de geometria, construindo os poliedros de
Platdo com material de baixo custo por meio de passo a passo disponiveis no
esquemas graficos ou através de uma aplicacdo feita no software de geometria
dinamica.

1.4. Fundamentagao Teorica
1.4.1. Um pouco de histéria

A historia da Geometria conta que durante o século IV antes de Cristo viveu
na Grécia um grupo de estudiosos que muito influenciou os destinos da Matematica e
que trabalharam na chamada Academia de Platdo. Platdo, nascido em 427 a.C. apesar
de nao ter sido propriamente um matematico e ser mais conhecido como um filésofo e
incentivador de matematicos, escreveu no portal da sua Academia: “Ninguém que
ignore a Geometria entre aqui”.

Platdo ndo manteve seus estudos em sigilo. Ele e sua escola também
estudaram os poliedros regulares, contrariando o que fizeram os pitagéricos e talvez
este seja o motivo da denominagdo "corpos platdnicos" atribuida aos poliedros
regulares. Algumas fontes, como Proclo (410-485), atribuem a descoberta destes
sélidos a Pitagoras (572 a.C. -497 a.C.). Outras evidéncias, contudo, sugerem que
Pitagoras conhecia apenas o tetraedro, o cubo e o dodecaedro, enquanto que a
descoberta do octaedro e do icosaedro é atribuida a Theaetetus (417 a.C. -369 a.C.),
que também conduziu um estudo mais aprofundado dos cinco sodlidos regulares,

incluindo a primeira demonstragcdo conhecida de que existem somente cinco destes



sélidos.

No entanto, desde os tempos de Euclides ja se sabia, como ficou
demonstrado em Elementos, que existem apenas cinco poliedros regulares. Apesar de
nao sabermos se a demonstracdo era original de Euclides, esta foi a primeira que
apareceu escrita.

No livro Xlll dos Elementos, de Euclides (300 a.C.) temos poucas referéncias
aos poliedros regulares, chamando-os poliedros de Platdo. As proposicdes de 13 a 17
nesse livro descrevem as construcdes do tetraedro, do octaedro, do cubo, do icosaedro,
e do dodecaedro, nesta ordem. Para cada solido, Euclides calcula a razédo entre o
diametro da esfera circunscrita e o comprimento da aresta do solido. Na proposicéo 18,
ele demonstra que nao existem outros poliedros regulares. Varios dos resultados
presentes no Livro Xlll sdo provavelmente obtidos do trabalho de Theaetetus.

Os nomes solidos platonicos ou corpos césmicos foram dados devido a
forma pela qual Platdo (427 a.C. -34 a.C.), em um didlogo intitulado Timeu, os
empregou para explicar a natureza. Nao se sabe se Timeu realmente existiu ou se
Platédo o inventou como um personagem para desenvolver suas ideias. A atragao pelo
desconhecido e pelo mistico levou estes estudiosos gregos a atribuirem um significado
especial a cada um destes poliedros.

Em Timeu, Platdo associa cada um dos elementos classicos (terra, ar, agua
e fogo) com um poliedro regular. Terra € associada com o cubo, ar com o octaedro,
agua com o icosaedro e fogo com o tetraedro. Com relagdo ao quinto sélido platénico, o
dodecaedro, Platdo escreve: “Faltava ainda uma quinta constru¢ao que Deus utilizou
para organizar todas as constelagbes do ceu”.

Aristételes introduziu um quinto elemento, éter, e postulou que os céus eram
feitos deste elemento, mas ele nao teve interesse em associa-lo com o quinto sélido de
Platdo. No entanto, os estudantes desta Academia faziam corresponder um dos doze
signos do Zodiaco a cada face pentagonal do dodecaedro e, por isso, essa forma
geomeétrica foi considerada como simbolo do Universo.

Esses estudiosos admiravam tais sélidos por considerarem suas formas

harmoniosas, mas também porque perceberam que eles eram uma fonte rica para a



observacédo de relagbes geométricas. Ao mesmo tempo, além das observagdes que

puderam verificar em cada um dos sélidos, também buscaram relacdes entre os cinco.

1.4.2. Por que existem apenas cinco poliedros regulares?
Se lembrarmos que existe um numero infinito de poligonos regulares, o fato

histérico de que sé existem cinco poliedros regulares surpreende ainda muita gente.
Porém, se usarmos argumentos simples, vamos comprovar a veracidade desse fato. E
valido observar que o sufixo edro vem da palavra grega hedra que significa face.

Primeiramente, sdo conhecidos como regulares porque todas as faces,
angulos e angulos entre as faces adjacentes de cada um desses poliedros sdo sempre
0S Mesmos.

Dessa forma, a soma dos angulos internos dos poligonos que concorrem em
um mesmo vértice do poliedro € menor do que 360°. Caso contrario, nao
conseguiriamos formar um angulo constituido por todas as faces que convergem num
vértice. Em outras palavras, se a soma dos angulos internos do poligono fosse maior do
que 360° entao eles estariam se sobrepondo e se a soma fosse igual a 360° entdo os
poligonos estariam sobre 0 mesmo plano.

Assim, se fizermos a planificacdo de um solido construido com cartolina e
nivelarmos os cantos de um poliedro, a soma dos angulos dos poligonos unidos em
cada veértice sera menor do que 360° e no minimo necessitamos de trés faces unidas
em cada vértice para formar um sélido se considerarmos as possibilidades de unido de
poligonos regulares. Por outro lado, um poliedro convexo é regular quando as suas
faces sao poligonos regulares iguais entre si, e em cada vértice se encontram o mesmo
numero de faces. Num poliedro deste tipo as faces ndo se distinguem entre si, o
mesmo sucedendo as arestas e aos vértices.

Pensando nisso, os unicos poligonos regulares capazes de formar poliedros
convexos regulares sao o tridangulo, o quadrado, e o pentagono.

Se utilizarmos tridngulo equilatero, temos a amplitude dos seus angulos
internos é 60°. Entdo, a soma dos angulos com trés tridngulos é 3 x 60° = 180° e o
poliedro formado € o tetraedro, com quatro tridngulos, a soma dos angulos é

4 x 60° = 240° e o poliedro formado é o octaedro, com cinco tridngulos, a soma dos
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angulos é 5 x 60° = 300° e o poliedro formado é o icosaedro. J& com seis triangulos, a
soma dos angulos é 6 x 60 = 360" sendo impossivel formar um poliedro.

Se utilizarmos quadrados, a amplitude dos seus angulos internos é 90°.
Ent&o, a soma dos angulos com trés quadrados é 3 x 90° = 270" e o poliedro formado é
o cubo. Porém, com quatro quadrados, a soma dos angulos é 3 x 90° = 360° sendo
impossivel formar um poliedro.

Se utilizarmos pentagonos, a amplitude dos seus angulos internos & 108°.
Ent&o, a soma dos angulos com trés pentagonos é 3 x 108° = 324° e o poliedro formado
é o dodecaedro. Mas com quatro pentagonos, a soma dos angulos é 4 x 108" = 432°
sendo impossivel formar um poliedro.

Esse raciocinio permite concluir que ndo podem existir poliedros regulares
com faces hexagonais ou faces com numero maior de lados. E finalmente, concluimos
que sO existem 5 poliedros regulares: o tetraedro (4 faces triangulares), o cubo ou
hexaedro (6 faces quadradas), o octaedro (8 faces triangulares), o dodecaedro (12 faces
pentagonais) e o icosaedro (20 faces triangulares). Note que o prefixo, também oriundo

do grego, indicam a quantidade de faces de cada poliedro.

1.4.3. Poliedros duais
Visto que dualidade ndo é uma caracteristica especifica dos poliedros

platbnicos, esta se estende a todos os poliedros, embora certos duais ndo possam ser
considerados poliedros no sentido tradicionalmente usado.

No entanto, o processo utilizado a obter os duais dos platbénicos ndo pode
ser estendido a todos os poliedros. A dualidade € geralmente definida em termos de
reciprocidade polar sobre uma determinada esfera, o que nos permite determinar o dual
de um poliedro qualquer.

Segundo BAIRRAL e SILVA (2005), € importante perceber que podemos
definir, diferentemente, determinado conceito se soubermos identificar atributos
relevantes em uma definicdo. No caso de poliedros duais consideramos as seguintes
definicbes:

1) Se considerarmos um solido platdnico qualquer e unirmos os pontos

centrais das faces adjacentes, obteremos um novo sélido. Esses dois s&o duais um do
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outro.

2) Poliedros duais sao formados por dois poliedros, um dentro do outro, de
modo que os vértices do sdlido interior coincidam com os centros de faces do sélido
exterior.

3) Dois poliedros séo duais quando um esta inscrito no outro de tal forma que
os vértices do poliedro inscrito sao centros de faces do poliedro circunscrito.

Para BAIRRAL e SILVA (2005), além dos atributos relevantes, cada definicao
pode submeter a outros elementos conceituais e usar terminologias diferentes. Na
primeira definicdo, temos referéncia aos sélidos platdnicos e ao ponto central das faces
enfatizando que as faces sao adjacentes. Dessa forma, para construirmos poliedros
duais, prestemos atencao na relagdo entre o comprimento das arestas dos poliedros
correspondentes pois a dualidade € um tipo de inscricdo/circunscricdo de poliedros
regulares.

Logo, o tetraedro € dual de si mesmo (autodual), o octaedro é dual do cubo,

o dodecaedro é dual do icosaedro.

1.4.4. Recursos Tecnolégicos
O software GeoGebra é um programa gratuito de geometria dindmica, criado

por Markus Hohenwarter em 2001 e a partir da versao 3.2 ficou mais simples utilizar a
Algebra Linear com a implementacéo e a manipulacdo de matrizes. Hoje, na verséo 5.
0, o ambiente 3D ¢é nativo no GeoGebra e é possivel construir todos os poliedros de
Platdo e suas respectivas planificagdes.

Porém, por uma a questdo da performance e tempo de resposta do
computador, fez com que utilizdssemos o conhecimento de Algebra Linear e da
Geometria Analitica para projetar o espago sobre o plano e assim, simulando um
ambiente 3D' por meio de matriz de rotacdo com altissima performance em que a
aplicagao nao ¢ afetada.

Nessa aplicagao, o aluno pode acompanhar virtualmente passo a passo a

construgcao de cada um dos poliedros de Platéo, visualizar o seu dual e individualmente

1 PARK, J. ; SON, Y.; KWON, O. ; YANG, H. ; CHOI, K. Constructing 3D graph of function with GeoGebra(2D). In: Paper will be
presented at First Eurasia Meeting of GeoGebra, 2010, Istanbul. Disponivel em: <
http://2011geogebralessons.wikispaces.com/file/view/son, yang, kwon, park,choi_2003_.pdf >. Acesso em: 15 nov. 2013.
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cada um dos seus elementos, incluso um aprofundamento tedrico.

No entanto, aconselhamos aos alunos a explorarem alguns dos trabalhos
feitos pelo professor Humberto Bortolossi da UFF que dentre eles destacamos “Uma
Pletora de Poliedros™ em que o aluno pode cortar, montar, modelar, exibir o poliedro e
seu dual dos solidos platdnicos e outros poliedros. Um outro trabalho € “Os sdlidos
Platénicos™ em que o professor Humberto destaca as propriedades matematicas, os
aspectos historicos e os modelos virtuais interativos de cada um dos solidos platonicos.

E valido dizer que na Geometria, a planificagdo de um poliedro é um arranjo
de poligonos, de lados comuns, que ao serem dobrados retornam a forma espacial que
Ihe deu origem. Nesse sentindo temos 2 planificagbes diferentes para o tetraedro
regular, 11 planificacbes diferentes para o cubo e o octaedro regular e 43380
planificacbes diferentes para o icosaedro regular e o dodecaedro regular (Buekenhout e
Parker 1998).

E, embora o foco do trabalho ndo seja ensinar o aluno a aprender utilizar o
software GeoGebra, temos na internet uma infinidade de materiais, dentre eles o
Instituto de GeoGebra no Rio de Janeiro (http://www.geogebra.im-uff.mat.br/), de Séo
Paulo (http://www.pucsp.br/geogebrasp/) e também cursos excelentes gratuitos através
de videoaulas na qual indicamos o curso do professor Sérgio Dantas disponivel em
http://ogeogebra.com.br/ e o curso do professor Luis Aquino disponivel em

http://www.lcmaquino.org/category/geogebral.

1.5. Estrutura desta Dissertacao
O presente trabalho € composto de 7 capitulos. Além da forma com que o

trabalho foi organizado, o capitulo 1 explora alguns aspectos histéricos e tecnologicos
sugerindo diversas formas de deixar a aula mais atrativa e agradavel.

Dentre os capitulos 2 e 6, apresentamos os poliedros de Platao e seus duais.
No inicio de cada um desses capitulos, temos uma revisao tedrica dedicada tanto aos
professores em atuagdo quanto ao professor em formagéo ou estudantes em geral, a

qual chamamos de alunos. Nessa revisao, a partir da aresta do poliedro, o aluno pode

2 BORTOLOSSI, H. Uma Pletora de Poliedros. Disponivel em: < http://www.uff.br/cdme/pdp/pdp-html/pdp-br.html >. Ultimo
acesso: Marcgo de 2015

3 BORTOLOSSI, H. Os Sdlidos Platonicos. Disponivel em: < http://www.uff.br/cdme/platonicos/platonicos-html/solidos-platonicos-
br.html >. Ultimo acesso: Margo de 2015
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acompanhar detalhadamente todos os calculos referente ao volume, a area do sélido e
ao tamanho de aresta, seja tal aresta a medida do dual ou de um poliedro inscrito.

Em seguida, baseado no estudo de poliedros de Platdo (KALEFF, 2003) € no
livro “Tépicos em Ensino de Geometria® (KALEFF, 2008) que visa o ensino a distancia,
ensinamos o aluno construir os poliedros e seus duais por meio de material concreto
(canudo, linha e acetato*), considerando inscrigdes, planificagbes e segdes. Isso ajuda e
muito o aluno a compreender as diversas propriedades geométricas.

Assim, ao final de cada um desses capitulos, por meio de uma aplicacao
feita no software de geometria dindmica (GeoGebra), o aluno pode acompanhar
virtualmente todo o processo de construgcao do poliedro e a representacdo do seu dual,
observar individualmente cada um dos elementos (vértice, faces e arestas) e rever as
propriedades geométricas do poliedros visto no inicio de cada um dos capitulos através
da opcéao aprofundamento.

Finalmente, no capitulo 7, apresentamos algumas consideragdes e
conclusdes relativas ao desenvolvimento deste trabalho.

Lembramos de que no anexo, temos informagdes sobre a razdo aurea,
detalhamento do pentagono regular, incluso construgdo usando régua e compasso,
outra forma de calcular o volume dos poliedros e as planificacbes dos poliedros

utilizando régua e compasso.

4  Folha de plastico transparente
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Capitulo 2 - Tetraedro Regular

2.1. Revisao Tedrica
2.1.1. Introducgao

O filésofo grego Platdo estabelecia uma ligacdo dos
poliedros com as forgas da natureza. Hoje é possivel estudar as
formas moleculares (por exemplo, CH,, SiF, e C H>Cly), existentes

na natureza e observar as ideias que Platao teve por volta do século

V'e 1V a.C.

Segundo Platéo, o poliedro mais “pontudo”, com arestas mais cortantes, com
menor numero de faces e o de maior mobilidade. Representante do elemento fogo,
dada sua forma, suas pontas agudas explicariam a propriedade destrutiva e penetrante
do calor.

Esse solido é formado por 4 vértices (A, B, C e D), 6 arestas (AB, BC, CA,
AD, BD e CD), 4 faces triangulares (ABC, ABD, ACD e BCD), e 3 arestas que

concorrem em cada vértice.

Como as faces sao triangulos equilateros temos a coincidéncia dos quatro
pontos notaveis do tridngulo (baricentro, incentro, circuncentro e ortocentro).

Dentre esses pontos, o encontro das medianas de um triangulo recebe o
nome de baricentro e divide cada mediana na razdo 2:1. Vejamos a demonstragéo:

No triangulo equilatero ABC, sejam o .

; P - A s Bquildtero
ponto P o baricentro do triangulo, M o ponto médio ! M Ponto Médio de AB

_ - . P Baricentro do A5
de AB e CM a altura relativa a AB, com o

AB =BC =AC =1. Como CM = CP + PM, vamos

N B
2}

rovar ue_@ =2
p q AL

Aplicando o teorema de Pitagoras no tridngulo retangulo C'M A, temos:
l2

2
CM2+MA2:AC’2:>CM2+(%> :12:>CM2:Z2—Z:>
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C—MZZZF;»C—MZJ?

Entao

@er:z? (2.1)

Como AP = CP, aplicando o teorema de Pitdgoras no triangulo retangulo
PMA, temos:

PM° + MA° = AP = PM + (é)2 —0P

Entao
——2 =2 2
CP — PM = 7 (2.2)
Como CP —PM = (CP+ PM)(CP— PM), substituindo (2.1) e (2.2)
temos:
12 V4 P — l l
- =15 (CP-PM)= =3(CP—-PM)=CP—-PM = 575
Entao
CP - PM = l? (2.3)
V3
De (2.1) e (2.3) temos o sistema CP+PM = Zj—
CP - PM = l—
Somando as duas equacgdes temos:
2(JP_l£+l£ :>20P_l£
Entao
CP = l? (2.4)

Substituindo (2.4) em (2.1) temos:

l§+PM_l£:>PM_Z§—Z§
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Entao

P — z? (2.5)
cp 13
Logo, P @ =20

Nas proximas se¢des desse capitulo, vamos apresentar propriedades (altura,
area, volume, raios das esferas inscrita e circunscrita) e construgdes, incluso aresta do

dual, desse sdlido.

2.1.2. Calculo da altura do tetraedro regular
Seja o ponto P o baricentro do tridngulo ABC. Para

calcular a altura PD do tetraedro ABCD regular, consideramos o

triangulo retdngulo CPD e determinamos o comprimento do

segmento PD.

N =] . "
c o Aplicando o teorema de Pitagoras, temos:

2
CP°+PD =CD° = (z?) +ﬁ2:z2:>ﬁ=l§

2.1.3. Calculo da area do tetraedro
Como o tetraedro regular tem quatro faces triangulares (

ABC, ABD, BCD e ACD) e cada face tem a mesma area, a area €

dada por

A:4AB:A:4Z2?:A=ZQ\/§.

2.1.4. Calculo do volume do tetraedro
No tetraedro regular, sejam Ap a area da base e h a

altura. Como o tetraedro € um caso particular de piramide de base

1
triangular, temos o volume® é dado por V:§~A3-h. Logo,

B
3 V6
3

5 Nasecgdo 1 do anexo 2 mostramos um forma diferente para calcular o volume do tetraedro regular.

17



2.1.5. Calculo do volume do octaedro regular inscrito® no tetraedro
Como cada face do tetraedro regular de lado [ é um

tridangulo equilatero entdo ligando os pontos médio de seus lados,

dividimos a face em quatro tridngulos equilateros de lado é

Dessa forma, podemos decompor o tetraedro regular de

l
aresta [ em quatro tetraedros regulares e um octaedro regular, ambos, de aresta 5

2
Como o volume do tetraedro de aresta [ € dado por Viy = l3£, vamos calcular o

12
volume do octaedro regular inscrito, representado por V. Logo,
Viy = 4V(é) +Vo = lgg =4. ((%)31—\/5) +Vo =
l3\1/—2§:4- (g g) +Vo:l3\1/—2§:§-§+vo:
z3§ — %(F’g) +Vo = Vo= %(ﬁg)

Em outras palavras, o volume do octaedro regular inscrito € a metade do

volume do tetraedro.

2.1.6. Calculo dos raios das esferas inscrita e circunscrita do tetraedro regular
Note que o centro de ambas as esferas, inscrita e

circunscrita, representado pelo ponto O, é obtido pela interseg¢ao das
alturas do tetraedro relativas aos seus vértices.

Como a distancia entre o centro da esfera e o vértice do
sélido é o raio da esfera circunscrita, representado por R, € a
distancia entre o centro da esfera e uma face desse solido é o raio
da esfera inscrita, representado por r, para determinar os raios das
esferas do tetraedro, sejam P o centro da face ABC', S o centro da

face BCD e h a altura do tetraedro regular.

6  Octaedro regular em que os vértices sdo os pontos médios das arestas do tetraedro regular.
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Como DO+OP=PD,0S=0P=r, DO=R PD=h
e temos:

h=R+r (2.6)
Por outro lado, P e S sao baricentros de faces ABC e

B _
BCD, respectivamente, e M é ponto médio de BC.

1 _
Entdo, PM = ghB e DS = %hB.

Assim, pelo caso de semelhanca AA, os tridngulos retangulos DPM e DSO

sao semelhantes. Logo,

PD DS h  2h 2(hp)? 2(132)2 6
— == B LR 1) :>7":9(2):>7“:l£.
PM OS  3hs r h 15 12
Substituindo r» em (2.6) temos:
h:R+r:>l\/?6:R+l§:>R:l§.

2.1.7. Calculo da aresta do dual do tetraedro regular
Sejam os pontos P, (Q, R e S, os baricentros dos

triangulos ABC', ABD, ACD e BCD, respectivamente. Construimos
0os segmentos entre os centros de faces adjacentes do sodlido e
teremos assim, o chamado dual do tetraedro com as seguintes
arestas: QP, QR, RS, RP e SP.

Para a medida da aresta do tetraedro PQRS,

consideramos os triangulos ABC e ABD e determinamos o

segmento QP.
Como o ponto P é o baricentro do triangulo ABC, temos

. N
CP =2PM e portanto PM = §C’M.

Assim, pelo caso de semelhanca LAL, os triangulos DCM e QPM séao

semelhantes.
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Entéo,

DC_PQ L _PQ P
CM PM ~CM LiCM =~ % 3

2.2. Construindo o modelo esqueleto das arestas do tetraedro regular
Para realizar a construgdo do modelo esqueleto das

arestas do tetraedro regular, utilizando um canudo de 12 cm,

vamos precisar de 6 pedacos de canudo de mesma cor’, u

pedaco de linha maior do que 1,44 m de comprimento® e o }
tempo livre de 1 aula (50 minutos)

Agora vejamos a construgao passo a passo das arestas desse solido:

Porta

”“l-b
A W

Pazsos: 1a 4

|13 ]l

L

Figura 1 - 12 Sequéncia

Paz=os:5a8

Ponta .,
da linha

__ \

Figura 2 - 22 Sequéncia

7 Na representagdo do tetraedro, ndo visualizamos os canudos representados na parte traseira, por isso a cor do canudo sera
transparente.

8 Seja t o tamanho da linha e ¢; o tamanho do canudo de quantidade 6. Entédo, ¢ = 12 - ¢1. Para ¢; = 12 cm, temos:
t=12-12 =t =144 cm =t = 1,44 m conforme o passo a passo demonstrado nesse item.
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Figura 3 - 3% Sequéncia

Antes de prosseguir a constru¢cdo, vamos puxar a linha da 3% sequéncia,

conforme indicado no passo 10 da figura 3.

i . Ponta
* e na

Figura 5 - 42 Sequéncia
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Para finalizar, faremos um unico né com as linhas ligando as arestas 6 e 1 da
ultima sequéncia.
Agora vejamos todo o procedimento sem interrupgao, a visualizagaéo de dois

modos diferentes e uma foto do sdlido construido com material concreto.

Passos: 1 a4 Pa_ssc-ﬁ:geiﬂ
1-sequéncia{‘*1 l21]3 11‘ r&qmm{lﬁm
Passos 5a8 Passos: 11212
raequéncia{‘.“ 5|12 |4 4'5‘“‘“5““'“{“ﬂ

Figura 5 - Procedimento completo

Panta . J
da knha

Figura 7 - 2° Modo
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Figura 8 - Contrugéo do modelo esqueleto das arestas do tetraedro regular

2.3. Construindo o modelo esqueleto da altura no tetraedro regular
Para construir o modelo esqueleto da altura do

tetraedro regular sdo necessarios® 6 canudos (AB, BC,
CA, AD, BD e CD) de 12 cm, 3 canudos (AP, BP e C'P)
de 4v/3 cm, 1 canudo (PD) de 4v/6 cm, um pedaco de

linha maior do que 3,08 m de comprimento™ e o tempo °

livre de 2 aulas (1 hora e 40 minutos).
Conforme indicado no item 1.2, realizar a montagem do tetraedro regular
ABCD (12 Sequéncia).

Figura 9 - 22 Sequéncia: Baricentro do triangulo ABC

9 Paral = 12temos CP = l? =4V3ePD = l? = 4V/6 conforme itens 2.1.1. e 2.1.2.

3
10 Seja t o tamanho da linha, ¢; o tamanho do canudo de lado [, ¢5 o tamanho do canudo de lado l?, c3 o tamanho do canudo

V6 V3 V6

de quantidade l—. Entdo t:6~01+9~62+3~03:>t:6-l+9-l?+3-l?:>

t =61+ 3V3l + V6l = t = (6 4+ 3v/3 + V6)I. Ao construir o modelo esqueleto das arestas encontramos ¢ = 12 - 1.

Logo, o tamanho da linha final é t = (18 + 3v/3 + v/6). Para | = 12 cm, temos ¢t = 308 cm = ¢ = 3,08 m conforme
0 passo a passo demonstrado nesse item.
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Panta +" 2
datine @

Figura 10 - 32 Sequéncia: Altura do tetraedro

E valido observar que os triangulos APD, BPD e CPD séo retangulos em P.

Para finalizar, faremos um unico n6 com o inicio e a ponta da linha no

Ao

triangulo BPD. Vejamos uma foto do sélido construido com material concreto.

Figura 11 - Constru¢do do modelo esqueleto da altura do tetraedro regular

2.4. Construindo o modelo esqueleto das arestas do dual no tetraedro regular
Para construir o modelo esqueleto das arestas

do dual no tetraedro regular sdo necessarios' 6 canudos
(AB, BC, CA, AD, BD e CD) de 12 cm, 9 canudos (AP,
BP, CP, AQ, BQ, DQ, AR, CR, DR, BS, CS e DS) de

V3

S — 1
11 Paral = 12 temos: CP = l? =4V3e PQ = 3= 4 conforme itens 2.1.1. € 2.1.7.
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e um pedaco de linha maior do que 6,94 m de comprimento' e o tempo livre de 3 aulas

(2 horas e 30 minutos).

Conforme indicado no item 1.2, realizar a montagem do tetraedro regular

ABCD (12 Sequéncia).

Antes de prosseguir, vamos planificar o tetraedro regular™ e visualizar que

alguns canudos (4, 5 e 6) ocupam duas posigdes (figura 12).

\YA
\

.

Figura 12 - Planificagdo do Tetraedro Regular

)

Dessa forma, para encontrar os vértices do dual do tetraedro, devemos

determinar o baricentro de cada triangulo.

12

13

D

‘o

* ponta
da linha

"D
Figura 13 - 22 Sequéncia: Baricentro do triangulo ABC

3
Seja t o tamanho da linha, ¢; o tamanho do canudo de lado [, ¢o 0 tamanho do canudo de lado l?, c3 o0 tamanho do canudo

l 3 l
de quantidade 3 Entdo t:28~cl+24-02+12-03:>t:28-l+24-l§+12-§:>

t=28]+8V3l +4l =t = (32 + 8\/§)l. Ao construir o modelo esqueleto das arestas encontramos ¢t = 12 - [. Logo, o

tamanho da linha final é ¢ = (44 4+ 8v/3). Para [ = 12 cm, temos ¢ = 694 cm=> ¢ = 6,94 m  conforme o passo a
passo demonstrado nesse item.
Na sec¢do 1 do anexo 3 temos a planificagéo do tetraedro utilizando régua e compasso.
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5
Figura 15 - 42 Sequéncia: Baricentro do triangulo ABD

Para determinar o baricentro do tridangulo AC D, conforme indicado na figura

16, levemos a ponta da linha até o tridangulo passando pelos canudos 1 e 2:

Figura 16
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by
Figura 17 - 52 Sequéncia: Baricentro do triangulo ACD

Para finalizar com um no, conforme indicado na figura 18, levemos a ponta

da linha até o inicio passando pelos canudos 5 e 6:

Figura 18

Para realizar a montagem do tetraedro regular PQR.S, conforme apresentado
no item 2.2, devemos unir por meio de um lago cada vértice desse tetraedro com o

baricentro de uma das faces do tetraedro ABCD.

Figura 19
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Vejamos uma foto do solido construido com material concreto.

-

Figufé ‘20' - .C;:B'Hst'r’un(}éo do modelo esquelet das arestas do Inttedro regular

2.5. Construindo o modelo esqueleto das arestas do tetraedro regular e uma
segao por um plano

Para construir o modelo esqueleto das arestas do
tetraedro regular e uma segéo por um plano sao necessarios cola,
5,5cm x 5,5cm de acetato™, 6 canudos (AB, BC, CA, AD, BD e

B CD) de 12 cm, 3 canudos (EF, FG e GE) de 5 cm, um pedaco de

Iir;ha maior do que 1,59 m de comprimento' e o tempo livre de 2 aulas (1 hora e 40
minutos).

Conforme indicado no item 1.2, realizar a montagem do tetraedro regular
ABCD (12 Sequéncia).

Dentre as diversas formas de executar uma se¢édo no plano, optamos em
realizar um corte por um plano paralelo a face do tetraedro. Visto que a face € um
tridangulo equilatero, vamos montar o tridngulo equilatero PQR recortar e colar o

acetato.

14 Folha de plastico transparente.

15 Seja t o tamanho da linha, ¢; o tamanho do canudo de lado I, ¢y o tamanho do canudo de lado 5 cm. Entdo
t =35 =t =15 cm. Ao construir o modelo esqueleto das arestas encontramos ¢t = 12 - [. Logo, o tamanho da linha final
ét =15+ 12].Paral = 12 cm, temos t = 159 cm=> ¢ = 1,59 m conforme o passo a passo demonstrado nesse item.
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Ponta

.
.u* P daiinha

-

R Q R Q
Figura 21 - 22 Sequéncia: Montagem do triangulo PQR

Figura 22 - 3% Sequéncia: Montagem do corte no plano

Para finalizar, por meio de um lago, unimos o tridngulo PQR ao tetraedro

ABCD. Vejamos uma foto do sélido construido com material concreto.
R T BB AS A

Figura 23 - Cohstrugé ) modelo esqueleto das arestas do tetraedro regular e um corte no plano

2.6. Explorando as novas tecnologias na constru¢ao do modelo esqueleto das
arestas do tetraedro regular e seu dual

2.6.1. Girar, Eixo e Tamanho
Apresentamos um applet desenvolvido no software GeoGebra para

observamos a construgcdo passo a passo apresentada nos itens anteriores do modelo
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esqueleto das arestas e particularidades do tetraedro regular. O applet em questao

pode ser encontrado no link http://tube.geogebra.org/material/show/id/ bcghKWfB.

Além de acompanhar passo a passo a construgdo, € possivel alterar o

tamanho do tetraedro, gira-lo em torno dos 3 eixos, exibir somente o dual do tetraedro,

detalhar individualmente cada um dos seus elementos e aprofundar os estudos desse

Arquivo Editar Exibir Opgé tas Janela Ajuda | entrer
DEEENORRNCED 3
» Janela de Visualizacao » Janela de Visualzacho T
a=0° "
Emtomno do ExoX g vIE Eixo
B =20° VEVY Y
Emtorno doExoY @
/ Y
=4 e x
Tamanho: g
o Interat Dualidade Elementos
 Passo a P
Sequéncia
>>|
|<< i,
[
Aprofundamento y
Tetraedro
Regular
Frtrada:| T

Na figura 24, temos 4 opgodes de interagao: Interativo, Dualidade, Elementos

e Aprofundamento.

E possivel exibir/ocultar e girar em torno dos trés eixos em todas as opgdes

de interacdo. Ja alterar o tamanho do tetraedro na tela € possivel somente nas duas

primeiras opgoes.

Em torno do Exo Y

[
Tamanho: @
Vv Interativo

« Passo a Passo
Sequéncia

Aprofundamento

a=
Emtorno do EoX g
B =20°

-

°

Dualidade

+ Eixo

Elementos

Eixo

y

Figura 25
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http://tube.geogebra.org/material/show/id/bcqhKWfB

Conforme exibido na figura 25, podemos mostrar somente os eixos y e z,

selecionando a caixa de selecdo Eixo e desmarcando a caixa de selecao x. Para nao

exibir nenhum eixos, desmarque a caixa de selec¢ao Eixo.

a
Em torno do Eixo X + Eixo

Em torno do Eixo ¥ ®

° (w’}:y
(a)

I=4
Tamanho: g

Figura 26

a=0°

Em torno do Eixo X ® v Eixo

Em torno do Eixo ¥ .

Y
o
=4
Tamanho: & X

(b)

Na Figura 26 b), giramos em torno do eixo y e mantemos fixos os eixos x e z.

Assim, durante o processo de construcdo do modelo esqueleto das arestas do

tetraedro, a possibilidade de gira-lo em torno dos eixos permite uma melhor

visualizagéo do poliedro.

2.6.2. Interativo

Nessa situacao temos 2 opgdes: Passo a Passo e Sequéncia.

[ entrar.

» Janela de Visualizacao

Arquivo  Editar Exibir Opgdes janela  Ajud:
A
- BRE
* Janela de Visu:
Em t v Ei
Em tol
Y
I=4 T %
Tamanho: & A
+ Interati Dualidade Elementos
Pas:
Se
>>|
|<<
=
Aprofundament
Tetraedro
Regular

Eixo
Iy

2.6.2.1. Interativo - Passo a Passo

Figura 27

Na opgao Passo a Passo, conforme exibido na figura 28, temos 3 botodes:

_>1_| (Proéximo): Avanga com a linha passo a passo.

_i==_| (Anterior): Retrocede com a linha passo a passo.

el
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Arquivo Editar Exibir Opgées Ferramentas Janela Ajuda | Entrar...

A & o a2 D
(N e e ks s e N e T ]
» Janela de Visualizacao » Janela de Visualizagdo 2 I
e=0 Eixo *
Emtorno do EbOX g v Eio
p=138° Vix Yy ¥z
Em torno do Eixo Y .
oY= ¥y
Em torno do Eixo Z e
1-4 .
Tamanho: g 2 M
+ Interative Dualidade Elementos

+ Passo aPasso
Sequéncia

>>|

|<<

|
.
\

aprofundamento

Tetraedro
Regular

Figura 28

Conforme exibido na figura 27, a posi¢ao do tetraedro durante o processo de
construcdo do modelo esqueleto das arestas refere-se a figura 26 a). Na figura 28
temos outra visualizacdo do solido por meio de uma rotagcdo em torno do eixo y

conforme indicado na figura 26 b).

2.6.2.2. Interativo - Sequéncia

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda | Entrar
&1 AL B @] 4l s free] =] ) L)
A | ) S N e ] ] R D #
+ Janela de Visualizacdo » Janela de Visualzagdo 2 T
a=0° ) i
Emtorno do Exo X g v Eio Eixo
B =20° z Vi vy vz
EmtomodoEoY @
v = 80
Em torme do Eixo Z & ¥
=4 . x
Tamanho: g e
 Interativo Dualidads Elementos
b

Passo a Passo
+ Sequéncia

[l<=<

:

r /\\
/AR
PZ
Py 2
Aprofundamento ¥
Tetraedro
Regular
Entrada:| @ @

Figura 29
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Conforme exibido na figura 29, a opgado sequéncia do processo interativo
permite realizar diversos passos de uma unica vez. Nessa situagcao temos 3 botdes:

|_=u_| (Proximo): Avanga com a linha na préxima sequéncia.

|_u==_| (Anterior): Retrocede com a linha sequéncia anterior.

_>> | (Completo): Exibe todo processo de construgdo de uma so vez.
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Figura 30

A figura 29 representa a posigcdo do tetraedro durante o processo de
construcdo do modelo esqueleto das arestas refere-se a figura 26 a). Ja a figura 30
temos outra visualizacdo do solido por meio de uma rotacdo em torno do eixo y

conforme indicado na figura 26 b).

2.6.3. Dualidade
Conforme exibido na figura 31, na opgédo Dualidade, temos 2 possibilidades:

Dual e tetraedro.
Note que o tetraedro regular é autodual. Nessa figura, o dual esta
representado de azul. Em alguns poliedros de Platdo, mesmo utilizando o software de

geometria dindmica, nao € tao simples visualizar o seu dual.
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Dessa forma, selecione apenas a opg¢éo Dual, conforme exibido na figura 32,
para exibir o dual do tetraedro. Para exibir somente o tetraedro, selecione apenas a

opcao tetraedro (figura 33).
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2.6.4. Elementos

Nessa situagao temos 3 opgodes: Veértices, Arestas e Faces.

Conforme exibido na figura 34, todos os elementos podem ser exibidos
individualmente através da caixa de selecdo. Note que o tetraedro tem 4 faces, 4

vértices e 6 arestas, conforme detalhes apresentados do lado direito da figura.
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Assim, se desejarmos exibir algumas opgdes de um elemento especifico,
basta selecionar apenas um elemento do lado esquerdo e as opg¢des do lado direito.

Outra situacao é visualizada na figura 35, em que exibimos alguns canudos e apenas 3

faces.
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Figura 35

E valido observar que os vértices do tetraedro sdo definidos a partir do centro
dos eixos coordenados.

2.6.5. Aprofundamento
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na figura 36, na opgao

36

Aprofundamento, temos 5



possibilidades: Base, Altura do tetraedro, Volume e Area, Volume do Octaedro Regular

Inscrito, Raio da Esfera e Aresta do Dual.

2.6.5.1. Aprofundamento - Base
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Figura 37

Visto que as faces do tetraedro regular sdo formadas por tridngulos
equilateros, é facil encontrar a altura e a area da base e, como existe a coincidéncia
dos 4 pontos notaveis (baricentro, incentro, circuncentro e ortocentro), temos o

baricentro esta sobre a altura da base e divide a mesma na razéo 2:1 (Figura 37).

2.6.5.2. Aprofundamento - Altura do tetraedro
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Conforme exibido na figura 38, a altura do tetraedro é obtida' por meio do

A N 2
triangulo retdngulo formado pela sua aresta e - de sua altura.

3

2.6.5.3. Aprofundamento - Volume e Area
Sejam Ap é a area da base e h é a altura do tetraedro regular. Como o

tetraedro € um caso particular de uma piramide de base triangular, o seu volume' é

1 . . X ein
dado por V = gABh,. Para o calculo de sua area'®, as quatro faces sdo tridngulos

equilateros e isso A = 4Ap (Figura 39).
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Figura 39

Na opcéo Volume e Area da secdo Aprofundamento, é possivel selecionar as

opcdes Base e Altura do Tetraedro (Figura 40).

16 Conforme apresentado na segdo 2.1.2.
17 Conforme apresentado na segdo 2.1.4.
18 Conforme apresentado na segdo 2.1.3.
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Figura 40

2.6.5.4. Aprofundamento - Volume do Octaedro Regular Inscrito
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Figura 41

Conforme exibido na figura 41, cada face do tetraedro regular de lado [ € um

tridangulo equilatero. Ligando os pontos médio de seus lados, dividimos a face em

quatro tridngulos equilateros de lado %
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Assim, podemos decompor o tetraedro regular de aresta [ em quatro

l .
tetraedros regulares e um octaedro regular, ambos, de arestas 5 Finalmente,

concluimos™ que o volume do octaedro regular inscrito € a metade do volume do
tetraedro de aresta (.
2.6.5.5. Aprofundamento - Raio da Esfera

Conforme exibido na figura 42, na opgdo Raio da Esfera®® do item
Aprofundamento, temos 3 possibilidades: Centro da Esfera, Raio da Esfera Inscrita e

Raio da Esfera Circunscrita.
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Figura 42

2.6.5.4.1. Aprofundamento - Raio da Esfera - Centro
Na figura 42, podemos observar que o centro de ambas as esferas, inscrita e

circunscrita, representado pelo ponto O, é obtido pela intersecdo das alturas do

tetraedro relativas aos seus vértices.

2.6.5.4.2. Aprofundamento - Raio da Esfera - Raio da esfera Inscrita
Conforme exibido na figura 43, o raio da esfera inscrita é a distancia entre o

centro da esfera e uma face desse soélido.

19 Conforme apresentado na segédo 2.1.5.
20 Conforme apresentado na segdo 2.1.6.
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Figura 43

2.6.5.4.3. Aprofundamento - Raio da Esfera - Raio da esfera Circunscrita

| Entrar,

L=]
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0 centro de ambas as esferas, inscrita e circunscrita,
representado pelo ponte O, é obtido pela intersecéio
das alturas do tetraedro relativas aos seus vértices.

Ho exemplo, 0 ponto O | & obtido pela intersec&o
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Figura 44

Conforme exibido na figura 44, a distancia

vértice do sélido é o raio da esfera circunscrita.

2.6.5.5. Aprofundamento - Aresta do Dual

Apos encontrar o centro de cada uma das faces e tragar os segmentos

ligando os baricentros de faces adjacentes do solido vamos obter um novo tetraedro e

concluir que o tetraedro regular € autodual.
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Figura 45

Para calcular o tamanho da aresta de seu dual, conforme exibido na figura
45, consideramos?' duas faces adjacentes do tetraedro, o ponto médio da aresta
comum as faces e as alturas relativas a esta aresta comum. Como os baricentros

dessas faces estdo sobre a altura, obteremos dois tridngulos semelhantes, e por meio

- , 1
de semelhanga, chegaremos a conclusdo que a aresta do dual sera 3 da aresta do

tetraedro.

21 Conforme apresentado na segdo 2.1.7.
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Capitulo 3 - Hexaedro Regular

3.1. Revisao Teodrica
3.1.1. Introducgao

O hexaedro regular, também denominado de cubo, é um sdlido platénico
representante do elemento terra. Segundo Platido, a terra, o elemento mais imovel, ele
associa ao cubo, o unico poliedro com faces quadradas, e deste fato, o mais apto a
garantir estabilidade e facilidade com que pode ser empilhado formando estruturas
maiores.

Esse sdlido é formado por 8 vértices (P, Q, R, S, T, U,
V e X), 12 arestas (PQ, QR, RS, SP,TU, UV, VX, XT, PX, QT,
RU e SV), 6 faces quadradas (PQRS, TUVX, PQTX, QRUT,

RSVU e SPXV) e 3 aresta que concorrem em cada vértice.

Como todas as arestas de medidas

iguais a [, o cubo é um caso particular de paralelepipedo retangulo.
Sejam Ap area da base, A; area lateral e h altura do cubo, o !
volume?® e a area do cubo sdo dados por

V=Ag - h=V=0_>1=V=["

A=2Ap+4A; = A=27+ 41> = A =6l>

Nas proximas secdes desse capitulo, vamos apresentar propriedades
(diagonal, raios das esferas inscrita e circunscrita) e construgcbes (tetraedro regular

inscrito, aresta do dual) desse sdlido.

3.1.2. Calculo das diagonais do hexaedro
. Um quadrado tem duas diagonais® e um hexaedro

regular € formado por seis faces quadradas (PQRS, TUV X,
PQTX, QRUT, RSVU e SPXV), em cada face do hexaedro
1@ teremos duas diagonais. Assim, PR e QS s&o as diagonais da face
~ " PQRS, e portanto, PR = QS = I/2.

22 Na segao 2 do anexo 2 mostramos um forma diferente para calcular o volume do hexaedro regular.

n(n —3)
2

23 Conforme anexo, o numero de diagonais de um poligono de n lados é dada por d=
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Seccionando o hexaedro por um plano que contém os
pontos P, R e U ou , S e V obtém-se, respectivamente, os
retangulos PRUX ou QSVT de dimensées [v2 e [.

Como um retangulo tem duas diagonais, as diagonais
do cubo sdo RX,UP, ST e QV.

Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo retangulo

RPX, temos:

XP +PR =RX =12+ (V2?2 =RX = RX =13
3.1.3. Calculo dos raios das esferas inscrita e circunscrita no hexaedro regular
O centro de ambas as esferas, inscrita e circunscrita,
representado pelo ponto O, é obtido a partir da intersecdo dos
segmentos tragcados de cada vértice do hexaedro regular ao seu
vértice oposto ou pela intersecdo das retas perpendicularmente

tracadas a partir do centro de cada uma das faces.

Seccionando o hexaedro por um

XT, obtemos o quadrado ABCD de lado 1.

Logo, a distancia entre o centro desse quadrado e o

-

-

X

plano que contém os pontos médios das arestas P(Q, RS, UV e [
[

S , . . . P h -
ponto médio de um de seus lados € o raio da esfera inscrita no - e

B

5

{
hexaedro e vale r = X

Como raio da esfera circunscrita, representado por R, é
da distédncia entre o centro da esfera e o vértice do solido,
seccionando o hexaedro por um plano que contém os pontos P,
R e O, obtém-se o retangulo PRU X, de dimensdes V2 e |,
inscrito num circulo de raio R. Entdo RX = V3 e OR = OX = R.

Logo, R = l?.
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3.1.4. Hexaedro com tetraedro regular inscrito
Para inscrever um tetraedro regular no hexaedro, basta

tracar as diagonais de sua face. Dessa forma, no hexaedro
regular PQRSTUV X de aresta [, as medidas da arestas dos
tetraedros PTRV e SUX(Q valem V2.

3.1.5. Calculo da aresta do dual do hexaedro

. . Sejam os pontos A, B, C, D, E e F, os centros de
faces PQRS, PQTX, QRUT, RSVU, SPXV e TUVX,
respectivamente.

Construimos os segmentos entre os centros de faces

x-"f-'?-‘-R adjacentes do solido e teremos assim, o chamado dual do
v hexaedro com as seguintes arestas: AB, AC, AD, AE, BC, CD,
DE, EB, EF, BF,CF e DF.

o
Pl

Note que o dual do hexaedro regular é o octaedro regular.

. . M — eli
consideramos as faces PQRS, QRUT e determinamos o ponte mfd"’ de QR

Para a medida da aresta do dual, Tl
|
i

AM = MC = 5 i

segmento AC. N )/ |

L . ...r'ereanguo QI 2 :
Sejam M o ponto médio de QR, A o centro da P /‘/ o
face PQRS e C o centro da face QRUT. Entdo “f B =R

m:—MC:é.

Como as faces sao perpendiculares entre si e QR é comum, o tridngulo
AMC é retangulo em M.

Aplicando o teorema de Pitagoras, temos:

2 2
AC° =AM’ + MC° = AC° = (i) n <£) N

> >
2
Ac’ :2(%) #AC:lg
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3.2. Construindo o modelo esqueleto das arestas do hexaedro regular
Para realizar a construgdo do modelo esqueleto das ¢ o SR ¢

arestas do hexaedro regular, utilizando um canudo de 12 cm, \0,, \90
vamos precisar de 12 pedacos de canudo de mesma cor?, um I
pedaco de linha maior do que 2,88 m de comprimento® e o ", V’
tempo livre de 2 aulas (1 hora e 40 minutos). \ -_9
Agora vejamos a construgéo passo a passo das arestas desse solido:

Passos: 1a 5 5
e

::Till'?ha . - .
4] ;

[+

Figura 46 - 12 Sequéncia

Is|ie|l7|ls P

I

: —Ba- ; —3I~
— "
9

da linha

Figura 47 - 22 Sequéncia

Passos: 108 14 5
_ <L,
‘1§ 19 |lota “g B o e - e - B
- - i -
' 6 1 ' 12
l? 12 4T 113 111
8 3 10
e — t —
9 14 Ponta

da linha

Figura 48 - 32 Sequéncia

24 Na representagdo do hexaedro, ndo visualizamos os canudos representados na parte traseira, por isso a cor do canudo sera

transparente.
25 Seja t o tamanho da linha, ¢; o tamanho do canudo de quantidade 12. Entdo, t = 24 - ¢. Para ¢; = 12 cm, temos:

t=24-12=t=288 cm=> 1t = 2, 88 m conforme o passo a passo demonstrado nesse item.
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Passos: 15 e 16

bl

16 - 14

a linha

F|gura e Sequénma e ———

Antes de prosseguir a construgcado, vamos puxar a linha da 4% sequéncia,

conforme indicado no passo 16 da figura 49.

Passos: 15e 16 .

NN

Ponta ":'
da linha
16
.

Figura 50 - 42 Sequéncia(Continuagéo)

Passos: 17e 18 '.

2 le] e N

0 '
Ponta
* dalinha

1

15

Figura 51 - 5% Sequéncia
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lzo

19
I : Ponta
15

i * dalinha

Figura 52 - 62 Sequéncia

Passos: 21a 24 ::?:ha ;’.
11 te |J12])10| e 13— B

Y

Figura 53 - 72 Sequéncia

Para finalizar, faremos um unico né com as linhas ligando as arestas 10 e 1
da ultima sequéncia.
Agora vejamos todo o procedimento sem interrupgao, a visualizagdo de dois

modos diferentes e uma foto do sélido construido com material concreto:

12 Sequéncia 2? Sequéncia 3% Sequéncia

Piflzflafialln]| |slellrflal |la|le|hofta|ls
Passos: 185 Passos:6a 0 Passos: 10 a 14

4 Sequéncia 52 Sequéncia 6° Sequéncia 72 Sequéncia

J11]]7 125 l12]t e 111 (te |}z (|10

Passos: 152 16 Passos: 17 e 18 Passos: 10 e 20 Passos: 21 a 24

Figura 54 - Procedimento completo
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Figura 56 - 2° Modo

Figura 57 - Construgdo do modelo esqueleto das arestas do hexaedro regular
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3.3. Construindo o modelo esqueleto da diagonal principal e algumas diagonais
das faces no hexaedro regular

Pela construgao anterior, notamos que a estrutura de canudos nao é rigida e
que pode ser achatada contra a superficie da mesa. Para que a estrutura se torne uma
de um cubo, é necessario colocar algumas diagonais de suas faces, ou uma de suas

diagonais interiores, ligando dois vértices opostos de duas de suas faces paralelas.

PT =PV =12

Para construir o modelo esqueleto da diagonal principal
e algumas diagonais da face do hexaedro regular sdo necessarios®
12 canudos (PQ, QR, RS, SP,TU,UV,VX, XT, PX, QT, RU e
SV') de 12 cm, 2 canudos (PT e PV) de 12v2 cm, 1 canudo (PU)

de 12v/3 cm, um pedaco de linha maior do que 5,51 m de

comprimento?” e o tempo livre de 2 aulas (1 hora e 40 minutos).
Conforme indicado no item 3.2, realizar a montagem do hexaedro regular
PQRSTUV X (1° Passo).
Antes de prosseguir, vamos planificar o hexaedro regular® e visualizar que

alguns canudos (1, 3, 4, 9, 10, 11 e 12) ocupam duas posigdes (figura 58).

S e - .P

“*— o I+, (5 e
*o ENEED ¢

Figura 58 - 2° Passo: Planificagdo do Cubo

26 Paral = 12temos: PT = PV = [vV2 = 12v/2 e PU = I\/3 = 12V/3 conforme item 3.1.2
27 Seja t o tamanho da linha, €1 o tamanho do canudo de lado [, ¢, o tamanho do canudo de lado l\/§, ¢3 0 tamanho do canudo
de quantidade IV/3.Entao t = 10 - c1+6-co+2-c3=t=(10+ 2V2 + 2\/5)1. Ao construir o modelo esqueleto das

arestas encontramos ¢ = 24 - [. Logo, o tamanho da linha final & ¢ = (34 + 6v/2 4+ 2v/3)l. Para [ = 12 cm temos
t = 9551 cm=>t = 5,51 m conforme o passo a passo demonstrado nesse item.
28 Na secdo 2 do anexo 3 temos a planificagdo do Hexaedro utilizando régua e compasso.
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O proximo passo € montar as duas diagonais da face:

S
‘ 1
. ertices do
octaedro
R ' P
(- KN ~ EN - K

.. By

Figura 59 - 3° Passo: Diagonal da face T'PQU

vértices do
octaedro

o W ¢

-
Figura 60 - 4° Passo: Diagonal da face T X S P

No préximo passo, montamos uma diagonal principal do hexaedro:

da linha

Figura 61 - 5° Passo: Diagonal principal TR
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Para finalizar, faremos um unico né com o inicio e a ponta da linha. Agora

vejamos uma foto do sélido construido com material concreto

g T

s 45t : N
:‘v

Figura 62 - Constfugéo do modelo esqueleto da dianal principal algumas diagonais da face do
hexaedro regular

3.4. Construindo o modelo esqueleto das arestas do hexaedro regular com um
tetraedro regular inscrito

Note que em cada vértice de uma diagonal da face, encontram-se dois
vértices de outras duas diagonais. Com isso, elas formam a estrutura de um tetraedro
inscrito no cubo.

Para construir o modelo esqueleto das arestas do
hexaedro regular com um tetraedro regular inscrito s&o
necessarios® 12 canudos (PQ, QR, RS, SP, TU, UV, VX, XT,
PX,QT, RU e SV)de 12 cm, 6 canudos (PR, RT, TP, PV, RV e
TV) de 12v/2 cm, um pedaco de linha maior do que 6,06 m de

comprimento® e o tempo livre de 3 aulas (2 horas e 30 minutos).

29 Paral = 8 temos: PR = [/2 = 8V/2 conforme item 3.1.4

30 Seja ¢ o tamanho da linha, ¢1 o tamanho do canudo de lado ! e ¢y o tamanho do canudo de lado l\/i. Entao
t=18-¢;+6-co=>t=18-146-1V2=>t= (18 + 6\/§)l. Ao construir o modelo esqueleto das arestas
encontramos ¢ =24-1. Logo, o tamanho da linha final é t= (424 6\/5)[. Para [ =12 cm, temos
t =606 cm= t = 6,06 m conforme o passo a passo demonstrado nesse item.
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O 1° passo da construgdo € realizar a montagem do hexaedro regular

PQRSTUV X como indicado no item 3.2.
Antes de prosseguir, vamos planificar o hexaedro regular®' e visualizar que

alguns canudos (1, 3, 4, 9, 10, 11 e 12) ocupam duas posigdes (figura 63).

G ¢

Figura 63 - 2° Passo: Planificagdo do Cubo
Para encontrar o vértice do tetraedro regular inscrito, devemos tracar a

diagonal de cada face.

vértices do
octaedro
Ponta
i S P
1] I ol
-+ BN, » EEEE .+ I

"Figura 64 - 3° Passo: Diagonal PR da face PQRS

31 No anexo temos a planificagdo do hexaedro utilizando régua e compasso.
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i =mesmos
" vértices do
octaedro

i{=mesmos
T vértices do
octaedro

‘ Figura 66 - 5° Passo: Diagonal PU da face PTUQ

Para determinar as diagonais nas faces VUQR, VXTU e VRSX, conforme
indicado nas figuras 67 e 68, levemos a ponta da linha até o vértice V passando pelos
canudos 10,9 e 11:

54



Figura 68 - Visualizagéo do cubo nao planificado
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A seguir, determinamos uma diagonal das faces VUQR, VXTU e VRSX:

 GEEE +,

/1
NI F\bfl

0-_--_“0

Ponta
da Ilnha

Xo D <

- Figura 69 - 6° Passo: Diagonal U R da face VUQR

 GEEE ¥,

/1

" (D GEER"+ BN +° RN <

I

Figura 70 - 7° Passo: Diagonal XU da face VXTU
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Conforme indicado nas figuras 72 e 73, levemos a ponta da linha até o inicio

passando pelos canudos 7, 3 e 4:




Ponta o
da linha

Figura 73 - Visualizagéo do cubo nao planificado

Para finalizar, faremos um unico né com o inicio e a ponta da linha.

Agora vejamos uma foto do sélido construido com material concreto.

Figura 74 - Construgdo do modelo squeleto das aretas do hexaedro regular com um tetraedro regular
inscrito
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3.5. Construindo o modelo esqueleto das arestas do hexaedro regular com um
tetraedro regular inscrito e o dual do hexaedro

Para construir o modelo esqueleto das arestas

do hexaedro regular com um tetraedro regular inscrito e o

dual do hexaedro sdo necessarios® 12 canudos (PQ, QR,
RS,SP,TU,UV,VX,XT, PX,QT, RU e SV) de 12 cm,
6 canudos (PR, RT, TP, PV, RV e TV) de 12v/2 cm, 12
canudos (BC, CD, DE, EB, AB, AC, AD, AE, FB, FC,

FD e FE) de 6v/2 cm, um pedaco de linha maior do que 9,11 m de comprimento® e o

tempo livre de 4 aulas (3 horas e 20 minutos).
O 1° passo da construgdo € realizar a montagem do hexaedro regular

PQRSTUV X com um tetraedro regular inscrito conforme indicado no item 3.4.
) R

Figura 75

Antes de prosseguir, conforme indicado na figura 76, vamos planificar o
hexaedro regular e visualizar a diagonal de cada face quadrada (aresta do tetraedro

regular inscrito).

_— S 2
32 Paral = 12temos: PR = [V/2 = 12v/2 e AC = l% = 62 conforme itens 3.1.2 € 3.1.5

33 Sejam t o tamanho da linha, ¢; o tamanho do canudo de lado [, ¢y o tamanho do canudo de lado l\/§ e c3 o0 tamanho do

2
canudo de lado 17. Pela construgdo do item anterior temos: ¢ = (42 + 6\/5)1. Conforme item 4.2, ao construir o modelo

V2

2
esqueleto das arestas do octaedro regular de aresta l7 encontramos t = 36 - l7 =t= 18\/51. Logo, o tamanho da

linha final é ¢t = (42 + 24\/5)1. Para | =12 cm, temos t =911 cm = ¢ =9,11 m conforme o passo a passo
demonstrado nesse item.
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Figura 76 - Ianificagéo do hexaedro regular com um tetraedro regular inscrito

Dessa forma, para encontrar o vértice do dual do hexaedro, devemos fixar o

ponto médio da diagonal de cada face quadrada.

“ S &

141

Q
L - XX - EX - KX - Ei

Fxb%Fxb%I

To I« BN« G +, EEES ¢,

vl

*o D ¥

Flgura 77 - 2° Passo: Vértices do dual do hexaedro

E valido observar que o nimero de faces do hexaedro regular € o mesmo
que o numero de vértices do seu dual.
Agora vejamos uma outra visualizagdo do cubo com tetraedro regular inscrito

nao planificado.
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U

Figura 78

Assim, podemos concluir que o dual do hexaedro regular € o octaedro

regular.

®
F
Figura 79 - 3° Passo: Montagem do Octaedro ABCDFEF

Apds montar o octaedro regular®* (dual do hexaedro), una o vértice com o

ponto médio da diagonal de cada quadrado realizando um lago na seguinte ordem:
A—FE—-»C—F—-B—FE—-D—-C—B—A—F—Dw— A

34 Construgdo do modelo esqueleto das arestas do octaedro regular esta indicado no item 4.2 do capitulo 4.
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Figura 80

Agora vejamos uma foto do sélido construido com material concreto.

[ S i g EABLS

M =
delo esqueleto das arestas do hexaedro regular com um tetraedro regular
inscrito

Figura 81 - Construcio do mo

3.6. Explorando as novas tecnologias na construgdo do Hexaedro Regular e seu
Dual

3.6.1. Girar, Eixo e Tamanho
Apresentamos um applet desenvolvido no software GeoGebra para
observamos a construcdo passo a passo apresentada nos itens anteriores do modelo

esqueleto das arestas e particularidades do hexaedro regular. O applet em questao
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pode ser encontrado no link hittp://tube.geogebra.org/material/show/ id/SnVENMnti.

Além de acompanhar passo a passo a construcdo, € possivel alterar o
tamanho do hexaedro, gira-lo em torno dos 3 eixos, exibir somente o dual do hexaedro,

detalhar individualmente cada um dos seus elementos e aprofundar os estudos desse
poliedro.

Arquivo  Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
Rl AL~ ] e [@ [ @] [ e 222 gy | over L=
s 4 N = (L’ & ! ILAN == | Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc)
Janela de Visualizacao b Janela de Visualizacgo 2 [
a=0°
Ei
Emtorno do Eixo X @ v Eho Eixo
= 20° ‘
EmtomodoEio Y @ Y
(’ Y
\“0 X
=4
Tamanho: -
v Interativo Dualidade Elementos
Passoa Passo
 Sequéncia
A >>||
ll<<
>>>
= e
TRy
Aprofundamento .
Y
Hexaedro
Regular
(Cubo)
Entrada:l =

Figura 82

Conforme exibido na figura 82, temos 4 opgdes de interagdo: Interativo,
Dualidade, Elementos e Aprofundamento.

a=o0°
Eixo
Emtorno do Exo X @ V) Eixo
p—20° XYY
Emtorno do Exo Y @
—
=] ek
Dualidade Elementos
>>> .
—r P2
[
Aprofundamento o 1
M -

Figura 83

E possivel exibir/ocultar e girar em torno dos trés eixos em todas as opgdes

de interagdo. Ja, alterar o tamanho do hexaedro na tela é possivel somente nas duas
primeiras opgoes.
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http://tube.geogebra.org/material/show/id/SnV8Mnti

a=0"

Em torno do Eixo X :
B=20°
Em torno do Eixe Y &

°

|=
Tamanho: &

(@)

« Eixo

Em torno do Eixo X ;
Em torno do Eixo ¥ &

=4
Tamanho: g

(b)
Figura 84

+ Eixo

Na figura 83, podemos mostrar somente os eixos y e z, selecionando a caixa

de selecdo Eixo e desmarcando a caixa de selegcdo x. Para ndo exibir nenhum eixos,

desmarque a caixa de sele¢do Eixo. Ja a figura 84 b), giramos em torno do eixo y e

mantemos fixos os eixos x e z. Assim, durante o processo de constru¢gao do hexaedro,

a possibilidade de gira-lo em torno dos eixos permite uma melhor visualizagdo do

poliedro.

3.6.2. Interativo

Nessa situagao temos 2 opgodes: Passo a Passo e Sequéncia.

Arquivo  Editar Exibir Opgées Ferramentas Janela Ajuda

‘ Entrar...

% A / Iy . ‘ . 9 é_ X ABC|| a=2 %, Mover l:l
. | = e L ==Y | Arraste ou selecione um ou mais objstos (Esc)
» Janela de Visualizagdo » Janela de Visualizag&o 2 H
a=0°
 Eixo
Emtomo do Eixo X @ Eixo
B-20 VRVIYY
Emtorno doEko Y @
—_
° j‘\’ X
1-4
Tamanho: o
V Interativo Dualidade Elementos
v Passo a Passo Pg
Sequéncia FL
-~ \TPE
» >>|
<< ][
e -
Py
— 1 -
[ —
Aprofundamento Ps
~ 4
N
Py
Hexaedro
Regular
(Cubo)

3.6.2.1. Interativo - Passo a Passo

Figura 85

Na opgéo Passo a Passo, conforme exibido na figura 85, temos 3 botdes:
_=21_| (Proéximo): Avanga com a linha passo a passo.

_1==_| (Anterior): Retrocede com a linha passo a passo.

e (

64

(Inicio): Vai ao Inicio da linha (representado pelas Figuras 82 e 83).



A figura 85 representa a posicdo do hexaedro durante o processo de
construcdo do modelo esqueleto das arestas refere-se a figura 84 a). Ja a figura 86
temos outra visualizacdo do solido por meio de uma rotagcdo em torno do eixo y
conforme indicado na figura 84 b).

Arquivo Editar Exibir Opcées Ferramentas Janela Ajuda | Entrar.
% A / - “\) @ @ ‘éL * |lasc| az2 ‘%. Mover l:l
L o D ) g g MLl ! e’ | Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc)
» Janela de Visualizacdo » Janela de Visualzago 2 T
a=o v Eio

Emtormo do Eo X @ Eixo

p‘\laﬁw S RYIYY

Em torno do Eixo ¥ @

y
o <
-4 %

Tamanho: .

« Interativo Dualidade Elementos

v Passo a Passo
sequéncia

X
> >>|

|<<

I
x
,/’ “,

Aprofundamento . 1N >

Hexaedro ) DN {
Regular ) Py
(Cubo) NS
Entrada:| =

Figura 86

3.6.2.2. Interativo - Sequéncia

Arquive Editar Exibir Opcées Ferramentas Janela Ajuda | entrar

A LRI O LN a-z Mover Lo
AL P @7 oo | Nl asc 232 | [ | AL oo selacions um ou mas objetos (sc)
» Janela de Visualizacao » Janela de Visualizagao 2 T
a=0°
v Eixo -
Emtorno do ExoX @ Eixo
B - 200 VWYV
Emtornodo EdoY @
Y
o e x
T ho: |24
amanho: ' o ,
+ Interativo Dualidade Elementos [ ™
Passo a Passo Pg s =

v Sequéncia

[|<=

_}

. \\[PE
S
>>> - /J
Pl& V Py
g -

- —r
)
. -
Py
1
4 ~ 3
Pd

Aprefundamento
Hexaedro
Regular
(Cubo)
Entrada | =

Figura 87
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Conforme exibido na figura 87, a opgado sequéncia do processo interativo
permite realizar diversos passos de uma unica vez. Nessa situagcao temos 3 botdes:
|_=u_| (Proximo): Avanga com a linha na préxima sequéncia.
__i==_| (Anterior): Retrocede com a linha sequéncia anterior.

_>>>_| (Completo): Exibe todo processo de construgio de uma so vez.

Arquive Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda | Entrar...

A NI A \ a2 Mover L=
Al 3 PO é Nf[pec 22l )| Araste ou selecione um ou mais objetos (Esc)
» Janela de Visualizagdo » Janela de Visualizagao 2 M
@ =0°
E
Emtorno do Eixo X = ® v Eve Eixo
P =138" VXA YV
Em torno do Eixo Y s ¥
° <
1=4 %
Tamanho: o
V Interativo Duslidade Elementos
Passo a Passo
 Sequéncia
>>||
3 N
I
||<< 1
i N
>>> Py ™
- | /TP3
. P
. 4
P 3
Aprofundamento .
Y
b
Hexaedro Pod. \lp
“~ . s
Regular
(Cubo) \ e
e

Figura 88

A figura 87 representa a posicdo do hexaedro durante o processo de
construcdo do modelo esqueleto das arestas refere-se a figura 84 a). Ja a figura 88
temos outra visualizacdo do solido por meio de uma rotacdo em torno do eixo y
conforme indicado na figura 84 b).

3.6.3. Dualidade

Conforme exibido na figura 89, na op¢ao Dualidade, temos 2 possibilidades:
Dual e Cubo.

Note que o dual do hexaedro regular é o octaedro regular. Na figura, o dual
esta representado de azul. Em alguns poliedros de Platdo, mesmo utilizando o software

de geometria dindmica, n&o é tao simples visualizar o seu dual.
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Arquivo  Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda | Entrar..
A PRI @ . a=2 Mover =)
AU Do Q| | N e 22 [ | I elecione um ou mais objetos (Esc) T %
» Janela de Visualizacao » Janela de Visualizagdo 2 T
a=0°
Eixo
Emtorno do Exo X @ Y Eixo
B =20° .
Emtorno doEixo ¥ _g VXYY
Y
& e
-4
Tamanho: -
Interativo + Duslidade Elementos
+ Dual
« Cubo
>
X
Aprofundamento
y
Hexaedro
Regular
(Cubo)
Entrada: | @
Arquivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda | Entrar,
A o ([ @ . a=2 Mover =)
.o /‘; el | @v A AN s = “:“v Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc) ? %
» Janela de Visualizacdo » Janela de Visualizagéo 2 L
a=0°
Ei
Emtorno do Eixo X @ ¥|Bixa Eixo
B =20° "
Emtorno do Eixo ¥ @ Yy
(0 ¥
° e x
I1-4
Tamanho: '
Interativo + Dualidade Elementos
+ Dual
cubo
13
*
Aprofundamento
¥y
Hexaedro
Regular
(Cubo)
e— I m

Figura 90

Dessa forma, selecione apenas a opg¢ao Dual, conforme exibido na figura 90,
para exibir o dual do hexaedro. Para exibir somente o hexaedro, selecione apenas a

opgao Cubo (figura 91).
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Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda | Entrar..
R o2l | D@ Ol £, | N[ ase| 22 [l | fever .
LA S| Iy ¢ g . ! e’ |  Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc) ? £
» Janela de Visualizagao » Janela de Visualizagéo 2 [
a=0°
Emtorno do Eixo X @ b Eixa Eixo
p=20° .
Emtormno do Eixo Y g ixly
</0 ¥
° S x
T: ho: =4
amanho: | o
Interativo + Dualidade Elementos
Dual
« Cubo
b
x
Aprofundamento
y
Hexaedro
Regular
{Cubo)
Frtrara: [
3.6.4. Elementos
. ~ ~ . J T
Nessa situagao temos 3 opgodes: Veértices, Arestas e Faces.
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda | Entrar..
A / LS @ @ év X, aBC |27 ‘%’ Mover —
s ! S| = & & . ! | | Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc) ? 3
b Janela de Visualizacio b Janela de Visualizagdo 2 L
o=0°
E
Emtorno doExo X ® v Eve Eixo
B =20° "
Emtorno do Eixo ¥ @ Mxilyy
(o y
° e Faces do Cubo
Tamanho: | =4 YIPPPP,
v P]PZFEF’S
Interativo Dualidade « Elementos v PPPP
+ Vertice YIPPPPs r,
 Arestas v 15
« Faces v P5P5P7PS 6
PS PE
Vertices do Cubo
v P, VP
A 1VP;
VPP,
¥ VPP 10 7.
W P3Py
Arestas do Cubo
V1 V2 v3 et
Aprofundamento V4 Vs ¥E-T N P3
y ¥ 7-+8 w9 4 3
T viovilviz Py
Hexaedro
Regular
(Cubo)
Fntrads: | @

Figura 92

Conforme exibido na figura 92, todos os elementos podem ser exibidos
individualmente através da caixa de selecdo. Note que o hexaedro tem 6 faces, 8

vértices e 12 arestas, conforme detalhes apresentados do lado direito da figura. Assim,
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se desejarmos exibir algumas opg¢des de um elemento especifico, basta selecionar
apenas um elemento do lado esquerdo e as opcdes do lado direito. Outra situacao é

visualizada na figura 93, em que exibimos alguns canudos e apenas 2 faces.

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

| entrer

[% A / (D @ @ & * | agc |/2=2 ‘$~ Mover I:l
L o | d AN g | ! | Arraste ou selecione um ou mais abjetos (Esc)
» Janela de Visualzagio + Janela de Visualizacdo 2 T
a=0°
VE
Emtorno do Exo X @ e Eixo
= 20°
®
Emtorno do Eix0 Y @ vy
—*Y
°© e Faces do Cubo
Tamanho: | -4 V]
v PIPPPy
Interativo Dualidade  Elementos P1P4PoPs
Vertice

+ Arestas

12
o o ‘»
4
Arestas do Cubo
Y1l v2vz et
Aprofundamento V4 V5| 5
y _I- 78 9 4 3

Hexaedro V10 [11v12
Regular
(Cubo)

Figura 93

E valido observar que os vértices do hexaedro sdo definidos a partir da
origem dos eixos coordenados.

3.6.5. Aprofundamento

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda | Entrar..
[ 0 1 O | N e [ 3 el
o L A N e 1 ICANS “| ==L 7| Arraste ou selecione um ou mais objetos
a=0° 0
Eixo 'z
Emtorno do Eixo X @ Ez Eixo !
=20 1
x z !
Emtorno doEbeY @ ¥y |
¥ = 40° y & umlss
EmtomodoEnoZ | g = © hexaedro regular (cubo) & um sdlido
X platdnico representante do elemento
Tamanho: | =4 terra, t&m 12 arestas, 8 vértices, 6
faces quadrangulares e 3 aresta que
Ointerativo oualidade [Oelementos cancorrrem em cada vértice. |
Considerado um caso particular,de
paralelepipedo retangulo, com todas
as arestas de medidas iguais a ||, seu
volume e sua area sao dado por:
V=" X
A=6F
>
X
W] Aprofundamento
[]Raio da Esfera ¥
[iagonal
[4rea & volume Hexaedro
[JAresta do Dual
Regular
(Cubo)

Figura 94
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Conforme exibido na figura 94, na opgédo Aprofundamento, temos 4
possibilidades: Raio da Esfera, Diagonal, Area e Volume, Aresta do Dual.
3.6.5.1. Aprofundamento - Raio da Esfera

Conforme exibido na figura 95, na opg¢do Raio da Esfera*® do item
Aprofundamento, temos 3 possibilidades: Centro da Esfera, Raio da Esfera Inscrita e

Raio da Esfera Circunscrita.

Arquive Editar Exibir Opcées Ferramentas Janela Ajuda \ Entrar...
A sl 4 N’ a2 Mover L=l
. | ///_, e N e é:'% * N ABC7 —~— ‘{_’7 Arraste ou selecione um ou mais objetos
a=0° H
V] Eixo s
Emtorno do Exo X ® 2 Eixo !
p=20" M ' -
V= My ¥z | ” . . . .
Em torno do Eia ¥ @ My& ! O centro de ambas as esfer as, inscrita e circunscr ita,
V= 400 y o representado pelo ponto (7, & a intersegéo dos segmentos
EmtornodoExo Z g . x © hexaedra regular (cubo) & um sélido tracados de cada vértice do hexaedro regular ao seu vértice
* platonica representante do elemerto opesto ou pela intersegio das retas perpendicularmente
Tamanho: | =4 terra, tém 12 arestas, 8 vertices, & tracadas a partir do centro de cada uma das faces.
faces quadrangulares e 3 aresta que
[Jinterativo [JDualidade [JElementos concorrrem em cada vértice. |
Considerade um caso particular|de
paralelepipedo retadngulo, com todas Ps
as arestas de medidas iguais a I seu ~—_
volume & sua &rea séo dado pot: ~——
_B ! .
V=1 Pg ) ~Ps
A= 6l | /
.
( |
P P
[ &profundamenta | 3
WIRaio da Esfera ¥ |
[Jpiagonal Py
CArea e volume Hexaedro
[aresta do Dual R I Centro da Esfera
egular [JRaio da esfera Inscrita |
(Cubo) U

Figura 95
3.6.5.1.1. Aprofundamento - Raio da Esfera - Centro
Nessa figura 95, podemos observar que o centro de ambas as esferas,
inscrita e circunscrita, representado pelo ponto O, é obtido a partir da intersecao dos
segmentos tracados de cada vértice do hexaedro regular ao seu veértice oposto ou pela
intersecao das retas perpendicularmente tracadas a partir do centro de cada uma das

faces.

3.6.5.1.2. Aprofundamento - Raio da Esfera - Raio da esfera Inscrita
Na figura 96, o raio da esfera inscrita é a distancia entre o centro da esfera e

o centro uma face desse solido.

35 Conforme apresentado na segéo 3.1.3.
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Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

‘ Entrar...

A
LI

-]

Mover
Arraste ou selecione um ou mais objetos

@ Ll

Em torno do Eixo X
Em torno do Eixo ¥

Em torno do Eixo Z
Tamanho: |=4

[Jinterativo

[JDbualidade

W] Aprofundamento
V] Raio da Esfera

[ biagonal
[4rea e Volume
[Jaresta do Dual

a=2
[JElementos
Hexaedro
Regular
(Cubo)

z
Eixo
W= MyMz O centro de ambas as esferas, inscrita e circunscrita,
representado pelo ponto ), € a intersecio dos segmentos

' tracados de cada wértice do hexaedro regular ao seu vértice
platonico representante do elemento oposto ou pela intersecio das retas perpendicularmente
terra, t&m 12 arestas, 8 vértices, 6 tragadas a partir do centro de cada uma das faces.
faces guadrangulares e 3 aresta que
concorrrem em cada vértice, 3
Considerado um caso particular'de
paralelepipedo retangulo, com todas Py
as arestas de medidas iguais a ||, seu
volume e sua area s3o dado por:
V= Ps e

0 hexaedro regular (cubo) & um sélido

B

P
1 Py

Seccionande o cubo por um plano que

! P
| + contém os pontos médios das arestas
! PPy, P3Py, PePr e PiPs, obtém-se
[ Centro da Esfera | um cifculo de raio r inserito no quadrade
E:&a\o dla es:era Inscrita L VN de ladé T Loge, r — "'
sio da ra Circunscrita 2

Figura 96

3.6.5.1.3. Aprofundamento - Raio da Esfera - Raio da esfera Circunscrita

Arquivo  Editar Exibir

Opgées Ferramentas Janela Ajuda

| Entrar.

Sifc]

e,

Fﬂ

<N

ABC

[

Mover
Arraste ou selecione um ou mais objetos

)

Em torno do Eixo X
B
Em torno do Eixo ¥ &

Em torno do Eixo Z

Tamanho:

[interativo [Joualidade

[ Aprofundamento
I Raic da Esfera

[piagonal
[rea e volume
[aresta do Dual

V] Eixo

z
e %

[]Elementos

Hexaedro
Regular
(Cubo)

z
MxMyMz O centro de ambas as esferas, inscrita e circunscrita,
representado pelo ponto O, é a intersecio dos segmentos
tracados de cada vértice do hexaedro regular ao seu vértice
oposto ou pela intersecio das retas perpendicularmente
tracadas a partir do centro de cada uma das faces.

Eixo

0 hexaedro regular (cubo) & um sélido
platénico representante do elemento
terra, tém 12 arestas, 8 vértices, 6
faces quadrangulares e 3 aresta que
concorrrem em cada vértice. |
Considerado um caso particular de
paralelepipedo retangulo, com todas Py
as arestas de medidas iguais a|l, seu
volume e sua &rea s&o dado pof:
v="> Py
A=6F

Pl:

P eccionando o cubo por um plano que contém
il >,
pontos e o centro da esfera, obtém-s:
retareruls le dimensdes 2e
Wicentro da Esfera inscrito num circulo de rai

[JRaio da esfera Inscrita
IRaio da esfera Circunscrita Lego, (2 -

Figura 97

Conforme exibido na figura 97, a distancia

vértice do sélido é o raio da esfera circunscrita.
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3.6.5.2. Aprofundamento - Diagonal

Na figura 98, na opg¢ao Diagonal do item Aprofundamento, temos 2

possibilidades: Diagonal da Face e Diagonal do Cubo.

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda | Entrar..
R AL~ LIS @ @ 4 * | aBc J»|| Maver
o | S e N e /e e [ABY ] == | YT araste ou selecione um ou mais objetos
a=0° |
Eixo 1z
Emtorno do Eixo X @ EZ Eixo
p=20° ¢ -
Emtorno doEboY @ vye: [observacéo
v=40° Y 0 hexaedro regular (cube) & um sdlido
Em torno do Eixo Z - g |
* . x platanico representante do elemento
Tamanho: | =4 terra, tém 12 arestas, 8 vértices, 6
faces quadrangulares e 3 areslia que
[Jinterativo [Jpualidade [JElementos concorrrem em cada vértice, I
Considerado um caso particular,de
paralelepipedo retangulo, com todas Ps
as arestas de medidas iguais a |, seu
volume e sua drea sio dado pot:
_p '
V= Pa Pe
A=6F
14
Pl .
] Aprofundamento | 3
[JRaio da Esfera 1
] Diagonal Py Como o cube & formado por 6 faces quadrangulares
Clérea e Volume Hexaedro PIBBP, PPRR | PIPIBR | PaPsPPy |
[JAresta do Dual WDiagonal da Face PPy ek %) e um quadrado tem 2
Reg ular diagonais. Logo, em cada face do cubo teremos 2
diagonais. Portanto, dy Iv2
(Cubo)

Figura 98

3.6.5.2.1. Aprofundamento - Diagonal - Diagonal da Face
Como a face do hexaedro é quadrada, cada face tem duas diagonais e

tracando as todas as diagonais, obtemos* dois tetraedros inscritos no hexaedro.

Ml Cbservagio

MNote que ac tracar todas as diagonais das
faces do cubo, obtemos dois tetraedros
regulares inscritos.

W] observagao

MNote que ao tracar todas as diagonais das
faces do cubo, obtemos dois tetraedros
regulares inscritos.

] Observacio

Mote que ao tracar todas as diagonais das
faces do cubo, obtemos dois tetraedros
regulares inscritos.

Figura 99

Para exibir individualmente cada tetraedro(figura 99), selecione o item

Observacgao da figura 98.

36 Conforme apresentado na segéo 3.1.4.
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3.6.5.2.2. Aprofundamento - Diagonal - Diagonal do Cubo

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda | Entrar.
Y (I e I S o s e NS e I I e el
° ol = o ! ofl* N\ ! |’ | Arraste ou selecione um ou mais objetos
a=0° '
Eixo iz
Emtorno doEbo X @ EZ Eixo
p=200 @Dy
Emtorno doEbe Y @ My
— a0¢ y !
Emtorno doEboz T - 0 hexaedro regular (cubo) & um sélido
* X platénico representante do elemento
Tamanho: | =4 terra, tém 12 arestas, 8 vértices, 6
faces quadrangulares e 3 aresta que
[interativo [Joualidade [JElementos concorrrem em cada vértice. |
Considerado um caso particular e
paralelepipedo retangulo, com todas Fs
as arestas de medidas iguais a ||, seu
volume & sua area s&o dado pot: \
—p !
V=l Py Pe
A =6
A A
x
Py P
V] aprefundamento | 3
[JRaio da Esfera Y.
[¥]Diagonal : Py
[irea e Volume Hexaedro !
[Jaresta do Dual [JDiagonal da Face :
Regular !
(Cubo) |

Para calcular a medida da diagonal do cubo®, conforme

100, seccionamos o0 hexaedro por um plano que os pontos P;, Ps

Figura 100

exibido na figura

e Ps, obtemos o

retdngulo P, P; Ps Ps e aplicamos o teorema de Pitagoras no triangulo retangulo formado

pela diagonal da face e pela medida de uma aresta do hexaedro.

3.6.5.3. Aprofundamento - Area e Volume

‘ Entrar.

a=2

Mover
Arraste ou selecione UM ou mais objetos

@

(=

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
A Ll IS .
AL OO 4] e
a=0°
Ei
Emtorno do Eixo X @ Ez e
B =20°
Em torno do Eixo Y .
y = 40° ¥
Em torno do Eixo Z Py ~e %
Tamanho: |=4
[Jinterativo [Jbualidade [JElementos
3
M Aprofundamento
[JRaio da Esfera
[Jiagonal
RArea e volume Hexaedro
[Jaresta do bual
Regular
(Cubo)

Eixo
WxMyMz

0 hexaedro regular (cubo) & um sdlide
platénico representante do elemento
terra, tém 12 arestas, 8 vértices, 6
faces quadrangulares e 3 aresta que
concorrrem em cada vértice, |
Considerado um caso particular de
paralelepipedo retangulo, com todas
as arestas de medidas iguais a!l, seu
wolume e sua drea sdo dado pot:
oL

iz

=P

) ]
A=6l

L

O hexaedro regular (cubo) & formado por
§ faces quadradas ( P12 P PRy
PP\ Ry PaPsBils | P3P

{.Logo, A=06

MR, o PP R

de lade

O volume de um hexaedro regular & dado pelo produto
%) pela medida da altura
{). Como tedos os lados

37 Conforme apresentado na segéo 3.1.2.

Figura 101
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Conforme exibido na figura 101, considerando a face do hexaedro regular
contido no plano XY, é facil encontrar®® o volume e a area total visto que o hexaedro tem

seis faces quadradas e € um caso particular de paralelepipedo retangulo.

3.6.5.4. Aprofundamento - Aresta do Dual

Arquivo  Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda | entrar.
A sl el o a2 Mover
o /{,| e 1 el [N N9 4 SN\ [ABC ] '%’,/ Arraste ou selecione um ou mais ebjetos
R |
Eixo
Emtomno doEe X ® z Eixo
P -20° X H
Emtomo doEixe ¥ g v
¥ = 40° Y d
Em tormno do Eixo Z - “~e x
Tamanho: 1=4
[Jinterativo [Jbualidade [JElementos
con ride
paralelepipedo retangulo, com todas Ps
as arestas de medidas iguais a|l, seu ~
volume e sua area séo dado pof: ~
v=1 Pge
A=6k
I
Pyl s
) Aprafundamento ! :
[JRaio da Esfera ¥
[‘Jpiagonal Ps
[Area e Volume Hexaedro
[ Aresta do Dual
Regular
(Cubo)

Como o octaedro regular € o dual do hexaedro regular e as faces do
hexaedro sao perpendiculares entre si, conforme exibido na figura 102, considere duas
faces adjacentes e trace o triangulo retangulo formado pelo centro de cada uma dessas
faces e o ponto médio da aresta comum. Logo, aplicando® o teorema de Pitagoras, a

diagonal desse triangulo retdngulo corresponde ao comprimento da aresta do dual.

38 Conforme apresentado na segdo 3.1.1.
39 Conforme apresentado na segéo 3.1.5.
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Capitulo 4 - Octaedro Regular

4.1. Revisao Teorica

4.1.1. Introdugao

Segundo Platdo, o octaedro regular representa o elemento
ar de mobilidade crescente e intermediaria entre a terra (cubo) e o

. © fogo (tetraedro), sendo suficientemente leve para flutuar e penetrar em
todo o espaco "vazio".

F

Esse solido é formado por 6 vértices (A, B, C, D, F e F), 8 faces
triangulares (ABE, BCE, CDE, DAE, ABF, BCF, CDF e DAF), 12 arestas (AB,
BC,CD, DA, AE, BE, CE, DE, AF, BF, CF e DF') e 4 arestas que concorrem em

cada vértice.

Como as faces desse solido s&o triangulos equilateros, conforme
apresentado no item 2.1.1 do capitulo 2, temos a coincidéncia dos quatro pontos
notaveis do tridngulo (baricentro, incentro, circuncentro e ortocentro). Dentre esses
pontos, o encontro das medianas de um tridngulo recebe o nome de baricentro e divide
cada mediana na razao 2:1.

Nas préximas se¢des desse capitulo, vamos apresentar propriedades (area,
volume, raios das esferas inscrita e circunscrita) e constru¢des (aresta do dual) desse
sélido.

4.1.2. Calculo da area do octaedro regular
: A area de um triangulo equilatero de lado | é dada por

V3
Ay = 1222,
@ =0

A o
" Como o octaedro regular tem oito faces triangulares

F

equilateras, temos:

A:8A(3):>A:8-l2§:>14:2l2\/§
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4.1.3. Calculo do volume do octaedro regular

AT Seccionando o octaedro regular por um plano que contém
4 XL ™
g ”,"..D_,___‘\\ os pontos A, B e C, obtém-se o quadrado ABCD de lado [. Dessa

yvd//  forma, podemos decompor o soélido em duas piramides regulares de
17 base quadrada (ABCDE e ABCDF).

1
Por outro lado, o volume de uma piramide é dado por V = 3 -Ag - h, onde

Ap € a area da base e h € a altura de piramide.

E valido observar que seccionando o sélido por um plano que contém os
pontos B, E e D ou A, E e C, obtém-se, respectivamente, os quadrados BEDFE ou
AECF delado l.

Como a base da piramide é quadrada, a altura da

piramide é a metade da diagonal da base. Entdo Ap =%, h = C%B e

Logo, o volume do octaedro* é dado por

1 2 NG 2
V=2Vp:>V=2-§-AB-h:V=g-lg-T\/_#V:l‘g%.

E valido observar que na secdo 2.1.5. do capitulo 2, para
calcular o volume do octaedro regular inscrito no tetraedro regular de

aresta [ decompomos o solido em quatro tetraedros regulares e um

[ ~
octaedro regular, ambos, de aresta 3 e chegamos a conclusido que o

. . L,
volume do octaedro regular inscrito de aresta 5 € a metade do volume do tetraedro de

aresta [.
Em outras palavras, o volume do octaedro regular inscrito é igual ao volume

dos quatro tetraedros regulares inscritos. Visto que ambos os solidos tém a mesma

, V2
aresta, como o volume do tetraedro € dado por V = 3 12 vamos calcular o volume do

40 Na segéo 3 do anexo 2 mostramos um forma diferente para calcular o volume do octaedro regular.
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2 2
octaedro da seguinte forma: V =4 - l3% =V = F”g

4.1.4. Calculo dos raios das esferas inscrita e circunscrita do octaedro regular
O centro de ambas as esferas, inscrita e circunscrita,

representado pelo ponto O, é obtido a partir da intersecdo dos
/‘c segmentos tragcados de cada vértice do octaedro regular ao seu
oposto ou pela intersecdo dos segmentos tragados
perpendicularmente a partir do centro de cada uma das faces.
Conforme vimos no item 4.1.3, ao decompor o octaedro
regular em duas piramides regulares de base quadrada,

==*_ encontramos que a altura da piramide é a metade da diagonal da

I'.:; rd
\ .I:I' e \/§

e base. Logo, raio da esfera circunscrita é dado por R = l?'
3; N O raio da esfera inscrita é a distancia entre o centro da
274 | N _
P //_Il'i_o_ \ esfera e uma face desse sélido, representado por r. Sejam EO o
A‘*o/’c raio da esfera circunscrita e P o baricentro do tridngulo equilatero
BT i
Ny
\ I'.I P - . 2 —_— 2 \/g . .
Y ABE de altura h, entdo FP = §h =FEP = 3 -17 0 que implica
BP 1Y
3
Assim, aplicando o teorema de Pitagoras no tridngulo retangulo £ PO, temos:
2 2
3 I? 2 6
EP° +PO° =EO = (l%) 2= R o = (z%) ér:l%

4.1.5. Calculo da aresta do dual do octaedro regular
Sejam os pontos P, Q, R, S, T, U, V e X os baricentros

dos triangulos ABFE, BCE, CDE, DAE, ABF, BCF, CDF e
DAF. Construimos os segmentos entre os baricentros de faces
adjacentes do sdlido e teremos assim, o chamado dual do octaedro
com as seguintes arestas: PQ, QR, RS, SP, TU, UV, VX, XT,

PT,QU, RV e 5X.
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Para a medida da aresta do dual dO .scp ¢quadradedstade ! E,

. in M ¢ médiode AB /l‘.\\\\
octaedro, consideramos os tridngulos ABE € BCE € ¥ smetiode BC AN
determinamos PO we? N

etermnamos Q Aase 8 equilatero A.‘.::'\"'Mh._,g"_—‘?__-}o‘l—*':"7.(:
Sejam M o ponto médio de AB, N o ponto "5 ™ \ » /
=g B I'le
medio de BC', P € o baricentro do tridngulo ABE e () ¢ épancentrode 2ur Fe
Appg ~ Apuy (LAL)

o baricentro do tridangulo BCE.

Como M o ponto médio de AB e N o ponto médio de BC, temos

_ - 2
MB = BN = é Logo, M N = lg.

Como P é o baricentro do triangulo equilatero ABE e () é o baricentro do

A . 2
triangulo equilatero BCE, temos PQ || MN e EP = gEM.

Pelo caso de semelhanca LAL, os triangulos EPQ e EMN sao

semelhantes.

EM MN EM 12 __ D)
Logo, — = — = 2_:_2:PQ:Z£.
EP  PQ 2EM PQ 3

4.2. Construindo o modelo esqueleto das arestas do octaedro regular
Para realizar a construgdo do modelo esqueleto

das arestas do octaedro regular, utilizando um canudo de 12 //

cm, vamos precisar de 12 pedacos de canudo de mesma S L\
cor*!, um pedago de linha maior do que 4,32 m de \7» —
comprimento* e o tempo livre de 2 aulas (1 hora e 40 \

minutos).

Agora vejamos a construcdo passo a passo das arestas desse sélido:

41 Na representagdo do tetraedro, ndo visualizamos os canudos representados na parte traseira, por isso a cor do canudo sera
transparente.

42 Seja t o tamanho da linha e ¢; o tamanho do canudo de quantidade 6. Entdo, ¢ = 36 - ¢1. Para ¢y = 12 cm, temos:
t=236-12=1t =432 cm =t = 4,32 m conforme o passo a passo demonstrado nesse item.
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ENERERE 2 o
'V 4

8]
Figura 103 - 1° Sequéncia (1/4)

8
>

Passioa® S ST
-— p— “u,
5

la|y5 [le |)4 :
\

®
Figura 104 - 1° Sequéncia (2/4)

s Ponta
da Linha

Passos:92 12 [

7 e fle i7 |

s,
.
.

_8
JE— — -
5 2 " Ponta
da Linha
\ \'

o
Figura 105 - 1° Sequéncia (3/4)

N\

2

Passos: 13a 16

‘110 1|12 [ 1o

_16,
[ =
m— — :
13
i
Ponta

14
>/ da linha

Antes de prosseguir a construgéo, vamos montar o desenho de um quadrado

Figura 106 - 1° Sequéncia (4/4)

com as arestas 2, 4, 7 e 10 dos 4 triangulos construidos.



Ponta da
linha . 13

Figura 107 - 1° Sequéncia

Passos: 17 e 19
&
|3 |18 |10
Puxar a
linha %,
-
-

Figura 108 - 2° Sequéncia: Visualizagao 1/2

Antes de prosseguir a construgdo, vamos puxar a linha conforme indicado

no passo 19 da figura 108.



Ponta da
Linha =

Piramide

18/
/
debase | . -
quadrada : H
H Ponta da
] linha
L v ]

QOutra visualizagao da piramide
de base quadrada obtida no
passo 19

Figura 109 - 2° Sequéncia: Visualizagéo 2/2

Passos: 20a 23

111 {12

—
[=2]

! \ \ /
Puxar a E?f‘-n ."‘:

linha
Figura 110 - 3° Sequéncia: Visualizagédo 1/2

Conforme indicado no passo 23 da figura 110, apds puxar a linha que passa

pelos canudos 6, 11 e 2, observamos a figura montada sera o octaedro regular.
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Passos: 20 a 23

f2 e (111 [f2

—
23\¢
e s Ponta
22\ da Linha
/21

Figura 111 - 3° Sequéncia: Visualizacao 2/2

Passos: 243 26

ERIEN

£

Ponta da
linha

Figura 112 - 4° Sequéncia (1/4)
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Passos: 27a 29

Is |7

‘111

Figura 114 - 4° Sequéncia (3/4)
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Passos: 33a 36 Ponta da
linha
116 [[12]|8

26

'ty

Figura 115 - 4° Sequéncia (3/4)

Para finalizar, faremos um unico né com as linhas ligando as arestas 8 e 1 da
ultima sequéncia.

Agora vejamos todo o procedimento sem interrupgdo, a visualizagédo do

octaedro regular e uma foto do sélido construido com material concreto.

Passos: 1a 4 Passos:5aa8
L1 iz (13 {l1] 4 |5 |ls |l4
1? Sequéncia Passos: 0a 12 Passos: 133 1€

L7 (18 1o |l7 | |l10{[11 | h2 (10

Passos: 17 e 19

?Sequéncia{l3 18 ||10

32 Sequéncia {TZ TS T11 TZ

4?2 Sequéncia

Passos: 33a 36
‘J1 16 |12 |8

Figura 116 - Procedimento completo
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4.3. Construindo o modelo esqueleto das arestas do dual no octaedro regular

. P — {u;:% Para construir o modelo esqueleto das arestas do
dual no octaedro regular sdo necessarios*® 12 canudos (AB,

3 BC,CD, DA, AE, BE, CE, DE, AF, BF, CF e DF) de 12
cm, 24 canudos (PA, PB, PE, SA, SD, SE, QB, QC, QE,
RC, RD, RE, XA, XD, XF, TA, TB, TF, UB, UC, UF,
VC,VD e VF)de 6v3 cm, 12 canudos (PQ, QR, RS, SP,

TU, UV, VX, XT, PT, QU, RV e SX) de 4+v/2 cm, um pedaco de linha maior do que

16,91 m de comprimento** e o tempo livre de 4 aulas (3 horas e 20 minutos).

1=1

Conforme indicado no item 4.2, realizar a montagem do octaedro regular
ABCDEF (12 Sequéncia).
Antes de prosseguir, vamos planificar o octaedro regular®® e visualizar que

alguns canudos (1, 5, 7, 8 e 10) ocupam duas posic¢oes (figura 119).
*A

$D
Figura 119 - Planificagdo do Octaedro Regular

V3 V2

—_ 3 — 2
43 Paral = 12 temos: FP = 17 =6vV3ePQ = l? = 4v/2 conforme itens 4.1.4 € 4.1.5.
3
44 Sejat o tamanho da linha, ¢; o tamanho do canudo de lado [, ¢3 o tamanho do canudo de lado l7, c3 0 tamanho do canudo

2
de lado l?. Entdo, t = 16 - ¢; + 48 - co. Para construir os modelos esqueletos das arestas do octaedro regular no item 4.2
utilizando o canudo c; e do hexaedro regular no item 3.2 utilizando o canudo c3 temos 36:-c; +24-c3
3 2
t=052-c1+48 ¢c3+24-c3 :>t:52~l+48-l§+24-l§ =t =52 + 2431 + 8V2l, o que implica

t = (52 + 24v/3 + 8V/2)L. Logo, o tamanho total da linha utilizada & ¢ = (88 + 24v/3 + 8V/2)l. Para [ = 12 cm,
temos: ¢ = 1691 cm = ¢ = 16,91 m conforme o passo a passo demonstrado nesse item.
45 Na secéo 3 do anexo 3 temos a planificagdo do octaedro utilizando régua e compasso.
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Dessa forma, para encontrar os vértices do dual do octaedro, devemos

determinar o baricentro de cada tridngulo.

i i=mesmos
" vértices do
octaedro

vértices do
octaedro

Figura 121 - 32 Sequéncia: Baricentro do triangulo AC' D
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Figura 123 - 5% Sequéncia: Baricentro do triangulo ABE

Para determinar o baricentro dos tridngulos BCF, CDF e EDF, conforme

indicado na figura 124, levemos a ponta da linha passando pelos canudos 5 e 6:
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da linha
Figura 125 - Visualizagédo do octaedro nao planificado

A seguir, determinamos o baricentro dos triangulos BCF, CDF e EDF"



Figura 127 - 72 Sequéncia: Baricentro do triangulo C' D
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Figura 129 - 92 Sequéncia: Baricentro do triangulo BE

Para finalizar com um nd, conforme indicado na figura 130, levemos a ponta

da linha passando pelos canudos 7 e 8:
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Ponta

da linha i i=mesmos

et yértices do
octaedro

Figura 131 - Visualizagédo do octaedro nao planificado

Conforme indicado no item 3.2, realizar a montagem do hexaedro regular
PQRSTUV X (62 Sequéncia).
Ao montar o dual do octaedro ABCDEF (hexaedro regular PQRSTUV X),

una o vértice com o baricentro de cada tridngulo realizando um laco.
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4.4. Explorando as novas tecnologias na construgiao do Octaedro Regular e seu
Dual

4.4.1. Girar, Eixo e Tamanho
Apresentamos um applet desenvolvido no software GeoGebra para
observamos a construgdo passo a passo apresentada nos itens anteriores do modelo

esqueleto das arestas e particularidades do octaedro regular. O applet em questao
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pode ser encontrado no link http://tube.geogebra.org/material/show/id/ Wm4jkw8q.

Além de acompanhar passo a passo a construcdo, € possivel alterar o
tamanho do octaedro, gira-lo em torno dos 3 eixos, exibir somente o dual do octaedro,

detalhar individualmente cada um dos seus elementos e aprofundar os estudos desse
poliedro.

Arquive Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda | Entrar...
I . - =]
e S [ sz e N [
b Janela de Visualizacao ~ |anela de Visualizacéo 2 [
a=0° | Eixo L[E alc~
Emtorno doEio X @
p=20° Eixos
Em torne do Eixo ¥ . / y VXYYV
T~ x
°
=4 X
Tamanho:
v/ Interativo Dualidade Elementos o1
Passo & Passo
v Sequéncia
5 >>|| }
[l<<
>>>
y
aprofundamerto
Octaedro
Regular
T =
Figura 134

Conforme exibido na figura 134, temos 4 opgdes de interagao: Interativo,
Dualidade, Elementos e Aprofundamento.
E possivel exibir/ocultar e girar em torno dos trés eixos em todas as opgdes

de interagdo. Ja, alterar o tamanho do octaedro na tela é possivel somente nas duas
primeiras opc¢oes.

a=0 v E
Emtorno doEio X @ Eixos
8 -200 LYY
Emtorno doEixo Y @ Y
T~ x
o
=4
Tamanho: g
o1
+ Interativo Dualidade Elementos
Passoa Passo
 Sequéncia %
>>||
Jl<<
>>>
Yy
Aprofundamento
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http://tube.geogebra.org/material/show/id/Wm4jkw8g

a=0° + Eixo a=0° V' Eixo

Em torno do Eixo X o Em torno do Eixo X ®
p=20° p=112° y
Em torno do Eixo ¥ & / y Em torno do Eixo Y &
T x
o o
(a) (b)
Figura 136

Na figura 135 podemos mostrar somente os eixos y e z, selecionando a caixa
de selecdo Eixo e desmarcando a caixa de selegcdo x. Para ndo exibir nenhum eixos,
desmarque a caixa de selegao Eixo. Ja a figura 136 b), giramos em torno do eixo y e
mantemos fixos os eixos x e z. Assim, durante o processo de construgao do octaedro, a

possibilidade de gira-lo em torno dos eixos permite uma melhor visualizagdo do
poliedro.

4.4.2. Interativo
Nessa situacao temos 2 opgdes: Passo a Passo e Sequéncia.

4.4.2.1. Interativo - Passo a Passo
Na opgao Passo a Passo, conforme exibido na figura 137, temos 3 botdes:
|_>2_| (Préximo): Avanga com a linha passo a passo.
=< | (Anterior): Retrocede com a linha passo a passo.

_>_| (Inicio): Vai ao Inicio da linha (representado pelas Figuras 134 e 135).

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda | Entrar..
A [ s . am2 [o]
A ] P OO N e =2 )
} Janela de Visualizagao ~ Janela de Visualizagho 2 [
a=o v Eo L[ [~
Emtomno doEho X g
P B =20° Eixos
Emtomno doEbo Y @ XYYV
—
%
o
-4
Tamanho: g
« Interativo Dualidade Elementos /Pl
« Passo a Passo ]
Sequéncia
> = <
o
<< - i . //'P4
]
- PZ
>
v
o
PS
aprofundamento
Octaedro
Regular
Frtrada:| I @
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A figura 137 representa a posigdo do octaedro durante o processo de
construgdo do modelo esqueleto das arestas refere-se a figura 136 a). Ja a figura 138
temos outra visualizacdo do solido por meio de uma rotagcdo em torno do eixo y
conforme indicado na figura 136 b).

Arquive  Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda | Entrar.
SIS . 2 L=
o ,| DO N ABC 1222 ‘%',|
> Janela de Visualizacio ~ Janela de Visualizagdo 2 [
a=0° v Eixo L[E alc~
Emtorno doEo X g
p=112" ¥ Eixos
Em torne do Eiko ¥ . FEA,
o
x
=4
Tamanho: g
« Interativo Dualidade Elementos
+ Passo a Passo
Sequéncia
o,
5 > \(\
Pz\
<<
‘ § P
\rP]
’
NG
Aprofundamento
Octaedro
Regular
y
Fntrada:[ I =
Figura 138
. ~ .
4.4.2.2. Interativo - Sequéncia
Arquive Editar Exibir OpcBes Ferramentas Jansla Ajuda | entrar
A s . - (=]
] ALl >l o)o) 4l e = )
¥ Janela de Visualizacao ~ Janela de Visualizagao 2 [
- ¥ Eio L#H alc~
Emtorno doEo X g
f=20° Eixos
Em tome do Eixo ¥ & </ ¥ NP
..
o
-4 X
Tamanho: g
 Interativo Dualidade Elementos Py
Passo a Passo /[
+ Sequéncia
£ < e
FS
g \4/ 7&,
PZ
===
¥ /
PS
Aprofundamento
Octaedro
Regular
I =

Figura 139
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Na opg¢ao Sequéncia, conforme exibido na figura 139, temos 3 botdes:

|_==1_| (Proximo): Avanga com a linha na préxima sequéncia.
_u=<_| (Anterior): Retrocede com a linha sequéncia anterior.

_>> | (Completo): Exibe todo processo de construgdo de uma so vez.

Nessa opgao, o processo interativo permite realizar diversos passos de uma

P
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda | entrer...
A NI . I [=]
o //_ el I e 1AL HLCDZN é_ N ABC [ 222 | '%’_‘
» Janela de Visualizacdo v |anela de Visualizagéo 2 [
a=0°  Eixo L e~
Emtorno do Eixo X g
p=112° y Eixos
Em torno do Eixo ¥ & Ry
o
=4
Tamanho: g
! Interativo Dualidade Elementos
Passo a Passo
Vv Sequéncia
% >>| ‘\
( PN |
<<
I . >P4
p - ™~ rpl
>>>
|
W
Aprofundamento
Octaedro
Regular

¥

Figura 140

A figura 139 representa a posicdo do octaedro durante o processo de
construgao do modelo esqueleto das arestas refere-se a figura 136 a). Ja a figura 140

temos outra visualizagdo do solido por meio de uma rotagdo em torno do eixo y
conforme indicado na figura 136 b).

4.4.3. Dualidade

Conforme exibido na figura 141, na opg¢ao Dualidade, temos 2 possibilidades:
Dual e Octaedro.

Note que o dual do octaedro regular € o hexaedro regular (cubo). Na figura, o
dual esta representado de azul. Em alguns poliedros de Platdo, mesmo utilizando o

software de geometria dindmica, ndo é tdo simples visualizar o seu dual.
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Arquive  Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda | Entrar
[k oA L[ @ O £ e 222l .
el g =l e o | | *: r] 9 El ? *
+ Janela de Visualizacio ~ Janela de Visualizacdo 2 [
a=0° v Eixo [LTE alc-]
Emtorno do Exo X g
p=20° Eixos
Em torno do Eixo ¥ . — y VEN YV
T~
°
1= x
Tamanho: g
Interativo  Dualidade Elementos
+ Dual
v Octaedro
[
12
y
Aprofundamento
Octaedro
Regular
Cotemdnl i @
Arquive Editar Exibir Opgées Ferramentas Janela Ajuda | entrar
e 5 o el N ) |3 —
| sl =G £ g : el E | ? *
» Janela de Visualizacdo ~ |anela de Visualizacdo 2
o  Eio [LE »
Emtorno do Eixo X g
B =20° Eixos
Em torno do Eixo ¥ - — y VEN YV
%
°
=4 x
Tamanho: g
Interativo  Dualidade Elementos
+ Dual
Octaedro
»
y
Aprofundamento
Octaedro
Regular
....... i =

Dessa forma, selecione apenas a opc¢ado Dual, conforme exibido na figura

142, para exibir o dual do octaedro. Para exibir somente o octaedro, selecione apenas a

opcgao Octaedro (figura 143).
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Arquivo  Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda | Entrar..
A NS . o=z =1
° ,/(,/1 fodl @, A ICSAN ABC | 205 '%',
* Janela de Visualizacao ~ Janela de Visualizagdo 2 [
a-0° v Exo LE a[c-
Emtomo doExoX g
p=20° Eixos
Emtorno doEixo ¥ @ P VX Wy W
T o
o
=4 x
Tamanho: g
Interativo + Duslidade Elementos
Dual
 Octaedro
[
y
Aprofundamento
Octaedro
Regular
Frtrada:| dom

Figura 143

4.4. 4. Elementos
Nessa situagao temos 3 opgodes: Veértices, Arestas e Faces.

Conforme exibido na figura 144, todos os elementos podem ser exibidos
individualmente através da caixa de selecdo. Note que o octaedro tem 8 faces, 6

vértices e 12 arestas, conforme detalhes apresentados do lado direito da figura.

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda | Entrar...
I AL o] 4] k)] 2 ) S
» Janela de Visualizacio » Janela de Visualizagdo 2 B
a=0° v Eixo
Emtormo do Eixo X g Eixos
B =200 VXYV
Em torno do Eixo ¥ & y
— Faces do Octaedro:
o ~ % /PP v
VX v
Tamanho: | = 4 ree
v v
Interativo Dualidade V Elementos
 Veértices v VIPPLPs
V Arestas
+ Faces Vértices do Tetraedro
v P VP,
VP VP,
v Py VPg
Arestas do Tetraedro
Yl-"V2 V3
V4 V5 V8
V7 VB ve
Aprofundamento
V10 w1l V12
Octaedro
Reaular

Figura 144

99



Assim, se desejarmos exibir algumas opgdes de um elemento especifico,
basta selecionar apenas um elemento do lado esquerdo e as opg¢des do lado direito.

Outra situacao é visualizada na figura 145, em que exibimos alguns canudos e apenas

quatro faces.

Arquivo Editar Exibir Opgées Ferramentas Janela Ajuda | Entrar...
A IS s [N 0=z o]
Al D O 4] =2 )
» Janela de visualizacdo ~ Janela de Visualizacéo 2 L
a=0° v Eixo LIE alc-
Emtorno do Exo X g
p=20° Eixos
Emtornodo ExoV @ v VRV
o . Faces do Octaedro:
X
Tamanho: | = 4
VPPPe W
Interativo Dualidade + Elementos
Vértices
 Arestas v VP PP 5 .
 Faces
» '!
1T
Arestas do Tetraedro 5
1 2 3
y : v
4 vs 6
Aprofundamento
V7 ve wo
V10 V1l w12
Octaedro
Regular
Crtendn [ al =
4.4.5. Aprofundamento
Arquive Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda | Entrar..
A s . a2 (=]
REE NN
a=0° e i
Emtomo do Eixo X g z Eixos
B 20 M MyMlz
Emtorno do Eixo Y g y
y = 40° —
Em torno do Eiko Z . T
" 1
O octaedro regular & um sélido platénico !
Tamanho: | =4 repr r e !
representante do elemento ar, tém 12 .
arestas, 6 vértices, 8 faces triangulares [
[Jinterativo [Jpualidade [JElementos equildteras e 4 arestas que concorrem em
cada vertice.
O volume e a drea é dado pela expressio:
P2
o -
3
! v
W] Aprofundamento
[JRaio da Esfera
[JAresta do Dual
Octaedro
Regular

Figura 146
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Conforme exibido na figura 146, na opcédo Aprofundamento, temos 3

possibilidades: Raio da Esfera; Area e Volume; e Aresta do Dual.

4.4.5.1. Aprofundamento - Raio da Esfera
Conforme exibido na figura 147, na opcdo Raio da Esfera*® do item

Aprofundamento, temos 3 possibilidades: Centro da Esfera, Raio da Esfera Circunscrita

e Raio da Esfera Inscrita.

Arquive Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda | entrar..
A SNI=IrS . a2 =
‘ o /,| el el e ) ‘fl S| ABe | 222
Z0
a=0° IEixo |
Emtomodo Exo X @ z Eixos O centro dp ambas as esferas, inscrita e circunscrita,
B =200 WIx MyMlz representadlo pelo ponto O, & obtide pela intersecio
Emtornodo Exo Y g M dos segmefitos tragados de cada vértice do octaedro
Y= 100 — regular a0 seu oposto ou pela intersecéo dos segmentos
Em torno do Eixo Z * e X tragados perpendicularmente a partir do centro de cada
- uma das faices.
*.0 octaedro regular & um solido platénico |
Tamanho: | = 4 by I
representante do elementoar, tém 12 Py
arestas, 6 vértices, 8 faces triangulares
Ointerativo [Ooualidade [JElementos equildteras e 4 arestas que concorrem em
cada veértice.
O volume & a drea & dado pela sxpressho:
Bvz
v-tY
3
A=2%3
Fa
y i
) aprofundamento VI centro da Esfera
Raio da Esfera ]
[Raio da esfera Inscrita
[Jaresta do Dual
Octaedro
Regular

Figura 147

4.4.5.1.1. Aprofundamento - Raio da Esfera - Centro
Nessa figura 147, podemos observar que o centro de ambas as

esferas,

inscrita e circunscrita, representado pelo ponto O, é obtido a partir da intersecao dos

segmentos tragcados de cada vértice do octaedro regular ao seu oposto ou pela

intersecao dos segmentos tragados perpendicularmente a partir do centro de cada uma

das faces.

4.4.5.1.2. Aprofundamento - Raio da Esfera - Raio da esfera Circunscrita
Na figura 148, o raio da esfera circunscrita é a distancia entre o centro da

esfera e o seus vértices. Note que ao decompor o octaedro regular em duas piramides

regulares de base quadrada, a altura da piramide € o raio da esfera circunscrita, ou

seja, metade da diagonal da base.

46 Conforme apresentado na segdo 4.1.4.
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Arquive Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela ‘ Entrar...
AL~ 2| =]
L & i
7
o= |
EmtornodoEo X @ z Eixos O centro de ambas as esferas, inscrita e circunscrita,
_ 200 Mx My ¥z representado pelo ponto €, € obtido pela intersecio
Em torne do Eixo Y s y dos segmeftos tragados de cada vértice do octaedro
v =100 regular ac/ssu oposto ou pela intersegio dos segmentos
Em torno do Eixo Z . T X tracados pgrpendicularmente a partir do centro de cada
; uma das fdces.
0 octaedro regular ¢ um sclido platénico |
Tamanho: | = 4 by |
representante do elemento ar, tém 12 P
arestas, 6 vértices, 8 faces triangulares
[interativo [Jpualidade [JElementos quildteras e 4 arestas que concorrem em
cada vértice.
O volume e a érea é dado pela expressio:
. BV2
V= —
3
A=203
Pa
Py
y
P
eccionand taedrt por um plano que contém os pont
@ aprofundamento Fcentro da Esfera A e A S i
] Raio da Esfera WRaio da esfera Circunscrita btém-se tivamgnte, um circulo de raio R circunscrito n
[hrea lurm [raio da esfera Inscrita uadrad WP o PlPaRsBs on WPy de lade
[aresta do Dual !
L - |
Octaedro : |
Regular ;

Figura 148

4.4.5.1.3. Aprofundamento - Raio da Esfera - Raio da esfera Inscrita

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda ‘ Entrar...
X aBc | 972 | o | Lol
N
Eixo !
Em torno do Eixo X z Eixos O centro de ambas as esferas, Inscrita e circunscrita,
Wlx MyWlz representade pelo ponto (), & obtido pela intersecio
Em torne do Eixo ¥ ; dos segmafitos tragados de cada vértice do octaedro
regular a0 seu oposto ou pela intersecio dos segmentos
Em torno do Eixo Z ~ % tragados pérpendicularmente a partir do centro de cada
; uma das faces.
G octaedro reqular € um sélido platénico !
Tamanho: = s i
representante do elsmento ar, t&m 12 P
arestas, 6 vértices, 8 faces triangulares
Ointerativo [ bualidade [JElementos quildteras e 4 arestas que concorrem em
cada vértice.
O volume e a area ¢ dado pela expressio:
P.
Pq
¥
Pt
Oraio ” da esfera inscrita ao octaedro regular € a distincia
entre o centr¢ da esfera ) e o centro de cada face. Sejam
M Aprofundamento [¥centro da Esfera 1! o raio da gsfera circunscrita dado, I o centro da face
[JRaio da esfera Circunscrita | R )
VlRaio da Esfera PPyPy ¢ Mo ponto medio de 12 .
JArea e Volum WRaio da esfera Inscrita 1
Aresta do Dual N N 5
[#resta do Dua e os triangulos retangulos 10
Octaedro
1
Regular =
]

Conforme exibido na figura 149, o raio da esfera inscrita

Figura 149

centro da esfera e o centro de cada uma das faces.
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4.4.5.2. Aprofundamento - Area e Volume

Arquivo Editar Exibir Opgées Ferramentas Jamela Ajuda | entrar,

NI . - o]
‘ AL D) K-),| éL| \ AEC,| ==l ‘%'7‘
0
a=0° M Eixo |
Emtorno do Eixo X g z Eixos
P =20 WMx My Mz
EmtornodoEdeV @ y

Em torno do Eixo Z

"0 octaedro regular é um sélido platénico
representante do elemento ar, t&m 12 P
arestas, 6 vértices, 8 faces triangulares
Ointerativo [ uslidzde [JElementos equildteras e 4 arestas que concorrem em
cada vértice.
O volume e a drea 6 dado pela expressio:
Ve

Tamanho: | = 4

V=
]

A=2%3

[ Aprofundamento
[Jraio da Esfera
[Aresta do Dual

Octaedro
Regular

Figura 150

Conforme exibido na figura 150, o octaedro regular é formado por 8 faces
triangulares. Logo, a area é oito vezes o valor da area de uma das faces*’. Por outro
lado, o octaedro pode ser visto como duas piramides regulares de base quadrada de
lado I. Logo, o volume é dado pelo dobro do volume da piramide regular.
4.4.5.4. Aprofundamento - Aresta do Dual

Como o hexaedro regular € o dual do octaedro regular, para calcular o
tamanho da aresta do dual na figura 151, decompomos o sélido em duas piramides de
base quadrada e consideramos duas faces adjacentes da piramide. Em seguida, vamos
obter tridngulos semelhantes tragcando as alturas de ambas as faces, ligando o pé
dessas alturas e o centro de cada uma das faces adjacentes. Como as faces da
piramide sao triangulos equilateros, conhecendo a altura do triangulo equilatero, a
distancia entre os pés das alturas das faces e a distancia entre o vértice da piramide e o
centro da face, aplicamos*® semelhanca de triangulo e encontramos o comprimento da

aresta do dual que corresponde a ligagao entre os centros de faces adjacentes.

47 Conforme apresentado na segéo 4.1.2.
48 Conforme apresentado na segdo 4.1.3.
49 Conforme apresentado na segdo 4.1.5.
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Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

| Entrar..

.

El

©

]

) CAIAN

ABC | 232
}

(il =

7

3*

Em torno de Eixo X
Em torno do Eixo Y
Emtorno do Eixe Z
Tamanho: | = 4

[interativo

V] Aprofundamento
[JRaio da Esfera
[Jérea e volume
W] &resta do Dual

Eixo
2
B =20°

* y

y =140 "

P

[Joualidade [JElementos
Octaedro
Regular

Eixos
Wx ly Mz

* & octaedro regular & um sclido platénico
representante do elemento ar, tém 12
arestas, 6 vértices, 8 faces triangulares
equilateras e 4 arestas que concorrem em
cada vértice.

O volume e a drea & dado pela expressio:
22

No quadrade 23561 o ponto M & médio
de P3P eopento N ¢ medio de PoP%1. Come
P ¢ obaricentro de P12 eoponto @ é0

2
baricentro de 1721 temos que PP = 3 P

e 1) || MN, assim, pelo caso de congruéncia
LAL , os triangulos P1PQ ¢ PMN g0
semelhantes.

M

Le _— = ===
o0 Bp

Figura 151
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Capitulo 5 - Dodecaedro Regular

5.1. Revisao Teodrica

Segundo Platdo, o dodecaedro representa a
quintesséncia que permeava a tudo no universo, sendo o poliedro
mais préoximo da Esfera, a forma perfeita.

Esse poliedro regular € formado por 20 vértices (A, B,
C,D,E,F, G, H I J, K, L, M, N, O, P, Q, R, SeT), 30
arestas (AD, DS, SK, KT,TC,CB, BP, PI,IM, MA, AN, NF,

12 faces pentagonais® (ADSFN, SFGTK, DSKJR, KJQCT, RIQHE, ADREM,
EMIPH, PHQCB, CTGOB, GOLNF, AMILN e BPILO) e 3 arestas que
concorrem em cada vértice.

Nas préximas se¢des desse capitulo, vamos apresentar propriedades (area,
volume, raios das esferas inscrita e circunscrita) e construgdes (inscricdo do hexaedro
regular, inscricdo do tetraedro regular, inscrigdo do octaedro regular, inscricdo do

retdngulo de ouro e aresta do dual) desse sélido.

5.1.2. Calculo da area do dodecaedro regular
' Como o dodecaedro regular € formado por doze faces

pentagonais, temos:
A=12- A (5.1)

E conforme apresentado no item 1.3 da sec¢do 3 do

anexo 1, a area de um pentagono regular é dada por

5(5 4 2v/5)
4
Dessa forma, substituindo A5y em (5.1) temos:

A =12

50 A face do dodecaedro regular € um pentagono e conforme apresentado no item 1.1 da segdo 3 do anexo 1, a razdo entre a

1++5
2

medida da diagonal e a medida do lado €, a raz&o aurea, ¢ = que é chamado numero de ouro.
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A=12. z25(5+2\/g) = A= (3\/5(5+2\/3)>

5.1.3. Calculo do volume do dodecaedro regular
Para calcular o volume (V) do dodecaedro regular®® de aresta [, conforme

exibido na figura 152, vamos decompor o soélido em um cubo (M NOPQRST) de aresta
c e seis soOlidos geométricos (MNOPIL, MNSRDA, NOTSFG, OPQTCB,
PMRQHE e RSTQJK).

K
Figura 152

Note que as arestas do cubo representam uma diagonal de cada face do
dodecaedro, ou seja, ¢ = ¢ - [.

E, conforme apresentado na secao 3.1.1 do capitulo 3, o volume do cubo é
dado por Vo = ¢313.

Por outro lado, como o volume dos sélidos geométricos séo iguais, o volume
do dodecaedro € dado por V =V 4+ 6Vs onde Vg é o volume do sélido geométrico.
Entéao

V =¢® +6Vs (5.2)

A seguir, identificamos cada um dos elementos do solido geomeétrico.

51 Na secéo 4 do anexo 2 mostramos um forma diferente para calcular o volume do dodecaedro regular.
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Figura 153

Na figura 153, como indicado em a), observamos que o sélido MNOPIL é
formado pelas arestas M1, NL, OL, PI e IL e as diagonais M N, NO, OP e PM das
faces AMILN, GOLNF, BPILO e EMIPH, respectivamente, do dodecaedro.

No item b) dessa figura, notamos que o sdlido tem 5 faces sendo uma
quadrada (M NOP) de lado ¢, duas triangulares (IMP e LNO is6sceles) de lados [, | e
c e duas trapezoidais (M NLI e OPIL isosceles) de lados [, [, [ e c.

Ja no item d), seja b a altura dos trapézios, entédo os triangulos NUL, M Z1,
OVL e PWI sao retangulos e congruentes. Logo, MZ =UN =0V =WP =a,
VL=WI=ZI=UL=belIL=IM=IP=LN =LO =ZU =VW =10 que implica

c=142a (5.3)

a4+ =1 (5.4)
Dessa forma, conforme exibido na figura 153 c¢), o volume do sodlido
MNOPIL, representado por Vs, € a soma dos volumes do prisma triangular®
LVUIW Z e das pegas das extremidades (PMZW1I e NOVUL).

52 O prisma triangular LVUIW Z & um poliedro, cuja superficie é formada por dois tridngulos iguais e paralelos (LVU e
IW Z isésceles de lado b, b e ¢) chamados de bases e trés faces laterais (UVW Z de lados ce |, VWIL e ZULI de
lados [ e b).
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Consideremos h a altura do sélido geométrico, conforme exibido na figura
153 d), e H é o pé dessa altura. Como a base do prisma triangular € formada por
tridangulos isdsceles (LVU e IW Z), h é também altura desses tridngulos e H é o pé da
altura do triangulo LVU. Assim, o plano que corta os pontos I, L e H divide o prisma

triangular na metade e unindo as faces laterais VWIL e ZULI temos um bloco
retangular de medidas |, g e h. Por outro lado, unindo as pecas das extremidades
teremos uma piramide de altura h e base retangular 2a e c.

Logo,

2a-c-h (5.5)

V)
Wl

Por (5.3), a = CT_Z Substituindo a em (5.4) temos:

2
(C;l) +bQ:12:b2:12——62_24d+l2

Entao

312 — ¢ + 2l
4
Como o triangulo LUV é isésceles de base UV, UV =ZW =NO =ce H é

b2 = (5.6)

2
ponto médio de UV temos h? + (g) = b pois o tridngulo LHV é retangulo.

Entao

B 4h? + 2
4
Dentre as propriedades apresentadas na secdo 1 do anexo 1, temos

b2 (5.7)

(¢p—1)p=1. Como c=¢l, para encontrar a altura do solido geométrico (h),
substituindo (5.6) em (5.7) temos:

312 — 2¢% + 2cl 312 — 29212 + 2612 N

4h? 4+ =312 - +2c = h? = 1 = h? = I
h? 3 ¢(¢—1) A2 3 1 B2 1 h 1
T4 2 TPETI 2T ETiTIT2
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Entao

l

Substituindo (5.3) e (5.8) em (5.5) temos:

o
o~

(5.3),(5.8)

c 1 1
=7.Z. Z . 9% -c- —]. 2.4+ (c—
V5l2h+3ach Vs 22+3(C l)-c
1
ol 1 1 [ ol (p—1)pl3
=l-—-—+--(pl=1)-¢l- = =—
Vs 5 2+3(¢ ) ol g =>Vs="+ 5
o 6 P o> 3 P
| 7/ T y/ W
STT 6T T 266
Entéo
1® (3¢
=5 +1 5.9
Vs 6<2+> (5.9)
) 3 )
Para calcular o volume do dodecaedro, como ¢ = +2\/_ e ¢° = +2f,

substituindo (5.9) em (5.2), temos:

3
V=¢1"+6Vs =V =01¢"+6- [%(%—1—1)} :>V=l3<¢3+%+1>:

V:l3{¢(¢2+g>+1} :»V:z3{1+2‘/5(3+\/5+3)+1} =

v (15 +47\/5)l3_

2 2

5.1.4. Calculo dos raios das esferas inscrita e circunscrita do dodecaedro regular
O centro de ambas as esferas, inscrita e circunscrita,

representado pelo ponto U, é obtido a partir da intersegdo dos
segmentos tracados de cada vértice do dodecaedro regular ao
~ seu oposto ou pela intersecdo dos segmentos tragados a partir

dos centros de faces opostas.

K A distancia entre o centro da esfera e o centro de uma
face desse solido € chamada de raio da esfera inscrita e representado por r. Ja a
distancia entre o centro da esfera e um vértice do sélido € chamada de raio da esfera

circunscrita e representado por R.
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Dessa forma, para calcular os raios das esferas inscrita
e circunscrita, vamos encontrar a distancia entre as arestas AD e ,
BC ou FG e HE ou IL e JK que sera representada por H. E,

conforme apresentado anteriormente, decompomos o dodecaedro «-- i

regular em um cubo de aresta ¢ e seis sélidos geométricos de

altura h. v
Dentre as propriedades apresentadas na secdo 1 do anexo 1, temos
[ 3 5
¢2:¢’>+1.Como@:¢l,h:§e¢2: +2\/_temos:
H:c+2h:>H:¢l+l:>H:(¢+1)z:>H:¢2z:>H:1(3+2\/5)

Para calcular o raio r, consideramos a face BPILO e a distancia entre as

I 3 5
arestas /L e JK dada por H = +2\/_

l e, alguns elementos do pentagono regular, tais

como centro (X) e o apétema (a).
Dessa forma, sejam W o ponto médio de JK, V o

ponto médio de IL e U o centro das esferas entdo UX =1,

U

H n PR
5 e o triangulo UXV é retangulo em X.

No item 1.3 da secdo 3 do anexo 1, vimos que 0O

apétema de um pentagono regular € dado por

2 54 2V5
- 20 '

Logo, aplicando o teorema de Pitagoras, temos:

7\ 2
UX2+XV2:UV2:>7’2+a2: (3) =

() (255 -

20 2 2

5 o(50+22V5 V250 + 110v/5

P ) == .
80 20
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Para calcular o raio R, vamos considerar o hexaedro ‘
regular inscrito no dodecaedro e, conforme apresentado na segéo

3.1.3 do capitulo 3, para um cudo de aresta ¢, o raio da esfera

V3

circunscrita, € dado por R = c5

Sendo ¢ a diagonal da face pentagonal do dodecaedro,

temos:

V3(1+/5)

E R e—

R—§-¢l:>R_l\/§-1+\/g

5.1.5. Dodecaedro com hexaedro regular inscrito
Como as faces do dodecaedro regular sdo pentagonos,

\ . tragando as diagonais M N, NO, OP, PM, QR, RS, ST, TQ, MR,
I NS, OT e PQ das faces AMILN, GOLNF, BPILO, EMIPH,
RJQHE, DSKJR, SFGTK, KJQCT, ADREM, ADSFN,
CTGOB e PHQCB temos um hexaedro regular (cubo) inscrito de

aresta c onde ¢ = ¢l.

Logo, a medida da aresta do cubo inscrito vale

(1 +2\/3

MNOPQRST tragou-se uma determinada diagonal de cada uma

)l. E valido observar que para montar o cubo

das faces do dodecaedro. Como o pentagono tem cinco

diagonais®, é possivel inscrever cinco cubos no dodecaedro.

5.1.6. Dodecaedro com tetraedro regular inscrito
Conforme apresentado na sec¢ao 3.1.4 do capitulo 3, o

tetraedro regular de aresta (/2 esta inscrito no cudo de aresta !
tracando-se as diagonais da face desse sdlido.

Por outro lado, vimos na seg¢do anterior desse capitulo

que um cudo de aresta c esta inscrito no dodecaedro regular.

n(n — 3)

53 No anexo 3 mostramos que para um poligono de n lados, o numero de diagonais é dada por d= 5
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Logo, a medida da aresta do tetraedro regular é dada por v2c=

2(1 5} . .
\/§¢l:>lw. Como € possivel inscrever dois tetraedros em um cubo e

também, inscrever cinco cubos no dodecaedro. Entdo, é possivel inscrever dez

tetraedros regulares no dodecaedro.

5.1.7. Dodecaedro com octaedro regular inscrito
Sejam Oq, O, O3, O4, O5 € Og 0s pontos médios de

AD, BC, EH, FG, IL e JK, respectivamente. Tracando-se 0,03
o, » 0302, 0204, 0401, 0501, O502, O503, 0504, OsO01, OcO2,
£ b 003 e OgO,4 temos um octaedro regular O1050304050.

Conforme apresentado na se¢ao 5.1.4 do capitulo 5, a
distancia entre as arestas AD e BC ou FG e HE ou IL e JK

vale H = lou H = ¢1. Entdo, 0105 = 0504 = 0504 = H.

3+5
2

Dessa forma, para calcular a medida da aresta do

octaedro (0,05), seja U o centro da esfera entdo

— H = , "
O.U = 05U = B} e o triangulo O,UO5 é retangulo em U.

——  HV2
Logo, 0105 = T\/_
. — 202 3 5
Assim, para H = ¢*l temos 0105:1\/}. E para H = +2\/_l temos
- 2+ 1
0105 = ligfl— 0.

5.1.8. Calculo da aresta do dual do dodecaedro regular
Sejam os pontos Ap,k=1,...,12 0s centros de

faces dos pentagonos BPILO, AMILN, DSKJR, KTCQJ, °
MADRE, ANFSD, TGOBC, CBPHQ, PIMEH, ERJQH,
SFGTK e OLNFQG.
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Construimos os segmentos entre os centros de faces adjacentes do sélido e
teremos assim, o chamado dual do dodecaedro com as seguintes arestas: A4 A;, A, Ay,
AgAs, AsA7, AyAia, A1Ag, AgAs, AgAz, A7Aire, A12Ay, A2Az, AsAig, A2As, AxAs,
A2A11’ A3A10= A10A5= A5A6, A1A5’ A6A11= A11A3’ A5A9s A6A1’ A9A10’ AlOAS’ ASAB,
A3Az, A7A11, A1 Arp € A12As.

Para calcular a medida da aresta do dual do dodecaedro

regular, representada por A, A,, consideramos as faces BPILO e

AMILN do dodecaedro regular, a distancia entre as arestas AD e

3 : CA_\“‘., .Q ‘ \ RJ 4D
+2\/_l ou H = ¢’ e, alguns elementos do R

pentagono regular, tais como o apétema (a) e a altura (h).

BC dada por H =

Dessa forma, sejam A; o centro da face pentagonal BPILO, A, o centro da

5+N§ea2 54 2v5

4 ~ 20
Como os tridangulos A> AV e ABV sao semelhantes temos:

AB H 2
Ady 4 d_H gL g2

face pentagonal AMILN, V o ponto médio de TL, h* =

4V BV a & h 02
l2<5+220\/5)
d2:7H2:>d2:iH2:>d2:1H2:>d:iH:>d:£H
z2<%@) 20 5 V5 5
5 2
Assim, para H = ¢*l temos d:l\/;(b. E para H:3+2\/5[ temos
dzl5+3¢5_
10

5.1.9. Retangulo aureo no dodecaedro regular
No dodecaedro regular de aresta [, sejam os pontos A,

. Ag, Az, Ay, As, A, A7, Ag, Ag, Aro, A11 € A1o 0s centros de faces
" .| pentagonais BPILO, AMILN, DSKJR, KTCQJ, MADRE,
‘« ks ANFSD, TGOBC, CBPHQ, PIMEH, ERJQH, SFGTK e
OLNFG.
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Tragando os retangulos A;AsA3A,, AsAgA7As € AgAjpAi1Ai2 vamos
mostrar que eles tém areas iguais e sdo aureos.

Seja d a medida da aresta do dual do dodecaedro regular. Para provar que
as areas do retangulo sao iguais, temos:

a) A1Ay = AgAz = AsAg = AgA7r = AgA12 = A19A11 = D;

b) A1A2 = A3A4 = A5A6 = A7A8 = A9A10 = A11A12 =d

Agora analisemos o retangulo A; A; A3 A,.

Sejam U o centro das esferas, UA; = UAs = r(raio da
esfera inscrita) e A;A; =d. No triangulo retangulo A;AsAs,

aplicando o teorema de Pitagoras temos:

Ay + Ay = Ay = d>+ D% = (2r)?
Entao,
D? = 4r? — ¢* (5.10)
Pela seg¢ao 5.1.6. e 5.1.7., para calcular a medida da aresta do dual do
dodecaedro, representada por d, e do raio da esfera inscrita, representado por r,

encontramos os seguintes valores:

VEPE o a2 T+3VE o, L (T+3V5
5 5 5 2 ( 10 )’e
V2 11 2 11 25 4 11
V250 + 0\/5#742:[2 50 + 0\/5;w“2:l2 54115 .
20 400 40

Dessa forma, substituindo d” e r* em (5.10) temos:

D2:4r2—d2=>D2:4-12<—25+1N5> _l2<_7+3\/5) =

40 10
25+ 11v5 7+ 3v5 18 +8v/5
2 _ 72 _ 2 _ g2
D=1 ( 0 10 ):>D l ( 0 =
D2:12<9+4\/5):>D: 9+4\/51
5 V5

Finalmente, calculando a razédo entre D e d, representada por x, temos:
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5, 9+4V5 10 7—-3V5
T~ = : : =
5 7+3V5 7-3V5
:ﬁ_z-ms—wv§+%¢3—m):
N 49 — 45
2 2'(3+\/5>:>x2—¥:>x2

4
Logo, os retangulos A1 As A3 Ay, AsAgA7As € AgAi19A11A12 SE0 aureos.

=¢’=r=9¢

5.2. Construindo o modelo esqueleto das arestas do dodecaedro regular
Para realizar a construgao do modelo esqueleto '

B
>
’/
g
F W 73
.-"f

das arestas do dodecaedro regular, utilizando um canudo

. A

de 12 cm, vamos precisar de 30 pedagos de canudo de
mesma cor®*, um pedaco de linha maior do que 7,2 m de
comprimento® e o tempo livre de 3 aulas (2 horas e 30
minutos).

Agora vejamos a construcdo passo a passo

das arestas desse solido:

SR SRR

Panta w,
da linha ™.

Figura 154 - 1° Sequéncia (1/4)

54 Na representagdo do tetraedro, ndo visualizamos os canudos representados na parte traseira, por isso a cor do canudo sera
transparente.

55 Seja t o tamanho da linha e ¢; o tamanho do canudo de quantidade 30. Entao, ¢ = 60 - ¢1. Para ¢y = 12 cm, temos:
t=60-12=1¢t =720 cm =t = 7,2 m conforme o passo a passo demonstrado nesse item.
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e |47 |l

Ponta ., 12
da linha <

[os]
-
[
—_—
M
-—
D

\V

Figura 155 - 1° Sequéncia (2/4)

Passos: 13 a 18

10 )11 [)12 (3 |17 |0

"~ 5
/\\ 4 \\\

U S S/

Figura 156 - 1° Sequéncia (3/4)
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< —
20 25

i
Ponta

.
g \“"‘ dalinha
/ 1& Passos: 19a 25
21

‘im 15 |16 []17 111 |J14 |[18

L2
N/

Figura 157 - 1° Sequéncia (4/4)
Antes de prosseguir a constru¢do, vamos montar o desenho de um
pentagono com as arestas 1, 6, 10, 14 e 18 dos 4 pentagonos construidos.

< _
20 25 Passo: 26

Puxar a
linha

Figura 158 - 1° Sequéncia: Visualizagao (1/2)
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Antes de prosseguir a construgdo, vamos puxar a linha conforme indicado

no passo 26 da figura 158.
Passo: 26 “

da Linha

Figura 159 - 1° Sequéncia: Visualizagéo (2/2)

Passos: 27 a 29. “
‘J19 |20 ||16 l\

Ponta *
\ da Linha

Figura 160 - 2° Sequéncia
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Passos: 40 3 43

|26 {|27 (124 ]2;/\ | | I

Figura 163 - 5° Sequéncia

Passos: 44 a 49

123 ||28 \-_I
N\

)

44 43
40

‘128 ‘129 "[8 “|13

Figura 164 - 6° Sequéncia
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Figura 165 - 7° Sequéncia

Passos: 56 a 60

|27 ||25 |20 (115 ||18 o -_ \
N
\ 2 N /

Figura 166 - 8° Sequéncia

Para finalizar, faremos um unico né com as linhas ligando as arestas 18 e 1
da ultima sequéncia. Agora vejamos todo o procedimento sem interrupgédo® e uma foto

do sélido construido com material concreto.

56 Ciente que o icosaedro regular é o dual do dodecaedro regular, ndo vemos a necessidade de aprendizagem da construgéo do
esqueleto utilizando canudo e linha. No entanto, aos alunos mais experientes e habilidosos que gostam de desafios, na secdo
5 do anexo 3 apresentamos planificagdo do dodecaedro utilizando régua e compasso.
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V112 3|14 5 i [10 |11 |12 J13F'T;wljom PE‘FS;%

16 |47 [[8 49 |l 2 [{8 | [J14 |p5 (|16 [y17 (111 |}14 |18

12 Sequéncia

22 Sequéncia{ 119 LJ2O 116

32 Sequéncia {

42 Sequén cia{

Passos: 40 a 43
52 Sequéncia {ps |27 T24 T22

Passos: 44 a 49

62 Sequéncia ﬂl28 ‘J29

—
o=

113 (123 (|28 |

7 Sequéncia{

Passos: 56 a 60

27 |[25 ||20 [|15 ||18

82 Sequén cia{

-—

Figura 167 - Procedimento completo

Figura 168 - Construgdo do modelo esqueleto das arestas do dodecaedro regular
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5.3. Explorando as novas tecnologias na constru¢ao do Dodecaedro Regular e

seu Dual

5.3.1. Girar, Eixo e Tamanho
Apresentamos um applet desenvolvido no software GeoGebra para

observamos a construgcdo passo a passo apresentada nos itens anteriores do modelo

esqueleto das arestas e particularidades do dodecaedro regular. O applet em questao

pode ser encontrado no link hitp://tube.geogebra.org/material/show/ id/d5SVDHGO.

Além de acompanhar passo a passo a construgdo, € possivel alterar o

tamanho do dodecaedro, gira-lo em torno dos 3 eixos, exibir somente o dual do

dodecaedro, detalhar individualmente cada um dos seus elementos e aprofundar os

estudos desse poliedro.

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda | Entrar..,

k A / . IS irs NP 4 X ABC | 32 ‘% Mover l:l

® Y e P el | AN §1CP2N e h—— .| Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc)

} Janela de Visualizacio b Janela de Visualizagao 2 E
E .
oo Vv Ewos Eixos
Em torne do eixo X ® Wlxilyly]
B=10°
Em torno do eixo ¥ -
)
I=2
Tamanho: .
+ Interativo Dualidade Elementos
3
 Passo a Passo s
sequéncia

>>

<<
[

¥
Aprofundamento
Dodecaedro
Regular

Na figura 169, temos 4 opc¢des de interagao: Interativo, Dualidade, Elementos

e Aprofundamento.

E possivel exibir/ocultar e girar em torno dos trés eixos em todas as opgdes

de interagao. Ja, alterar o tamanho do dodecaedro na tela é possivel somente nas duas

primeiras opgoes.

Conforme exibido na figura 170, podemos mostrar somente 0s eixos y e z,
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http://tube.geogebra.org/material/show/id/d5SVDHGO

selecionando a caixa de selecado Eixo e desmarcando a caixa de sele¢ao x. Para nao

exibir nenhum eixos, desmarque a caixa de selecao Eixo.

Ei :
v Eixos Eixos
XYYV

Figura 170

Na Figura 171 b), giramos em torno do eixo y € mantemos fixos os eixos x e
z. Assim, durante o processo de constru¢do do dodecaedro, a possibilidade de gira-lo

em torno dos eixos permite uma melhor visualizac&o do poliedro.

+ Eixos " Eixos
o =0° o =40°
Em torno do eixo X . Em torno do eixo X ®
p=10" B=70° ¥
Em torno do eixo ¥ - Em torno do eixo ¥ & /
. — ¥
=] 'y o “‘\
\\\\ X
(a) (b)
Figura 171

5.3.2. Interativo
Nessa situacao temos 2 opgdes: Passo a Passo e Sequéncia.

5.3.2.1. Interativo - Passo a Passo
Na opgao Passo a Passo, conforme a figura 172, temos 3 botdes:

|_=2_| (Préximo): Avanga com a linha passo a passo.

|_i=<_| (Anterior): Retrocede com a linha passo a passo.

_=_| (Inicio): Vai ao Inicio da linha (representado pelas Figuras 169 e 170).

A figura 172 representa a posi¢cdo do dodecaedro durante o processo de
construgdo do modelo esqueleto das arestas refere-se a figura 171 a). Ja a figura 173
temos outra visualizacdo do solido por meio de uma rotagcdo em torno do eixo y

conforme indicado na figura 171 b).
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Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

‘ - ’/: L\’7| @7 @,| /:L| X| ABC

} |anela de Visualizagao

| Entrar..

Mover l:l

Arraste ou selecione um ou mals objetos (Esc)

A

—

KX

a=2

¥ Janela de Visualizagao 2

E .
a=0" Vv Ees Eixos
Em torno do eixo X . VRV YV
=107

B
Em torno do eixo ¥ -

Pe,_ _©
1=2

i

Tamanho:

/ 1
« Interativo Dualidade Elementos e / \

+ Passo a Passo

Sequéncia
>

<

IIV IA Iv

Aprofundamento

Dodecaedro
Regular

Figura 172

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

| entrar..
RN RN =]
‘ o el ! @v A 1SN (BN st el ‘%’v Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc]
» Janela de visualizacdo b Janela de Visualizacdo 2 E
vE y
hos )
Em torno do eio X . ¥
p=70° y
Em torno do eixo ¥ - /
\. N Py
=2
Tamanho: - Pio
.
+ Interativo Dualidade Elementos
+ Passo a Passo %
s
Sequéncia Ny .
1
Pu, \ 1 N
. 5 \EZ//
. {
P7 !
e
B
:
!
i
Fae :
aprofundamento 3 y R
Py
Dodecaedro
Regular

Figura 173

5.3.2.2. Interativo - Sequéncia
Na opcao Sequéncia, conforme a figura 174, temos 3 botdes:
|_==u_| (Proximo): Avanga com a linha na préxima sequéncia.
_u==_| (Anterior): Retrocede com a linha sequéncia anterior.
|_>>> | (Completo): Exibe todo processo de construgdo de uma sé vez.
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Nessa opg¢ao, o processo interativo permite realizar diversos passos de uma

Unica vez.

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda | entrer,
A LRI @ &L \-( a=z Mover

‘ o /7 e @7 MICS NI “:"'7 Arraste ou selecione um ou mals objetos (Esc)

» Janela de visualizacdo } Janela de Visualzacho 2 T

 Eixos

a=0° Eixos
Emtorno doeo X ® WixivlyW]
p=10°
Emtorno do v -
—V
P, &
6,
=2 N — sz
Tamanho: - 1(\ / 1
Dualidad: Elementos / e, \
3 Ve

>>> Pas /6
-

Aprofundamento
Dodecaedro
Regular
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda | entrar.
A S 4N a2 Mover
‘| o ;/, B 1l @7 @7 & o\ [ ABC 2] ‘%'7 Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc)
¥ Janela de Visualizacdo » Janela de Visualizacao 2 [
v Eixos Eixos Y
. o= 4o VXYYV
Em torno do eixo X -
B =70 y
Em tomo do eixo ¥ . /
\ x Py
2 i
7, F
Dualidade Elementos 10 p [
- 16
Pel
AN P
P \ + ;1
/ D NS ~
b T 'y Pog
Py |
\
*e,
>>> 2
Pab :
Aprofundamente 3 J
Py
Dodecaedro
Regular

Figura 175

A figura 174 representa a posigdo do dodecaedro durante o processo de
construgdo do modelo esqueleto das arestas refere-se a figura 171 a). Ja a figura 175
temos outra visualizagdo do solido por meio de uma rotagdo em torno do eixo y

conforme indicado na figura 171 b).

5.3.3. Dualidade
Na opcao Dualidade, conforme a figura 176, temos 2 possibilidades: Dual e

Dodecaedro
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Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramertas Janela Ajuda | Entrar,

Lol nlalel o =]
| . /{, ! | 2l @7 I ]\ J| ABC [ 22 ‘%’7 Arraste ou selecione um ou mals objetos (Esc)
¥ Janela de Visualizacao » Janeia de Visualzagdo 2 ]
v Eixos .
a=0° Eixos

Em torno do eixo X & VXYYV

Em torno do eixo ¥ .

< v
X
=2
Tamanho: *
Interativo + Dualidade Elementos

+ Dual X
+ Dodecaedro

Aprofundamento

Dodecaedro
Regular

Figura 176

Note que o dual do dodecaedro regular € o icosaedro regular. Nessa figura, o
dual esta representado de azul. Em alguns poliedros de Platdo, mesmo utilizando o

software de geometria dindmica, n&o € tao simples visualizar o seu dual.

Arquivo Editar Exibir Opgées Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

A SIS o)Ll a2 Mover
‘ L /{, ! 1 2l @7 I ]\ ] ABC | 222 '%’7 Arraste ou seleclone um ou mais objetos (Esc)
¥ Janela de Visualizacao ¥ Janela de Visualizagho 2
. 7 Eixos Eixos
Em torne do eixo X RV

B=20°

Em torno do eixo ¥ -

<!

%
I

-2
Tamanho: *

Interativo + Duzlidade Elementos
+ Dual
Dodecaedra
Aprofundamento

Dodecaedro
Regular

Figura 177

Dessa forma, selecione apenas a opcao Dual, para exibir o dual do
dodecaedro (figura 177). Conforme exibido na figura 178, para exibir somente o

dodecaedro, selecione apenas a opgao Dodecaedro.

127



Arquivo  Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda \ Entrar...
A s B @ & . a=2 Mover
‘ o //, 1l @7 TS RN e () ‘%’7 Arraste ou selecion um ou mais objetos (Esc)
» Janela de Vvisualizacdo » Janela de Visualizagdo 2 >
« Eixos .
Emtomo doeboX @ Y
- 200
Em torno do eixo ¥ -
<y
- T K
8
=2 R —
Tamanho: . 1r>\ N
Interativo + Dualidade Elementos 7
14
Dual X 1 2 18
+ Dodecaedro
15
13 8 °
9
12
\ . )
23 4
29 16
20 19
e
Aprofundamento 22 25
30 27
7
T
y
Dodecaedro
Regular

5.3.4. Elementos

Figura 178

Nessa situacao temos 3 opcgdes: Vértices, Arestas e Faces.

Conforme exibido na figura 179, todos os elementos podem ser exibidos

individualmente através da caixa de selecao. Note que o dodecaedro tem 12 faces, 20

vértices e 30 arestas, conforme detalhes apresentados do lado direito da figura.

Arquivo Editar Exibir Opcées Ferramentas Janela Ajuda

| Entrar,

[=] ol [ PAINIIES

.
=

a=2

Mover
Arraste ou selecione um ou mais cbjetos (Esc)

@

(=

» Janela de Visualizacdo 2

}» Janela de Visualizacdo
v Eixos

Em torno do eixo X
Em torno do eixo ¥

<

x

Tamanho: =2

Interativo Duazlidade  Elementos

v Vértices
 Arestas

v Faces

Aprofundamento

Dodecaedro

y v P1P2PSP9P12

Regular

Eixos
VWYV

Arestas do Dodecaedro
V1 V2 v3 v v5

v 6 v7 V8 V9 v 10

V11 v12 13 V14 V15

V16 17 18 19 v 20

*o2l vizz 23 24 Vs

V26 w27 V28 v29 V30

Vértices do Dodecaedro
VP, VP, WPy VP, VP
v P v Py

v P, v Py WPy

VP Py VP VPP
VP VP,V Pig vV Figv Py

Dodecaedro

v PEP‘IP].].P].UPE

Faces do
v P1P2P3P4 5

v P5P1P12P13F15

v P7P5P25P17P11

VPPPFL P VPPLPIPLP

91271314 10 v P1aP1aP 1P,

13714 16 2815

v PLPLP PP

v P3P4P15PIDPB 1001117 16 14 v PlBPJEFZHPZUPlE

Figura 179
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Assim, se desejarmos exibir algumas opgdes de um elemento especifico,
basta selecionar apenas um elemento do lado esquerdo e as opg¢des do lado direito.

Outra situacao é visualizada na figura 180, em que exibimos alguns canudos e apenas

6 faces.

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda | entrar.
N ® @ 4“_ *||[agc & mover o]
Lo £ A e i 7] 5| Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc)
» Janela de Visualizacio 2
+ Eixos Eixos
Em torno do eixo X Y
Em torno do elxo ¥
o <y Arestas do Dodecaedro
T v1 2 V3 Va4 v'5
V6 V7 v8 V9 V10
Tamanho: =2 U V12 v13 vis v1s
v v v v v
Interativo Dualidade + Elementos
V16 V17 v18 vl v 20
Vértices
21 22 23 24 25
« Arestas
¥ Faces 26 27 28 | 29 30
Aprofundamento
Faces do Dodecaedro
VPPPPPs v PPPPP PPP1P1eP s
¥ v PIPZPEPEPIZ PYPSPZUP].‘IPII v P5F1P12F]SP15
o P2P3P3P7P5 v F9P12F]SP14PIU P13F14P15P]BP15
Dodecaedro
PPaP1sPac’s  ProP1aPiPicfie P1eP10P20P 17716
Regular

5.3.5. Aprofundamento

Figura 180

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda | Entrar.
A ol . 02 =1
BRENEREPEANEEE
oo [M]Eixos Eixos
Emtorno do eo X @ z @XEVEZK
Bo 100 Segundo Platio, o dodecaedro regular
Emtorno do eioy @ & 0 mais harmonioso e scberano,
¥ =50° Y representa o UNIVErso U O COSMOS,
Em torno do eixo Z 3 8m 30 arestas, 20 vértices, 12 faces
pentagonais € 3 arestas que concorrem
ramanho: 1=2 em cada vértice. O volume e a drea é
) dado pela expressao:
[Jinterativo [Joualidade [JElementos vo [+ 75 B
- 4
A= (:w".:',— 2v5) )12
x
[]observagao
y
[ Aprofundamerto
[Jvolume e Area
[JRaio da Esfera
[JAresta do Dual
[Tetraedro Inscrito
[ Octaedro Inscrito
Dodecaedro
Regular

Figura 181
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Conforme exibido na figura 181, na opcédo Aprofundamento, temos 7
possibilidades: Volume e Area; Raio da Esfera; Aresta do Dual; Hexaedro Inscrito;
Tetraedro Inscrito; Octaedro Inscrito; e Retangulo Aureo.

Como as faces do dodecaedro regular sao pentagonos, alertamos no aluno

na opgao Observacéao disponivel do lado direito da figura 181.

Arquivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda | Entrar
A NG IE . = (o]
A P QYO £ N rec =2l )
z
o oo Eixos || Eixos
Emtorno do eixo X @ z MxMyMz .
=100 Segundo Platao, o dodecaedro regular
Emtorno do ebo ¥ ® & 0 mais harmonioso e soberano,
v =50° s representa o UNiverso ou o cosmos,
Em torno do eixo Z - T tém 30 arestas, 20 vértices, 12 faces

pentagonais e 3 arestas que concorrem
em cada vértice, O volume e a drea &

Tamanho: |=2
dado pela expresséo:

[interativo [pualidade [JElementos Ve ( 15+ 7v5 \)J“
/ | . .
A= k‘;\; 55 + 2v/5) )2

[ Observagao

[ Aprofundamento )
[Jvolume e Area
[JRaio da Esfera
[#resta do Dual

[ Tetraedro Inscrito Como a face dessesdlido & um petagono regular,
[Joctaedro Inscrito temos que a razdo entre a medida da diagonal ()
[Jreténgulo Aureo e amedida dolado (1) é a proporcio durea ( )
Dodecaedro Entho, ¢ = ¢+ 1 opds ¢ = L TV0
Regular
Figura 182

Assim, ao clicar nessa opgao, temos a razéo entre a medida da diagonal e a
medida do lado é a razdo aurea® (Figura 182).
5.3.5.1. Aprofundamento - Volume e Area

Na figura 183, na opgao Volume e Area do item Aprofundamento, temos 2
possibilidades: Volume (V) e Area (A).
5.3.5.1.1. Aprofundamento - Volume e Area - Volume (V)

Nessa figura, para calcular o volume do dodecaedro®®, decompomos o sdlido
em um cudo de aresta c e seis solidos geométricos. Além disso, identificamos cada um
dos elementos do sélido geométrico e verificamos que o seu volume € igual a soma dos
volumes de um prisma triangular e das pecas das extremidades que unidas formam

uma pirdmide de base retangular.

57 Conforme apresentado no item 1.1 da segdo 3 do anexo 1.
58 Conforme apresentado na seg¢éo 5.1.3
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Arquivo  Editar Exibir Opcées Ferramentas Janela Ajuda | Entrar.
LA O] €] [ rec ] =
| B =] e ) 3l i ? *
z
PEros | Eixos [ Velume (V) pecompondo o sélido em um hexaedro e seis sélidas,
oo do e C 2 Dxy@z Dléres (a)  9eOmétricos, terhos que o volume & dado por
Bo100 : Segundo Platéo, o dodecaedro regular Vo Vet BV V= Bt L ( 30 1) -
Em torno do eixo ¥ & 0 mais harmonioso e soberano, 6\ 2
Y =50° y representa o Universo ou o cosmos, 7
Em torno do eixo Z - % tém 30 arestas, 20 vertices, 12 faces
pentagonais e 3 arestas que concorremn
Tamanho: =2 em cada vértice. O volume e a drea 6
: dado pela expressio:
[interativo [pualidade [JElementos Ve 154 75 B
1
PR
A= (355 + zﬁj)
x
[Jobservacéo
SOLIDOS GEOMETRICO
Bm cada sglido geométrico temos
]
A altura dada por h =
) aprofundamento O volume dada por
Mvolume e Area 9s
[JRaio da Esfera 13:7:9-2:6
[Jaresta do Dual M5 1595545
[Tetraedro Inscrito M5:51705208
[Joctaedro Inscrita
[JRetangulo Aureo 7914171120
Dodecaedro
51514151512
Regular

Figura 183

5.3.5.1.2. Aprofundamento - Volume e Area - Area (A)

Arquive Editar Exibir Opcées Ferramentas Janela Ajuda | Entrar..
.A/EbGOéVNVABCJ‘%, i) =
e o = B | i i e | ? *
B
. [velume ()
. WEios Eixos
oo d L M Wlirea ) Como o dodecaedro regular tem 12 faces
mterno doexoX @ <
Be10 : segundo Platéo, o dodecaedro regular petagonais, temos: 4 = 12 A Logo,
£m torne do eixo ¥ & 0 mais harmonioso e soberano, f
=50 # 1| representa o universo ou o cosmos, 1
Emtornodoewo? & — * t&m 30 arestas, 20 vértices, 12 faces /
pentagonais e 3 arestas que concorrem
Tamanho: 12 em cada vértice. O volume e a area &
' dado pela expressio:
[interativo [Joualidade []Elementos v 1547V "
1
—
A= (3\*5 .+z\/€))
x
[Jobservagéo
Pll
Pentagono Regular
No pentégono Regular PuoPuPirPuPiu,
de lado |, sejam Mis 17 o ponto médio
de PPz, Mu 1 o ponto médio de
Y PuPry e U= PyMig1zN PulMhiig
o centro de gravidade. Entio, o pentagono
& formado por 5 triangulos isésceles. Logo,
[ #profundamento UMig17 = a (apdtema do pentdgono) e
[volume e Area > ) ) R
[JRaio da Esfera PrMig-17 = h (altura do pentagono).
[aresta do Dual
[ Tetraedro Inscrito
[Joctaedro Inscrita
ORetangulo Aureo
Dodecaedro
Reqular

Figura 184

Como o dodecaedro regular é formado por 12 faces pentagonais. Logo, a
area do dodecaedro® ¢ 12 vezes o valor da area de uma das faces®(Figura 184).

59 Conforme apresentado na segdo 5.1.2.
60 Conforme apresentado no item 1.3 da se¢do 3 do anexo 1.
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5.3.5.2. Aprofundamento - Raio da

Esfera

Conforme exibido na figura 185, na opg¢do Raio da Esfera® do

item

Aprofundamento, temos 3 possibilidades: Centro da Esfera, Raio da Esfera Circunscrita

e Raio da Esfera Inscrita.

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda | entrar..
A NN GRS o Lol
Bl ele]< =]
E z
. [V]Eixos °|  Eixos
Emtorno do eko X . | MxpMyMz Sejam € altura do sélido geométrico, © a aresta do cubo e H
p=10° :| SegundoPlatio, o dodecaedro regular 5 distancia entre as arestas %P & PiaPientao H =c+2h,
Em torno do eixo ¥ - :| € omais harmonioso e soberano, i 345
y=50° y Tepresenta o UNIVerso ou o cosmos, Como = e ¢ =0l temoss H=¢" ou H=" = 2
Em torno do eixo Z ® T t8m 30 arestas, 20 vértices, 12 faces - -
pentagonals e 3 arestas que concorrem
Tamanho: 122 em cada vértice. O volume e a drea é
. dado pela expressio:
[ interativo [JDualidade []Elementos v £ 15+ TV 2
B [\ 4 )
E N = W
| oa= K:»g.;:'.—w;])r-
Ay
V] &profundamento
[Jvolume e Area
Raio da Esfera = -
[ Aresta do Dual i B
: sejam 05 ¢ médio de P25, U5 é médio de PuaPis, PIPsFr R PPl
{| Ocentro da Esfera o Hexaedro Regular de lado ¢ inscrito,! M1-3 & médio de PP, Mro ¢
[JRaio da Esfera Inscrita médio de PxP, Mis19 é médio de PinPry, Mu-17 é médiode PriPyr,
[JRaio da Esfera Circunscrita ~ AB = ¢ (lado do Hexadro), onde A = U350 M M1 30y o
Dodecaedro B =000 Myu—isMyoie, 0;4= 0B € a altura dos sélidos
Regular Gbsenvagso (H) geometricos PAPsPAIRP: & PuPiPiaPiaPaPis

Figura 185

Ao selecionar a opgao Observagao (H), temos H = ¢+ 2h. Para encontrar o

valor de H, decompomos o solido em um cudo de aresta c e seis solidos geométricos

de altura h. O valor de H representa a distdncia entre duas arestas opostas do

dodecaedro e é utilizado para calcular o raio da esfera inscrita, a medida da aresta do

dual e a medida da aresta do octaedro regular inscrito.

5.3.5.2.1. Aprofundamento - Raio da Esfera - Centro
Conforme exibido na figura 186, o centro de ambas as esferas, inscrita e

circunscrita, representado pelo ponto O, é obtido a partir da interse¢gdo dos segmentos

tragados de cada vértice do dodecaedro regular ao seu oposto ou pela intersegao dos

segmentos tracados a partir dos centros de faces opostas.

61 Conforme apresentado na segdo 5.1.4.
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Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Jansla Ajuda | Entrar

CEENCED =

z

. [enos | Eixos 0 centro de ambas as esferas, inscrita e circunscrita,
Em torno do eixo X . MxyMz representado pelo ponto' O , & obtido a partir da
p=10° Segundo Platao, o dodecaedro regular intersecéo dos segmentos tracados de cada vértice
Em torno do eixo Y - . y e‘ﬂ I‘nals iﬂarmnmnsvn e soberano, do dodecaedro regular ac seu oposto ou pela intersecao
oo do sixo 7 *‘50 = :;i‘:5;9:‘_;2:‘;‘2’3‘jgl.t;:;jf‘sz:ﬁ dos segmentos tragados a partir dos centros de
X 4 g faces opostas.

Ppentagonais e 3 arestas que concorrem
em cada vértice, O volume e a drea &
dado pela expressfo:
[interativa [JDualidade [JElementos v (1".77\/.'. ){3

4

Tamanho: |=2

A= (:w;:'.—

x

W] aprofundamento
[Ovolume e Area
&Raio da Esfera
[Aresta do Dual

[JTetraedro Inscrito [V Centro da Esfera

[Raio da Esfera Inscrita

[1Raio da Esfera Circunscrita

Dodecaedro
Reqular

[Jobservagéo (H)

Figura 186

5.3.5.2.2. Aprofundamento - Raio da Esfera - Raio da esfera Circunscrita

prquivo Editar Exibir Opgées Ferramentas Janela Ajuda | entrar.

[

| B3 S o) fesa el N = e
z
. MEwos | Eixos 0 centro de ambas as esferas, inscrita e circunscrita,
EmtormodoehoX @ . MxMyMz representado pelo ponto O, & obtido a partir da
B=10° Segundo Plato, o dodecaedro regular intersecdo dos segmentos tracados de cada vértice
Emtomodoeoy & y §| @omalsharmonioso e soberano, do dodecaedro regular as seu oposto ou pela intersecéo
i torno do e Y "50 — :z;‘ZZE::_Z;::‘:‘2’3]3;]_‘:;‘::5':?32“‘;;5 dos segmentos tracados a partir dos centros de
% 3 3 faces opostas.
pentagonais e 3 arestas que concorrem
Tamanho: =2 em cada vértice. O volume & a area &
dado pela expressios
[Jinterativo [Jpualidade [JElementos v ( 15+ 7v5 )r”
1

A= (av"".:". +2

X

Considers o hexasdro regular de lado @
inscrito no dodecadro. O raio da esfera

3
circuncrita é dado por /t =d *." . Logo,
3 3 1445
ynf\__ .-réh’f“\__ :“7
V314V

[ Aprofundamento
[Jvelume e Area
[Raio da Esfera
[Jaresta do Dual

V] centro da Esfera

[JRaio da Esfera Inscrita
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Figura 187

Na figura 187, o raio da esfera circunscrita € a distancia entre o centro da
esfera e um vértice do sdlido. Esse raio pode ser obtido da mesma forma com que
calculamos o raio da esfera circunscrita em um cubo®, uma vez que é possivel
inscrever um hexaedro regular em um dodecaedro.

62 Conforme apresentado na seg¢do 3.1.5 do capitulo 3 - Hexaedro.
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5.3.5.2.3. Aprofundamento - Raio da Esfera - Raio da esfera Inscrita
Sabemos que o raio da esfera inscrita é a distancia entre o centro da esfera

e o centro de uma face desse solido. Conforme exibido na figura 188, consideramos
uma face do solido e a distancia entre duas arestas opostas (H). Entédo, aplicamos o
teorema de Pitagoras em que a hipotenusa € o raio da esfera inscrita e os catetos sdo o

apotema da face pentagonal®® e a metade da distancia entre duas arestas opostas.

Arquivo Editar Exibir OpcSes Ferramentas Janela Ajuda ‘ Entrar..
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Emtorno doexoy & y € 0 mais harmonioso & scberano, do dodecaedro regular 2o seu oposto ou pela intersecdo
¥ =50° TEPesEnta O UNIYErso ol O COSMOs, dos segmentos tracados a partir dos centros de

Em torno do eixo Z - T tém 30 arestas, 20 vértices, 12 faces
pentagonais e 3 arestas (ue concorrem
em cada vértice. O volume e a drea &
dado pela expresso:

faces opostas,
P

Tamanho: |=2

[interativo [Jbualidade [JElementos Ve ( 15+ 7v5 \)F"‘
N S
A= [\;x\; 55+ 2v5) |12
¥
[¥] Aprofundamento
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(/] Raio da Esfera
Aresta do Dual
H sejam D11 o centro de gravidade da face pentagonal [6/ Pl
[etraedro in: Centro da Esfera M9 o ponto médio de P4, ' o centro da esfera, OMii o metade
o ol Raio da Esfera Inscrita da altura e Diidfi o o apstema do pentagono. Logo, o raio da esfera

[JRaio da Esfera Circunscrita V250 4+ 1104/5

Dodecaedro mcorita s dadopor 14+t = [ 2 ) —r 1 -
[Jobservacdo (H) ~as =
Regular

Figura 188

5.3.5.3. Aprofundamento - Aresta do Dual
Como o icosaedro regular € o dual do dodecaedro regular, para calcular o

tamanho da aresta do dual, consideramos duas faces adjacentes do sélido, a distancia
entre duas arestas opostas (H) e, alguns elementos do pentagono regular, tais como
altura (k) e o apdtema (a). Entdo, aplicamos® semelhanca de tridngulos conforme

exibido na figura 189.

63 Conforme apresentado no item 1.3 da seg¢éo 3 do anexo 1.
64 Conforme apresentado na segdo 5.1.8.
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| Entrar.

&
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Tamanho: =2
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Eixos
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representa o ULIVErso oU O COSINOS,
tEm 30 arestas, 20 vértices, 12 faces

pentagonais e 3 arestas que concorrem

em cada vértice. O volume e a drea &
dado pela expressio:
15+7v5 )r‘

v-(1

.
A= (‘;V'.',('.—z‘f

®
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pentagono) & DyuDs =d (aresta do duall,

Figura 189

5.3.5.4. Aprofundamento - Hexaedro Inscrito

Conforme exibido na figura 190, tracando® uma determinada diagonal de

cada uma das faces do dodecaedro € possivel inscrever um hexaedro regular.

| Entrar.

(=

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
I . a=2
o ERNEEE
=0 MEixos | Eixos
Emtornodoeo X @ 2 E"EVEZN
—10° egundo Flatio, o dodecaedro regular
p=10 Segundo Platdo, o dodecaedro regul
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- 4
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x
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65 Conforme apresentado na segdo 5.1.5.

Figura 190
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E, como o pentagono tem cinco

no dodecaedro (Figura 191).

diagonais, é possivel inscrever cinco cubos

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda | Entrar.
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Figura 191

5.3.5.5. Aprofundamento - Tetraedro Inscrito

Arquivo  Editar Exibir Opgfes Ferramentas Janela Ajuda ‘ Entrar...
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Figura 192
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Na figura 192, tragcando-se®® as diagonais das faces do cubo inscrito,
obtemos dois tetraedros regulares inscritos no dodecaedro.
5.3.5.6. Aprofundamento - Octaedro Inscrito

Conforme exibido na figura 193, é possivel inscrever um octaedro regular no

dodecaedro marcando®” os pontos médios das arestas que forma H.
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;i HVZ
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Regular

Figura 193

5.3.5.7. Aprofundamento - Retangulo Aureo
Na figura 194, é possivel tracar trés retdngulos a partir do centro de cada

uma das faces. Para mostrarmos® que os retdngulos sdo aureos, selecionamos a
opgcao Demonstragdo e notamos que a diagonal do retédngulo € o dobro do raio da
esfera inscrita e a medida de um dos lados ¢ igual a aresta do dual, representada por d.
Assim, aplicando o teorema de Pitagoras obtemos o outro lado do retangulo,
representado por D. Assim, encontramos que a razdo dos lados desse retangulo € o

numero de ouro (Figura 195).

66 Conforme apresentado na se¢do 5.1.6.
67 Conforme apresentado na segdo 5.1.7.
68 Conforme apresentado na segdo 5.1.9.

137



Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

| Entrar..
pa)
OA/}I)@@‘&NV“BCE;Z’%’ 7
F) el F) Lt o Ly ] e’ | 4 ? 2
z
i Mtkos | Eixos No dodecaedro regular deladd | sejam os pontos D1, 2, D
Em torno do eio X u‘O B MixMy¥lz Dy, Dy Dg Dr Ds Dy Dyj Die Diz o centro de gravidade
po10° Segundo Platio, o dodecaedro regular e cada uma das faces pentagonais. Tracando os retangulos
£m torno do ko ¥ £ 0 mais harmonioso & soberano, DiDsDuDy | DaDsDDis ¢ DiDsDsDr temos que cada um
Y =50" Y Tepresenta o UNiverso ou o cosmos, deles sdo retangulos dureos.
Emtornodoexoz & — % tém 30 arestas, 20 vértices, 12 faces FI0.0,0,0,, FID.00,0, HI0.0.C
pentagonais e 3 arestas que concorrem ERaCt] 4°708"s 27671
Tamanho: |23 em cada vértice. © volume & a drea &
: dado pela expressio:
[Jinterativo [Joualidade [JElementos v 15+ 7v5 »
1
A= (swr.(r. +:u/5))i9
X
[Jobservacae
[1Demonstracso
¥
] Aprofundamento
[volume e Area
[JRaio da Esfera
[JAresta do Dual
[JTetraedro Inscrito
[Joctaedro Inscrito
MIRetangulo Aureo
Dodecaedro
Regular
Arquive Editar Exibir Opgées Ferramentas Janela Ajuda | entrar.,
.A/A/bGQév&AECiiéo \%L
] '] (Lt | I ] mar) |47 ? %
z
. Fleios | Eixos Mo dodecaedro regular de lads | sejam os pontos D1, D2, Dy,
Emtomo dosio X e R MxMyMz Dy, D5, Dy D7, Dy Dy Dui, D e Dio o centro de gravidade
100 Segundo Platfio, o dodecaedro regular  de cada ume das faces pentagenais. Tracando os retangulos
€ 0 mals Narmonioso € soberano, 1 ully  tabxbholla e [LALAL8L temos que cada um
Crtormo do eno v & 5 i b DiDsDuDy | DaDgDyDyz ¢ DiDsDsD: I 3
¥ = 50° Y representa o UNIVErso ou 0 cosmos, deles sio retangulos aureos.
Em torno do eixo Z - — x tém 30 arestas, 20 vértices, 12 faces DD 0.0.0. D D.D.D.D. D[ D.D. D
pentagonais e 3 arestas que concorrem Eht st 4 78s 27e"10012
Tamanho: 1=2 em cada vértice. O volume & a 4rea &
: dado pela expresso:
[Cinterativo [Joualidade [JElementos Ve 15+ 75 2
1
A= (3‘/‘5(5 +zﬁ))e?
x
[Jobservacao
M]Demonstracéo
sejam (o centro da esfera,
DiDs = d (aresta do dual) &
O =0D5 =7 (raio da esfera
Aprofundamento inscrita), No triangulo retangulo
P inscrita). No triangulo retingul
[JVolume e Area WDsDs temos: d* + D? = (2r) =
[JRaio da Esfera W
[Jaresta do Dual p= Yt _ Vi
V5
[JTetraedre Inscrito 1 3+5
Octaedro Inscrito Como o = ! temos cque
o 1 = > |
WlRretangulo Aureo v -
Dodecaedro arazao = 0. Logo, o retangulo &
dureo.
Regular

Figura 195

138



Capitulo 6 - Icosaedro Regular

6.1. Revisao Teodrica

Segundo Platdo, o icosaedro regular representa o
elemento agua de mobilidade crescente e intermediaria entre a
terra (cubo) e o fogo (tetraedro), dada a seu peso e suas bases
pequenas, passiveis de rolar com facilidade e fluidez.

Esse solido é formado por 12 vértices (4, B, C, D, E,
F,G,H,I,J, Kel)30arestas (AE, EB, BJ, JK, KA, AF,

DH, LH,TH,CH e GH), 20 faces triangulares (AEF, EBF, BJF, JKF, KAF, AEL,
EBI, BJC, JKG, KAD, DLA, LIE, ICB, CGJ, GDK, DLH, LIH, ICH, CGH e
GDH) e 5 arestas que concorrem em cada vértice.

Nas proximas secoes desse capitulo, vamos apresentar propriedades (raios
das esferas inscrita e circunscrita, area e volume) e construcdes (aresta do dual e

retdngulo aureo) desse solido.

6.1.2. Calculo dos raios das esferas inscrita e circunscrita do icosaedro regular
O centro de ambas as esferas, inscrita e

circunscrita, representado pelo ponto O, é obtido a partir da
intersecdo dos segmentos tragcados de cada vertice do
icosaedro regular ao seu oposto ou pela interse¢gdo dos

segmentos tragados a partir dos centros de faces opostas.

FR

Sabendo que o raio da
esfera circunscrita € a disténcia entre o centro da esfera e um
vértice do sdlido, para calcular a medida desse raio, K i
representada por R, vamos decompor o icosaedro regular em
duas piramides pentagonais (AEBJKF e CGDLIH)
equilateras e um prismatoide® (AEBJKGDLIC).

69 Um prismatoide é um poliedro que possui duas bases paralelas e faces laterais do tipo tridngulos, paralelogramos ou trapézios
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Como as bases paralelas do prismatoide s&o pentagonos temos
EK =1G = ¢l.

Por outro lado, EI || GK, EI=GK =1 e EK 1 EI entdo, EIGK & um
retangulo, EG é diagonal, OF = OG = R e o tridngulo EIG é retangulo em 1.

Assim, aplicando o teorema de Pitagoras, temos:

NES

($1)? + 12 = (2R)? :»32_12(¢24 >:>R:l .

+\/’ I |3+5 V10 +2v/5
5 os:R:§ 5 +1:>R:lT

Como o raio da esfera inscrita é a distancia entre o

Para ¢* =

centro da esfera e uma face desse solido, representado por r,
vamos considerar a face triangular JGC do dodecaedro regular

para calcular o raio r.
Sendo G4 0 baricentro do triangulo equilatero JGC

2 3 A
temos JG1s = §h’ onde h = l% (altura do triangulo).

Sejam OJ = R e OG5 = r entdo o tridangulo OG1¢J é retangulo em Gs.

Logo, aplicando o teorema de Pitagoras temos:

2 \? V3\? P+1\ 3 12 4
2 —_ pu— 2 2 —_— p— 2 _2 - — — — . —
r+(3h) R:>r+<l ) R =r l( 1 )3 3 4:>

3

302 +3—4 2 1 3+v5 3 1 2

2 _ g2 2 _° (2 _ 2_ 2 (= LvYe =__-.Z
T_l( 12 )jr <¢ 3);” 4( 5 3 32)7

o P TH3V5 o P TH3VE 1, Pt 9 VB
4 6 4 2 3 4 3 2v/3 V3
_9*V3 B f 34+V5 V33 +V5)

r =1 5 :>7"f? =r — 1

=1

2

140



6.1.3. Calculo da area do icosaedro regular
Como o icosaedro regular é formado por vinte faces

triangulares, temos A = 20 - A3y Por outro lado, a area de um

a . . 3
triangulo equilatero de lado / € dada por A3y = 12§
Dessa forma, substituindo A3y em A temos:
A:20~l2§ = A=5%/3

6.1.4. Calculo do volume do icosaedro regular
Em um artigo da RPM 74, o professor Carlos Eduardo de Souza C. Granja e

sua aluna Marianna Perrone M. Costa deduz a férmula do volume do icosaedro™ que é
utilizada por muitos professores até os dias de hoje.

No entanto, se utilizarmos os elementos das esferas inscrita e circunscrita
apresentado no item 6.1.2, podemos encontrar o volume do icosaedro decompondo o
sélido em vinte tetraedros equivalentes. Logo, V = 20 - Vretracdro

Sejam O o centro, r o raio da esfera inscrita e R o
raio da esfera circunscrita do icosaedro regular de aresta .

Dessa forma, a area da base do tetraedro é um
tridangulo equilatero de lado [ (area da face do icosaedro), r

€ a altura e R é a aresta lateral.

Logo, o volume do tetraedro €& dado por

1 V3
VTetraedro = g : (Z2T) - T.

Entéo,VZQQ.l.<12§>.l\/§(3—+\/5):>‘/:£

3
3 12 @+ Vo

70 Granja, C. E. S. C. ; Costa, M. P. M. (2011). Aférmula do volume do icosaedro. Revista do Professor de Matematica, 74, 41-45.
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6.1.5. Calculo da aresta do dual do icosaedro regular
Sejam os pontos Gi,k=1,...,20 os baricentros

dos triangulos EBF, EBI, LIE, AEL, AEF, BJF, JKF,
KAF, KAD, DLA, DLH, LIH, ICH, ICB, BJC, CG/J,
JKG,GDK,GDH e CGH.

Construimos os segmentos entre os centros de

faces adjacentes do sdlido e teremos assim, o chamado dual

do icosaedro com as seguintes arestas: G1G2, G2G3, G3Gy,
G4Gs, G5G1, G3G12, G1Gg, G2Gi4, GsGr, G5Gs, GeGr, GeGis, G14Gis, G14Gs,
G12G13, G12G11, Gi10Gi1, GioGo, GsGo, G4Gro, Gi5Gis, G13G2o, G11Gro, GoGis,
G18G9, G7G17, G17G1s, G19Gao, G20G16 € GGy

Para calcular a medida da aresta

do dual do icosaedro regular, representada / Y For— 2 T

por G5Gg, devemos considerar a piramide KE = ¢l

) M & medio AE

N émédio AK

MN é base média AEK

pentagonal AEBJKF regular.
Sejam M o ponto médio de AFE,

_ - 2
N o ponto médio de AK, K E a diagonal do pentagono AEBJK e FG5 = §FM. Entao,

MN ¢é base média do triangulo is6sceles AKFE de base KE. Logo,

KE ¢l 9
Por outro lado, sejam G5 o baricentro de FAE e Gg o baricentro de FAK.
) . 3 1+V5
Entao, os tridngulos FG5Gs e FFM N séao semelhantes. Para ¢ = 5 temos:
F 2FM _ 1
G5 _ GsGs 501 GGy =>G5G8:l§:>G5G8:l + V5

FM MN =~ FM ¢
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6.1.6. Retangulo aureo no icosaedro regular
R E

Za N No icosaedro regular de aresta [, vamos mostrar
| que ABCD, EFGH e IJKL sao retangulos aureos.

Para mostrar que ABC'D é um retangulo, vamos
decompor o icosaedro regular em duas piramides pentagonais
(AEBJKF e CGDLIH) equilateras e um prismatoide (
AEBJKGDLIC).

Como as bases paralelas do prismatoide sao
pentagonos temos AB = CD = ¢l.

Por outro lado, se AD || BC, AD=BC=1 e
AB | BC entdo, ABCD é um retangulo.

Como, a razdo entre AB e BC é a proporcdo

aurea, temos o retangulo ABC'D é aureo.

Esse fato se repete se considerarmos os retangulos EFGH e IJK L.

6.2. Construindo o modelo esqueleto das arestas do icosaedro regular
Para realizar a construgdo do modelo

esqueleto das arestas do icosaedro regular,
utilizando um canudo de 12 cm, vamos precisar de 30
pedacgos de canudo de mesma cor’’, um pedago de

linha maior do que 7,2 m de comprimento™ e o

tempo livre de 3 aulas (2 horas e 30 minutos).
Como o icosaedro tem 20 faces

triangulares, vamos realizar a construgao passo a

passo desse soélido em 3 etapas.
Para isso, decompomos o icosaedro em duas piramides pentagonais e um
prismatoide. Note que tal prismatoide tem 10 faces laterais triangulares e duas bases

paralelas pentagonais.

71 Na representagéo do tetraedro, ndo visualizamos os canudos representados na parte traseira, por isso a cor do canudo sera
transparente.

72 Seja t o tamanho da linha e ¢y o tamanho do canudo de quantidade 30. Entdo, ¢ = 60 - ¢;. Para ¢y = 12 cm, temos:
t=60-12=1¢t =720 cm =t = 7,2 m conforme o passo a passo demonstrado nesse item.
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Dessa forma, utilizamos 20 canudos de 12 cm e um pedaco de linha de 3,6

m para construir o passo a passo do prismatoide na primeira etapa do processo:

Passo: 1a 20

| 1)) 2(] 3| 4|l s||sf|l 7|l 8]]o 10]11‘12]13114]15‘

A\l

Pontas
da linha

Figura 196 - 1° Sequéncia (1/3)

Passo: 21 a29

Figura 197 - 1° Sequéncia (2/3): Visualizagao 1/2
Antes de prosseguir a construgcdo, conforme indicado no passo 29 da figura

197, vamos puxar a linha e visualizar de outra forma o prismatoide.

Passo: 21229

Ponta p
da linha "=, -2

P

bl .
Figura 198 - 1° Sequéncia (2/3): Visualizagao 2/2
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Ponta

dalinha®’ @

Figura 199 - 1° Sequéncia (3/3)

Para finalizar a primeira etapa, faremos um unico né com as linhas ligando
as arestas 20 e 1 montando o prismatoide P, P, Ps P; Py — P3Py PsPs P1o. Observe que os
canudos que compde a base do prismatoide tem apenas uma linha no seu interior
possibilitando a montagem das piramides pentagonais a partir de qualquer aresta da
base.

Nessa segunda etapa, para construir a piramide pentagonal, vamos utilizar
um pedaco de linha de 1,8 m e 10 canudos sendo 5 canudos (1, 5, 9, 13 e 17) da base

do prismatoide.

Passo: 31 a45

|1} 2af|22] | o || 23| | 24| ] 17| 25| 24| T12|) 23| 22| 5 || 21|1 25

da linha

Figura 200 - 2° Sequéncia: Visualizagao (1/2)
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Agora uma outra visualizagao da piramide pentagonal P, P>, P;s P, Py — Pi3

Passo: 31 a45

Vool 2af [ 22| | o |] 23| | 2a] | 17| 25|] 2|1 15|| 23| 22/ 121125‘

Ponta " :
da linha

P 1

Figura 201 - 2° Sequéncia: Visualizagéo:(2/2)

Para finalizar, faremos um unico n6é com as linhas ligando as arestas 25 e 1.
Note que a piramide foi tragcada a partir de aresta 1. Dessa forma, ao respeitar a ordem
dos passos (31, 34, 37, 40 e 43), é possivel construir uma piramide pentagonal a partir
de qualquer aresta da base (1, 5,9, 13 e 17).

Para executar a terceira etapa do processo de constru¢cdo do icosaedro
regular, vamos construir outra piramide pentagonal utilizando um pedago de linha de

1,8 m e 10 canudos sendo 5 canudos (3, 7, 11, 15 e 19) da base do prismatoide.

Passo: 46 a 60

| 2 {) 26| ) 27| | 11|} 28] | 29| | 12| 30|) 29| T 15| 28|) 27| 126130‘

Ponta .
da linha

Figura 202 - 3° Sequéncia: Visualizégéo (1/2)
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Agora uma outra visualizagao da piramide pentagonal P3P, FPs PsP1g — P2

| 26 | 27| | 11]] 28| | 29| | 19|| 30|| 29| 11| 28] 27

v

& 'y

30‘

| 26

¥

Ponta " |
dalnha ®

Figura 203 - 3° Sequéncia: Visualizagao (2/2)

Para finalizar, faremos um unico né com as linhas ligando as arestas 30 e 3.
E conforme alertado no final da segunda etapa, respeitando a posicao fisica dos passos
(46, 49, 52, 55 e 58), a partir de aresta 3, construimos uma piramide pentagonal e
concluimos que € possivel construir tal piramide a partir de qualquer aresta da base (3,
7,11, 15 e 19).

Agora vejamos todo o procedimento sem interrup¢cdo, a visualizagédo

tridimensional™ e uma foto do sélido construido com material concreto.

73 Ciente que o dodecaedro regular é o dual do icosaedro regular, ndo vemos a necessidade de aprendizagem da construgao do
esqueleto utilizando canudo e linha. No entanto, aos alunos mais experientes e habilidosos que gostam de desafios, na segao
4 do anexo 3 apresentamos planificagdo do icosaedro utilizando régua e compasso.
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12 Sequéncia: Construindo o prismatoide
PP PP Py — Py P PP

L]z ] 4| ]s| e|)7]|]e] [o]])20

11| |12 | 13| | 14) |15|| 16| | 17] |18(] 19| | 20

2% Sequéncia: Construindo a pirdmide pentagonal
P RFR Py — Py

Passo: 31 a45

Lo\ bal Laa| o[ Vo] o Loo|] 2ol 1
lZBlZZT 121125

3% Sequéncia: Construindo a piramide pentagonal
P‘{PAHiPﬁPIH - PIE

Passo: 46 a 60

| <|basl Jor| || Lol o] || L s ool 11
12812?‘[ lZETﬂﬂ

Figura 204 - Procedimento completo

P‘”
Figura 205 - Visualizagao
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Figura 206 - Construgdo do modelo esqueleto das arestas do icosaedro regular

6.3. Explorando as novas tecnologias na construgao do Icosaedro Regular e seu

Dual

6.3.1. Girar, Eixo e Tamanho

Apresentamos um applet desenvolvido no software GeoGebra para

observamos a construgdo passo a passo apresentada nos itens anteriores do modelo
esqueleto das arestas e particularidades do icosaedro regular. O applet em questao

pode ser encontrado no link http://tube.geogebra.org/material/show/ id/adCCVBao.

| entrar..

Arquive  Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
A J( b_ ‘{:V & agc | a2 =
Al olo] 4 s 2] +) s
=0  Elxos Eixo
Em torno do eixo X @ VRV YV
d P y
Em torne do eixo ¥
<»<
°
1-2 -
Tamanho; e X
 Interativo Dualidade Elementos
+ Passoa Passo
Sequéncia
Aprofundamento
y
Construcao Passo a Passo
do Icosaedro Regular
Icosaedro
Regular

Figura 207
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http://tube.geogebra.org/material/show/id/adCCVBao

Além de acompanhar passo a passo a construcdo, € possivel alterar o
tamanho do icosaedro, gira-lo em torno dos 3 eixos, exibir somente o dual do icosaedro,
detalhar individualmente cada um dos seus elementos e aprofundar os estudos desse
poliedro.

Conforme exibido na figura 207, temos 4 opgdes de interacdo: Interativo,
Dualidade, Elementos e Aprofundamento. E possivel exibir/ocultar e girar em torno dos

trés eixos em todas as opgdes de interagdo. Ja, alterar o tamanho do icosaedro na tela

€ possivel somente nas duas primeiras opgoes.

a=0° + Eixos Eixo

Em torno do eixo X @ K Y
p =200

Emtorno doeixo ¥ g <:~Uy

o
2

=
Tamanho: -

+ Interative Dualidade Elementos
+ Passo a Passo

Sequéncia

>>

[

<<

:

|

Aprofundamento

Construgdo Passo a Passo
do lcosaedro Regular

Icosaedro
Regular

Figura 208

De acordo com a figura 208, podemos mostrar somente os eixos y e z,

selecionando a caixa de selecédo Eixo e desmarcando a caixa de sele¢ao x. Para nao

exibir nenhum eixos, desmarque a caixa de selegéo Eixo.

o =0° + Eixos o =0°
Emtorno do eixo X @ Emtorno do eiko X @ y

B =20° ) p
Emtorno do eixo ¥ g - ")’ Em torno do eixo ¥ & L
%

(a) (b)
Figura 209

' Eixos

Na Figura 209 b), mantemos fixos o eixos x e giramos em torno do eixo y e z.
Assim, durante o processo de construcdo do icosaedro, a possibilidade de gira-lo em

torno dos eixos permite uma melhor visualizagédo do poliedro.
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6.3.2. Interativo
Nessa situagao temos 2 opgodes: Passo a Passo e Sequéncia.

6.3.2.1. Interativo - Passo a Passo
Na opgéo Passo a Passo, conforme exibido na figura 210, temos 3 botdes:

_=4_| (Préximo): Avanga com a linha passo a passo.

| == | (Anterior): Retrocede com a linha passo a passo.

_> | (Inicio): Vai ao Inicio da linha (representado pelas Figuras 207 e 208).

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda | entrar
[l AL olo] N e =]« R
a=0°  Eixos Eixo
Emtorno do exo X @ VRVIyY
p=20°
Emtorno do eko ¥ g Y
®
o
1=2 -
Tamanho: x
V Interativo Dualidade Elementos
V Passo a Passo
Ssequéncia
>>
S P3 o
<< \
Pz
E
Aprofundamento T
Y. / o
. N
P]. PZ
Construcéo Passo a Passo
do Icosaedro Regular
Prismatcide P1P2PsP7Pq — P3PyPsPgP1g
Icosaedro
Regular
Arquivo Editar Exibir Opcées Ferramentas Janela Ajuda | Entrar..
Y s S el s P DN s B B
¥/
—  Eixos Eixo fi
Em torno do eixo X g IRV S
B = 60° / v
Em tormo do eixo Y @ [
— X
°
1=2 _
Tamanho:
¥ Interativo Duslidade Elementos X e
+ Passo a Passo
Sequéncia
TSI

>

11

Aprofundamento

Construgdo Passo a Passo

do Icosaedro Regular

Prismatoide P1P2PsP7Pg — P3P4PsPgP1o
Icosaedro

Reqular

Figura 211
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A figura 210 representa a posigdo do icosaedro durante o processo de
construgcdo do modelo esqueleto das arestas refere-se a figura 209 a). Ja a figura 211

temos outra visualizacdo do solido por meio de uma rotagcdo em torno do eixo y

conforme indicado na figura 209 b).

6.3.2.2. Interativo - Sequéncia
Na opc¢ao Sequéncia, conforme exibido na figura 212, temos 3 botdes:

|_==1_| (Proximo): Avanga com a linha na proxima sequéncia.

== | (Anterior): Retrocede com a linha sequéncia anterior.

== | (Completo): Exibe todo processo de construgdo de uma soé vez.

Nessa opcao, o processo interativo permite realizar diversos passos de uma

s
Arquive Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda | entrar,
A NNEIE . - ]
) e B2 5 kol [ B N I S
o= 00 / Eixos Eixo
Emtorne do eixo X @ VEAL YW
B =20°
Emtorno do ebo ¥ g Y
°
=2
Tamanho: -
V Interativo Dualidade Elementos
Passo a Passo
¥ Sequéncia
>>||
|l<<
>>>
Aprofundamento
¥ .
Construgéao Passo a Passo
do Icosaedro Regular
Prismatoide P1P2PsP7Py — P1P4PsPeP1g
lcosaedro
Reqular

Figura 212

A figura 212 representa a posicdo do icosaedro durante o processo de
construcdo do modelo esqueleto das arestas refere-se a figura 209 a). Ja a figura 213

temos outra visualizagdo do solido por meio de uma rotagdo em torno do eixo y

conforme indicado na figura 209 b).
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| Entrar.,

Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

A LR . =2
Y N el = N = T
vy,
=00 +/ Ebos Eixo E
Em torno do exo X @g- v R Y /
— 50" / ¥ /
Em torno do eixo ¥ - l__
- x
o
=2
Tamanho:
+ Interativo Dualidade Elementos X

Passo a Passo

v Sequéncia

>>>

Aprofundamento

Construgédo Passo a Passo
do Icosaedro Regular

Prismatoide P1P2PsP7Pg — P3P4PsPgP 1o
lcosaedro

Regular

Figura 213

6.3.3. Dualidade

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda ‘ Entrar.,
A ElES . =2 L=]
(I S o s 1 N [
a=0°  Eixos Eixo
Emtorno doeixo X @ VIR Y
p=20°
Emtorno doexo ¥ | g <)
o
I=2 -
Tamanho: & X
Interativo « Dualidade Elementos
+ Dual
+ Icosaedro
>=||
>>>
Aprofundamento
Y .
Icosaedro
Regular

Figura 214

Na figura 214, na op¢do Dualidade, temos 2 possibilidades: Dual e

Icosaedro.
Note que o dual do icosaedro regular € o dodecaedro regular. Nessa figura, o

dual esta representado de azul. Em alguns poliedros de Platdo, mesmo utilizando o
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software de geometria dindmica, ndo é tdo simples visualizar o seu dual.

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda | Entrar..
A IS . e =]
|l et S ol 2 P DN B2 R D
-  Elos Eixo
Em torno do eixo X @ VRV YN
B =20°
Emtorno do elko ¥ g <Xy
o
1=z
Tamanho: X
Interativo + Dualidade Elementos
+ Dual
Icosaedro
||==<
>>>
aprefundamento
v
Icosaedro
Regular

Figura 215

Dessa forma, selecione apenas a opcgao Dual, para exibir o dual do icosaedro

(figura 215). Conforme exibido na figura 216, para exibir somente o icosaedro,

selecione apenas a opg¢ao lcosaedro.

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda \ Entrar...
AL P O O 2 e =2 o
BREREEEEENEEE
o =o0e + Eixos Eixo
Emtorno do exo X @ v HVIYV
B=20"
Emtorno doeixo Y g <V
X
o
=2 - 7
Tamanho: & x
Interativo + Dualidade Elementos
Dual
+ Icosaedro
|l<<
>>>
Aprofundamente
v
Icosaedro
Regular

Figura 216
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6.3.4. Elementos
Nessa situagao temos 3 opgodes: Veértices, Arestas e Faces.

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda ‘ Entrar,

DRENEC

R  Eixos Eixo
Em torno do eio X g VXY
p=z0°
Emtorno do eio Vg <xy Faces do Icosaedro
v PEPlﬂPZL? v P4P5P12 v P5P7P11 F12

SN

A

2
d p

a=

@

. N
= D J-V NBCv

°
Y PPP1 VPP Y PPy
Tamanho: =2 KoTme
¥ PP PP VPP
Interativo Dualidade  Elementos VPPPL VPFPL VPP
V Vertices VPpP, VPPPs  VERR
+ Arestas S
¥ Faces ¥ PgP1Pro ¥ PyPsPg
v PPPy ¥ PPP

v PEPEPZLEI 2

Vértices do Icosaedro

VP VP, WPy WP,

¥ Py ¥ Pg P, ¥Pg
VP NP WPy WP

Aprofundamento 9 10 _1}_,, Ly

yArestas do Icosaedro
SVl V2 VI3 V4 VS Ve

v7 ¥8 V9 w10 w1l 12
V13 V14 15 v 16 17 v 18
V18 20 21 ¥22 V23 v 24

v 25 V26 v27 28 ¥ 29 V30
Icosaedro

Regular

Figura 217

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda | Entrar..

. -
B S el PN B
P + Eixos Eixo
Em torno do eixo X @ VYV
B =200
Emtomo dosha Vg <xy Faces do Icosaedro
o PiP10P1z PyPePra PsPaPyy
v PiPPio PP PPy
Tamanho: I=2 x il
PPaPrs-- PPV PPePy
Interativo Dualidade  Elementos VPPPL PP VPPP,
Vertices VPPP, VPPPy VPR
V restas -~
 Faces PaP10P12 v PaPsPs -
v Plpﬁplﬂ P2P5P11
v PBPEPZLH
Aprofundamente i R
yArestas'do Icosaedro
V1l V2 V3 WA V5 WS
V7 w8 v9 Y10 w1l v12
V13 v14 V15 v16 v 17 V18
vis v20 | 21 | 22 23 24
25 26 27 28 29 30
Icosaedro
Regular

Figura 218

Na figura 217, todos os elementos podem ser exibidos individualmente
através da caixa de seleg¢do. Note que o icosaedro tem 8 faces, 6 vértices e 12 arestas,

conforme detalhes apresentados do lado direito dessa figura. Assim, se desejarmos
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exibir algumas opcgbes de um elemento especifico, basta selecionar apenas um
elemento do lado esquerdo e as opgdes do lado direito. Outra situacao é visualizada na

figura 218, em que exibimos alguns canudos e apenas 10 faces.

6.3.5. Aprofundamento
Conforme exibido na figura 219, na opc¢édo Aprofundamento, temos 4

possibilidades: Raio da Esfera; Area e Volume; Aresta do Dual e Retangulo Aureo.

Arquive Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda | entrar..
A telESI=IIre] . a2 Mover L= ]
‘ o /'/,| I 1 2t [P é’“% -\ fABC ) '%'7 Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc)
a=0°  Eixos Eixo
Emtorno do eixo X @ v Ry
=20
Emtormo do sio ¥ | g — 0 icosaedro regular & um sclido platénico
x representante do elemento dgua, possui
] 30 arestas, 12 vértices, 20 faces triangulares
~ equilteras e 5 arestas que concorrem em
Tamanho: =2 * cads vértice.
O volume & & rea & dado pela expressio:
Interativo Dualidade Elementos B RPN Y Rl
V=5 vEET
A=5103
 Aprofundamento
Ralo da Esfera y e
Area e volume -
Aresta do Dual
Retangulo Aureo
Icosaedro
Regular

6.3.5.1. Aprofundamento - Raio da Esfera
Na figura 220, na opgao Raio da Esfera’™ do item Aprofundamento, temos 3

possibilidades: Centro da Esfera, Raio da Esfera Circunscrita e Raio da Esfera Inscrita.

6.3.5.1.1. Aprofundamento - Raio da Esfera - Centro
Observamos na figura 220 que o centro de ambas as esferas, inscrita e

circunscrita, representado pelo ponto O, é obtido a partir da interse¢do dos segmentos
tragados de cada vértice do icosaedro regular ao seu oposto ou pela intersegao dos

segmentos tracados a partir dos centros de faces opostas.

74 Conforme apresentado na segéo 6.1.2.
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Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda | Entrar.,

A / > @ @ o * | aBg| 2= {I—v Mover )

LI | ) [N A . 2| = ¥ Arraste ou selecione um ou mais objetes (Esc) &
o  Eixos Eixo O centro da esfera, representado pelo ponto O,
Em torno do eixo X VRV YV & abtido pela intersecéo dos segmentos tracados
a partir dos vértices do icosaedro regular ou pel

Em torno do eixo ¥ < y O icosaedro regular & um sélido platénico intersecio dos segmentos tracados a partir do
x representante do elemento dgua, possui centro de gravidade de cada uma das faces duas

o 30 arestas, 12 vértices, 20 faces triangulares N aduas

- equildteras e 5 arestas que concorrem em
* cad vertice.
O volume € a érea € dado pela expresséo:
Interativo Dualidade Elementos V=2 (34 v5) 3=
12 N

A=5%3 Tl

Tamanho:

 Aprofundamento -

+ Raio da Esfera ¥ -7
Area e Volume
Aresta do Dual

Retangulo Aurea  Centro da Esfera

Raio da Esfera Inscrita

Icosaedro

Regular

Figura 220

6.3.5.1.2. Aprofundamento - Raio da Esfera - Raio da esfera Inscrita

Arquive Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda ‘ Entrar...
=
. : it =
@ £ ABC
OY L] o] =2l ) i
«=0° V Eios Eixo
Emtorno do eixo X @ RV YV
g =20°
Emtorno do eixo ¥ g < ¥ © icosaedro regular & um sclide platénico
x representante do elemento agua, possui
o 30 arestas, 12 vértices, 20 faces triangulares
‘equilateras e 5 arestas que concorrem em
Tamanho: =2 ¥ cada vértice.
O volume € a4rea € dado pela expressio:
Interativo Dualidade Elementos v 1.0 (3+VaET -
A=5103 el
© raio da esfera inscrita  a distancia -
entre o centro da esfera e a face desse
salido, Tepresentado por '
sgjam O o centro da esfera, s o
baricentro da face triangular 1100
equilitera do dodecaedro,
OPyg=R, ODs=r e Puls
 Aprofundamento el
+ Raio da Esfera
Area e Volume
Aresta do Dual
Retangulo Aureo Centro da Esfera
+ Raio da Esfera Inscrita
Icosaedro
Reqular

Figura 221

Na figura 221, o raio da esfera inscrita é a distancia entre o centro da esfera
e uma face desse sélido.
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6.3.5.1.3. Aprofundamento - Raio da Esfera - Raio da esfera Circunscrita

Arguivo  Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda ‘ Entrar...
A S . ot o]
]~ L A Bl Ol O] ] N e =] )
a=oe V Eios Eixo
Em tomo do eio X @ VRV YV
p=20°
Emtorno do eixo ¥ g <Y 0O icosaedro regular & um sélido platénico
x representante do elemento 4gua, possui
o 30 arestas, 12 vértices, 20 faces triangulares
- equildteras & 5 arestas que concorrem em
Tamanho: |=2 * cadd vértice.
O volume & a-drea & dado pela expressios
Interativo 5 e
Dualidade Elementos YRR L
A=513 B
Ps
+ Aprofundamento Sl
+ Raio da Esfera y e
Area e Volume -
Aresta do Dual
Reténgulo Aureo Centro da Esfera
Raio da Esfera Inscrita
v
Icosaedro
Regular

Figura 222

Conforme exibido na figura 222, o raio da esfera circunscrita é a distancia
entre o centro da esfera e o vértice do soélido. Para isso, devemos decompor o sélido

em duas piramides pentagonais equivalentes e um prismatoide.

6.3.5.2. Aprofundamento - Area e Volume

Arquive Editar Exibir Opsées Ferramentas Janela Ajuda

Entrar...
A I @ 4 . a=2 Mover
o /{, ) @,, I BN e =) '%’7 Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc)

a=0° v Ebos Eixo O icosaedro reqular & formado

Emtomo do eko X @ Xy por 20 faces triangulares de lado [.

- 200 o A Logo, a drea 6 dada por
Emtornodoeboy g < ¥ O icosaedro regular & um sclido platénico 3 _
x representante do elemento dgua, possui A=20-1° 4 = A=5V3.
o 30 arestas, 12 vértices, 20 faces triangulares

- equilateras e 5 arestas que CONCOITem em.

Tamanho: |=2 " cada vértice.

& dado pela expressio:
Interativo Duslidade Elementos

+ Aprofundamento -
Raio da Esfera T

+ Area e Volume -
Aresta do Dual

Reténgulo Aureo

Icosaedro

Regular

Figura 223
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O dodecaedro regular é formado por 12 faces triangulares (figura 223). Logo,
a area é doze vezes o valor da area de uma das faces’”. Por outro lado, o dodecaedro
pode ser decomposto em em vinte tetraedros equivalentes em que a area da base € a
area da face do solido e a altura é o raio da esfera inscrita. Logo, o volume é 20 vezes o

volume desse tetraedro’®.

6.3.5.3. Aprofundamento - Aresta do Dual

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

‘ Entrar..,

A NN . -2 [=]
| il 1l | B 11 (O ) o| N |amc) 22| <)
a=0° HEros Eixo
Em torno d X ® MIx My
p=20°
Emtomo doeixo Vg — O icosaedro regular & um selido platduico
X representante do elemento agua, possui P.
30 arestas, 12 vértices, 20 faces triangulares 22
- equilateras e 5 arestas que concorrem em
Tamanho: |=2 ¥end
[Jinterativo [JDualidade [JElementos

W] 4profundamento
[JRaio da Esfera
[JArea & Volume
[ Aresta do Dual
[JRetangulo Aureo

sejam P20 alturade Anpp., D baricentro Arre, e Dii baricentro AREP, . Queremos
| d encontrar D11, Como os triangulos Pi2DuDis e PizMN 0 semelhantes
cosaedro 2 3

Pl DubD 3 FPeM_ DyDy ) (1+v5)

T L SR D D = 1% Dl =1 L)
Regular Ped MDD Pl i3 : 5 )

Como o dodecaedro regular é o dual do icosaedro regular, e podemos
decompor o icosaedro em duas piramides pentagonais regulares e um prismatoide,
para calcular o tamanho da aresta do dual, consideramos duas faces adjacentes de
uma das piramides. Apos tracar a altura de ambas as faces, para obter dois tridngulos
semelhantes, tragamos o segmento ligando os pés dessas alturas e outro segmento
ligando os baricentros dessas faces. Entdo, aplicamos’’ semelhanga de triangulos
conforme exibido na figura 224.

6.3.5.4. Aprofundamento - Retangulo Aureo
Conforme exibido na figura 225, é possivel tragar trés retangulos a partir do

veértices do icosaedro.

75 Conforme apresentado na secéo 6.1.3.
76 Conforme apresentado na segéo 6.1.4.
77 Conforme apresentado na segéo 6.1.5.
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| Ertrar,

=

Arquivo Editar Exibir Opg@es Ferramentas Janela Ajuda
A |l (NN
‘ AL P OO L Nk
o0  Eixos
Em torno do eixo X @
B =20°
Emtomo doewo Y g <yy
o
Tamanho: |=2
Interativo Dualidade Elementos
+ Aprofundamento
Raio da Esfera
Area e Volume
Aresta do Dual
+ Retangulo Aureo
Icosaedro
Regular

O icosaedro regular & um sélido platénico
representante do elemento dgua, possui b
30 arestas, 12 vértices, 20 faces triangulares

~ equilteras e § arestas que concorrem em

¥ cada vertice.
O volume € a+irea € dado pela expressio:
Ve VAT

A=5103

No icosagdro reqular os retangulos

v v PPLPP L VPPPP
s&o aureos, Para demenstrar tal fatg . -~~~

selecione apenas um retanguta ~

y ./'/_,,

Figura 225

Para mostrarmos’ que os retangulos sdo aureos, selecionamos apenas um

retdngulo (Figura 226) e observamos que € possivel decompor o sélido em duas

pirAmides regulares pentagonais € um prismatoide. Como as bases do prismatoide sao

pentagonos e paralelas, um lado do retdngulo vale [ e o outro € a diagonal do

pentagono. Logo, a razdo dos lados do retangulo € a proporgéo aurea.

| entrar..

a=2

)

Arquivo  Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda
A . ~ .
‘.7/’7|/\7‘k{®7 P INNT
=00 + Eixos
Emtorno doexo X @
B=20°
Emtorno do eixo Y g !
X
o
Tamanho: |=2
Interativo Dualidade Elementos
+ Aprofundamento
Raio da Esfera
Area e Volume
Aresta do Dual
v Reténgulo Aureo
Icosaedro
Regular

O icosaedro regular § um sclido platénico
representante do elemento dgua, possui o
30 arestas, 12 vértices, 20 faces triangulares

- equiliteras e 5 arestas que concorrem em

* cada vértice.

O wolume & a-drea € dado pela expresséo:
V= o 3+ VEE T

A=514/3

No icosaedro regular os retangulos

v FlF 1].F F 12 P3P5P7P1D
580 dureos. Para demonstrar tal fatg .-~~~

selecione apenas um retanguio ~

; /-)4'_/,

78 Conforme apresentado na segéo 6.1.6.

Figura 225

160



Concluséo
Ninguém pode ser um bom professor sem dedicagdo, preocupagdo com o

préximo, pois o professor media ao aluno aquilo que nenhum ser vivo pode tirar de
alguém, que é o conhecimento (D’Ambrdsio, 2004).

No entanto, é papel do professor promover a interagdo entre os alunos,
incentivando ele rever, descrever o seu raciocinio e ao mesmo tempo, desenvolvendo o
espirito explorador, criativo e independente por meio de praticas de principios
construtivistas ao explorar situagdes do dia a dia com o uso das novas tecnologias.

Em suma, os PCN apontam que os materiais concretos tém um papel
importante no processo de ensino e aprendizagem. Contudo, eles precisam estar
integrados a situagcdes que levem ao exercicio da analise e da reflexdo, em ultima
instancia, a base para a formalizagado matematica (Brasil, 1997).

Pensando nisso, as sugestdes apresentadas no decorrer desse trabalho,
proporcionam ao aluno a oportunidade de acompanhar com detalhes a dedugdo das

féormulas referentes aos solidos platénicos partindo do tamanho da aresta representado

por [.
Vejamos os principais resultados:
Tetraedro | Hexaedro | Octaedro Dodecaedro Icosaedro
Regular Regular Regular Regular Regular
Altura l@
3
Diagonal da face V2
Diagonal
principal 3
Area 23 612 V3P (3 \/5(5 + 2\/5)) 512V/3
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Tetraedro | Hexaedro | Octaedro Dodecaedro Icosaedro
Regular Regular Regular Regular Regular
15+ 75
Volume pY2 ? Y2 BETVEY s 2 3+ VB
12 3 4 12
Raio da esfera V6 1 V6 V250 4+ 110v/5 V3 (3+V5
inscrita 12 2 6 ! 20 6 2
Raio da esfera l@ ]\/3 ]\/5 ]\/§(1 +v/5) I [3+5
circunscrita 4 2 2 / 4 ) 5 T 1
Tamanho da ! ZQ ]\/5 15+3\/5 ]1+\/5
aresta do Dual 3 2 3 T 6
Volume do 1/, V2
octaedro regular 3 l 12
inscrito
Tamanho da Y
aresta do 1++v5
tetraedro regular V2 l<\/§ D) )
inscrito
Tamanho da
aresta do ! 1+5
hexaedro regular 2
inscrito
Tamanho da
aresta do l<3+\/§ . \/5)
octaedro regular 2 2
inscrito
Tamanho da
aresta do l5 +3v5
icosaedro regular 10
inscrito
Prova do v v
Retangulo Aureo

Em seguida, na construgdo dos modelos esqueletos utilizando material
concreto, o aluno pode visualizar a parte interna da figura formada, enxergando por
entre as arestas e proporcionando a possibilidade de construir concretamente diversos

elementos geométricos tais como: diagonais, alturas, sec¢des planas, etc. Assim,
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trabalhando com material concreto em sala de aula, indicado para todas as séries nos
diferentes graus de dificuldade, podemos auxiliar o desenvolvimento do pensamento
intuitivo do aluno.

Porém, isso ndo quer dizer que, ao usar o material concreto obteremos o
resultado esperado, pois varios fatores interferem na aprendizagem, mas ao utilizarmos
tal material proporcionamos aos alunos a chance de fazer questionamentos que eles
provavelmente nao fariam se fosse uma aula tedrica e ajudamos na compreensao e
ampliacdo da percepgao do espagco e na construgdo de modelos, mentais ou
manipulativos, para interpretar criticamente questées de Matematica e outas areas do
conhecimento.

Dessa forma, é fundamental para o professor estar atualizado em um mundo
tecnologico e virtual visto que os recursos do programa s&o uma inovagao no ensino de
geometria e, 0 ambiente colaborativo propiciado pelo programa, transforma as aulas
prazerosas e ilustrativa, uma vez que a exploracdo, manipulacido e visualizagcéo
realmente favorecem uma aprendizagem significativa e ao passo que vamos
descrevendo, encontramos elementos conceituais diferentes e, consequentemente,
enriquecemos nosso repertério matematico posto que perceber as relagbes entre as
representacdes planas e suas propriedades sao essenciais para a leitura do mundo
através dos olhos de outras ciéncias.

Com isso, esperamos que as diversas acbOes apresentadas no presente
trabalho, tais como a manipulacdo do material concreto e as aplicagbes feita no
GeoGebra (software de geometria dindmica) venha despertar nos alunos a curiosidade

e a vontade para aprender outros conteudos matematicos.
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Anexos

Anexo 1 - Namero de Ouro, Retangulo Aureo e Pentagono Regular™

Secdo 1: Numero de Ouro
No Livro VI dos Elementos, Euclides apresenta a seguinte definicdo:

“Uma reta é dita estar cortada em extrema razdo, quando como a toda esteja
para o maior segmento, assim o maior para o menor” (Euclides, 2009, p. 231)

Supondo que o segmento todo tem comprimento 1 e que segmento maior
tem medida x, entdo a definicdo de Euclides pode ser traduzida na seguinte equacéao

A X B
[ ° °

X 1-x

AX AB 1
_ == = L ==l =1l—-z=2>4+2—-1=0.
XB AX l1—-2 =z

N " . Vh—1
Resolvendo essa equagdao, o valor positivo de x ¢é 5
Consequentemente,
e Y VBl 345 3vE45-3-6 2425
1—x 1_\/3271 39/5 3—vV5 3+5 95 4
1++5
5

Em outras palavras, sempre que dois segmentos de reta estdo nesta
situacao, dizemos que eles sdo incomensuraveis, o que quer dizer que nao tem medida
comum.

Entdo sempre que ndo pudermos escrever uma medida na forma de um
quociente, isto é, quando o numero que expressa a medida, ndo for um numero do
conjunto dos racionais, dizemos que esta medida é representada por um numero

irracional.

. 1 . . .
O numero =1,16180399... = ¢ € denominado numero de ouro e

+5
2

79 Matematicas Visuales, Geometry. Disponivel em: < http://www.matematicasvisuales.com/english/html/geometry/ geometry.html
>. Acesso em 10 de jul. 2014
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. 1 . . .
também ¢~! = — = 0,6180399.. .. que é a razdo inversa do nimero de ouro.

¢

Vejam algumas propriedades de ¢:

bl=6-lout=¢_1

¢
Demonstracéo:
1 2 1-v5 2(1-+v5) 2(1—-+v5) -1++5
1+2\/§_1+\/5 1-v5 1-5 -4 2
—1+v5  —2+1+v5 -2 1++5
2 2 =g Ty =olte=o-l
1
. =1+4-
P=1tS
Demonstracao:
1
De(i)temosl:¢—1,entéo¢:1+—
¢ ¢
¢’ =1+¢
Demonstracao:
g (L5 * 142545 6+2V5 3+5
N 2 N 2 42
3 5 241 5
+v5 2+ +f:¢+1
2 2
d(p—1)=1
Demonstracéo:
1+vV5 /1+5 Vi+1l V-1  5-1
o(p—1)= 5 ( 5 —1) 7 T o = 1 =1
¢* = ¢(p+1)
Demonstracao:

0’ =¢-¢° = ¢° = (¢ +1)
E valido dizer que:

1+v5 34+V5 3+V54+3vH+5 8+4VH

= (¢7)? = (3+\/5)2: 9+6V5+5  14+46V5 7435

2 4 4 2
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Seguem algumas curiosidades:

¢:\/1+\/1+\/1+\/ﬁ
1

p=14—"
L

Secio 2: Retangulo de Ouro ou Retangulo Aureo
O retangulo de ouro (ou retadngulo aureo) é uma figura geométrica muito

presente nas artes.

A psicologia da percepgdo demonstra que o retédngulo de ouro parece
agradavel a vista, ao ser confrontado com outros formatos aleatorios.

Durante anos o homem procurou a beleza perfeita, a proporcao ideal.
Arquitetos e artistas da Grécia Antiga acreditavam que a razao de ouro potencializava o
valor estético dos monumentos e das esculturas.

O famoso pintor e inventor Leonardo da Vinci (1452-1519), ao pintar Sao
Jerébnimo, em 1480, procurou encaixar a imagem desse santo em um retangulo de
ouro.

Outro exemplo € o templo Partenon, em Atenas, Grécia, construido pelos
gregos por volta de 440 a.C. para moradia dos deuses olimpicos e para culto. Os
gregos viam em seus deuses a representacdo mais perfeita e admiravel da beleza
humana. Assim, as unicas moradas dignas dessas divindades eram as que, por suas
proporgdes, formavam um conjunto harmonioso perfeito.

Na arquitetura moderna, exemplos de edificios projetados por Le Corbusier,
ou a sede das Nagdes Unidas contém o retangulo de ouro em suas fachadas.

Este retangulo, cuja razado entre os seus lados (maior pelo menor) é igual ao
numero de ouro, pode ser dividido em um quadrado e um retangulo também de ouro. E,
este processo pode ser repetido indefinidamente.

Para construir um retangulo de ouro a partir de uma folha de papel quadrada

realizando as seguintes dobraduras (Kunihiko, 1988):
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(4)

~ :
\J B c
(5) At (6) (7) (8) O retangulo ABC'D

& duren.

Agora vejamos o procedimento para construir o retangulo de ouro utilizando
Régua e Compasso:
1. Construir um quadrado ABCD de lado |. Note que AB = BC =1

D o

A B

2. Seja E o ponto médio de AB. Note que AE = EB = %

D C

3. Tragar o segmento EC'

Como Agpc € retangulo em B, aplicando o teorema de Pitagoras temos:

2 2
EC°=EB +BC = EC = (é) +l2:>E—C’2:%:>E—C:Z§.

b C

J J
A I E B
2

4. Trace a semirreta » com origem em A passando por B.
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5. Trace a circunferéncia c¢; de centro £ e raio EC.

6. Denote por F' o ponto de intersecao entre c; e .

[ S J— 1 5
Note que AF = AE + EF = AF = §+l§ #AF:l( +2f)
D. ) C
[ ! \.:5
I [ S _._F ________________
A E B r 14 =
L AF—1 1 —2\/-r J
7. Trace a semirreta s com origem em D passando por C.
8. Trace a reta t perpendicular a r passando por F'.
9. Denote por G o ponto de intersecao entre t e s.
] n 1 5
Construimos um retdngulo AFGD de lados [ e ¢l, em que ¢ = +2f.
¢
D. C s G
! W
e | oF ————————————————
A ’) =By _!:{(l—')\h\)

E, dividindo o lado maior do retangulo construido pelo menor temos:

_ I 1+v5
AF U2 ) 145 5
AD l -2
S 1
Assim, arazdo entre AF e AD é ¢ = +2\/5, ou seja, o numero de ouro.
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Secao 3: Pentagono Regular

1.1. Arazao entre a diagonal e o lado de um pentagono regular
, No pentagono regular ABCDE de lado [, sejam AD,

AC e BD as diagonais do pentadgono séo representadas pela letra

C

d
d e queremos calcular T

Como AD = AC = BD = d, temos os triangulos BAC,
Ao . CBD, EDA e DAB s&o isosceles.

Por outro lado®, o pentagono tem 5 lados e 5 angulos internos de 108° cada

Assim, no triangulo BAC, temos:

. /BAC + ZACB+ ZCBA = 180" = /BAC = 36"
Analogamente, Z/CDB = ZADE = /BAC.

Em D, temos:

/CDB+ /ADE + /BDA = 108° = /BDA = 36°.

A !
; Como DAB isésceles temos ZABD = /DAB
£ . Entéo,
/BDA+ /ABD + /DAB = 180° = ZABD = 72°
No triangulo ABF, para ZABF =/ABD=72" e
& {“B /BAF = /BAC = 36°, temos

A

@

/ABF + /BAF + /BF A = 180°

A Ent&o,
. /BFA="72°
Logo, o triangulo ABF ¢é isésceles, o que implica,
‘ﬁ AB = AF =1. Portanto, os triangulos DAB e ABF s&o
‘ semelhantes pelo caso de semelhanga AA.

E
A {

80 Sejam T o numero de lados, d o namero de diagonais, Sn a soma dos angulos internos e (; o angulo interno de um poligono
nn—3 S,
regular. Entéo, d = % Sn = (n — 2).1800 el; = —n.
n
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m

A

Entao,
ou,
1
Como
Portanto,
D
A B

g\

I

B

Entao,

A ) 2
bA_AB d_ 1  gp_L
AB BF l BF d

Como ZABD = /DAB = 72° e /BAF = 36 temos:
/BAF + /DAF = /DAB = /DAF = 36°

Logo, o triangulo FDA é isOsceles, o que implica

AF =FD =1.

Como BD = BF + F'D temos:

l2

d=="4l=—=d—1=>L2=dd-0)=>P=d—-dl=>d>—1d—12=0

d

Resolvendo a equacgao de 2° grau em d, temos:

g —(=D) £ /()2 —4-1-(-?) éd:li;/l’)?éd:l(li\/g)

2

0 < 0 temos:

d:l<1+2\/5)
()
d:l<1+2\@)
%: 1+2\/5:qj

Cerca de 500 aC, Pitagoras e os pitagoricos conheciam
] esta razdo porque o seu simbolo era o pentagrama (um pentagono
com suas diagonais), mas a primeira referéncia escrita que temos

€ no Livro VI dos Elementos de Euclides (cerca de 300 aC):
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“uma reta é dita estar cortada em extrema razao, quando
como a toda esteja para o maior segmento, assim o maior
para o menor” (Euclides, 2009, p. 231)

AD FD
FD AF A
A primeira referéncia a esta construcdo aparece no Livro Il, Proposi¢cao 11
Euclides neste livro ainda nao tinha definido "razao" e a proposicao é feita em termos

de areas.
"Cortar a reta dada, de modo que o retangulo inscrito pela inteira e por um dos
segmentos ser igual ao quadrado do segmento restante" (Euclides, 2009, p.
146).

Usando a nossa notacgao, teriamos:

AD - AF = FD’
1.2. Construgcao de um pentagono regular com régua e compasso
Como a razéao entre a diagonal e o lado de um pentagono regular € o numero
de ouro, vejamos 0 passo a passo da construgdo de um pentagono regular de dois
meétodos diferentes utilizando régua e compasso
Método 1¥
1. Considere os pontos A e B.

2. Trace o segmento AB. Note que AB é o lado do pentagono

—e
A B

3. Trace a circunferéncia c¢; de centro A e raio AB.

4. Trace a circunferéncia c, de centro B e raio BA. Note que AB = BA

81 KILHIAN, Kleber. Construcdo de um Pentdgono Regular com Régua e Compasso (Parte Il). Disponivel em:
<http://obaricentrodamente.blogspot.com.br/2010/08/construcao-de-um-pentagono-regular-com_28.html> Acesso em 10 de
mar. 2015.
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5. Trace a reta r perpendicular a AB passando por A.

6. Denote por L o ponto de intersecéo entre r e ¢;. Note que AB = AL.

L
,""-.,.‘__.-""'""
cl. : CQI.".
] _'l .-..
[ "
I 8
=
] :
—»
’ :

7. Denote por M o ponto médio de AB.
8. Trace a reta s perpendicular AB passando por M. Note que s é a mediatriz do lado

AB do pentagono.

Vr , S
I:ll.- X ':2:
5 MooB
e

9. Trace a semirreta ¢t de origem em A passando por B.

V5

10. Trace a circunferéncia c3 de centro M e raio M L. Note que M L = l7
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11. Denote por N o ponto de intersecao entre ¢3 e t. Como ML =MN e AM = %

— 1 5) : .
temos AN = l< +2f) = ¢l (diagonal do pentagono regular)
il’ S
cl.-' i Cz.": '--._I

;. t ] E l.-p. J

I : ; :

"~ : :

X . : E
i
|
|
L
i
i

i
i
|

2
i

.
&
|
i
i
i
|
|
]
|
|
i
i
i
|

!
i
i
i

12. Trace a circunferéncia ¢, de centro A e raio AN.
13. Denote por C o ponto de intersecao entre c4 € cs.
14. Denote por D o ponto de intersegéo entre ¢, e s. Como AD=AN,Dcseséa

mediatriz do lado AB do pentagono, temos BD = AD

iroos
i i
...... b, 1D
A D
4. [ -8
Lot
. | ! . :
i i B
K i -
¥ i :
/;.t M B N
i | :
" i
P i ;
i i
I
i R
s i
[T ERT
i i
i i
| |
e ! ..--"I-.
et

15. Trace a circunferéncia c; de centro B e raio BD.

178



16. Denote por E o ponto de intersecéo entre c; e c;.

Método 282
1. Considere os pontos F' e G.

2. Trace o segmento FG.

G F
3. Denote por O o ponto médio de FG.

4. Trace a circunferéncia c¢; de centro O e raio OF'.

82 KILHIAN, Kleber. Construgdo de um Pentdgono Regular com Régua e Compasso (Parte |Ill). Disponivel em:
<http://obaricentrodamente.blogspot.com.br/2010/08/construcao-de-um-pentagono-regular-com_29.html> Acesso em 10 de
mar. 2015
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5. Trace a reta r perpendicular & FG passando por O

6. Denote por D o ponto de intersecao entre ¢; e r.

7. Denote por H o ponto médio de OF.

8. Trace a circunferéncia c, de centro H e raio HD
9. Denote por I o ponto de intersecdo entre ¢, e OG. E valido observar que DI é o

comprimento do lado do pentagono.

10. Trace a circunferéncia cs de centro D e raio DI.
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11. Denote por E e (' os pontos das intersecbes entre c3 e c;. Note que
DE =DC = DI

Cq
“2",
E'e o C
G “'H F

12. Trace a circunferéncia ¢4 de centro E e raio DE.

13. Denote por A o ponto de intersegéo entre c, e c¢,. Note que DE = EA.

3 --I'.
' R .'l‘- C 2 .II.
Cq P e ..
E'e o C
G ~H F

14. Trace a circunferéncia cs5 de centro C e raio CD.

15. Denote por B o ponto de intersecao entre c¢; € ¢. Note que EA = AB = BC

C3

- C -
5 werseaa,
P

“4 P
E'e ¢ o C

¢t
. S
A B
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16. Trace os segmentos AB, BC, CD, DE e E A obtendo o pentagono regular ABCDE

1.3. Construcao aproximada do pentagono regular devido a Albrecht Diirer
utilizando régua e compasso®

Durante o Renascimento, a relagdo entre pensamento arquitetbnico e
investigacao humanistica geral era muito estreita.

Albrecht Durer (1471-1528) em Underweysung der Messung trata o primeiro
texto sobre geometria euclidiana e a ciéncia renascentista da perspectiva escrita em
lingua vernacula, especificamente alema, e, portanto, acessiveis a artesaos e artistas
comuns.

Logo apos a sua publicagdo em 1525 foi vinculado, juntamente com uma
edicdo do livro Elementos de Euclides (1516) e a primeira edigdo ilustrada De
Architectura de Vitruvius (1511).

Nesse texto, Durer apresenta a construgdo de um pentagono em que 0s
lados s&o iguais e n&o os angulos.

Vejamos a construgao utilizando régua e compasso.

1. Considere os pontos A e B.

2. Trace o segmento AB. Note que AB é o lado do pentagono

—e
A B

3. Trace a circunferéncia c; de centro A e raio AB.

4. Trace a circunferéncia c, de centro B e raio BA. Note que AB = BA

83 Matematicas  Visuales, History, Durer's approximation of a Regular Pentagon. Disponivel em: <
http://www.matematicasvisuales.com/english/html/history/durer/durerpentagon.html >. Acesso em: 10 de fev. 2015
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5. Denote por F' e G os pontos das intersecdes entre c; € c».

-
.- Cz

6. Trace a circunferéncia c; de centro G e raio GA. Note que GA = GB = AB.

7. Denote por H e I os pontos das intersecao entre c; € c».

.:.-'.
(1..- C2.-"
¢ A B
- -I-_-'_c: -
H TG T [

8. Trace areta t que passar por F' e G.
9. Denote por J o ponto de intersecdo entre c; e t. Note que t € a mediatriz do lado AB

do pentagono.

it
<y cg T,
S
FRNTRTTEE TR B
ca_,-"A"-__ : ;B
. -..._'_;:_ v
¥ G |

10. Trace a reta r que passa por H e J.
11. Denote por C' o ponto de intersecéo entre r e cs.

12. Trace areta s que passapor [ e J.
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13. Denote por E o ponto de intersecéo entre s e ¢;.

“ |
5 it .
\E : i
___‘..\--'"'---._.I+_F,.-""" ,..(.:
. 5 .
1, AL T
& ‘\_' I .o
|'-\ | /Pll
\\:J,’
L] o H
_-b"'_ P 'B
c3 -.- -l-J, : \‘;: .
K | Kl
E ] ‘\
. i ~
o -
w e K
H G [
r N

14. Trace a circunferéncia c, de centro E e raio EA. Note que FA = AB.

15. Trace a circunferéncia c¢s de centro C e raio CB. Note que CB = AB.

16. Denote por D o ponto de intersecao entre ¢4 € c5. Note que o ponto D € t.




Embora seja aproximada a construgdo que estamos estudando, tal
construcédo é muito simples de desenhar. Sabemos que os cinco angulos de um
pentagono regular sdo 108°. No entanto, na construgdo aproximada de Ddurer, os
angulos da base sao 108°21'58", ha dois angulos menores que 108° e o angulo do topo
maior que 109°. Estas diferengas dificilmente seria detectavel em um desenho. Os
célculos de cada um dos angulos internos estd disponivel em inglés no link

http://www.matematicasvisuales.com/english/html/history/durer/durerpentagon.html .

1.4. Calculo da area de um pentagono regular
Seja o ponto O o centro do pentagono regular

ABCDE de lado [ e diagonal d.

Essa figura é formada por 5 tridngulos isdsceles (
OAB, OBC,OCD, ODE).

Como a area dos triangulos isdsceles sao iguais,
sejam M o ponto médio de AB e OM o ap6tema do tridngulo
OAB de base AB, representado pela letra a, entdo a area de
um pentagono regular € dada por A5y = 5 - As)

Entao,

(1)
Em seguida, encontramos o comprimento do
apotema do triangulo.
Seja H o ponto de intersecdo entre a diagonal do
pentagono (BD) e a altura relativa ao vértice C. Como o

triangulo CBD ¢é isésceles de base BD temos H € ponto médio

de BD. Logo, BH = g = %

Por outro lado, se soma dos angulos internos de um

pentagono é 540°, entdo cada angulo interno vale 108°.
Como o triangulo CBD é isésceles, /DCB = 108" e H é ponto médio de
BD temos /DCH = /HCB = 54°,

185



Assim, no triangulo retangulo BHC temos /CBH + 90° + 54° = 180° =

BH o
Z/CBH = 36" = a. Logo, cosa = — = cosa = = = cosq = —.
BC l 2
Entao,
, 2
= — 2
cos” = (2)

Como o pentagono é formado por 5 triangulos
isésceles de areas iguais, em O temos 5- ZAOB = 360°, entdo
/AOB = 72°.

Sendo M o ponto médio de AB e isosceles o triangulo

OAB temos AM = MB = %e /AOM = /MOB = 36° = a.

sin av l

I3
Portanto, o triangulo BMO é retangulo em M e tana = 2 =
a cosa  2a

Entéo,

sin® o 12

=13 3)

cos?a  4a?

Utilizamos a relagdo fundamental da trigonometria para encontrar sin®

2
sin2a+cos2a:1:>sin2a:1—0082az>sin2a:1—%
Entao,
4 — ¢?
.92 _ 4
sin? o 1 (4)
Substituindo (4), (2) e a proporgao aurea em (3) temos:
# 12 12 4— @2 12 4 — % 12 5—2\/5
v 7 A R v T S
P _5-Vh 3-v6 2 15-5V5-3V545 12 20-8V5
402 345 3—-+5  4a> 9-5 4a2 4
2 20-8/5 a? 1 a? 1 20 + 85
1Z . 4 T o e 7T ' =
4a 4 ! 20 -85 1 20 — 85 20 +8v5
1? (20-8V5)- (20 +8V5) P _400-64-5 2 80 4
a? 20 + 8/5 a?  20+8vV5 a? 20+ 85
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12 20 s of5+2V5\ 5 5(5 + 2v/5)
— = =a” =1 o= a=0\——7FF
a? 54+ 2V5 20 5 100
Entéo,

5(5 + 2v/5)

a=1t—— (5)

Para finalizar, substituindo (5) em (1) temos:

\/5(5 + 2/5) 5(5 4 2v/5)

Al = Ay =12
= A) 1

10
5(5 + 2v/5)
Logo, a area do pentagono regular € dada por A5y = l2T

l-a
A =5 = 4p =

DN | Ot

1.5. Calculo da altura de um pentagono regular
y No pentagono regular ABCDE de lado [ e diagonal d, o

. triangulo DAD e isosceles de base AB.

Tragando a altura relativa ao vértice D temos M é ponto
médio de AB e o triangulo BM D é retangulo em D.

A seguir, calculamos a altura do pentagono (DM),

: representado por h.

64+2vV5 —— _ .
Como ¢* = +4\[, MB=—- e BD =d= ¢l, aplicando o teorema de

DN |~

Pitagoras temos:

2
1
DM’ +MB° =DB = h?+ (9 — (¢1)2 = B :l2(¢>2 - 1) N

h2:l2(6+2\/5—1) :>h2:l2<5+2\£> ih:lM
4 4 4 2

5425

Logo, a altura do pentagono regular € dada por h = [ 5
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Anexo 2 - Calculo do volume dos sélidos de Platdao a partir do raio da esfera
inscrita

Sec¢ao 1: Volume do Tetraedro Regular
N Na secao 2.1.4, do capitulo 2, encontramos o volume do

13@
12°

tetraedro regular sendo V' =

e
—
o
ey

A seguir, calculamos novamente o volume desse solido a

partir do raio da esfera inscrita® dado por r = Zg, decompondo o

tetraedro em 4 pirdmides triangulares equivalentes. Logo, V =4 - Vp;ramide
Em cada piramide, sejam a aresta lateral o raio da esfera circunscrita (R), a
altura o raio da circunferéncia inscrita (), O o centro da esfera e area da base é a area

da face do tetraedro (A4 s), a area de um triangulo equilatero de lado /).
1

Como o volume de uma piramide é dado por Vp;,amide = 3 - ABuse - h onde
Apuse © @ area da base e h a altura, temos:
_pV3 V6 _ L pv3 Ve
Ay =1 erfl12 Entdo, Vriramide = 3 -l 1 12
f f V18 3\/’ V2
2 _ 13 3 3ve
Logo, V =4 3 SlF— 12 =V =0"—— 36 >V=0"—=V= l12

Secao 2: Volume do Hexaedro Regular
T

! Na secdo 3.1.1, do capitulo 3, encontramos o
“ " volume do cubo sendo V = .

Y A seguir, calculamos novamente o volume desse

f |
IQ I
I‘ solido a partir do raio da esfera inscrita®® dado por r = 1

p e ~4R
\/ decompondo o0 cubo em 6 piramides quadrangulares

equivalentes. Logo, V =6 - Vpramide

84 Conforme apresentado na segdo 2.1.6.
85 Conforme apresentado na segdo 3.1.3.
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Em cada piramide, sejam a aresta lateral o raio da esfera circunscrita (R), a
altura o raio da circunferéncia inscrita (), O o centro da esfera e area da base é a area

da face do cubo (A4, a area de um quadrado de lado ).

oA , 1
Como o volume de uma piramide é dado por Vp;,amide = 3 - ABuse - h onde

Apgse € @ area da base e h a altura, temos:

l 1
=1? = ~. Enta iramide — ' l2 :
Ag =1"er 5 ntao, Vp d 3 5

Secao 3: Volume do Octaedro Regular
AN Na secéo 4.1.3, do capitulo 4, encontramos o volume

:ﬁﬁ
5

do octaedro sendo V'

A seguir, calculamos novamente o volume desse

. : : o V6
solido a partir do raio da esfera inscrita®® dado por r = l?,
decompondo o octaedro em 8 piramides triangulares equivalentes. Logo,
V=8- VPiramide

Em cada pirdmide, sejam a aresta lateral o raio da esfera circunscrita (R), a
altura o raio da circunferéncia inscrita (), O o centro da esfera e area da base é a area

da face do octaedro (A3, a area de um triangulo equilatero de lado ).

VB VB a1 VBV

Ay =1 1 erfl6.Entao,szmmclef3 l 1 l6
1 3 V6 V18 32 2
Logo,V:8-§~lz§-l%—:>V:l37:>V:l3T\/—:>V:l3§

86 Conforme apresentado na segdo 4.1.4.
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Secdao 4: Volume do Dodecaedro Regular
" Na secdo 5.1.3, do capitulo 5, encontramos o

15+7\/5>l3

\3 _____ volume do dodecaedro regular sendo V' = ( 1

A seguir, calculamos novamente o volume desse

© solido a partir do raio da esfera inscrita® dado por
l\/25o+110\/5

20 ’
piramides pentagonais equivalentes. Logo, V = 12 - Vp;ramide

v r= decompondo o dodecaedro em 12

Em cada piramide, sejam a aresta lateral o raio da esfera circunscrita (R), a
altura o raio da circunferéncia inscrita (), O o centro da esfera e area da base é a area

da face do dodecaedro regular(4 ), a area de um pentagono regular de lado /).

5+2f) \/2 11
Como Agy = 1P +—«— 50+ O\/_

l\/250+110\/5 /250+11of _ [25 + 115
o 20 40

1 (/5 5+2f) 25+11\f
I—Ogo; VPiramide — § l - - A
\/ 5+2f /
Entao®, V =12 25 + 11\/_

V= 53\/(25 + 10¢5i(()25 + 11V5) LV lg\/1175 +4§25\/5 -5

235 4+ 105v5 2 470 + 210v/5
V:ls\/#-iéV:lS +1—6\/7:>

3 3
= Z\/470+210\/5:» V= Z\/(15+7\/5)2 =

v (15 +4w§)l3

87 Conforme apresentado na segdo 5.1.4.

88 (15 + 7v5)? = 225 + 105V/5 + 105v/5 + 245 = 470 + 210v/5
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Anexo 3 - Planificacdo dos poliedros de Platao utilizando régua e compasso®

Secgao 1: Planificagao do Tetraedro Regular
Utilizando apenas régua e compasso, apresentamos a seguir, 0 passo a

passo da planificagdo do tetraedro regular.
C F

E g - »

D

1. Considere os pontos A e B e trace o segmento AB

A B

2. Trace a circunferéncia ¢; com centro em A e raio AB. E, trace a circunferéncia c,

com centro em B e raio BA. Note que AB = BA

€2

3. Denote por C' e D os pontos de intersecado das circunferéncias c; € ¢

=I'}

89 PEREIRA, Hamilton Soares. Poliedros Platdnicos. Belo Horizonte: UFMG, 2011, 42 p. Monografia - Pés Graduagdo em
Matematica para Professores do Ensino Basico. Disponivel em: < hitp://www.mat.ufmg.br/~espec/Monografias_Noturna/
Monografia_HamiltonSoares.pdf >. Acesso em: 02 margo 2015
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4. Trace os segmentos AC, AD, BC' e BD obtendo os tridngulos equilateros ABC' e

ABD.

6. Denote por E e F os pontos de intersecdo entre as circunferéncias c3 e ¢; e as

circunferéncias cs € ¢, respectivamente.

C3,-
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7. Trace os segmentos AF, CE, BF, C'F obtendo os tridngulos equilateros ACE e
BCF

Secgao 2: Planificacao do Hexaedro Regular
Utilizando apenas régua e compasso, apresentamos a seguir, 0 passo a

passo da planificacdo do hexaedro regular, também conhecido por cubo.
K L

D C F H J
A B E G
M M

1. Considere os pontos A e B e trace o segmento AB

8
A B

2. Trace a reta t perpendicular a AB passando por A.
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3. Trace a circunferéncia ¢; com centro em A e raio AB. E, denote por D o ponto de

intersecdo entre a reta t e a circunferéncia ¢;. Note que AB = AD

:
’y
1

A ‘B
—#

4. Trace a circunferéncia ¢, com centro em B e raio AB
5. Trace a circunferéncia ¢z com centro em D e raio AB

6. Denote por C o ponto de intersegao entre as circunferéncias c; e cs

£y |
A ‘B
— .
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7. Trace os segmentos BC, C'D e DA obtendo assim o quadrado ABC' D
it

8. Trace a semirreta r, com origem em A e passando por B. Denote por E o ponto de

intersecao entre a semirreta r e a circunferéncia c,

't

1

9. Trace a circunferéncia ¢, com centro em E e raio £B. Note que AB = EB
10. Trace a circunferéncia c5 com centro em C e raio BC.
11. Denote por I’ o ponto de intersecéo entre as circunferéncias c, € cs.

't

5

5 . . C,
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12. Trace os segmentos EB, EF' e C'F obtendo assim o quadrado BCFE

13. Denote por GG o ponto de intersecéo entre a semirreta r e a circunferéncia c,4

't

14. Trace a circunferéncia cs com centro em G e raio GE. Note que GE = AB
15. Trace a circunferéncia ¢; com centro em F' e raio F'E.

16. Denote por H o ponto de intersecao entre as circunferéncias cg e c7.
It

5

15. Trace os segmentos GE, GH e F'H obtendo o quadrado EFHG.
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16. Denote por I o ponto de intersecao entre a semirreta r e a circunferéncia cg

s

1 h R Cyq 5

17. Trace a circunferéncia cg com centro em I e raio IG. Note que IG = AB
18. Trace a circunferéncia c9 com centro em H e raio HG.
19. Denote por J o ponto de intersegcao entre as circunferéncias cg e cg.

't

"
Lo S Cyq T g
A 1B E G |
r C L TP L L IVO T A — - ——— -
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20. Trace os segmentos /G, I.J e HJ obtendo o quadrado GHJI.

't

21. Trace a reta s passando pelos pontos F e F

22. Denote por K o ponto de intersegao entre a reta s e a circunferéncia c;.

23. Trace a circunferéncia c;o com centro em K e raio KF. Note que KF = AB
24. Denote por L o ponto de intersecao entre as circunferéncias cig € cg.

25. Trace os segmentos K F', KL e HL obtendo o quadrado FHLK.

Cig

26. Denote por M o ponto de intersegcdo entre a reta s e a circunferéncia cy.
27. Trace a circunferéncia c¢;; com centro em M e raio M E. Note que M E = AB

28. Denote por N o ponto de intersecao entre as circunferéncias ¢ € cg.
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29. Trace os segmentos M E, M N e GN obtendo o quadrado EGN M.

10 ;

_c_j C_

Dt c F H |
cll 4 -Cls ‘g
A 1B e E R L
r B
C11
M M

Secao 3: Planificagao do Octaedro Regular
Utilizando apenas régua e compasso, apresentamos a seguir, 0 passo a

passo da planificacdo do octaedro regular.
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1. Realizar a planificagdo do tetraedro regular, conforme apresentado na sec¢ao 1 desse

anexo.

3. Denote por G o ponto de intersegéo entre as circunferéncias c, e ¢;.

4. Trace os segmentos EG e AG obtendo o tridngulo equilatero AEG.

CS,’
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5. Trace a circunferéncia cs com centro em F' e raio F'C.

6. Denote por H o ponto de intersec¢ao entre as circunferéncias cs5 e cs.

7. Trace os segmentos F'H e C H obtendo o tridngulo equilatero CFH.

8. Denote por I o ponto de intersegéo entre as circunferéncias c; e cs.

9. Trace os segmentos F'I e BI obtendo o tridngulo equilatero BF'I.

se===--__H
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10. Trace a circunferéncia cg com centroem [ e raio I F.

11. Denote por J o ponto de intersec¢ao entre as circunferéncias cs € cs.

12. Trace os segmentos JF' e JI obtendo o tridngulo equilatero F1.J.

LAV BTt

Secao 4: Planificagao do Icosaedro Regular
Utilizando apenas régua e compasso, apresentamos a seguir, 0 passo a

passo da planificacdo do icosaedro regular.
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1. Considere os pontos A e B e trace o segmento AB

A B

2. Trace a circunferéncia ¢; com centro em A e raio AB. E, trace a circunferéncia c
com centro em B e raio BA. Note que AB = BA

3. Denote por C' e D os pontos de intersecado das circunferéncias c; € ¢

4. Trace os segmentos AC, AD, BC e BD obtendo os tridngulos equilateros ABC e
ABD.

D
5. Trace a circunferéncia c; com centro em C' e raio CB.
6. Denote por E o ponto de intersegéo entre as circunferéncias c3 e cs.
7. Trace os segmentos C'E e BE obtendo o triangulo equilatero BCE.
8. Trace a circunferéncia ¢, com centro em D e raio DB.

9. Denote por F' o ponto de intersegéo entre as circunferéncias c, e cs.

€

Ca.

10. Trace a circunferéncia c; com centro em E e raio EC.
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11. Denote por GG o ponto de intersecéo entre as circunferéncias cs € cs.

12. Trace os segmentos EC e E'G obtendo o tridngulo equilatero CEG.

13. Denote por H o ponto de intersecao entre as circunferéncias c; € cs.
14. Trace os segmentos HE, HB, HF e BF obtendo os tridngulos equilateros BEH e
BFH.

15. Trace a circunferéncia c¢s com centro em H e raio HB.
16. Trace a circunferéncia c; com centro em F e raio F'B.
17. Denote por I o ponto de intersecéo entre as circunferéncias cg € cs.

18. Trace os segmentos HI e EI obtendo o triangulo equilatero EH 1.
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19. Denote por J o ponto de intersecao entre as circunferéncias cg € c7.

20. Trace a circunferéncia cs com centro em I e raio I E.

21. Denote por K o ponto de intersegao entre as circunferéncias cg € cs.

22. Trace os segmentos /K e K obtendo o triangulo equilatero EI1K.
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23. Trace os segmentos HJ e LJ obtendo o triangulo equilatero HJ L.

24. Trace a circunferéncia cg com centro em L e raio LI.

25. Denote por M o ponto de intersegao entre as circunferéncias cg € cs.
26. Trace os segmentos LM e I M obtendo o tridangulo equilatero I LM.
27. Trace a circunferéncia c1o com centro em .J e raio JL.

28. Denote por N o ponto de intersecao entre as circunferéncias cig € co.

29. Trace a circunferéncia c¢;; com centro em M e raio M 1.

30. Denote por O o ponto de intersec¢ao entre as circunferéncias ¢ € co.
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31. Trace os segmentos MO, LO, LN e NO obtendo os tridngulos equilateros LMO e
LNO.
32. Denote por P o ponto de intersegao entre as circunferéncias c;; e cs.

33. Trace os segmentos M P e I P obtendo o triangulo equilatero IM P.

34. Trace a circunferéncia c¢;» com centro em O e raio OM.
35. Denote por (Q o ponto de intersecao entre as circunferéncias c;s € ¢1.
36. Trace os segmentos OQ e M (@ obtendo o triangulo equilatero M OQ.

37. Trace a circunferéncia c13 com centro em N e raio NO.
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38. Denote por R o ponto de intersecao entre as circunferéncias ci3 € cq».

39. Trace a circunferéncia c;4 com centro em (Q e raio QM.

40. Denote por S o ponto de intersecéo entre as circunferéncias cy4 € c1».

41. Trace os segmentos OS, OR, QS e RS obtendo os triangulos equilateros OQS e
ORS.

42. Denote por T' o ponto de interseg¢ao entre as circunferéncias cy4 € ¢q1.

43. Trace os segmentos QT e MT obtendo o triangulo equilatero MTQ.

Gy

Ca

44 . Trace a circunferéncia ci15 com centro em S e raio SQ.
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45. Denote por U o ponto de interse¢ao entre as circunferéncias ci5 € cy4.
46. Trace os segmentos UQ e U.S obtendo o tridngulo equilatero QSU.
47. Trace a circunferéncia c; com centro em U e raio UQ.

48. Denote por V' o ponto de intersecao entre as circunferéncias cig € cy4.

49. Trace os segmentos UV e QV obtendo o tridngulo equilatero QUV'.

Secgao 5: Planificacao do Dodecaedro Regular
Utilizando apenas régua e compasso, apresentamos a seguir, 0 passo a

passo da planificagdo do dodecaedro regular.
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1. Realizar a planificagdo do pentagono regular ABCDE no item 1.2 da seg¢do 3 do

anexo 1.

Método 1 Método 2
Como o dodecaedro regular é formado por 12 faces pentagonais, vamos

construir as demais faces do soélido conhecendo um lado e o centro do pentagono.

Por construgdo, o ponto O é o centro do pentagono regular ABCDE no
meétodo 2. Por outro lado, o centro de um pentagono € a intersegao das alturas relativas
aos vertices.

Dessa forma, para determinar o centro do pentagono no método 1, sendo a
reta s a altura relativa ao vértice D, basta tracar a altura relativa a outro vértice (A, B, C
ou £).

Em seguida, construimos o pentagono ABC,D,FE; de centro O, utilizando o
lado AB.

2. Trace a circunferéncia ¢, com centro em A e raio AB.

3. Trace a circunferéncia cg com centro em B e raio AB.
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4. Trace a reta r4 5 perpendicular a AB passando por O. Note que a altura relativa ao

segmento AB pertence areta r 4.

5. Trace a circunferéncia c¢;_; com centro em A e raio AO.

6. Denote por O, o ponto de intersegao entre r; € ¢;_1.

7. Trace a circunferéncia c;_, com centro em O; e raio O A.
8. Denote por C'; o ponto de intersecao entre ¢;_- e ¢p.
9. Denote por D; o ponto de intersecdo entre c;_» € r45.

10. Denote por E; o ponto de intersecao entre ¢;_o € c4.
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11. Trace os segmentos BC,, CiD,, DiE, e E;A obtendo o pentdgono regular
ABC1 D E; de centro O;.

12. Repita os passos de 2 a 11, utilizando o lado BC, obtendo o pentagono A, BC D> E,

de centro O,.
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13. Repita os passos de 2 a 11, utilizando os lados CD, DE e EA, obtendo os
pentagonos A3 B3;CDEj3 de centro O3, A4B,CyDFE de centro O4 e AB5C5DsFE de centro

Os, respectivamente.

14. Repita os passos de 2 a 11, utilizando o lado D, FE,; do pentagono A, BC' D, Es de

centro O, obtendo o pentagono AgBsCs D2 E> de centro Og.

15. Repita os passos de 2 a 11, utilizando o lado AgBg do pentagono AgBgCg D2 Eo de

centro Og, obtendo o pentagono Ag BsC7D7E; de centro Os.
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16. Repita os passos de 2 a 11, utilizando os lados BsC7, C7D7, D;E; € E7Ag, obtendo
os pentagonos AgBgC7 DgEg de centro Og, A9 BoC7; D7 Eg de centro Og, A190B10C1o D7 Er

de centro O1¢ e AsB11C11 D11 E7 de centro O44, respectivamente.
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Anexo 4 - Determinando a soma dos angulos internos e o numero de diagonais de
um poligono convexo de n lados

Sabendo apenas o numero de lados do poligono convexo, vamos determinar
a soma dos angulos internos e a quantidade de diagonais sem ter que propriamente
traga-las.

Para isso, definimos a diagonal de um poligono sendo um segmento de reta
gue une dois de seus vértices ndo-consecutivos.

Por outro lado, um triangulo ndo tem nenhuma diagonal e na geometria
euclidiana a soma dos angulos internos vale 180°.

C Dessa forma, tomando um quadrilatero qualquer

ABCD, vemos que parte apenas uma diagonal de cada
K veértice.

Por exemplo, do vértice A, parte apenas a diagonal
AC. E valido dizer que o quadrilatero foi dividido em dois tridngulos (ADC e ACB).
Logo, 2 - 180" = 360"

D Agora, tomando um pentagono, temos, por

¢ exemplo, que do vértice A partem duas diagonais: AC e AD.

E valido dizer que o pentagono foi dividido em trés
triangulos (AED, ADC e ACB). Logo, 3 - 180° = 540°

Ja para um hexagono, temos, por exemplo, que do

vértice A partem trés diagonais: AC, AD e AE.

Por outro lado, observamos que o hexagono foi
dividido em quatro tridngulos (AFE, AED, ADC e ACB).
Logo, 4 - 180° = 720°

Assim, queremos encontrar uma forma de determinar a soma dos angulos

internos ou a quantidade de diagonais sem ter que tragar o poligono.

Como um poligono de 4 lados, tem 1 diagonal partindo de um vértice e 2
triangulos internos; um poligono de 5 lados, tem 2 diagonais partindo de um vértice e 3
tridangulos internos; um poligono de 6 lados tem 3 diagonais partindo de um vértice e 4

tridangulos internos.
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Por outro lado, o numero de diagonais que parte de um vértice é igual a
quantidade de lados do poligono menos 3 e a quantidade de tridngulos internos € igual
a quantidade de lados do poligono menos 2.

Logo, para um poligono de n lados, teremos n — 3 diagonais partindo de um
vértice e n — 2 triangulos internos.

Por fim, montamos uma pequena tabela:

Numero de lados 4 5 6 n
Nume?rq de diagonais de 1 ) 3 n—3
um vertice

Numero de tridngulos ) 3 4 n—9

internos

Visto que, a soma dos angulos internos de um tridngulo vale 180° na
geometria euclidiana temos para um poligono n lados a soma dos angulos internos é
dada por S,, = (n — 2) - 180° paran > 3.

Como o numero de vértices € igual ao numero de lados do poligono, segue
que teremos, com extremidade nos n vértices:

n - (n — 3) diagonais (1)
No entanto, cada diagonal tem extremidades em
dois vértices, por exemplo no quadrilatero, observamos que a

diagonais AC' = C'A representa a mesma diagonal:

Se cada diagonal é contada duas vezes, entao basta
dividirmos (1) por dois:

J— n(nQ— 3) @)

Para finalizar, utilizamos o processo de indugdo matematica para mostrar

C e , n(n—3
que para n > 3, é valido as férmulas d = % eS,=(n—2) 180"
Antes vamos estabelecer algumas relagdes de recorréncia através de uma

tabela:
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d=

" 2

3 0

4 2 2=04+2=>dy=d3s+2=d3+3—1

5 5 b=243=ds=ds+3=dy+4—-1

6 9 9=5+4=ds=ds+4=ds+5—1
n+1 dn+1:dn+n—1

n | S, =(n-2)-180"

3 180°

4 360° 360° = 180° + 180° = S, = S5 + 180°

5 5400 540" = 360° + 180° = S5 = S, + 180°

6 720° 720° = 540° + 180° = S5 = S5 + 180°
n+1 Spi1 = Sn +180°

Entdo, aplicando o processo de indugao matematica temos:

dzm,nzg)
2
Paran:3temosd:3(3_3) :3'0:9:0
2 2 2
- 1 -2
Queremos provar que d,, = w = dy 1 = (n + )2(” )
dn+1:dn—}—n—1:w+n_l:
nn—3)+2n—-2 nn-3) +n+n-2
dn—|—1: =
2 2
b= =34 D4n-2 nn-2-1+h)+n-2
2 2
dnH:n(n—3+1)+n—2:n(n—2—1+1)+n_2:>
2 2
nn—2)+n-2_(n+1)(n-2)
dn+1: 5 = 2
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S, =(n—2)-180% n >3

Paran = 3 temos S3 = (3 —2) - 180° = 1 - 180° = 180°

Queremos provar que S,, = (n —2) - 180" = S,,,1 = (n — 1) - 180°
Spi1 =S, +180° = (n —2) - 180" + 180° = n - 180° — 2 - 180" + 180"
Spi1 =mn-180° — 360° 4+ 180° = n - 180" — 180° = (n — 1) - 180"
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