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Resumo

Desde que o resto da divisdo de um inteiro positivo n = 3 por um
inteiro d > 0 ficalimitado por 0 e d — 1, podemos estabelecer uma correspondéncia
biunivoca entre o conjunto das classes residuais médulo n e o conjunto das raizes
de ordem n da unidade complexa. Dado que cada uma dessas raizes representa um
vértice de um poligono regular, temos, por isomorfismo, que o conjunto desses

pontos do plano, aditivamente, € uma copia do conjunto Z,.

Palavras chave: Conjuntos, operagdes, isomorfismos e poligonos.



Abstract

Since the remainder of the division of a positive integer n > 3 by an integer
d >0 is bounded by 0 and d — 1, can establish a biunivocal correspondence
between the set of residue classes module n and the set of order n roots of complex
unit . Given that each of these roots is a vertex of a regular polygon, we have, by

isomorphism, that all of these points in the plane, additively, is a copy of the set Z,.

Keywords: Sets, operations, isomorphism and polygons.
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Introdugao

Os contetidos que compdem a grade curricular do mestrado profissional em
matematica - PROFMAT/SBM permitem uma satisfatoéria atualizacdo de nossos
conhecimentos sobre Fungdes, Geometria, Geometria Analitica, Aritmética e
Algebra, permitindo, inclusive, que aprendamos a relacionar varios assuntos e

conceitos ja estabelecidos nessa parte da Matematica.

Um importante resultado que envolve os nimeros inteiros e o conceito de
divisdo é o algoritmo da divisdo euclidiana: para quaisquer dois inteiros a e b, com

a # 0, sempre existem dois Unicos inteiros g e r, taisque b = gqa+re 0 <r < |al.

A divisdo estd presente desde cedo em diversas atividades cotidianas das
criangas, como dividir objetos com um colega, repartir quantidades em partes iguais,
colocar uma mesma quantidade de objetos em diversos recipientes (LAUTERT;

SPINILLO, 2002).

Nessa fase de consolidagdo do conhecimento da crianga, existe uma
preocupacdo maior em compreender e efetuar a operacao de divisdo do que com o
fato de que o quociente (ou resultado dessa operacdo) e o resto de uma divisdo
sejam unicos. E, claro, nessa fase, a unicidade desses numeros inteiros que surgem

ao efetuarmos uma divisdao podem ficar em segundo plano.

0 estudo das fung¢des em conjunto com as estruturas algébricas permite que
facamos boas comparagdes. Os isomorfismos entre os espagos vetoriais, que
estudamos na Algebra Linear, sdo particulares exemplos de como podemos associar
os aspectos algébricos de duas estruturas. Por exemplo, partindo de uma definicao
de multiplicacdo entre pontos (ou vetores) do plano, podemos definir um
homomorfismo bijetor do conjunto C dos nimeros complexos para R?, que é uma

forma concreta de apresentarmos esses nimeros.

Esse é um dos pontos de partida para a comparacdo entre duas estruturas
que queremos fazer. Vamos, a partir das raizes de ordem n da unidade complexa,
determinar um poligono regular de n lados e, através de um isomorfismo, mostrar
que o conjunto dos vértices desse poligono pode ser identificado como o conjunto

das classes de equivaléncia moédulo n, este inteiro. As nog¢des da teoria dos
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conjuntos, o emprego do Algoritmo da divisdo de Euclides, propriedades do Maximo

Diviso Comum e as descrigdes do conjunto dos numeros complexos, além da
identificacdo das raizes da unidade como sendo vértices de um poligono regular, nos
convidam a fazer uma leitura agradavel e complementar, no sentido de que os
conteudos estdo organizados e rigorosamente de acordo com a linguagem
matematica e podem servir de material de apoio para professores estudantes de

matematica.

No primeiro capitulo serdo apresentadas as fundamentac¢des para o trabalho.
Os conceitos da Teoria dos Conjuntos englobam operagdes e suas propriedades e as
relacoes de equivaléncia, onde destacamos a relagdo de congruéncia modulo um

inteiro n. As no¢oes de Aritmética nos permitem concluir que o conjunto quociente
de Z por = (modn), definido por Z/= (modn) = Z, ={z/z € Z}, contém

exatamente n elementos e que nele podemos definir operagdes de adicao e
multiplicacao. Nesse contexto, o Algoritmo da Divisdo Euclidiana é decisivo. Depois
de darmos uma descri¢ao do conjunto dos nimeros complexos, ao final do capitulo,
utilizando o conceito de homomorfismo, mostramos que C é isomorfo ao plano R? e

apresentamos formas “mais concretas” de um nimero complexo.

No segundo capitulo, sera exibido o passo a passo da construcdo de alguns
poligonos regulares inscritos em uma circunferéncia. As construcoes que podem ser
feitas por meio de régua e compasso, foram efetuadas por meio do Geogebra
(software de matematica dinamica que combina conceitos de geometria, algebra e
calculo.). Discutimos, ainda, a construcado dos poligonos regulares de 7,9 e 27 lados.
Depois de estabelecermos que as raizes complexas da unidade possam ser vistas
como os veértices de um poligono regular, inscrito em uma circunferéncia de raio 1,
nos convencemos que essa é uma forma mais precisa de construcdo daqueles
poligonos impossiveis de serem construidos através de régua e compasso, de acordo

com o Teorema de Gauss-Wantzel.

Através da formula de De Moivre, calculamos as poténcias das raizes de
ordem n de alguns nimeros complexos, no intuito de mostrar que, em geral, o

conjunto desses pontos do plano nado é fechado para a multiplicacdo. Dessa forma,
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deixamos claro o porqué de nossas considerag¢des recairem sobre o conjunto U,,, das

raizes de ordem n da unidade complexa.

No ultimo paragrafo, sera feito um estudo da estrutura multiplicativa do
conjunto das raizes de ordem n da unidade, comparando-a, através de um
isomorfismo, com a estrutura aditiva do conjunto das classes de congruéncia
modulo n.

Segundo [an Stewart em [1], “Somar é muito mais simples que multiplicar’.
[sso se contrapde a uma ideia muito difundida por René Descartes [2], “Ndo existem

métodos fdceis para resolver problemas dificeis’.

Embora, o contexto desses pontos de vista tenha sido em relacdo a
importancia do estudo dos logaritmos, cujos calculos em produtos sao facilitados
por meio de uma “transformacao” em soma de calculos de logaritmos, as nossas
discussdes tém o mesmo sentido, quando nos propomos a estudar propriedades
relacionadas a uma estrutura algébrica multiplicativa, através de propriedades
observadas em uma estrutura algébrica aditiva. N6s encerramos as nossas
discussoes mostrando que todas as propriedades da estrutura multiplicativa do

conjunto C, valem para o conjunto U,,.
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Capitulo 1 - Conceitos Preliminares e Fundamentagoes

Nosso primeiro capitulo trata essencialmente das propriedades de uma
operacao definida em um conjunto nao vazio. As relacdes de equivaléncia definidas
no paragrafo 2 é uma das chaves para a conexdo que faremos entre objetos

geométricos e algébricos, parte central de nosso trabalho.

§1.1 Nogdes da Teoria dos Conjuntos

Neste paragrafo estabeleceremos o conceito de conjunto e elemento de um
conjunto e abordamos algumas no¢des bdasicas e gerais da teoria dos conjuntos,
enfatizando operacgdes e propriedades. Particularmente, incluimos o conjunto dos

numeros complexos sobre o qual também recaem as nossas principais observacdes.

1.1.1 Defini¢ées:
a) Denominamos de conjunto toda e qualquer colecdo de objetos (inclusive
uma colecdo sem objetos).

b) Cada objeto de um conjunto sera chamado de elemento.

Quase sempre representaremos um conjunto por uma letra maitscula do
nosso alfabeto, colocando os seus elementos entre chaves. E por letras mindsculas
de nosso alfabeto representaremos os elementos de um conjunto.

Se aé um elemento do conjunto 4, dizemos que “a pertence ao conjunto A’ e
anotamos isso por: a € A. Caso contrario, se “a ndo pertence ao conjunto A,
anotaremos: a € A.

Sejam A e B conjuntos. Se todo elemento de A4, é também elemento de B,
dizemos que “A estd contido em B” e anotamos A c B. Caso contrario, se pelo menos
um elemento de A nao esta contido em B, anotamos A ¢ B, que significa que “A ndo

estd contido em B”.

Admitimos que, para qualquer objeto ou elemento x e um conjunto A dados,
ocorra exatamente uma das duas possibilidades, ou x € A ou x € A. Além disso, se
os elementos a; e a, estdo em A4, temos como verdadeira somente uma das duas

possibilidades: a; = a, ou a; # a,.
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1.1.2 Defini¢do: Dois conjuntos A e B sdo iguais se, e somente se, A e B possuem 0s

mesmos elementos ou se, e somentese, A c BeB cC A.

A igualdade de conjuntos representa um dos axiomas bdasicos da teoria
axiomatica de ZFC (Zermelo-Fraenkel-Choise). O Axioma da Extensionalidade: Se
cada elemento de A é um elemento de B e cada elemento de B representa um

elemento de A, entio A = B.

A existéncia do conjunto vazio é também um dos axiomas basicos dessa
teoria. O Axioma da Existéncia: Existe um conjunto, denotado por ¢ e chamado de

vazio, que ndo possui elementos.

1.1.3 Observag¢do: Uma colecdo sem objetos é denominada de conjunto vazio. Tal

conjunto serd denotado pela letra grega ¢. Vale que ¢ c X, para todo X imaginavel.

Assim, toda lista de conjuntos tem como conjunto mais elementar o conjunto
vazio. Isso é devido a definicdo de “ndo estd contido” mencionada em um de nossos
paragrafos acima. Se X é qualquer conjunto, s6 teriamos ¢ & X, se existisse pelo
menos um elemento a € ¢, tal que a € X. Como em ¢ nao existem elementos,
admitiremos por falta de argumentos, que ¢ € X, independentemente da natureza

dos elementos desse conjunto X.

Pelos mesmos argumentos que nos indicam que devemos considerar a
inclusao acima, podemos admitir a unicidade do conjunto vazio, pois se supormos

que sdo vazios os conjuntos ¢, e ¢, concluiremos que ¢; < ¢,e que ¢, C ¢;; ou

seja, que @1 = ¢,.

Por # A, denotaremos a quantidade de elementos do conjunto A. Se# A = 1,
diremos que o conjunto A € unitario. O conjunto vazio tem, exatamente, # ¢ =0

elementos.

1.1.4 Defini¢do: Sejam A e B conjuntos. Definimos:
a) AUB = {x/x € Aoux € B} conjunto unidode A com B.
b) AN B = {x/x € Aex € B} o conjunto intersecdode A com B.
c)SeAcQ Cq(A) ={x/x € Qex & A} o conjunto complementar de A em

relacdo a (), nesta ordem.
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d) A\B = {x/x € A e x & B}, o conjunto diferenca entre A e B, nesta ordem.

Claro que se tem B c A ocorre que A\B = C, (B).

e) AXB = {(a,b) /a € Aeb € B}, o produto cartesiano entre A e B, nesta
ordem.

f) P(A) = {X/X c A}, o conjunto formado por todos os subconjuntos de 4, é

denominado o conjunto das partes de A.

Se A possuin elementos é possivel mostrar, por inducio, que P(A) possui 2™;
elementos V n € N. Isso sugere que P(A) também seja chamado conjunto poténcia

de A.

Olhando em um conjunto nao vazio podemos definir leis de composi¢ao

internas entre seus elementos, que sdo comumente chamadas de operacgoes.

1.1.5 Defini¢do: Seja A um conjunto nao vazio. Dizemos que uma operagcdo * esta
(bem) definidaem A se, e somente se,V x,y € Avaleque x *y € A.

Sao exemplos de operagdes bem definidas em um conjunto ndo vazio:

- aadicdo “+” em N;

-aunido U em P(A), sendo A um conjunto nio vazio;

«n

- a multiplicacao “” no conjunto M, (R) das matrizes quadradas de ordem 2.

A adicao “+” em N ndo esta bem definida em [, o conjunto o dos niumeros

impares, ja que a soma de dois nidmeros impares é um nimero par.

Algumas operacoes definidas em um conjunto nao vazio A possuem certas

propriedades que vamos listar a seguir.

1.1.6 Defini¢do: Sejam A um conjunto nao vazio e * uma operacgao definida em A.

a) Dizemos que esta operacdo tem a propriedade associativa se, e somente
se,Va,b,c € A,valequeax*(bx*c) = (ax*bh)*c.

b) Dizemos que esta operagao tem a propriedade comutativa se, e somente
se,Va,b € A,valeque a*xb =b *a.

c) Dizemos que e € A é elemento neutro para a operagao * se, e somente se,

valequeVa € A,valeque axe =¢exa =a.
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d) Se a operacgdo * admite elemento neutro e, dizemos que um elemento a €

A possui inverso com respeito a operagdo * se, e somente se,

1 1

JaleAtalque axal=alxa=e.

1.1.7 Exemplos:

a) Em P(Q), com Q = {a, b, c}, as operagdes unido e intersecdo estio bem
definidas e admitem a propriedade comutativa, isto é, para quaisquer

X,Y em P(Q)), valem as seguintes igualdades: X UY =YuXeXNnY =Y NnX.
ffR—R

b) Sejam S={ x- f(x)=ax+b

/a,b €R,a+ O}e"o”aoperagéo

composicdo de funcdo. Claramente, as fungdes f e g definidas abaixo estdao em .

f:R—R g R—R
x f(x)=x+3 ¢ x gx)=—x

Agora, vale que
gef:R—R

x (g0 =g(f(x) =—(x+3) = —x—3

fegR—R
x5 (fog)@) = f(g(0) = f(—x) = —x +3

Embora D(f) =D(g) = CD(f) = CD(g), temos claramente que (fo
g)(x) # (g ° f)(x), 0 que mostra que f o g # g o f. Portanto, a operagdo “o” ndo é
comutativa.

c) Considerando a adi¢do no conjunto Z dos niumeros inteiros, temos que: 0
é o elemento neutro e todo elemento possui inverso. Particularmente, temos que
771 = -7,

d) Considerando a multiplicagdo no conjunto @ dos nimeros racionais,
temos que: 1 é elemento neutro e todo elemento ndo nulo possui inverso.

. _ 1
Particularmente, temos 771 = p
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e) Se A é um conjunto nio vazio, podemos considerar P(A), o conjunto das

partes de A. E facil ver que as operagdes N (intersecdo) e U (unido) estdo definidas

em P(A). Além disto, A e ¢ sdo, respectivamente, o elemento neutro de N e U.

1.1.8 Definigdo: (As Leis do Cancelamento): Seja 4 um conjunto nao vazio e * uma
operacao definida em A. Se para a, b, c € 4, temos:
a*b=ax*c e b =c (cancelamento a esquerda)
b*xa=c*a & b =c (cancelamento a direita),

dizemos que valem as /eis do cancelamento para a operagao * definida em A.

1.1.9 Exemplos:

a) Do fato de que ndo existem divisores de zero, juntamente com o fato de
que a multiplicagdo é comutativa no conjunto Z dos nimeros inteiros, podemos
verificar que as leis do cancelamento valem quase sempre para a multiplicacao

nesse conjunto: V x,y,z € Z,comx # 0,valeque xy =yx=xz=2zx ©y =2z

b) Seja 4 um conjunto ndo vazio e P(A) = {X/X < A} o conjunto das partes
de A. Claramente a intersecdo “N” esta bem definida em P(A). Mas, para os conjuntos

A, B, Cem P(A) com AN B= ANC em geral, ndo vale que 4 = B.

1.1.10 Observagdo: O elemento neutro e inverso, relativo a uma dada operacgdo *
definida em um conjunto 4 ndo vazio, quando existem, sao unicos.

Demonstragao: Primeiramente, suponhamos que e seja o elemento neutro para a
operacao * definida em A. Entdo, para todo a € 4, vale que a x e = e * a = a. Agora,
separae’ € A,tambémvaleque axe' = e’ xa =a,vemosque e =e' xe=ex* e’ =

e’, 0 que prova a unicidade de e em 4.,

A unicidade do elemento inverso é provada de maneira semelhante.
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1.1.11 Defini¢do (Poténcias inteiras): Seja A um conjunto ndo vazio, “+” uma

operacdo bem definida em A e e o elemento neutro para essa operacao. Entdo,

definimos as poténcias inteiras para um elemento a em A, da seguinte maneira:

a’®=e
al=a
a’=ax*a

ad=axax*a

at=axax*..xa
~———
n vezes

1 1

a"=(@aH'=alxal*..xa"!,se existir a”!, o inverso de a com

nvezes

respeito a operagao *.

1.1.12 Definigdo: Se os elementos de A podem ser operados com os elementos de B,
viauma operacgdo *, A e B conjuntos nado vazios, entdo, podemos construir o conjunto

AxB = {axb/a€Aeb € B}.

1.1.13 Exemplos:
a) Calculando algumas poténcias de 5, em relacdo a operacao de adi¢ao em Z,
obtemos
50 =0,
51 = 5,
52 = 5+5= 10,

5m"= -5+ (=5)+...+(-5) = n(-5) = -5n.
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b) Dados M ={1,2,3,5,7,11} e N = {2,4, 6,8}, podemos calcular os

seguintes conjuntos:

M+N={m+n/meMen€eN}={3,45,6,7,8910,11,13,15,17,19}

M~—-N={-7,-6,-5-4,-3,-2,—-1,0,1,3,5,7,9}
Notemos que

M —N # M\N = {1,3,5,7,11}

1.1.14 Definigdes:
a) Dizemos que dois conjuntos A e B sdo disjuntos se, e somente se, a
intersecc¢do entre eles é o conjunto vazio.

b) Uma particdo de um conjunto S # ¢, é toda colecao C de subconjuntos de

S tal que, obedece as seguintes condigoes:
) X#¢;, VXEC;

iXNY=¢;vX,Y€EC comX #Y;

iii) UL =S.

1.1.15 Exemplos:

a) Todo conjunto unitario A = {a} tem exatamente uma particdo: {{a}};

b) Sendo 2Z e I os conjuntos dos nimeros pares e impares, respectivamente,
temos que {2Z, I} é uma particdo de Z.

c) Denominando 0, 1 e 2, os conjuntos dos ntimeros inteiros que divididos
por 3 deixam restos 0, 1 e 2, respectivamente, temos também que {0, 1, 2} é uma

particdo de Z.

Uma particdo especial de um conjunto pode ser obtida a partir de uma
relacdo de equivaléncia. Esse tipo de relacdo, que iremos definir a seguir, pode ser
de fundamental importancia para a compreensao da estrutura do conjunto sobre o

qual ela venha a estar definida.
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1.1.16 Defini¢dao: Uma relagdo ~ sobre um conjunto A ndo vazio é chamada de

relacdo de equivaléncia se, e somente se, V a,b,c € A,
i) a ~ a (o que significa dizer que ~ é reflexiva);
ii) Se a ~ b; entdo b ~ a (o que significa dizer que ~ é simétrica);

iii) Sea ~ b e b ~ c; entdo a ~ ¢ (o que significa dizer que ~ é transitiva).

1.1.17 Exemplos:

a) A relacdo = de igualdade em R: x~y <& x =y é uma relacdo de
equivaléncia.

b) Em N, a relagdo: x~y & x e y deixam o mesmo resto quando divididos
por 5 é reflexiva, simétrica e transitiva.

c) A relagdo = de congruéncia no plano euclidiano: T; ~ T, & T; = T, é tal
que: VY Ty, T,, T5 triangulos sobre o plano, valem:

)T, =Ty

ii)seT; = T,; entdo, T, = Ty;

iii) se Ty =T, e T, = Ts; entdo, temos T; = T;.

d) Seja A o conjunto dos dias do més de Maio do ano de 2015. Definindo que:
para quaisquer dias d; e d, do més de maio, d,~ d, < d; e d, caem no mesmo dia

da semana, vale que ~ é uma relagdo de equivaléncia.

Domingo Segunda | Terga Quarta Quinta Sexta Sabado
1 2
3 4 5 6 7 8 9
10 11 12 13 14 15 16
17 18 19 20 21 22 23
24/31 25 26 27 28 29 30

Nesse caso, temos claramente que o dia 28 nao se relaciona com o dia 10 de
maio, enquanto que 4, 11 e 25 se relacionam, caindo todos numa segunda feira.

Notemos que a relacdo de igualdade pode ser definida em qualquer conjunto
A nao vazio. Evidentemente, depois de se saber comparar os elementos desse

conjunto.
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Se Aé o dominio de uma fungdo £ comparando os elementos de f(4)=/m (4),

temos uma relacdo induzida por £ que pode ser visto como uma generaliza¢do da
relacdo de igualdade do item a). Basta tomar fcomo sendo a fun¢do identidade em

A

1.1.18 Defini¢do: Seja ~ uma relacao de equivaléncia definida em um conjunto A ndo
vazio. Entao o conjunto:

a)a = {x € A /x~a} é denominado classe de equivaléncia do elemento a;

b) A/ = {a/a € A} é denominado conjunto quociente de A pela relagio ~.

1.1.19 Exemplos:

Olhando nos exemplos em 1.1.17, vemos que:

a) No item a), paracadar € R, ¥ = {r} é sempre um conjunto unitario. Além

disso, o conjunto quociente ]R/ = é um conjunto infinito.

1.1.20 Observagao: Seja ~ uma relacdo de equivaléncia definida em um conjunto
A ndo vazio. Entdo, as seguintes proposi¢des sao equivalentes:

i) a~b;

ii)a € b;

iii)b € a;

iv)a = b.
Demonstragao: Pode ser feita no sentido i) = ii), ii) = iii), iii) = iv) e iv) = i). Menos
evidente é o passo iii) = iv): Por hip6tese b € a e assim b~a. Equivalentemente, por
simetria, a~b. Entdo, para todo x € @, vale que x~a. Por transitividade, vemos que
x~b. Isso mostraque x € b eentdo a c b. Argumentos analogos mostram

que b C @ e, portanto, vale que a igualdade @ = b.,
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1.1.21 Observagao: Se ~ é uma relacdo de equivaléncia definida em um conjunto

A nao vazio; entdo o conjunto A/ éuma particdo de A.

Demonstragao: (Ver definicdo 1.1.14, item b). Dado que ~ é reflexiva, temos sempre
que a~a. Entdo,a € aeporisso,valequea # ¢;Va € A/ Que toda classe @ é um
subconjunto de 4, é claro.

Agora,Va,b € 4/~ seanb # ¢, existe um elemento x € @ N b, e assim, x €
aex € b.Dai, x~a e x~b. Segue imediatamente que a~b e, por 1.2.5, temos que @ =
b.Isso mostra que se @ # b; entdo, de fato, vale quea N b = ¢.

Por fim,V y € U a,paraalgumaclassed, y € a={x € A /x~a} c 4;ou

aef/~
seja,y € A. Poroutrolado,V a € A,valeque a € a ={x € A /x~b} C U a . Dai,
ael/~

temos a igualdade: Uzca, a@ = A.q

§1.2 Uma Particdo Especial do Conjunto Z dos Nimeros Inteiros

Esse paragrafo é um preparo para a construcdo de um conjunto finito que

tem a mesma estrutura aditiva do conjunto dos nimeros inteiros.

1.2.1 O Conjunto Z dos Numeros Inteiros

O conjunto Z é a base da construcdo dos nimeros racionais e a algebra dos

inteiros é de fundamental importancia no estudo das estruturas algébricas.

No conjunto 7. ={...,—3,—2,—1,0,1,2,3,...} dos nimeros inteiros estdo
definidas as operagdes de adi¢dao (+) e multiplicacdo (). Valem as seguintes
propriedades: V a,b,c € Z

Aj:a+(b+c)=(a+b)+c

Aa+b=b+a

Az:30€Ztalque0+a=a+0=a

Ag:d-a=(—1a€eZtalquea+(—a)=—a+a=0

M;:a.(b.c) = (a.b).c
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Mz:a.b =b.a

M3:31€Z talque l.a=a.1=a
My:Sea.b = 0,entdoa = 0 ou b = 0. (Em Z nao existem divisores de zero).

D:a.(b+c)=ab+ac=b.at+c.a=(b+c).a

Além disso, usando que 0 + 0 = 0,vemos que: 0.z =z.0=0;Vz € Z.

asea=0

é denominado valor absoluto
—asea <0

1.2.2 Defini¢do: O nimero inteiro |a| = {

do nimero inteiro a.

Comumente, |a| é chamado de médulo de a. Olhando cada ponto da reta como
um numero, entendemos que |a| representa a distdncia de a até origem da reta.

Assim, por exemplo, |3| =3 = —(—3) = |-3|.

Consoante com a defini¢io de |a|, para todo inteiro a, temos: |a| = 0, |a|? =

a? |—-al =la|, a <lal.

O valor absoluto de um ndmero inteiro a também pode ser definido pelas
igualdades: |a| = max(—a,a) = Va?; onde Va? denotada a raiz quadrada (nido

negativa) de a? e max(—a,a) indica o maior dos inteiros -a e a. Dessa forma,

|—-2| =/ (=2)? = —(=2) = max(2, — 2).

De facil verificacao sdo os itens seguintes:

1.2.3 Observagdo: Se a e b sdo dois inteiros, entdo valem:
a) |a.b| = |al.|bl;
b) |a + b| < |a| + |bl;
¢) la—b| < |a| + |b].

Demonstragdo: a) pela definicio de médulo, temos |a.b| = /(a.b)? = Va2.b? =
Va?.Vb? = |al.|b|.

b) temos —|a| < a < |ale — |b| < b < |b|. Somando ordenadamente estas
desigualdades, obtemos —(|a| + |b|) < a+ b < |a| + |b|, 0 que implica que |a +
b| < |a| + |b].

c) pelo item b) e como - b = +(-b), vale que |a — b| = |a + (—=b)| < |a| +
|=b| = lal + |b|.a
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1.2.4 Observagio: Seja Sum subconjunto de Z (S c Z). Suponhamos que 1 € S e que

z.5 € Sparatodo s € S e todo z € Z. Entdo, S = Z.

Demonstragao: Temos que S c Z. Entdo, devemos mostrar que Z C S. Sabemos que
paratodo z € Z e todo s € S, temos z.s € S. Fazendo s = 1, ja que 1 € S, segue que
z.1=z€S. Como z é um elemento qualquer de Z, vemos que Z C S. Portanto,

concluimos que § = Z.4

1.2.5 Defini¢do: Dados dois nimeros inteiros a e b, diremos que a divide b,
escrevendo a \ b, quando existir c € Z tal que b = ca. Neste caso, diremos também

que a é um divisor ou um fator de b ou, ainda, que b é um multiplo de a.

1.2.6 Observagdo (Propriedade Arquimedianaem Z): Sea, b € Z e b # 0, entdo existe
n € Z tal que nb > a.

Demonstragdo: Como |b| >0, temos |b| =1 e (la| +1)|b| > |a| +1 > |a| > a.
Assim, se b > 0, bastatomarmosn = |a| + 1.Seb < 0,n = —(|a| + 1). Isso termina

a demonstracao.

Além dessa propriedade, usaremos o Principio da Boa Ordenacao - P.B.O. (ver

[4]; pag. 16) para provarmos, devido a Euclides, a importante observacdo que segue.

1.2.7 Observagao (Divisdo Euclidiana): Sejam a e b numeros inteiros com a # 0.
Entio, existem Unicos inteiros g e r de modo que b = aq + r;com 0 < r < |al.
Demonstrag¢do: Considere o conjunto S = {0 < b — ay/ y € Z}. Por 1.2.6, existe um
inteiro n € Z tal que b —ny > 0. Isso mostra que S # ¢. Pelo P.B.0., S possui um
primeiro elemento; digamos,r = b — aq = 0.

Agora, se temos r > |a|, vale que r = |a| + s e assim, temos 0 < s < r; ja que
a#0elal>0. Mas,entaios=r—|al|=(b—aq) —|lal=b—(q* 1)a € S. Uma
contradicdo com a escolha do r. Portanto, temos 0 < r < |ale b = aq + .

Para provar a unicidade dos inteiros q e r podemos supor que b = aq +r =
aq’ + r' e, usando as desigualdades 0 < r < |a| e 0 < r’ < |a], concluirque a = a’ e,

consequentemente, que r = r' (ver [4]; pag. 17) .a
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1.2.8 Defini¢ao: Sejam a e b nameros inteiros quaisquer e sejan > 1 um inteiro fixo.

Dizemos que a é congruente a b modulo n se, e somente se, n divide a diferenca a —

b ou seja existe um inteiro k tal que a — b = kn.
Escrevemos a = b(mod n) sempre que a é congruente a b médulo n.

De acordo com a definicao em 1.1.16, é de facil verificacdo que a congruéncia
modulo n é uma relacdo de equivaléncia no conjunto Z dos ndmeros inteiros,
comumente denotada por: = (mod n).

A classe de equivaléncia de um elemento z € Z, por definicao, é o conjunto:

Z={x€Z/x=z(modn)} ={x €EZ/x —z =kn;comk € Z}

O conjunto quociente de Z por = (mod n) é, por definicdo, o conjunto:
Z (=
/E (modn) — {z/z e}

Observemos que, pondo nZ = {nk; comk € Z} = {---,—2n,—n,0,n,2n -},
correspondendo ao conjunto dos multiplos de n, podemos fazer a seguinte leitura

da relacdo de congruéncia definida acima: a = b(mod n) se, e somente se,a — b €

nZ. Dessa forma, é razoavel que podemos escrever Z/nZ ,ao invés de Z/= (mod n)

para denotar o conjunto quociente de Z por = (mod n).

De modo mais frugal ainda, adotaremos a notag¢ao Z/nZ = Z, para denotar

o conjunto quociente de Z por = (mod n).

Sempre que nos referirmos a congruéncia modulo n, estaremos

considerando 1 < n € Z.

1.2.9 Observagio: Para qualquer inteiro n >1, vale que Z, = {0,1, ...,n — 1} possui
exatamente n elementos.

Demonstracgio: Evidentemente, cada elemento X do conjunto {0,1,...,n — 1} é um
elemento de Z,. A outra inclusdo, menos evidente, pode ser mostrada da seguinte
forma: V Z € Z,, vale, dividindo z por n, conforme a observacdo em 1.2.7, que
existem Unicos inteiros q e r tais que z=qn+r, com 0 <r <n. Como 7r é um
numero inteiro, vale que r € {0, 1, ...,n — 1}. Além disso, aigualdade z — r = gn nos
da que z = r(mod n). Por 1.1.20, temos que z= 7 € {0,1,...,n — 1}. Por 1.1.21,

Z, = {0,1,...,n — 1} possui exatamente n elementos.
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Essa pequena observacio mostraque Z, = {0, 1, ...,n — 1} é uma particio de

Z. Ela tem um carater especial porque nos permite construir um conjunto finito no
qual, por conta do resultado em 1.1.20, podemos definir opera¢cdes de adicao e

multiplicacdo. Isso sera explicado no paragrafo seguinte.

§1.3 Conjuntos Aditivamente e Multiplicativamente Fechados

1.3.1 Defini¢do: Dizemos que um conjunto S # ¢ é fechado para a operagdo * ou que

* é uma operacao (bem) definidaem S se, e s6 se,V a,b € S,valequea xb € S.

0 conjunto dos nameros Irracionais nao é fechado para a multiplicacdo pois,
o produto vV2.v2 = V4 =2 € Q.
O fechamento de uma operagdo nos da a seguranca de que, ao operarmos com

os objetos de um conjunto, o resultado nao saira desse conjunto.

Pode ser que nao consigamos um adjetivo para os mais variados conjuntos e
suas variadas operagoes. Mas, se a operacao € de adicao ou multiplicacao, € comum
dizermos que o conjunto é aditivamente ou multiplicativamente fechado,

respectivamente.

Voltemos a relacao de equivaléncia definida sobre Z, a congruéncia médulo

n descrita em 1.2.8.

1.3.2 Observagdo: Sejam a,b,c,d el <n €Z. Entdo, se a=b(modn) e c =
d(mod n) vale que:

a) a+c=b+d(modn);

b) ac = bd(mod n).
Demonstragao: Imediata (ver [5]; Unidade 18, pag. 3).a

Claro que, além dessas igualdades, por 1.1.20, sempre temosa = b e ¢ = d.
Essas duas propriedades mostram que podemos definir uma adicdo e uma

multiplicacdo em Z,,.
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1.3.3 Definigfio: Sejam 1 <n €Z e a e b quaisquer elementos em Z,,. Podemos

definir e estdo bem definidas as seguintes operagdes:
+:a+ b = a + b (adi¢io);

-:a@.b = a.b (multiplicacio).

Notemos que, devido a observacdo anterior, independente do representante
de cada classe, essa soma ou produto das classes podem ser obtidos, simplesmente,
pela classe da soma ou produto.

Se o inteiro fixado é “pequeno” podemos pensar em uma tabela que nos
mostra os resultados quando somamos ou multiplicamos quaisquer dois elementos

de Z,. Vejamos alguns exemplos.

Para Z, = {0, 1}, temos as tabelas:

+ 0 1 0 1
0 0 1 0 0 0
1 1 0 1 0 1

(O8]

ParaZ, = {0, 1,2, 3}, temos as tabelas:

+
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ol
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ol
Nl

w
w
(e}
—_
\S}
(O8]}
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N
—_

A leitura dessas tabelas, comumente chamadas tabua de adi¢do e tdbua de
multiplicacdo, deve ser feita olhando da esquerda para a direita e de cima para baixo.
No cruzamento dessas filas esta o resultado da adigdo ou da multiplicagdo entre os

elementos das extremidades.

Depois dos argumentos acima, mesmo que destaquemos, e € importante que
facamos isso, se 1 < n € Z, temos, com relagdo as operagdes definidas em 1.3.3, que
Z,, o conjunto quociente de Z pela relacio = (modn), é aditivamente e

multiplicativamente fechado.
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1.3.4 Observagao: Para todos a, bece Z,, com 1 < n € Z, valem, e sdo de facil

verificacdo, as seguintes propriedades:
— Associatividade: (a+b)+c=a+ (b+¢)e(ab).c =a.(b.¢);
b. a;

— Comutatividade:@a+b = b+aea.b

— Existéncia de elemento neutro:a+ 0 =aea.1 = a;

— Existéncia de inverso aditivo: 3 —a € Z, talque a + (

N—’

—a) =0
— Distributividade da multiplicagdo em relagdo a adigdo: a. (b + ¢) = a.b + a.c.

Claro que, “debaixo da barra”, estamos relacionando tdo somente as

propriedades da adi¢do e da multiplicacao do conjunto Z dos nimeros inteiros.

De acordo com a definicdo em 1.1.6, um elemento a em Z, tem inverso
(multiplicativo), quando existir b € Z, tal que a.b = 1. A lista de propriedades
acima ja denuncia que, em relacdo a multiplicacdo que definimos em Z,, nem todo
elemento possui inverso. A tabela de multiplicacdo de Z,, apds a definicdo em 1.3.2,
mostra que, por exemplo, além de 0, o elemento 2 ndo é inversivel. Além disso,

mostra que 2.2 = 4 = 0, o que significa que existem divisores de zero em Z,.

A definicao de divisibilidade em 1.2.5 e o conceito de maximo divisor comum
podem ser utilizados para mostrar que, quando n é um nimero primo, a operacao

de multiplicacdo definida em Z,,, em 1.3.3, possui mais propriedades.

1.3.5 Observagio: Sejal < n € Ze seja 0 # a € Z,. Entdo, vale que a é inversivel se,
e somente se, a e n sdo relativamente primos. Consequentemente, a@.b = 0, se, e
somente se,a@ = 0ou b = 0.
Demonstragio: Se @ é inversivel, entio existe b € Z, tal que @.b = ab = 1, ou seja,
ab =1(modn) < ab —1 = kn < ab + (—k)n = 1. Claro que, assim, se 0 <d é
um divisor comum de a e n, entao, vale que d = 1 e, por isso, a e n sdo relativamente
primos.

Reciprocamente, se a e n sao relativamente primos, existem inteiros b e t tais
que ab + tn = 1 (ver [4]; pag. 24). Dessa igualdade concluimos que a.b + n.t =

leoab+nt=1<ab+0=1¢< a.b=1.Portanto, a éinversivel.,
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Os fatos geométricos ligados ao conjunto C dos nimeros complexos, que

iremos descrever no capitulo 2, tém uma conexdo com a estrutura do conjunto Z,,
se 2 < n € Z.Tal conexdo, que queremos estabelecer, depende também da descri¢cdao

que faremos a seguir do conjunto C.

1.3.6 O Conjunto C dos Numeros Complexos

As definicdes sobre numeros complexos tiveram um desenvolvimento
gradativo. Comecaram a ser utilizados formalmente no século XVI em férmulas de

resolucao de equagdes de graus 3 e 4.

Os primeiros que conseguiram formalizar respostas a essas equacgoes de grau
3 foram Scipione del Ferro e Tartaglia. Fato que poderia unir duas grandes mentes
matematicas criou o oposto. Tartaglia passou seus resultado a Cardano com a
promessa de ndo divulga-los, contudo apds verificar a exatidao das resolucdes de
Tartaglia, Cardano nao honra sua promessa e publica os resultados, com uma
menc¢ao ao autor, em sua obra Ars Magna de 1545, iniciando uma enorme inimizade.

A férmula deduzida por Tartaglia afirmava que a solu¢do da equacdo x3 +

px +q =0 era funcao dos coeficientes p e q e podia ser expressa por x =

Um problema preocupante notado na época foi que algumas equagdes
levavam a raizes quadradas de nimeros negativos. Por exemplo, a equacdo: x> —
15x — 4 = 0 tem trés raizes reais, o que da pra ver se a escrevermos na forma
(x —4)(x?> + 4x + 1) = 0. Assim, vemos que x =4 ou x = -2 —+V3 ou x = —2 +
V3. Agora, usando a férmula de Tartaglia, temos x = 3\/2 +v/—-121+ i/Z —+/—121,

o que evidenciou a conjuntura de que havia mais a se pesquisar e conhecer sobre

esses numeros.

Rafael Bombelli tentou colocar as expressoes 3\/2 ++v—121e i/Z —+v—-121
na forma a++vV—b e a—+V—b, respectivamente. Admitindo a validade das
propriedades usuais das operacdes tais como distributiva, comutativa, etc., usou-as

nas expressoes obtidas, obtendo a = 2 e b = 1. Com isso, conseguiu chegar ao valor

dex=V2+V—121+V2-v—121=(2+V-1)+(2-vV-1) = 4.
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A principio, os nimeros complexos nao foram observados como nimeros,

mas sim como um artificio algébrico muito util para a resolucao de equagdes. No
século XVII, foram chamados de numeros imagindrios, denotagdo atribuida a
Descartes. Euler e Abraham de Moivre comecaram a estabelecer uma estrutura
algébrica para os nimeros complexos no século seguinte. Particularmente, Euler
denotou por i a raiz quadrada de —1. Ainda neste século os numeros complexos
comecaram a ser analisados como pontos do plano (plano de Argand-Gauss),
permitindo a escrita de um nimero complexo através da forma polar. Com isso,

conseguiu-se calcular as poténcias e as raizes de modo eficiente e claro.
O conjunto C= {x +yi/x,y € Rei=+—1,0ondei? =—1} é definido
como sendo o conjunto dos nimeros complexos.
Claramente, o fato de que podemos escrever r = r + 0i; V r € R, mostra que

o conjunto R dos niimeros reais esta contido em C.

1.3.7 Defini¢des: Para todo z = x + yi € C, definimos que:
a) o numero complexo i = 0 + i é a unidade imagindria em C.
b) Re(z) = x é a parte real de z.
¢) Im(z) = y é a parte imagindriade z.
d) Z=x+ yi1 = x — yi é o conjugado de z.
e) (lgualdade de niimeros complexos) Sew = a + bi € C; entdovale que z =

w, se e somente se, valerem as igualdades Re(z) = Re(w) e Im(z) = Im(w).

Como no conjunto dos niumeros inteiros o médulo de um nimero complexo
também goza de algumas propriedades relacionadas. Como algumas delas estao
relacionadas com operacdes que podemos definir em C, vamos primeiramente

definir uma adigdo e uma multiplicagdo no conjunto dos nimeros complexos.

1.3.8 Defini¢do: Sejam z = x + yi e w = a + bi quaisquer elementos em C. Entdo,
podemos definir e estdo bem definidas as seguintes operagoes:
+:z+w=(x+yi)+ (a+b)=(x+a)+ (y+ b)i (adicio);
:z.w = (x+yi).(a+ bi) = (xa—yb) + (xb + ya)i (multiplicacido).
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Admitindo que sejam conhecidas as propriedades da adicdo e da

multiplicacao, definidas no conjunto dos niimeros, a multiplicagdo, menos natural
aqui, é feita com se faz a multiplicagdo entre somas em R, apesar de i ser a raiz
quadrada do nimero negativo —1. Usamos a comutatividade e a associatividade da
adicao e a distributiva da multiplicacdo em relacdo a adicdo, além de admitir que

i2=-1.

1.3.9 Observagao: Para quaisquer nimeros complexos z;, z, € z; em C, valem e sdo
de facil verificacao as seguintes propriedades:

— Associatividade: z; + (z; + z3) = (21 + 2,) + z3 e z; (2,23) = (212,)23;

— Comutatividade: z; + z, = z, + 21 € 21,2, = 7,74

— Existéncia de elemento neutro para a adicdo: 30 =0+ 0i € Ctal que 0 + z; =
z1+0 =2z

— Existéncia de elemento neutro para a multiplicagdo: 31 =1+ 0i € C, tal que
1z, =211 =2z

— Existéncia de inverso aditivo: 3 —z; = —a + (—b)i € C tal que z; + (—z,) =
—z1+2z1=0.

— Existéncia de “muito inversos” multiplicativos: se z; # 0,3 z;"1 € C tal que
71z, V=212, =1=1+0i.

— Distributividade da multiplicagdo em relagdo a adi¢do: z,(z, + z3) = 212, + 2,23

=22y + 2321 = (2 + 23) 74

Quase todas as propriedades acima podem ser mostradas tratando a unidade
imaginaria de C como se fosse também um ntimero.

Verifiquemos a comutatividade da multiplicacdo: Pondo z; = a + bie z, =
¢ + di,temos que z,z, = (a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (bc + ad)i. Agora, z,z; =
(¢ + di)(a + bi) = (ca — db) + (cb + da)i. Comparando esses produtos, depois de
usar a comutatividade da adi¢do e da multiplicacdo dos nimeros, vemos que z,z; =
Z1Z5.

O inverso de um numero complexo z = a + bi # 0 pode ser obtido pela

simples resolu¢do da equagdo zw = 1; onde w = x + yi é a “variavel”. A igualdade

a b
de complexos revela que z7! = + (— )i.
p ! a2+b? a2+b2
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Outra propriedade que é de imediata verificagdo é que 0z = 0; V z € C. Esse

pequeno fato também ajuda a demonstrar a seguinte

1.3.10 Observagdo: Se z;e z, estdo em C e z;.2z, = 0, entdo temos z; = 0ouz, =0
(em C ndo existem divisores de zero).

Demonstragdo: Pelas propriedades descritas anteriormente em 1.3.9, se z; # 0,
existe z; 1 € C, tal que z;z, ! = z; 71z, = 1. Dai, vem que

1.2, =0 z{ . (2;.2) = z;]L.0 & (z71.2). 2, =0 1.z, =0 <z, = 0. Por

Argumentos analogos, se z, # 0, concluimos que z; = 0.4

Antes de apresentarmos uma forma mais concreta de um nuUmero
complexo z, o que depende diretamente da defini¢cdo de seu conjugado Z =x + y1 =
x — yi, verificaremos algumas das principais propriedades relacionadas a esse

conceito.

1.3.11 Observagdo: Sejam z = x + yi ew = a + bi quaisquer elementos em C. Entdo,

vale, e é de facil verificacado, que:

d)sez# 0+ 0ientioz 1 =271
e)zz = x% + y=.

Demonstragao: Faremos somente os itens b) e d). Temos, primeiramente, que Zw =

(x+yut)(a+bt) = (xa—yb) + (xb + ya)t = (xa — yb) — (xb + ya)i. Por

o

comparacgdo, vemos que zw = (x — yi )(a — bi) = (xa — yb) — (xb + ya)i = zw,

que prova d). Agora, usando o item b) e e), podemos escrever z71Z = z~1

N
I

1+00=1.T+0:=(1+0)I+0t=12%+ 0% = 1. Isso mostra que, de fato, z~1 =

z71l,

Vale ressaltar que a barra, dependendo do contexto a ser analisado, pode ser
a representacdo do conjugado de um nimero complexo ou a classe de equivaléncia
de um inteiro z pela relacdo de congruéncia médulo n. Contudo, apesar da mesma
representatividade, nao havera prejuizo de modo que o ambiente deixara claro

sobre qual atributo estara sendo usado.
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Ndés podemos pensar na seguinte representacdo de um elemento z = a + bi

em C (ver figura abaixo): marcamos o valor de Re(z) = a, no eixo horizontal e
Im(z) = b, no eixo vertical do plano cartesiano. Entéo, o encontro das retas paralelas
a esses eixos e que passam por esses valores, determinam um ponto do plano que
representa z = a + bi. O ponto (a,b) representa o nimero complexo z = a + bi em

coordenadas cartesianas.

Figura 01: representacio geométrica de um niimero complexo

z=a+bi
*

Devido a definicdao de igualdade em 1.3.7, para cada z = x + yi em C, essa
representacao é Unica. Assim, de maneira mais concreta, podemos representar o
conjunto dos nimeros complexos como sendo C = {(x,y)/x,y € R} o conjunto de
pontos ou vetores de R2. O plano cujos pontos representam todos os elementos de
C, é chamado de p/ano de Argand - Gauss.

Agora, consideremos a figura abaixo, onde podemos desenhar um tridngulo

retangulo, no qual vale a relacdo de Pitagoras.
Figura 02: M6dulo e Argumento de um niimero complexo

A

b=Im(z) |~~~ ~~~~~ =~~~

r= [z = \/(a? + b?)

6=argz

a = Re(z)
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1.3.12 Defini¢do: Na representacdo do nimero complexo z = a + bi como um ponto

do plano:

a) denominamos |z| = vVa? + b% de mddulo do niimero complexo z. Esse
numero ndo negativo é igual a distancia do ponto das coordenadas cartesianas de z
a origem do plano de Argand- Gauss.

b) o dngulo formado entre o segmento de reta que liga a origem (0,0) do
plano ao ponto (a,b) e o eixo horizontal é chamado de argumento do niimero

complexo z.

Todo nimero ¢ = 6 + 2km, com k € Z, também é chamado de argumento de
z. Contudo, denominamos de argumento (principal) do niimero complexo z, o Unico

angulo 8 = arg(z) € |—n, «].

Ainda, no tridngulo retangulo, temos a = |z|cosf e b = |z|senf e assim,
podemos escrever z = a + bi = |z|(cosf + isenf) que é chamada a forma

trigonométrica ou forma polar do niimero complexo z.

Para termos uma ideia de como podem ser calculadas poténcias de um
nimero complexo z = a + bi, vamos verificar como que calculamos um produto de

numeros complexos na forma polar.

Dados z = |z|(cosa + isena) e w = |w|(cosB + isenfS) quaisquer elementos

em C. Temos que
Zw = (Izl(cosa + isena))(lwl(cosﬁ + isen,B)) =
|z||w|(cosacosp + isenacosf + isenacosf + isenaisenf) =
IZIIWI(cosacosB — senasenf} + i(senacosf + senﬂcosa)) =
IZIIWI(cos(a + B) + isen(a + B)).

Assim, o produto de dois numeros complexos na forma polar é igual a um
numero complexo cujo mddulo é o produto dos mddulos e cujo argumento é a soma

dos argumentos dos numeros complexos multiplicados.

Usando o principio de inducdo finita (ver [4]; pag. 16) e os calculos acima,

podemos verificar a validade da férmla de De Moivre, relacionada a seguir.
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1.3.13 Observagdo: (formula de De Moivre): Seja z = |z|(cos6@ + isen®). Para todo

n € N, vale que z" = |z|"(cos (n6) + isen (nd)).

A demonstracao desse fato pode ser feita por inducdo. Depois do passo
indutivo os calculos sdo idénticos aos que fizemos ao calcular o produto dos
numeros complexos z e w na forma polar, nos paragrafos acima. Essencialmente,

calculamos

ZWl = zz" = (Izl(cos@ + isen@))(lzl" (cos (nB) + isen (n))) =
|z|1z|™*(cos6 + isenB)(cos nB + isen nh) =

|z|”+1(c059cos(n9) — senfsen(nf) + cosfsen(nd) + sen@icos(n@)) =

|z|"*1 (cos((n + 1)9)) +i (sen((n + 1)9))

para mostrar que V n € N, vale a igualdade z" = |Z|"(cos (n@) + isen (n@)).

A férmula de De Moivre se verifica para todo inteiro n. Se n < 0 usamos o fato
de que —n > 0 e, por indugao, concluimos, ao final, que V n € Z, vale a igualdade z"

= |Z|n(cos (n@) + isen (nH)).

1.3.14 Observagdo: Consideremos o nimero complexo z = |z|(cos8 + isen8). Entdo,

0+2km . 0+2km
+ isen

para todo 0 < n € N, vale que wy, = Vz = /|z| (cos ); comk =

n

0,1,---,n — 1, sdo as n raizes distintas (de ordem n) de z. Particularmente, w;, =
cos % + isen %; comk =0,1,---,n — 1, sdo as n raizes distintas (de ordem n) da
unidade 1 =1 + 0i em C.

Demonstragdo: Uma raiz enésima de z = |z|(cosf + isenf) é um nimero complexo
w = |w|(cosp + isenp) tal quew™ = z, note que w™ = (IWI(COS(p + isen(p))n =
lw|™(cosp + isenp)™ = IWI”(cos(mp) + isen(mp)). Como w = Yz, temos que
w" = z; ou seja, temos IWI”(cos(mp) + isen(mp)) = |z|(cosB + isenB). Segue
entdo que |w| = r\l/memp =0+2kne @ =6+121£. Pondo k' =pn+ k,comp €

0+2krm 0+2(pn+k)m 0 2pnm+2km 0
Z e k=0,1,--,n—1, temos que ¢ = = (prth) =—+p—=;+

n n n n

2km

n

0+2km . 0+2km
Vlz| (cos + isen T); comk=0,1,--,n— 1.,

n

, ‘] 2km , ~
+ 2pm. Dai, entendemos que ¢ = —+—— e as n raizes de z sdo wy, =1z =
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Notemos que, se z =1+ 0i = 1, os niumeros wy, wy,***, W,_; sao distintos

entre si, pois a diferenga entre os argumentos de dois quaisquer deles nao é um
s . L 2(k1—k)m
multiplo de 2w. Essa diferenca é igual a ———— com k,k, €{0,1,---,n—1} e
. . Ki=kz) ~ s ., ky—k -1
assim o nimero % ndo ¢ inteiro; ja que 0 < “TZ) < nT< 1.
Nosso pequeno e ultimo paragrafo deste capitulo traz o conceito de
isomorfismo que é de fundamental importancia para a identificagdo geométrica que

queremos fazer dos elementos de Z,, quando fixamos 1 < n € Z.

§ 1.4 Fungdes especiais: homomorfismos bijetores

Inicialmente, utilizando os conceitos aqui abordados, faremos uma “boa”
identificacdo do conjunto C e, assim, mostraremos versdes mais concretas do
conjunto dos numeros complexos. No capitulo 2, efetivamente, veremos a

importancia dessas fungdes bijetivas para a problematica deste trabalho.

1.4.1 Definigdo: Sejam X e Y conjuntos ndo vazios. Suponha que * é uma operacdo

bem definida emX e que O é uma operacio bem definida em Y. Uma
Q:X—>oY

é dita um homomorfismo se, e somentese, Va,b € X, vale
x P @(x)

funcdo

que @(a*b) = ¢(a)op(b).

Um homomorfismo injetivo é denominado monomorfismo. Se for sobrejetivo

é denominado endomorfismo. Se for bijetivo é denominado isomortismo.

f:R—R

x o F(xX)=ax; onde

1.4.1 Exemplos: Conhecemos desde cedo a fungdo (linear)

0 # a € R. Essa fun¢do € um homomorfismo, jad que V x,y € R, vale que f(x + y) =
fQ)+ f).

As fungbes reais (do Calculo) In(x) e exp(x) também sido exemplos de
homomorfismos. Notemos que enquanto uma leva um produto em uma soma a

outra leva uma soma em um produto, respectivamente.
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1.4.2 Observagao: Se ¢ é um isomorfismo de X em Y, valem as seguintes

propriedades:

a) Sejam e o elemento neutro para uma operagdo * definida em X e € o
elemento neutro para uma operagao definida em Y. Entao, se em Y valem as leis do
cancelamento (lembrar 1.1.8), entdo ¢(e) = ¢’

b) Se x~1 é o inverso de um elemento x em X, entdo ¢(x™1) = (p(x))
Demonstragao: Primeiramente, temos que e * e = e. Portanto podemos escrever a
igualdade €ogp(e) = @(e) = p(ex* e) = p(e)ap(e); ja que ¢ é um homomorfismo.
Cancelando ¢(e) em ambos os membros da igualdade, fica demonstrado o item a).

Agora, de x*xx™1 = ¢ obtemos @(x* x™1) = ¢@(e). Como ¢ é um
homomorfismo e, pelo item a), p(e) = e’, vem que ¢(x)O¢p(x~1) = ¢’. Isto mostra

que p(x™1) = (p(x)) ~!eb) fica demonstrado também.

1.4.3 Observagio: Consideremos o conjunto R? = R X R = {(a,b) /a,b € R}. Em
R? podemos definir as seguintes operacdes: V (a, b), (¢, d) € R?

+:(a,b) + (c,d) =(a+c,b+d)

.:(a,b).(c,d) = (ac — bd, ad + bc).

E facil ver que, para essa adi¢do e essa multiplicacdo definidas em R?, valem todas

as propriedades listadas em 1.3.9.

6: C—RXxXR

Além disto, a fungao é um isomorfismo.
a+ bi— 6(a+ bi) = (ab)

Demonstra¢do: Primeiramente, vale que: Va + bi,c + di € C = D(8) se §(a + bi)
&(c + di), vale que (a,b) = (c,d) & a =ce b =d. Assim, obtemos que a + bi =
¢ + di. Isto mostra que 6 é injetiva.

Também temos que, para toda dupla (a,b)emR X R =CD(§), 3 um
nimero complexo a+ biem C = D(§), tal que §(a+ bi) = (a,b). Portanto,
também temos que § € sobrejetiva.

Por fim, V a + bi,c + di € C = D(6), temos 6((a + bi) + (c + di)) = 6((a +
c)+ (b + d)i) =(a+c,b+d)=(ab)+ (c,d) =6(a+ bi)+ 6(c+ di). E,
também, 6((a + bi)(c + di)) = 6((ac + bd). (ad + bc)i) = (ac — bd,ad + bc) =
(a,b)(c,d) = §(a + bi)6(c + di). Isso mostra que C é isomorfo a R?.,
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Olhando a definicdo de produto cartesiano em 1.1.4, entendemos que, em

geral, temos A X B # B X A. Além disso, a equivalénciaa =ce b=d < (a,b) =
(c,d), usada para mostrar a injetividade da fun¢do &, depende do conceito de

igualdade entre pares ordenados, o que consideramos entendido.

Agora, consideremos as operac¢des usuais de adicdo e multiplicacdo de

X
matrizes no conjunto C= {[ /x,y € ]R}. Podemos definir uma fung¢do que

-y 3C]]2x2

identifica cada niimero z = a + bi de C como uma matriz 4 = [ ab Z] de C. Esse
- 2x2

isomorfismo, entdo, nos da mais uma versao concreta de um nimero complexo.

Nao serd provado esse isomorfismo pois é realizada de forma analoga ao que
foi demonstrado anteriormente, mas podemos observar a validade da propriedade

a) descrita em 1.4.2.

Tomemos a seguinte fungao:
6: C—C

a+ bi — &(a+ bi) = [—ab Z]

2x2

Seja e = 0+0i, o elemento neutro aditivo em C , temos que ¢(e) =

0 0

0 0 = e, elemento neutro aditivo em C, assim ¢(e) = ¢’
2x2

(0 +00) =

Tomando-se e = 140i, o elemento neutro multiplicativo em C, temos que

1 0

] = ¢e', 0 elemento neutro multiplicativo em C e do
0 1 2x2

p(e) = p(1+00) = |

mesmo modo ¢(e) = e’.
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Capitulo 2 - A Algebra dos Vértices de um Poligono Regular

Neste capitulo mostraremos que o conjunto dos vértices de um poligono
regular tem a mesma estrutura algébrica que a do conjunto quociente, determinado

pela congruéncia médulo n, de modo aditivo.

Mostraremos que é possivel definir um homomorfismo bijetivo de modo a
comparar o conjunto das raizes de ordem n da unidade complexa, que podem ser

representadas geometricamente no plano cartesiano, com o conjunto Z,.

§2.1 Poligonos Regulares

2.1.1 Defini¢do: Um poligono é chamado de regular se, e somente se, tem todos os

seus lados e todos os seus angulos internos congruentes.

Esse conceito ja aparece nos estudos secundarios quando estudamos a area
das figuras planas, longe de sabermos da engenhosidade geométrica envolvida na

construcdo desses objetos, a depender das ferramentas que podem ser usadas.

De inicio iremos explicar, passo a passo, como construir alguns poligonos
regulares, utilizando o GEOGEBRA, que é, na atualidade, mais uma ferramenta que

podemos utilizar.

2.1.2 O passo a passo da construgdo de um triangulo equilatero
1. Marcamos um ponto A e um ponto B;

2. Tragcamos uma circunferéncia A1, centrada em A e que passe em B, e uma

circunferéncia Az, de centro em B e que passe em A;

3. Marcamos os pontos C e D, de intersecc¢do entre essas duas circunferéncias;

“—>
4. Tragamos a reta AB e marcamos o ponto E na circunferéncia A1;

5. Ligando os pontos C, D e E, obtemos o triangulo CDE que é um triangulo

equilatero inscrito na circunferéncia A1, de centro em A e raio r =AB.
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Figura 03: Construgdo de um tridngulo equilatero

2.1.3 0 passo a passo da construcdo de um quadrado

1. Marcamos um ponto A e um ponto B e constroéi-se a circunferéncia 2, de

centro em A e que passa por B;

2. Tracamos a semi reta B_A), determinando C, o ponto de intersecao dessa

semi reta com a circunferéncia;

3. Tragamos a mediatriz do segmento BC, determinando os pontos D e E, de

intersecdo dessa mediatriz com a circunferéncia;

4. Ligando os pontos B, C, D e E, obtemos o quadrado BCDE inscrito na

circunferéncia A.

Figura 04: Construgio de um quadrado
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2.1.4 0 passo a passo da construgdo de um pentiagono

1. Marcamos um ponto A e um ponto B e construimos a circunferéncia A, de

centro em A e que passa por B;

2. Tracamos a perpendicular ao segmento AB que passa em A, determinando

o ponto C sobre 2;
3. Marcamos D, o ponto médio de AC;
4. Tragar a bissetriz de ADBe encontramos o ponto H sobre o segmento AB;

5. Tracamos uma perpendicular a AB no ponto H, encontrando os pontos I e

], intersecao dessa perpendicular com A;

6. Tracamos uma circunferéncia de centro em I e que passa pelo ponto B,

encontrando o ponto K, outra intersec¢do dessa circunferéncia com A;

7. Tracamos uma circunferéncia de centro em ] e que passa pelo ponto B,

encontrando o ponto L, outra intersec¢ao dessa circunferéncia com A;

8. Ligando os pontos BIKL], obtemos o pentagono regular inscrito na

circunferéncia A.

Figura 05: Construgio de um pentigono regular
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2.1.5 O passo a passo da construgdo de um hexagono regular

1. Marcamos um ponto A e um ponto B;

2. Tragamos uma circunferéncia A1, centrada em A e que passe em B e uma

circunferéncia A2, de centro em B e que passe em A;

3. Tragamos a semi reta BA, determinando o ponto C, intersec¢ao dessa semi

reta com a circunferéncia Az1;
4. Tragamos a circunferéncia A3, de centro em C e que passa por A;
5. As intersecgOes de A2 e A3 com A1, chamamos de D, E, F e G;

6. Ligando os pontos BDECFG, obtemos o hexagono regular inscrito na

circunferéncia A1.

Figura 06: Construgdo de um hexagono regular

A construcdo que faremos a seguir, tendo por base as medidas obtidas no
processo descrito anteriormente, é uma aproximacdo satisfatoria do heptagono
regular. Em 1726, Gauss, aos 19 anos, mostrou que a constru¢do do heptagono
regular e de outros poligonos regulares era impossivel através de processos
euclidianos, investigou ainda a construtibilidade dos poligonos regulares de plados,

sendo pum ndmero primo.

Nessa investigacdo Gauss provou o seguinte resultado:



43
2.1.6 Observagao (Teorema de Gauss-Wantzel): Um poligono regular de n lados pode

ser construido com régua e compasso se, e somente se,n = 2% ou n = 2%p;p, -+ py;

N . i B ~
onde py, Py, .., Py SA0 nimeros primos distintos da forma p = 22" + 1 e a e B sdo
numeros inteiros; ou seja, sio nimeros primos de Fermat.

Demonstragao (Ver [6]; pag. 200) .4

Os trés primeiros nimeros de Fermat sio 3 = 22 +1,5=22"4+1e17 =

22* 4 117. Assim, usando as construcdes de Euclides e o resultado de Fermat,

podemos afirmar que:

a) E possivel construir os seguintes poligonos (até 20 lados): os de 3, 4, 5, 6,
8,10, 12, 15, 16, 17 e 20 lados, incluindo todos os construidos por Euclides, tendo
em vista que podemos escrever: 3 = 20.3,4 =22 5=2056=213,8= 23,10 = 215,
12 =223,15=203.5,16 = 24,17 =20.17 e 20 = 22.5.

b) Os poligonos regulares de 7, 9 e 27 lados ndo sao construtiveis com o uso

de régua e compasso.

c) Os poligonos regulares com um nimero primo de lados sao, portanto, o

triangulo e o pentagono, construidos por Euclides e os de lados n = 22f 4 1.

Como se sabe, n = 22° +1¢é primopara =0,1,-, 4;ouseja,n=3,5,17,
257 ou 65.537. Euler mostrou que para f =5, n = 22° 41 = 641 X 6.700.417 é

composto. Até o momento nao foi encontrado outro nimero primo dessa forma.

2.1.7 O passo a passo da construgio (aproximada) de um heptagono regular

1. Marcamos os pontos A e B e tracamos a semi reta ﬁ;

2. Tracamos a circunferéncia A1, de centro em B, passando por A e

determinando o ponto M na semi reta AB;

3. Tragamos uma perpendicular a semi reta AB, no ponto B;

4. Tragamos a circunferéncia A2, de centro em A, passando por M e

determinando sobre essa perpendicular o ponto N;
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5. Tragamos a bissetriz do angulo MAN, determinando o ponto P sobre BN;

6. Tracamos duas circunferéncias. Uma com centro em A que passa por P e
outra com centro em B de mesmo raio que a anterior. Na intersecao dessas duas
circunferéncias marcamos o ponto O. Com centro nesse ponto tragcamos a
circunferéncia que ira circunscrever o heptagono. Essa circunferéncia intercepta a

primeira circunferéncia no ponto C.

7. Os segmentos AB e BC sdo congruentes e fazem parte dos lados do
heptagono regular. Com essa medida marcamos os pontos D, E, F e G, circunferéncia

A2, e tracamos o heptagono regular ABCDEFG.

Figura 07: Construgdo de um heptigono regular

2.1.8 0 passo a passo da construgdo de um octégono regular

1. Marcamos um ponto A e um ponto B. Tracamos o segmento AB e marcamos

o seu ponto médio O;

2. Tragamos uma circunferéncia A1, centrada em A e que passe em B e uma

circunferéncia Az, de centro em B e que passe em A;

3. Tragamos a circunferéncia A3, de diametro AB e centro em O;
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4. Tracamos a mediatriz de AB que passara pelos pontos de intersecio de A1

e A2 e que interceptara a circunferéncia A3 em C e D;

5. Tragamos uma circunferéncia centrada em A, uma circunferéncia centrada
em B, uma circunferéncia centrada em C e uma circunferéncia centrada em D, todas

passando pelo ponto O;

6. Marcamos E, F, G e H, pontos de intersecdo entre essas circunferéncias, e

tracamos os segmentos EG e FH que intersectam A3, nos pontos |, ], Ke L;

7. 0 poligono BKDLAIC] é um octégono regular inscrito na circunferéncia As;

Figura 08: Construgdo do octégono regular

Agora mostraremos que ao representarmos geometricamente as raizes de
ordem n da unidade complexa, acabamos por obter o desenho de um poligono
regular, inscrito em um circulo unitario. Isso, de certa forma, resolve o problema da
impossibilidade da construtibilidade através de régua e compasso de alguns

poligonos regulares, devido a observagdo de Gauss em 2.1.6.

De acordo com as definicbes em 1.3.12, considerando a forma polar e a
representacdo geométrica de cada raiz da unidade, podemos relacionar o seguinte

resultado.
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~ ’ . 2km . 2km
2.1.9 Observagdo: asnraizesde 1 =1+ 0i € C,wy, = cos —— + isen —, - com k=

0,1,---,n — 1, ocupam os vértices de um poligono regular de n lados inscrito no

circulo unitario e centrado na origem do plano de Argand - Gauss.

Demonstra¢do: Sendo z =1 = 1+ 0i, vale que |z| = V1% + 02 = 1. Assim, temos
|lwy | = \/m = 1, ou seja, cada raiz estd sobre uma circunferéncia de raio unitario e
centro na origem. Além disso, observamos que arg(wy,;) — arg(wy) = 27”, 0 que

mostra que essas raizes ocupam os vértices de um poligono regular de n lados,

inscrito no circulo unitario de centro na origem. 4

Figura 09: Representacio geométrica das raizes enésimas da unidade

y

2.1.10 Uma representagao geométrica das raizes de ordem 2 da unidade

De acordo com nossa observacdao em 1.3.14, temos que as raizes quadradas
da unidade sao:

wy = cos0 +isen 0 =1 + 0i;

wy = cosm + isent = —1 + 0Oi.

[sso nos da a representacdo geométrica abaixo

Figura 10: Representagdo geométrica das raizes quadradas da unidade




2.1.11 Uma representagao geométrica das raizes de ordem 3 da unidade

As raizes cubicas da unidade sio:

wo = cos0 +isen 0 =1+ 0i;

2. 2m 1 3.
Wy =cos—+isen—=—-+—I;
3 3 2 2
4T 4T 1 3.
Wy, =coSs—+isen—=—-——1.
3 3 2 2

I[sso nos da a representacdo geométrica abaixo

Figura 11: Representagéo geométrica das raizes ciibicas da unidade

2.1.12 Uma representagao geométrica das raizes de ordem 4 da unidade
As raizes sdo:
wo = cos0 +isen 0 =1 + 0i;
w; = cos% + isen% =04 1i;
w, = cost + isenmt = —1 + 0i;
Wiz = cos%ﬂ + isen%ﬂ =0+ (—1)i.
I[sso nos da a representacdao geométrica abaixo

Figura 12: Representagio geométrica das raizes quartas da unidade
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2.1.13 Uma representagao geométrica das raizes de ordem 5 da unidade

As raizes sao:

wo = cos0 + isen 0
21,
_’

21 .
Wi, = COS? + isen S

41 . 4T
Wy = cos— +isen—;
61 . 61
w3 = cos— +isen—;
8t . 81
Wy = cos— +isen—;
I[sso nos da a representacdo geométrica abaixo

Figura 13: Representagéo geométrica das raizes quintas da unidade

Sabemos, devido a Gauss, como mencionamos na observagdo 2.1.6, que nao
podemos construir, com régua e compasso, um poligono regular de 7 lados. Mas,
fazendo a representacdo geométrica das raizes de ordem 7 da unidade complexa,
podemos, facilmente, construir o heptdgono de forma bem precisa, através do

GEOGEBRA.

2.1.14 Uma representagao geométrica das raizes de ordem 7 da unidade
As raizes sao:
wy = cos0 +isen 0 =1 + 0i;
2 . 2
Wy = COS— + isen >

41 . 41T
W, = C0S - + isen 7;
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61 . 61T
W3 = COS — + isen—;
7 7
81 . 81
Wy = COS — + isen—;
7 7
101 . 101
Wg = COS — + isen—;
7 7
12w . 121
Wg = COS — + isen—;
7 7
Issonos da a representa(;éo geométrica abaixo

Figura 14: Representagio geométrica das rafzes sétimas da unidade

Da mesma forma, conseguimos construir os poligonos de 9 e 27 lados com
mais precisao.

De maneira geral, destacamos a facilidade que é, através da representacao
geométrica das raizes da unidade complexa, construir um poligono regularde 2 < n
lados.

Seguimos fazendo, ainda, o uso de construgdes geométricas como parte da
discussao em torno do principal objetivo de nosso trabalho, que é o de podermos
mostrar que a estrutura do conjunto desses pontos do plano, que determinam um
poligono regular de 2 < n lados, pode ser comparada, aditivamente, a estrutura do

conjunto das classes determinada pela relagdo congruéncia médulo n, inteiro.
2km | . 2k
Doravante, U,, = {Wk = cosTn+ isen T”/Z <n€Zek=01,n— 1}

denotara o conjunto das raizes de ordem 2 < n da unidade complexa.
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§ 2.2 A multiplicacdo de niimeros complexos no conjunto U,,

Conhecemos do Calculo Diferencial que, usando séries de poténcias, podemos
escrever a identidade de Euler: e® = cos6 + isen6.

Através dessa relacdo podemos observar qual o efeito ao multiplicarmos
duas raizes da unidade complexa. Em geral, escrevendo um niimero complexo na

forma z = |z|(cos6 + isen®) = |z|e'?, teriamos, para cada k=0,1,---,n—1, as

2kmi
raizes de ordem n da forma wy, = e n . E, perceberiamos o efeito somativo no

expoente desse produto.

Mas, apostamos no entendimento de que podemos fazer uma boa
comparacao desses objetos e, mesmo evitando o uso dos conceitos do calculo
diferencial, entender como objetos da Geometria (de Euclides) surgem como

elementos de uma Estrutura Algébrica e, vice versa.
2.2.1 Exemplos de conjuntos que ndo suportam a multiplicagdo definida em C:

Exemplo1: 4 = {z € C/z* = 2}

Através de contas simples, vemos que
A= {W, V2 (cos g + isen g) , W(cosn + isenm), V2 (cos 3771 + isen 37”)}
Calculando, por exemplo, algumas poténcias de w; = V2 (cos g + isen g),
temos:
wy = W(cos §+ isen g),
2
wi=w,w, = (W) (cos (g + g) + isen (g + g)) =2(cosm + isen ),
ws = w?w, = V2(cosm + isenm)V2 (cos §+ isen g) = V23 (cos 37” + isen 37”)

wi =wiw, = V28 (cos 3;” + isen 37”) V2 (cos §+ isen g) = 2(cos2m + isen2m)

Podemos observar, na figura 15 abaixo que, embora as raizes quartas de z =
2 possam representar vértices de um quadrado, as poténcias de w; “explodem”, no
sentido de que o modulo dessas poténcias aumenta e as afasta do conjunto A4,
quando as afasta da origem do plano. Isso, claro, também mostra que A nao é fechado

para a multiplica¢do definida em C.
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Figura 15: Representaco das rafzes quartas de z = 2 e poténcias de w; = V2 (cos g + isen g)

Exemplo 2: B = {z € C/z* = %}

Através de contas simples, vemos que
411 41 T . m\ 4|1 . 4|1 3 . 3n
B = {\/:, J:(cos -+ isen —), \/:(cosn + isenm), J:(cos — + isen —)}
2742 2 2 2 2 2 2

A 1 .
Calculando, por exemplo, algumas poténcias de w; = 4\/; (cos % + isen g)

temos:

wy = i/%(cos §+ isen g),
2
> (cos (E + E) + isen (E + E)) = \F (cosm + isen ),
2 2 2 2 2
Wf’ = W12W1 = \[(cosn + isen ﬂ)\E cos - + isen ) = \/zg(cos — + isen —”)

411 311' 411 4 . T 1 .
wi =wiw, = cos — + isen —-|cos =+ isen —) = =(cos2m + isen2m)
1 1 23 2 )42 2 2 2

S
S

wi=ww, = (

Mais uma vez vemos que, embora as raizes quartas de z =7 possam

representar vértices de um quadrado, as poténcias de w; “encolhem”, no sentido de

que o médulo dessas poténcias diminui e as afasta do conjunto A, enquanto as
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aproxima da origem do plano. Por isso, também concluimos que B nao é fechado

para a multiplica¢do definida em C.

Figura 16: Representacio das rafzes quartas de z = % e poténcias de w, = "\E (cos g + isen g)

Em nosso proximo exemplo, para ndo induzir um pensamento errado,
consideraremos que z nido seja um numero “real puro”, onde Im(z) = 0.
Mesmo assim, o exemplo trata de um caso muito particular de calculo de

raizes e poténcias de um nimero complexo.

. C = 4 _ 1,3,
Exemplo 3: C = {ZE C/z* = St l}

2

2
Note que |z| = G) + (\/2—5) = 1 e, através de contas simples, vemos que

T . T 71T . 71T 131 . 13w 191 . 191
C =4icos—+ isen—,cos—+ isen—,cos— + isen—,cos— + isen—
12 12 12 12 12 12 12 12

A s 7T . 7T
Calculando algumas poténcias de w; = cos I, T isen—, temos:

7T . 7T
Wq = CO0S— + isen—,
12 12
7T 7T . 7T 7T 7T . 7T
le = W{Wq = COS (— + —) + isen (— + —) = coS— + isen—,
12 12 12 12 6 6

3 2 7T , 7T 7T , 7T 7T . 7T
wi =wiw; = |\cos— +isen—)|cos— + isen— | = cos — + isen —
6 6 12 12 4 4
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7T . 7T 7 . 7 7T . 7T
wi =wiw, = (cos— + isen —) (cos— + Lsen—) = cos —+ isen —
4 4 12 12 3 3
7T . 7T 7T . 7T 357 . 357
wy = wiw, = (cos— + isen —) (cos— + isen —) = cos — + isen —
3 3 12 12 12 12

Percebemos, na figura 17 logo abaixo, que o argumento de wj', com n =

1,2, 3,4 ou 5; ndo coincide com nenhum dos argumentos das raizes quartas de z =
1. 3. . - . A - e
> + ~ L e assim, a representacao geométrica dessas poténcias nao pode coincidir
com a representacdo geométrica dessas raizes.
/ . 81 . 81
Além disso, notemos que wyw; = cos— + isen— # wy, Vk €{0,1,2,3},
01 12 12 k

mostrando que C ndo é multiplicativamente fechado.

Figura 17: Representacdo das raizes quartas de z = % + g i e poténcias de w; = cos 1—72[ + isen 1—72[

Notemos que, independentemente dos nuameros complexos que
consideramos nesses exemplos, o desenho de um poligono regular, no caso de um
quadrado, sempre pode ser feito. O que poderia tornar sem sentido querer comparar
o conjunto dos vértices de poligonos regulares, considerando somente o conjunto
U,, das raizes da unidade complexa. Mas, o problema com o fechamento da
multiplicacao visto nesses exemplos, justifica nossa ideia de olhar exatamente no
conjunto desses objetos geométricos. Esse é um dos cuidados que temos que ter e
que da sentido aos nossos esfor¢os para tentar comparar U,, com outro arcabougo

onde, de certo, ja sabemos que podemos manipular objetos com seguranca.
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2.2.3 Observagdao: O Conjunto U,, formado pelas raizes enésimas da unidade

complexa, é multiplicativamente fechado.

Demonstragao: Basta lembrar as discussdes e a defini¢do de argumento (principal)
do niimero complexo z, feitas na definicao em 1.3.12. A unicidade do angulo 6 =
arg(z) € |—m, ] e a regra de que o produto de dois nimeros complexos, na forma
polar, é igual a um niimero complexo cujo médulo é o produto dos médulos e cujo
argumento é a soma dos argumentos dos numeros complexos multiplicados,
mostram que o resultado da multiplicacao de dois elementos de U,, é também uma

raiz de ordem n da unidade complexa. 4

§ 2.3 A Algebra dos Vértices de um Poligono Regular Inscrito no

Circulo Trigonométrico.

Conforme nossa observacao em 2.2.3, podemos manipular as raizes da
unidade complexa com certa seguranga. Isso é um convite para investigarmos as

propriedades da multiplicacdo definida em U,,.

Na forma polar, cada raiz da unidade complexa tem médulo igual a 1 e, por
isso, de acordo com nossas discussoes em 1.3.12, multiplicar esses objetos significa,
efetivamente, efetuar uma soma.

2.3.1 Observagao: Com relacdo a multiplicacdo, valem as seguintes propriedades, V
2km | . 2k
wp, wj,w; € Uy, = {Wk = cosTn+ LsenTn/Z <n€Zek=01-,n- 1}:
— Associatividade: wy, (wjw;) = (whwj)wl;
— Comutatividade: wyw; = wjwy;
A . 20m | . 2.0
— Existéncia de elemento neutro: 31+ 0i = wy = cos ——+isen—— = cos0 +
isen0, tal que (1 + 0i)wy, = wu (1 + 0i) = wy;
A . 2
— Existéncia de inverso: Vwy, € U,,3w,; € U,, tal que, sendo w, = cos% +
. 2gm .
isen—"-, vale que wyw,; = wywy, =1 =1+ 01,
Demonstragao: As propriedades de associatividade e comutatividade valem, por
2.0.m . 2.0 . )
heranga, de C para U,. Como 1 =w, = cos——+tisen—— = c0s0 + isen0 é uma

raiz da unidade, a existéncia de elemento neutro esta garantida.
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2hm . 2hm
Agora, sendo wy, = cos —— + isen —, > com h=0,1,---,n— 1, basta tomar

g =n — h para termos wp,wy, = wywy, = (1 + 00) = wy.q

Continuaremos com os nossos argumentos de modo que, neste paragrafo
final do desenvolvimento de nosso trabalho, possamos dar uma ideia de como o
conjunto U,,, vértices de um poligono regular, pode ser visto como uma estrutura
algébrica.

Olhemos por um momento as tdbuas das operacgdes de adi¢do e multiplicacao

em Zs e em U;, respectivamente.

+ 0 1 2 Wo | Wi | W
0 0 1 2 Wo | wo | wy | wy
1 1 2 0 Wi | Wi | W2 | W

2 0 1 Wy | W | Wo | Wy

Quem olha, mesmo sabendo que a tabela acima e do lado direito provém de
uma multiplicacao, tende a acompanhar o raciocinio da soma feita na tabela da
esquerda, olhando os indices do rodapé de w, com k = 0, 1,2.

Nesse sentido, o resultado abaixo nos mostra que podemos comparar U,, com

o conjunto das classes de equivaléncia Z,,.
2.3.2 Observagdo: A funcao & definida abaixo € um homomorfismo bijetor.

6: (U,.)—— (Z,,+)
Wi - —» 6(Wk) = E
Demonstragdo: Primeiramente, V w;, w; € U, = D(6), dominio da funcéo &, se temos
5(wj) = 6(w;), entdo vale que j=1. Pela observagio em 1.1.20 temos j =,
consequentemente, w; = w; e § é injetiva. Agora, para toda classe X € Z, = CD(6),

contradominio da func¢do &, vale que o inteiro x € {0,1,::-,n — 1}, conforme a
observagdo em 1.2.9. Assim, para esse x, a raiz da unidade w, € U,, = D(§) é tal que

6(w,) = X, 0 que prova a sobrejetividade da fungio 6.
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Por fim, veremos que § € um homomorfismo. De fato, ¥ w;,w; €U, = D(6),

vale que &(w;.w;) =46 ((cosin + isen M) : (cosz—m + isen 2—m)> Isso por sua
n n n n

vez vale § (cos (% + %) + isen (% + %)) -5 (Cos (2(j:l)n) +isen (Z(j:l-l)n))

e porisso temos & (wj.w;) =68 (wjy) =7 +1

j+1=68(w;) + 8(w)). Concluimos,

entdo, que U, = Z,.4

Esse isomorfismo, além de identificar cada raiz de ordem n da unidade
complexa com uma classe X do conjunto quociente de Z pela relacdo = (mod n), diz
que resultados que valem para a estrutura multiplicativa de U,,, valem de maneira
equivalente para a estrutura aditiva de Z,, e vice versa.

Nos iremos entdo, por comparacgao, relacionar algumas propriedades que
aditivamente a estrutura de Z,, possui e assim, dar uma descri¢do mais completa da

estrutura multiplicativa de U,,.

2.3.3 Defini¢do: Seja G um conjunto ndo vazio no qual a operagao * esteja definida.
Entdo, se g € G, definimos:

a) (g) = {g™/ n € Z} como sendo o conjunto de todas as poténcias inteiras
(lembrar definicao em 1.1.11) de g € G.

b) Se a operacao * admite elemento neutro e (ver definicdo em 1.1.6 - item
c)), o menor inteiro positivo t tal que gt = e, é denominado de ordem do elemento
g.

c) Se tivermos (g) = {g™/ n € Z} = G, dizemos que G é um conjunto ciclico.

Nesse caso, g é denominado de (um) geradorde G.

2.3.4 Exemplos: Consideremos a adi¢do definida em 1.3.3. Assim, temos que:

a) os elementos 1 e 3 em Zg sdo tais que (1) = (3) = {3"/ n € Z} = Zg. Assim,
Zg é um conjunto ciclico e 1 e 3 sdo geradores de Zg.

c) (O aspecto ciclico do conjunto dos vértices de um poligono regular)
Aditivamente, V 2 < n € Z, temos claramente que (1) = {1*/n € Z} = Z,. Entio,

pela especial correspondéncia biunivoca em 2.3.2, vemos que U,, é um conjunto
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ciclico gerado por w; = cos % + isen %; ou seja, (w;) = U,,, ou de modo mais geral
< wy > e <k> sdo geradores de (U, .) e ( Z,, +), respectivamente, sempre que ke

n forem primos entre si.

Esse exemplo nos mostra que em um conjunto, definida uma operacao, pode

existir mais de um elemento gerador, como existir elemento que nao o gera.

A observacao a seguir nos da uma boa ideia de como podemos aproveitar

dessa identificagcdo de que U,, como sendo o conjunto Z,.

n-1
2.3.5 Observacao: Se 2 < n € Z e n é impar, vale que w, = 1.
k=0

Demonstragao: Lembrando as discussées em nosso paragrafo 1.4, temos que

n-—1
1) <1_[ Wk> = 6(W0+1+...(n_1)) =0+1+--(n—1).Eissoé,

k=0

sob a barra, claro, uma soma de uma P. A. de razao e termo inicial iguais a 1. Assim,

-1 _—
T n.(n—1) y
temos que esse produto vale § 1_[ Wi | =——— mas como n é impar,
k=0
n-1 -
) n2k _—— _
n=2k+1,k € Z ouseja,d ﬂwk =T=n.k=0.
k=0
Agora, § é um homomorfismo bijetor, particularmente, § € injetivo. E como
n—-1
20.t 20. ] _
é (1 = Wy = C0S + isen = cos0 + LsenO) = 0, resta quenwk =1.,
k=0

n—1
Eoqueé Z Wi =Wy +wyq + -+ w,_q,se 2 <n € Z? Curiosamente, essa
k=0
soma € nula! Podemos testar isso efetuando alguns calculos nos casos em que n é

pequeno.

2.3.6 Exemplos:

a) Paran = 2, temos as raizes

2.0 . 2.0 .
Wo = COS—— + isen—— = cosO +isen0=1e
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2T . 27T .
Wy = €0s— + Isen—- = COST + isent = —1. Dessa forma, vale que wg, +
Wl = 0
b) Paran = 3, temos as raizes
2.0. . 2.0.r .
Wo = €oS —— + isen——= cos0 + isen0 = 1;

21m . 2.1.m 2w . 2m 1 3.
wy = COST+ lsenT = COS?-I- Lsen? = —E+7l;

am 1 3. .
S =75 71. E, mais uma vez, temos uma soma nula,

41T .
Wy = C0S— + isen
que é wy +w; +w, = 0.
c) Paran = 4, temos as raizes
2.0. . 2.0 .
Wo = €OS— — + isen—— = cos0 + isen0 = 1;

2.1.m . 2.1.m T . T .
w; = cosT+ isen——= cos;+ isen— = 0+i;

4T . 4T .
Wy = cos—-tisen—- = -1+ 0i.

3 . 3 . . ,
W3 = cos— +isen— = 0 — i. E, mais uma vez, temos uma soma nula, que é

W0+W1+W2+W3=0.

E claro que a soma de duas raizes da unidade ndo é uma raiz da unidade. Por
exemplo, no caso em que n = 4, temos que wy +w; =1+ ndo é uma raiz da
unidade. Isso significa que a adi¢do dos numeros complexos nado esta definida no
conjunto Uy.

Assim, esse fato de que essa soma € nula, que também pode ser verificado
com régua e compasso, nos casos em que n € pequeno, imaginando cada elemento
de U,, como um vetor centrado na origem do plano, ndo deve ser tratado, via o

isomorfismo que definimos em 2.3.2.

Agora, vamos definir uma estrutura algébrica amplamente estudada e que
termina por dar a nog¢do exata da estrutura de U, vista através da identificacao

desse conjunto com o conjunto Z,.

2.3.7 Definig¢des: Seja * uma operac¢do definida em um conjunto nao vazio G.
a)Dizemos que G é um grupo com respeito a operacido * (e anotamos (G,*))

se, e somente se, V g4, g,, g3 € G, valem:
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— Associatividade: (g4 * g2) * g3 = g1 * (g2 * g3);

— Existéncia de elemento neutro: 3 e € G talque e x g, = g xe = g4;

— Existéncia de inverso: 3g, "' € Gtalque g, 1 *g, =g, * g, ' =e.

b) Dizemos que G é um grupo comutativo (abeliano) se, além dessas
propriedades citadas acima, valer que:

— Comutatividade: g, * g, = g5 * g1-

Finalmente, podemos, através de toda essa andlise que fizemos enunciar o

seguinte resultado:

2.3.8 Observagao: O conjunto dos pontos dos vértices de um poligono regular,
inscrito em uma circunferéncia de raio 1, é um grupo abeliano finito.
Demonstragdo: Por 1.3.4, vale que (Z,,+) é um grupo abeliano, V2 < n € Z. Por
2.3.2,vale que (U,,.) = (Zy, +)-a



60
Consideragoes Finais

A experiéncia adquirida com os esforcos em compreender os conteudos
inerentes as disciplinas de Algebra, Aritmética e Geometria, que compdem a grade
curricular do nosso mestrado PROFMAT, permitiu que pudéssemos estabelecer,
com certa tranquilidade, a conectividade entre os importantes conceitos
matematicos que relacionamos aqui.

Tentamos manter o rigor na escrita e procuramos deixar claro cada defini¢dao
e cada resultado que usamos no desenvolvimento deste texto. Isso permitiu que
pudéssemos elucidar algumas questdes e interpretar com mais carinho alguns
resultados. Portanto, as discussdes empregadas na elaboracdo deste trabalho
contribuiram para nosso crescimento pessoal e, esperamos que também possam
contribuir no processo de ensino aprendizagem da Matematica basica, por ser,
efetivamente, um bom exemplo de interdisciplinaridade e de motivagdo para o uso
de recursos tecnoldgicos como régua, compasso e computador, visto que os
desenhos ilustrativos foram feitos com auxilio do Geogebra.

Temos um momento interessante e relacionado com a Geometria de Euclides,
quando percebemos que, ao representarmos geometricamente as raizes de ordem
n da unidade complexa, acabamos por determinar um processo “mais seguro” de se
obter o desenho de um poligono regular; ja que, segundo Gauss, por meio de régua
e compasso, certos poligonos regulares nao podem ser construidos. Com o uso do
Geogebra, podemos inserir as raizes enésimas da unidade e dessa forma obter um
poligono regular, independentemente do inteiro n > 2 adotado.

A volta que demos até conseguirmos identificar o grupo abeliano formado
pelos vértices de um poligono regular, através da estrutura aditiva de Z,, sempre
que 2< n € Z, representa um passeio agradavel pelos conceitos basicos de Algebra
e Geometria. E claro que é possivel provarmos que, multiplicativamente, U =
{z € C/ |z| = 1} é uma subestrutura de C, mas isso ndo deixa que percebamos a
conectividade que existe entre os importantes conceitos algébricos e geométricos

que foram relacionados aqui.
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