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Sempre me pareceu estranho que todos aqueles

que estudam seriamente esta ciéncia

acabam tomados de uma espécie de paixao pela mesma.
Em verdade, o que proporciona o maximo de prazer
nao ¢ o conhecimento e sim a aprendizagem,

nao é a posse, mas a aquisicao,

nao ¢ a presenca, mas o ato de atingir a meta.

(Gauss - Carl Friedrich).



Resumo

Neste trabalho estudamos as conicas. Inicialmente introduzimos o conceito de cada uma
das conicas (elipse, hipérbole e pardbola) por meio de argumentos geométricos, ou seja, como
sendo o conjunto de pontos de um plano que satisfazem a uma determinada propriedade.
Verificamos que, segundo um sistema cartesiano fixado, é possivel representa-las por meio
de uma equacao algébrica do tipo Az? + Baxy + Cy* + Dx + Ey + F = 0. Reciprocamente
mostramos que toda equacao do tipo acima pode ser reduzida por meio de mudanca de
coordenadas (rotagdo e translacdo) em uma das formas candnicas. Também comentamos

sobre a aplicacao das conicas em diversos ramos da ciéncia.

Palavras chave: Conicas; Definicao Geométrica das Conicas; Classificagao das Conicas;

Aplicacao das Conicas.



Abstract

In this paper we study the conic. Initially we introduce the concept of each conic (ellipse,
hyperbola, and parabola) by means of geometrical arguments, in other words, they are treated
as a set of points of a plan which satisfies an established property. We note that according to
a fixed Cartesian system, it is possible to represent them by means of an algebraic equation
like Az? + Bay + Cy? + Dx + Ey + F = 0. We reciprocally show which every equation of
the type above can be reduced by changing the coordinates (rotation and translation) into
one of the canonical forms. It is also commented on the application of conic in various fields

of science.

key words: Conics, Geometric Definition of Conics; Classification of Conics; Application of

Conics.
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INTRODUCAO

Ha muitos séculos as conicas despertam o interesse de estudiosos. A principio,
Menaecmus no século IV a.C. motivado pelo interesse em solucionar o problema de duplicacao
do cubo descobriu que havia uma familia de curvas que apresentavam propriedades que pos-
sibilitavam encontrar esta solugao. Surgiam, entao, as curvas que mais tarde foram chamadas
elipse, hipérbole e parabola. Estas curvas podiam ser obtidas de uma mesma fonte, cortando
um cone circular reto por um plano perpendicular a um elemento do cone.

As secoOes coOnicas ja eram conhecidas ha cerca de um século e meio quando
Apolonio (262 - 190a.C.), matemdtico grego, escreveu seu célebre tratado sobre essas curvas.
Apolonio foi o mateméatico que mais contribuiu para o desenvolvimento dos conceitos das
secoes conicas na antiguidade. Ele mostrou pela primeira vez que as conicas podiam ser
geradas de um tunico cone de duas folhas, simplesmente variando a inclinacao do plano de
intersecao e ainda, introduziu os nomes elipse, hipérbole e parabola. Naquela época, nao
se conhecia um método analitico para descrever estas curvas. Coube a Pierre de Fermat
(1601-1665) a descoberta das equagoes cartesianas mais simples da elipse, da parabola e da
hipérbole.

Na atualidade, esses estudos proporcionam a aplicacao das conicas em varios seto-
res, como na fisica, astronomia, economia, engenharia, medicina, entre outros. Dentre essas
aplicagoes podemos citar a utilizagao das propriedades da pardbola na comunicacao, com
uma antena parabdlica os sinais emitidos de um satélite podem ser captados e a transmissao
realizada. Diante disto, torna-se pertinente os estudos apresentados neste trabalho, que tem
como objetivo a compreensao da definicao das conicas sob uma persperctiva geométrica e
algébrica.

O trabalho esté organizado da seguinte maneira:
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No capitulo 1, apresentamos uma aborgadem geométrica para as conicas. A par-
tir das propriedades que definem cada uma das conicas (elipse, hipérbole e parabola) seus
elementos foram identificados e as equagoes reduzidas obtidas. A partir dai, por meio de
translagoes e rotagoes verificamos que as conicas, em geral, sao escritas na forma de uma
equacao do segundo grau em duas varidveis do tipo Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F = 0.

No capitulo 2, a abordagem das conicas foi algébrica. Dada uma equacao do
segundo grau em duas varidveis do tipo Ax? + Bry + Cy*> + Dz + Ey + F = 0 uma mu-
danca de coordenadas possibilita a classificacdo da conica. Apresentamos dois métodos, no
primeiro, mais detalhado, é possivel além de classificar a conica, identificar os elementos que
a compoem. No segundo método, mais direto, é possivel apenas a classificagao em elipse,
hipérbole ou parabola.

Por fim, no capitulo 3, apresentamos algumas aplicacoes das conicas evidenciando
que essas curvas surgem naturalmente em uma ampla variedade de aplicagoes como em pro-
jeto de telescépios e antenas, no posicionamento geodésico e na medicina.

Na atual organizacao curricular, o estudo das conicas é iniciado no ensino médio.
Com o intuito de colaborar no processo de ensino e aprendizagem, este trabalho destina-se
a professores e alunos deste nivel de ensino, buscando auxilid-los na compreensao e iden-
tificacao das propriedades das conicas, proporcionando condicoes aos estudantes para que

possam explorar estas curvas em seus aspectos geométricos e algébricos.



CapiTULO 1

Conicas - Uma abordagem geométrica

1.1 Introducao

Para a maioria das pessoas as palavras elipse, hipérbole e parabola sao familia-
res por associarem estas curvas a diversas aplicagoes no cotidiano. No entanto, geralmente
as propriedades que definem estas curvas chamadas conicas e as tornam aplicaveis nao sao
conhecidas. Diante de tal fato, é importante caracterizar as conicas como sendo o lugar
geométrico, ou seja, o conjunto de pontos de um plano, que verificam uma certa propriedade.

Neste capitulo, tratamos cada uma das conicas separadamente, partimos da de-
finicao geométrica de cada conica, identificamos suas propriedades e seus elementos e por fim

obtemos a equacao algébrica que representa cada uma destas curvas.

1.2 Elipse

Para iniciar o estudo sobre a elipse recordamos que na geometria analitica dado
um plano 7 e P, Q € 7, a distancia de P a @) é denotada por d(P, Q).

A elipse pode ser matematicamente caracterizada da seguinte forma:

Definicao 1.1. Sejam 7 um plano, Fi, Fy € w dois pontos fixados e a € R tal que

a > d(Fy, Fy). A elipse E(F}, Fy, «) é o conjunto de pontos do plano 7 dado por

E(Fy, Fy, o) ={P € md(P, F1) +d(P, F3) = a}.
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Os pontos Fj e F, sdo denominados focos da elipse E(Fy, Fo, o) e d(Fy, Fy) é

chamada distancia focal.

Observagao 1.2. Note que se F; = F;, = F'| entao a distancia focal d(F}, Fy) = 0 e a elipse
pode ser escrita como E(Fy, Fy, o) = {P € m;d(P, F1) + d(P, F3) = %}, ou seja, é o conjunto

dos pontos do plano 7 equidistantes de [’ que chamamos de circunferéncia de centro F' e raio
Q@

5

Neste momento focaremos nosso estudo no caso em que F; # Fy. Entao,
considere r a reta passando pelos pontos distintos F} e F5 e O € r o ponto médio de F} e Fs.
A reta r é chamada de eixo principal da elipse e O é denominado centro da elipse. Considere

ainda s a reta perpendicular a r passando pelo ponto O.
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Podemos verificar que existe um tnico ponto A; na reta r, a esquerda de F},
que pertence a elipse E(F, Fy, ). De fato, como d(F, Fy) < a, ' P € r a esquerda de F}
tal que d(P, F3) = . Seja A; ponto médio entre P e Fj.

Note que,
d(Ay, 1) +d(Ay, Fy) = d(Aq, Fr) +d(Ay Fy) + d(Fy B)
= d(P,Fy) +d(F, F)
= d(P, Fy)
= «

assim A; € E(Fy, Fy, ), 0 que prova nossa afirmagao.

Analogamente, podemos ver que existe um unico As, na reta r, a direita de Fj,

que pertence a elipse E(F, Fy, ). Os pontos A; e Ag, pontos de interseccao da elipse com



Conicas - Uma abordagem geométrica 16

seu eixo principal, sao chamados vértices da elipse.

Desde que Ay, Ay € E(Fy, Fy, ) é fécil ver que
d(Ay, Fy) + d(Ay, Fy) = d(Ay, Fy) + d(Ag, F)

de onde resulta que

Denotamos a distancia de A; a O por a. Assim

d(Al,O) = d(AQ,O) =a

Veja que
d(Ay, Fy) +d(AyL Fy) = d(Ayq Fr) +d(Ay Fy) + d(Fy B)
= d(Ay, Fy) 4+ d(As, Fy) + d(F, Fy)
= 2a
mas como A; € E(Fy, Fy, a) temos que d(Ay, Fy) +d

—~

Ay, Fy) = a. Entao

a=2a=a=

o e

Podemos assim re-escrever

E(F, Fy,a) ={P € m;d(P, Fy) + d(P, Fy) = 2a}
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Também existem dois pontos sobre a reta s que estao na elipse. Inicialmente veja

que
Oé2 — d(Fl, F2)2

o >d(F, ) e —dF,FR)?>0s I

> 0.

Logo J! By € s, acima de O, tal que

2 _d(F\,F)?
(67 (417 2) o

) (AR

2
1,07+ (NET) - (2)’ )

d(Bla 0)2 =

d(B,,0)? = (

Observando a figura

B1

e usando o teorema de Pitdgoras vemos que

d(By, F»)* = d(B,,0)* + (d(FlT’FQ)Y .

Desta relacao e (x) concluimos que d(By, Fy) = %. Portanto
d(Bl, Fl) + d(Bl, FQ) =

e, assim, By € £(Fy, [, ). Do mesmo modo 3! By € s abaixo de O que pertence a elipse

«
E(Fl,FQ,Oé) [§ d(BQ,FQ) = 5
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Ainda, considere o triangulo abaixo:

Note que o triangulo na figura ¢ equildtero o que demonstra que O ¢é ponto médio do segmento

B1B;. Denotamos por b a distancia de By a O, isto é

d(Bi,0) = d(By, 0) = b.

B2

Observacgao 1.3. Se I} = F, = F entao r é uma reta qualquer passando por F e s a reta
Q

perpendicular a r passando por F. Entao, 3! A; € r a esquerda de F' tal que d(A;, F') = 5
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ou seja, 3! A; a esquerda de F que pertence a elipse E(F}, Fy, ), isto é a circunferéncia
de centro em F' e raio %. Analogamente, 3! Ay em r a direita de F' que pertence a elipse
E(Fy, Fy, ). Também, 3! B; em s acima de F, tal que d(By, F) = %, que pertence a elipse
E(F1, Fy, ). Assim como, 3! By em s abaixo de F' pertencente a E(F}, Fy, o). Neste caso,

(e}
pr— b e .
“ 2

B1

A F Az

B2

1.2.1 A Equacao da Elipse

A partir das propriedades geométricas da elipse é possivel encontrar uma equacao
que representa esta curva em um plano cartesiano. Vale lembrar que a forma mais geral de

uma equacao do segundo grau em duas varidveis é
Az’ + Bry+Cy* +Dx+ Ey+ F =0

onde A, B, C, D, E e I sao numeros reais denominados coeficientes da equacao.
Inicialmente, considere m um plano e E(F}, Fy, &) uma elipse no plano 7. Tomamos

um sistema de coordenadas cartesianas tal que r é o eixo das abscissas, s é o eixo das

ordenadas e O a origem. Seja P = (z,y) um ponto qualquer da elipse E(Fy, Fy, «) de focos

F1 = (-C, 0) (S F2 = (C, 0)
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Ya

xy

Por definicao, tem-se que:

d(P,Fy) + D(P,Fy) = 2a

\/($+C)2+y2+\/(x—c)2+y2:2a
< (x+c)2+y2)2: (Qa— (:E—c)2—{—y2)2

(x4 +1> =4a® —dar/ (x — )’ + 2+ (x — ) + ¢
2?2 + A + 92 =4d® —dar/ (x — ¢)* + 12 + 22 — 2cx + A + 1)

dex — 4a? = —dar/ (z — ¢)® + 12
) 2
(a2 — cx) = (a (x — 0)2 + y2)
a* — 2d%cx + *2? = a® [(v — ¢)* + ¢
a* —2a’cx + 2a* = a? (1;2 — 2cx + 02) + a*y?
a' —2d%cx + Aa? = a*a? — 2dPcx + a*P + a*y?

2 (a2 _ 02) — g2 (a2 _ 02) +ay?
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Como a? — ? = 1?
a2b2 — b2$2 4 a2y2
a2b2 B D22’ a2y’
a?b?  a2b? + a?b?
22y

@ e

Assim, as coordenadas (x,y) de qualquer ponto P sobre a elipse deve satisfazer a
equacao
2 2
z Y
o + e 1 (1.1)
1
a qual pode ser vista como a equagao Az* + Bay + Cy*> + Dz + Ey+ F = 0 com A = -
a
1

Czﬁ,

B=D=E=0¢F=—1.

A equacao 1.1 é chamada equacao reduzida da elipse.

1.2.2 Translacao de Eixos Coordenados

Se o centro de uma elipse estiver no ponto (x,,y,) em vez de estar na origem, e se
o eixo principal for paralelo a um dos eixos coordenados, pode-se determinar a equacao da
elipse considerando uma translagao de eixos.

Consideremos em um sistema de coordenadas cartesianas zOy um ponto
O = (x,,y,), arbitrario. Vamos introduzir um novo sistema ' Oy’ tal que os eixos O’z
e O'y tenham a mesma unidade de medida, a mesma direcio e o mesmo sentido dos eixos
Ox e Oy. Nestas condigoes, um sistema pode ser obtido do outro, através de uma translagao
de eixos.

Seja E(F1, Fp, ) uma elipse, r a reta paralela ao eixo x e s a reta paralela ao eixo
y, sendo x, e y, as coordenadas do centro da elipse E(F1, F, ) em relagdo ao sistema xOy

. . / ! . /
no ponto O. Consideremos o novo sistema x O y com a origem O em O.
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y ..................... :
o
—

\4

Seja P(x,y) um ponto qualquer desta elipse. Sabemos que a equagao da elipse

~ . PN
E(Fy, Fy, ) em relagao ao sistema x Oy é

Podemos obter também a equacao da elipse E(F1, Fy, ) no sistema xOy, pois

(z,y) = (2,9) + (%0, %0)

ou ainda

/
T =X — T,

Y =y—1

Dai, a equacao da elipse no sistema xQOy é dada por

(33' — 1’0)2 + (y — yo)2 -1
a? b2 B
que desenvolvendo os quadrados temos:
2 2 2 2
x? 2w.0 @, 2Yo o
LTl Lo Y Z Ve

a? a? a? b2 b2 b2
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1 2 1 2 2z, 2yo «7702 y02
e+ (e () (48

Nesta nova equacao, que representa a elipse apds a translacao, os coeficientes da

1 2x,
equagao do segundo grau em duas varidveis sao A = —, B = 0, C' = =k D =—-——7—,
a a
2y0 ‘/EO2 y02 . ~ .
E=— 72 e = 2 + T 1. Observe que os coeficientes A, B e C' da equacao da elipse

nao foram alterados com a translacao de eixos.

1.2.3 Rotacao de Eixos Coordenados

A operacao de mover os eixos no plano coordenado para uma posicao diferente de
maneira que os novos eixos e os antigos possuam a mesma origem, ¢ denominada rotagao de
eixos coordenados.

Seja Oy um sistema de coordenadas cartesianas. Dado 6 € [0, 27), seja 20y
o sistema obtido girando os eixos Ox e Oy de um angulo 6 no sentido anti-horario. Seja P
um ponto qualquer do plano tal que suas coordenadas em relacao ao sistema xOy sdo (z,y)

~ . !/ o7 ~ ’ !/
e, em relacao ao sistema x O'y sao (z,y ).

s 2
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Desta forma e de acordo com a figura, temos:

t=0A=r cos¢
y = AP =r sen¢

' = O0A =71 cos (¢ —0) =r cos¢ cosh +r seng senf)
y =AP=r sen (¢ —60) =r sen¢ cosh —r senb cos¢

Assim, por substituicao temos

=z cosh +y senb

y = —x senf +y cosb

que na forma matricial é dada por

/

T cosd  send T

/

Y —senfl  cosf Y

Consideremos uma elipse E(F, Fy, o), contida em um sistema obtido girando os
eixos Ox e Oy do angulo 6 no sentido anti-horario e O a origem. A reta r é paralela ao eixo

’ , . /
Oz e a reta s é paralela ao eixo Oy .

F
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A equacio da elipse £(F, Fy, a) no sistema de coordenadas =’ Oy’ é

x/2 y/2
@t !

Logo, no sistema xOy teremos

(z cosf + ysend)®  (—x senf +y cosh)’
2 + 2
a b

que desenvolvendo os quadrados obtemos
cos*  sen?0\ cost) senfl  cosb send sen*0  cos?0\
2 + 0 74 |2 s — 72 Ty + 22 + 2 y =1

Observe que apds a rotacao os coeficientes da equagao da conica rotacionada
cos0 N sen’0
a? b2

comparados com a equacao do segundo grau em duas varidveis sao A =

a? b2

2 2
B:2(0089 senf cosé’sen0>’cz 5620+CO§20,D:E:0eF:—1
a

1.2.4 Translacao e Rotacao de Eixos Coordenados

A equacao da elipse inserida em um eixo coordenado pode ser submetida tanto a
uma translacao como a uma rotagao, tomados em qualquer ordem. Apds uma translacao da
. . . / . ~
elipse em eixos coordenados a uma nova origem O = (x,,y,) seguida por uma rotagao dos
. / ~
eixos transladados em torno de O de um angulo 6, as coordenadas de qualquer ponto P do
. . . .. ~ " " .
plano referido aos conjuntos de eixos original e final sdo (z,y) e (x ,y ), respectivamente, e
podem ser escritas como
I
T =x—1,
/
Y =Y—Y

" / /
x =u1x cosd+y senf

1"

y = —x'send + y'cosb
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assim, por substitui¢ao obtemos

t' = (x—m,) cosh+ (y —y,) senf = " = x cosd +y send — (x, cosl) + 1, send)

1"

y' = — (v —x,) senf + (y —y,) cosh =y = —xsen O+ y cosd + (x, senf — y, cosh)

Entao a equacao da elipse apds a translacao e rotacao de eixos coordenados é

Logo, no sistema Oy teremos

[z cost + y senb — (xz, cosd + y, send)]? N [~ senf +y cosd + (x, send — y, cosh)]”

a? b2 =1

que desenvolvendo os quadrados temos

cos*  sen?0\ cost) senfl  cost) sent sen*0  cos?0\
22 + )7 + |2 s - 72 xy + 22 + )Y

[ (00329 T, + cost) senl y,  sen*0 x, — cosl send yo)}
+ =2 + x

a? b2
Ll sen?0 v, + cost send x, n cos%0 y, — cosl send x,
a? b2 Y

(cosO , + senf y,)* N (senf x, — cosd y,)*

a? b2 =1

Apos a translagao e rotagao da elipse no sistema de eixos coordenados a equacao
cos®0  sen*
_|_

do segundo grau em duas variaveis possui coeficientes A =

) ) 02 b2
B—29 (cos@ajene B cos@;enQ)7 O sez; 0 N cobs2 8’
D— 9 cos’0 x, —1—52059 senf) y, N sen’d x, —chos@ senf yo),
E_ o (sen29 Yo +:§39 send z, N cos®0 y, — Z;)S@ senf xo) .

(cosO x, + send 1,)* N (senb xz, — cosh y,)*

F= a? b2

— 1.
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1.3 Hipérbole

Assim como na elipse, estudamos a hipérbole por meio de suas caracteristicas
geométricas e elementos que a compoem. Como consequéncia deste estudo obtemos as

equagoes reduzida, transladada e rotacionada deste tipo de curva.

Definicao 1.4. Sejam 7 um plano, Fj, F, € 7 dois pontos fixados e f € R tal que
0 < B < d(Fy,Fy). A hipérbole H(Fy, F», ) é o conjunto de pontos do plano 7 dado
por

H(Fy, Fy, B) ={P € n|d(P, F1) — d(P, F;)| = B} =

H(F, Fy, B) ={P € w|d(P, F\) — d(P, Fy) = B ou d(P, F;) — d(P, Fy) = 3}.

Os pontos fixos F e F; sao denominados focos da hipérbole H(F}, Fy, B) e d(F1, F3)
é chamada distancia focal. Ainda, considere a reta r que passa pelos pontos Fj e Fy e O, o

ponto médio do segmento F;F,. Chamaremos o ponto O de centro da hipérbole.
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Podemos verificar que existe um inico ponto A; na reta r, a direita de Fi, que
pertence a hipérbole H(Fy, Fy, 5). De fato, considerando um ponto P, sendo P € r, entre os

pontos Fi e O.

Note que d(Fy, Fy) = d(Fy, P)+d(P, F;). Chamando de Q(P) o valor de |d(P, Fy)—d(P, F»)|,
quando P variar de F} a O temos Q(P) variando de 0 a d(F}, F,). Como d(Fy, Fy) > 3, logo
existe um unico A; € r entre F; e O que pertence a hipérbole H(Fy, Fy, 5). Analogamente,
podemos ver que existe um unico Ay € r entre F5 e O que pertence a hipérbole H(Fy, F», ().
Os pontos A; e A, sdo chamados vértices da hipérbole e o segmento de reta A; Ay é denomi-

nado eixo real.

Assim, como Ay, Ay € H(F}, Fy, 3), temos
d(Ah FQ) - d(Ah Fl) = d<A27 Fl) - d(A27 F2)

logo
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Com o objetivo de identificar alguns elementos importantes da hipérbole, tracamos
uma circunferéncia de centro em O e raio igual ao segmento OF,. Ainda, seja s a reta
perpendicular a r que passa por O. Denotamos a d(O, As) por a e d(O, F3) por c.

S

Pela definicao

d(Al,FQ) - d(Al,Fl) - ﬁ

d(Al,A2> + d(AQ, FQ) - d(Al,Fl) = ﬁ
d(Ar1, Az) =

2a = (8

Podemos assim re-escrever H(Fy, Fy, 3) = {P € 7; |d(P, F1) — d(P, F5)| = 2a}.

1.3.1 A Equacgao da Hipérbole

Por meio das propriedades geométricas da hipérbole é possivel encontrar a equagao

do segundo grau em duas variaveis do tipo
Ar? + Bay +Cy* + De+Ey+ F =0

que representa o lugar geométrico definido pela hipérbole no plano cartesiano.

Para isto, considere m um plano e H(F}, F,, 3) uma hipérbole no plano 7 e um
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sistema de coordenadas cartesianas tal que r é o eixo das abscissas, s é o eixo das ordenadas
e O a origem. Seja P = (z,y) um ponto qualquer da hipérbole H(F}, F», 3) pertencente a
um plano 7 de focos Fy = (—¢,0) e F5 = (¢, 0).

A

y

AP=(xy)

) Fi=(-c,0) } Fa=(c,0)

xXv

Pela definicao, temos

’d(P7F1> _d(P7F2)’ =2a
d(P, Fl) — d(P, FQ) = +2a

\/(x+c)2+y2—\/(x—c)z—i-yQ:iQa
2 2
< (x+c)2+y2) :(iQajL\/(x—c)Q—l—yQ)
(4 ¢)® + 19> =+4a® + day/ (x — > + 2 + (z
2+ 2cx + A+ y* = 4a® + day/ x—02+y2+x2—2cm—|—c2—|—y2
4a® — 4ex = +4dar/ ( x—c

(a® — cx) :(:I:a x—c) +y2>

a* — 2a*cx + Fa? = a* [(x — ¢)* + ¢

a — 2d%cx + 2a? = a? (a:2 —2cx + 2+ y2]

a* — 2a*cx + A2* = a®2® — 2d*cx + d* + a*y?



Conicas - Uma abordagem geométrica 31

At — a2 — ay? = 22 — o

22 (2 — a?) — a2y = a? (& — a?)
Note que na hipérbole ¢? — a? = b?, entdo

226% — a%y? = a2b?

2 a2y a2
2 22 a2b?
N
az b

Deste modo, as coordenadas (z,y) de qualquer ponto P sobre a hipérbole deve

satisfazer a equagao

Z Y
que pode ser vista como a equagao Az*+ Bxy + Cy*+ Dx + Ey+ F = 0 com os coeficientes
1 1
A:E,C:—ﬁ,B:D:EzoeF:—l.

A equacao 1.2 é denominada equacao reduzida da hipérbole.

1.3.2 Translacao de Eixos Coordenados

A equacao da hipérbole H(Fy, Fy, ) pode ser determinada apés uma translagao
de eixos. Para isto, considere 7 um plano, um sistema de coordenadas cartesianas xOy, um
ponto O = (z,,%,), arbitrario. Seja 2’0"y um novo sistema de coordenadas cartesianas com
a origem O" em O e uma hipérbole H(Fy, Fy, B) sendo r a reta paralela ao eixo y, z, € y, as

coordenadas do centro da hipérbole H(F}, Fy, §) em relagao ao sistema 2Oy no ponto O.
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Seja P = (z,y) um ponto arbitrario desta hipérbole. Entao, temos no sistema

de coordenadas 'Oy’ a equacio da hipérbole H(Fy, Fy, )

12 y/?
ZE
Note que
T =z—z,
Y =y
Entao, ) )
(ﬂf—l'o) _(y_yo) -1
a? b2 N
que desenvolvendo os quadrados temos
2 2 2 2
x 20, X 2Y,
e Rl R A R A
a a a b? b? b?

1 2 1 2 2:Eo 2yo I(Z) yg
(@) () () () (- 3)
A equacao do segundo grau que representa a hipérbole apods a translacao apresenta
1 2, 24, Ve ,
B=0,C= D =— E = F=-2—-=2_1. Assim

Bz a?’ ST T @
como verificamos na elipse, os coeficientes A, B e C' da equacao da hipérbole nao foram

os coeficientes A = —,
a

alterados com o processo de translacao de eixos coordenados.
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1.3.3 Rotacao de Eixos Coordenados

Consideremos uma hipérbole H(F}, F», 3), contida em um sistema obtido girando
os eixos Ox e Oy de um angulo € no sentido anti-horario e O a origem. A reta r é paralela

. / ’ . /
ao eixo Oz e a reta s é paralela ao eixo Oy .

0y

De maneira analoga a elipse

=z cosh +y send

’

y = —x senb +y cosl

Logo, no sistema Oy teremos

(z cosh +y senf)®  (—z senb + y cosh)’

a? b2

que desenvolvendo os quadrados obtemos

cos’0  sen?*0\ cosfsenf  cosfsend sen®*0  cos?0\
— 7+ |2 + xy + — y =1

a? b2 a? b2 a? b2
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Desta maneira, os coeficientes da equacao da conica rotacionada comparados com a equacao

cos®0  sen?d cosfsen)  cosfsen
B =2 + ,

a? b2’ a? b2

do segundo grau em duas variaveis sao A =

29 29
c=2 O D—E=0cF=-1
a b2

1.3.4 Translacao e Rotacao de Eixos Coordenados

Apés uma translacdo de eixos coordenados a uma nova origem O = (%o, Yo) se-
guida por uma rotacio dos eixos transladados em torno de O" de um angulo 6, as coordenadas
de qualquer ponto P pertencente a hipérbole H(F}, F», 3) do plano referido aos conjuntos de
eixos original e final sao (z,y) e (z",%"), respectivamente, e podem ser escritas, de maneira

analoga a elipse, como

1

z = (z —m,) cosh+ (y —y,) senf = " = x cosd +y send — (z, cost) + y, send)

1"

y' = — (v —x,) senf + (y —y,) cosd =y = —x senf +y cosd + (z, senf — y, cosd)

Assim a equagao da hipérbole H(F1, Fy, §) ap6s a translagao e rotagao no sistema

. "o,
de coordenadas cartesianas x Oy é dada por

x//? y//Q
@ !
logo, no sistema de coordenadas xOy temos
[zcosO + ysend — (x,c080 + yosend)]>  [—zsend + ycosd + (z,send — y,cosh)]? _q
a? b? B

que desenvolvendo os quadrados obtemos

cos*0  sen?0\ , cosf senf)  cos senfl sen?0  cos*0\
2 o )" 12 a? * b2 T 2 1 )Y

[ (00529 T, + cosh senl y,  sen?d x, + cosl send yo)l
+ | -2 — x

a? b2
sen?0 vy, + cost) senl x,  cos®0 y, + cosh senb x,
+ |2 a2 o b2 Yy

(cosb x,+ senf y0)2 (senb x, — cosl y0)2
a? B b2

=1
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Podemos identificar os coeficientes da equacao do segundo grau em duas varidveis como

cos’0  sen’d cosf senf)  cosf send sen?0  cos’f
A = 2 - ) B =2 + ) = - )
a b? a? b? a? b?
cos®0 x, + cosh senf y,  sen?0 x, + cost send y,
D=-2 a2 - b2 ’
sen®0 y, + cosl senf x,  cos*0 y, + cost send x,
E=-2 2 — 2 e
(cos® z, + send y,)°  (senf x, — cosh y,)’
F= - 1.
a? b?

1.4 Parabola

A parédbola é sem duvida a conica mais popular, pois esta associada ao grafico de
uma fun¢ao quadratica. Podemos reconhecer geometricamente os elementos e as propriedades

da parabola e, a partir dai, obter sua equacao.

Definicao 1.5. Sejam 7 um plano, » uma reta F' € m um ponto nao pertencente a r. Dado
P € 7, considere P’ o pé da perpendicular baixada de P sobre a reta . A pardbola P(r, F)

¢ o conjunto de pontos do plano 7 dado por

P(r,F)={P e md(P,F)=dP P)}
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A reta r é chamada diretriz da parabola e o ponto F' é o foco da pardbola. Agora,

considere a reta s perpendicular a reta r passando por F.

Observe que existe um unico ponto V' € s entre o ponto F' e a reta r tal que
d(F, V) = d(V,r), pela definigio V€ P. O ponto V denomina-se vértice da pardbola,
a reta s é chamada eixo da pardbola e d(F,r) = p é o parametro da pardbola. Logo,

d(F, V) =d(V,r) = %’.
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1.4.1 A Equacao da Parabola

Seja m um plano e P(r, F') uma pardbola no plano 7. Tomamos um sistema de
coordenadas cartesianas tal que r é paralela ao eixo das abscissas, s coincide com o eixo das

ordenadas e V' a origem. Seja P = (z,y) um ponto qualquer da parabola P(r, F)) de foco

F=(0.%).

yn

" F=0p2),

A
Xy

Da definicao de pardbola, tem-se:

d(P,F) = d(P,P).

Assim, as coordenadas (z,y) de qualquer ponto P sobre a pardbola deve satisfazer
a equagao

2%+ (=2p)y =0 (1.3)
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A equagao 1.3 é conhecida como equagao reduzida da parabola e os coeficientes desta equagao
vistos como uma equacao do do segundo grau em duas variaveis do tipo

Ar> + Boy+Cy* + Dz +Ey+F =0sa0 A=1, D= -2peB=C=FE=F = 0.

1.4.2 Translacao de Eixos Coordenados

Seja uma pardbola P(r, F') a reta r paralela ao eixo x e a reta s paralela ao eixo
y, sendo z, e y, coordenadas da parabola P(r, F) em relagdo ao sistema xOy no ponto V.
Consideremos o novo sistema ' O’y com a origem O em V e a reta s pertencente ao eixo
Oy

Considere P = (z,y) um ponto qualquer desta parabola.

Sabe-se que a equacao da parabola P(r, F') no sistema de coordenadas 0y é

:L’/Q _ 2py/ .
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Como

T =x—x,
Y=Y
Entao,
(& —20)" = 2p (y — o)
22— 2x,x + x?) = 2py — 2py,

2+ (—2x,)x + (—2p)y + (a:i + 2pyo) =0

Veja que a equacgao da parabola apds a translacao de eixos coordenados vista como uma
equagao do segundo grau em duas variaveis apresenta os coeficientes A =1, B = C = 0,

D= —2x,, E=—2pe F = 2%+ 2py,.

1.4.3 Rotacao de Eixos Coordenados

Consideremos uma parabola P(r, F'), contida em um sistema obtido girando os
eixos Oz e Oy do angulo 0 no sentido anti-horario e V' a origem. A reta r é paralela ao eixo

’ , . /
Ox e a reta s é pertencente ao eixo Oy .
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Ay

A
XV

A equacio da parabola P(r, F') no sistema de coordenadas 2’ O’y é

12 ’
r =2py.
De maneira analoga a elipse e a hipérbole

=z cosh +y send

’

y = —x senb +y cost

Logo, no sistema xOy a equacao da pardbola sera
(zcosh + ysend)? = 2p (—xsend + ycosh)

(cos®0) 2” + (2cosBsend) xy + (sen®d) y* + (2psent) x + (—2pcosh) y = 0

Assim, os coeficientes da equacao da conica rotacionada comparados com a equacao do se-
gundo grau em duas varidveis sdo A = cos%0, B = 2cosfsen, C = sen?d, D = 2psend,

E = —2pcost e F = 0.
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1.4.4 Translacao e Rotacao de Eixos Coordenados

’ ~ . . /
Apés uma translacao de eixos coordenados a uma nova origem O = (z,,,)

. ~ . / ~
seguida por uma rotacao dos eixos transladados em torno de O de um angulo 6, as coorde-
nadas de qualquer ponto P do plano referido aos conjuntos de eixos original e final séo (z,y)

" " . . . , . .,
e (z ,y ), respectivamente, podem ser escritas de maneira andloga a elipse e a hipérbole,
como

t' = (v —m,) cosh+ (y —y,) senf = &' = x cosd +y send — (x, cost) + 1, send)

1"

y' = —(x—x,) senf+ (y — o) cosh =y = —x senb +y cosd + (z, senf — 1, cosh)

Entao a equacao de transformagao das antigas para as novas coordenadas ¢ dada

por

"2 ”
T = 2py

[2c0s0 + ysend — (x,c050 + yosend)]” = 2p [—zsend + ycosh + (z,5enb — y,cosh)]
Desenvolvendo esta equacao obtemos
(00526) 2% + (2cos0 send) xy + (senQQ) y? + [—2 (60529 + cosf senf y, — p sene)] x

+ [—2 (sen®0 y, + cost senb x, + pcosh) | y+(cost x, + send o)’ —2p (send x, — cosh 1y,)° = 0

Deste modo, a equacao da pardabola apods a translacao e a rotacao comparada com a equacao
do tipo Ax? + Bzy + Cy* + Dx + Ey + F = 0 apresenta os coeficientes A = cos?,

B = 2cosf senfl, C' = sen®0, D = —2 (cos*0 + cosl senl y, — p send),

E = —2(sen20 y, + cosd send x, + pcost), F = (cosh x, + senb y,)°—2p (send x, — cosh y,)°.
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1.5 Secoes Conicas

Na antiguidade, elipse, hipérbole e parabola eram definidas apenas como in-
tersecoes de superficies conicas com planos. Associado a histéria dessas curvas temos Me-
naechmo, que em torno de 350 a.C. considerou pela primeira vez as segoes conicas, quando
tentava resolver o problema da duplicacao do cubo. Nessa época as conicas eram obtidas por
meio de secoes de trés tipos diferentes de cone circular reto, conforme o angulo no vértice
fosse agudo, reto ou obtuso.

Apobs Menaechus percebe-se muitos avancos no estudo das conicas, com desta-
que para um grande tratado tedrico, ”Secc¢oes Conicas”, escrito por Apolonio, que nasceu
na cidade de Perga, regiao da Asia Menor, por volta de 262 a.C. Suas contribuigoes mais
importantes foram ter conseguido gerar todas as conicas de um tnico cone de duas folhas,
simplesmente variando a inclinacao do plano de intersecao e ter introduzido os nomes elipse,
hipérbole e pardabola a essas curvas.

Assim, naquela época nao se conhecia o método algébrico de estudo das conicas, a
elipse, a hipérbole e a pardbola eram vistas apenas como intersecoes de uma superficie conica
com um plano. Por este motivo estas trés curvas sao conhecidas como secoes conicas.

Para verificar como estas curvas sao obtidas através da intersecao de um cone e
um plano, considere duas retas e e g concorrentes em O e nao perpendiculares. Conserve
fixa a reta e e faca g girar 360° em torno de e mantendo constante o angulo entre estas retas.
Nestas condigoes, a reta g gera uma superficie conica circular infinita formada por duas folhas

separadas pelo vértice O.
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A reta g é chamada geratriz da superficie conica e a reta e, eixo da superficie. O
conjunto de pontos obtidos pela intersecao de um plano 7 com a superficie conica é chamada
secao conica.

Quando uma superficie conica é seccionada por um plano 7m qualquer que nao
passa pelo vértice O obtem-se uma conica dita nao degenerada e a medida que varia-se a

posicao do plano de corte a secao sera:

e uma circunferéncia se 7 for perpendicular ao eixo e da superficie;
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e uma elipse se 7 for obliquo ao eixo e, cortando apenas uma das folhas da superficie;

e uma parabola se w for paralelo a uma geratriz da superficie;

/>

e uma hipérbole se 7 for paralelo ao eixo e;

o )
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No caso do plano 7 passar pelo vértice O, obtemos as conicas degeneradas:

e um ponto se m 86 tem o ponto O em comum com a superficie;

=

e uma reta se m tangencia a superficie conica;

)

e duas retas se m forma com o eixo e um angulo menor do que este faz com a geratriz.
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Atualmente, sabe-se que essa abordagem é equivalente a que adotamos. Uma
demonstracao para as secoes conicas pode ser baseada no trabalho do matematico belga G.

P. Dandelin (1794-1847).



CapriTULO 2

Conicas - Uma abordagem algébrica

2.1 Introducao

Como vimos anteriormente, elipses, hipérboles, parabolas, retas e pontos sao
coOnicas as quais ficam caracterizadas por suas propriedades geométricas. Por meio destas pro-
priedades vimos também que fixado um sistema de coordenadas cartesianas estas conicas sao
representadas por equagoes de segundo grau, em duas variaveis, da forma
Ax? + Bxy + Cy* + Dx + By + F = 0.

Motivados por este fato, somos levados a introduzir uma definicao algébrica para

as conicas no plano, que nos permite desenvolver um estudo unificado.

Definicao 2.1. Uma conica em R? é um conjunto de pontos cujas coordenadas em relacao

a base canonica satisfazem a equagao:
Az’ + Bry+Cy* +Dx+ Ey+ F =0 (2.1)
onde A ou B ou C # 0.

Observacao 2.2. A equacdo da conica envolve uma forma quadratica Az? + Bxy + Cy?,

uma forma linear Dx + Fy e um termo independente F'.

Por meio da equacao 2.1 e uma escolha conveniente dos coeficientes A, B, C', D,
E e F podemos obter a equacao na forma canonica da elipse, da hipérbole ou da parabola e

de suas respectivas degeneragoes. Veja os exemplos:
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Exemplo 2.3. Elipse na forma canonica
Escolhendo A = a%, C= b%, coma>0,b>0;,B=D=F=0e F =—1 podemos escrever

2.1 como

2 2
S
a b2

Exemplo 2.4. Hipérbole na forma canonica
EscolhendoA:a%,C’:—b%,coma>O,b>0;B:D:E:(]eF:—lpodemos

escrever 2.1 como

Exemplo 2.5. Pardbola na forma canodnica

Escolhendo C' =1, D =d,com d < 0; A= B=FE = F =0 podemos escrever 2.1 como
vy —dr =0

Exemplo 2.6. Par de retas concorrentes (hipérbole degenerada)
Escolhendo A = a%, C = —biz, coma>0,b>0;, B=D=F=F =0 podemos escrever 2.1

Ccomo

T b

Exemplo 2.7. Par de retas paralelas (pardbola degenerada)
Escolhendo A =a, F = —b,coma >0,b>0; B=C =D = E = 0 podemos escrever 2.1

como

ax’—b=0

Exemplo 2.8. Uma reta (pardbola degenerada)

Escolhendo A =a, coma € R;B=C =D = E = F =0 podemos escrever 2.1 como
ar® =0

Exemplo 2.9. Um ponto (elipse degenerada)
Escolhendo A = a, B=b,coma >0,b>0; C =D =FE = F = 0 podemos escrever 2.1
como

ar’ — by =0r=y=0



Conicas - Uma abordagem algébrica 49

Exemplo 2.10. Vazio (elipse ou pardbola degenerada)
Escolhendo A =a, C =b,coma>0,b>0; B=D=FE=0e¢ F =12 com r # 0 podemos
escrever 2.1 como

am2+by2+r2:0

Neste capitulo temos dois objetivos. Primeiro vamos verificar que para cada
conica em R? é possivel encontrar um sistema de coordenadas segundo o qual sua equacao
esta em uma das oito formas canonicas exemplificadas. Em outras palavras, veremos que
a equacgao 2.1 por meio de mudanca de variavel conveniente reduz-se a uma das formas
canonicas. Uma vez obtida a equacao na forma reduzida o método permite classificar a
conica (isto é, se é uma elipse, hipérbole, pardbola, retas ou ponto), encontrar sua posicao e
suas dimensoes.

Por outro lado, muitas vezes nos interessa somente classificar a conica, ou seja,
dada a equacao 2.1 dizer se ela representa uma elipse, uma hipérbole, uma parabola, retas ou
um ponto. Neste caso é possivel descrever um método mais simplificado o qual é o segundo

objetivo do capitulo.

2.2 Reducao a forma canodnica

Diante da equacao geral de uma conica, equacao 2.1, buscamos fazer mudancas
de variaveis que reduza a equacao a forma canonica que nao apresenta o termo quadratico
xy, nem os termos lineares em z e y.

Com este intuito, inicialmente, precisamos eliminar os termos quadraticos do tipo
xy, geometricamente, isto significa que um novo eixo coordenado é paralelo ao eixo de sime-
tria da conica.

Para isto, introduzimos os seguintes teoremas:

Teorema 2.11. Toda equacdo do sequndo grau Axz* + Bxy + Cy?> + Dz + Ey+ F =0, com
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A ou B ou C # 0, pode ser transformada, por meio de uma mudanga ortonormal de bases,
em M3 + \oyi +axy + by + F = 0. Onde \; e Ny sao os autovalores da matriz

A

M: B
2

Q v|lw

Demonstragao: Note que a equacao do segundo grau Az? + Bxy+Cy*+ Dx+Ey+F =0

pode ser reescrita como

B B
Ar? + Bay+Cy* + Dx+ Ey+ F = A$2+Ea:y+§a:y+0y2—l—Das+Ey+F

B B
= :U(Ax+5y)—i—y(C’y%—;x)—i—Dzﬂ—Ey—l—F

r 7 T
= |z y A +p)ﬂ +F
- T | Cy+ 5T K

+|p B || +F

Assim, a equacao 2.1 fica representada na forma matricial por

B
A 5 x xr
[w y] —i—[D E} + F=0.
B
— C| |y Y
2
Denotando
B
A — T
M=|p Q,N:P)ﬂeX: ,
) C Y

escrevemos a equagao sob a forma
X'MX+NX+F=0.

Como a matriz M é simétrica, sabemos que todos os seus autovalores sao reais e essa matriz
é sempre diagonalizdvel. Uma matriz quadrada A é diagonalizavel se existir uma matriz in-
vertivel P tal que P~'AP é uma matriz diagonal, dizemos, entdo, que a matriz P diagonaliza
A. Pelo Teorema Espectral (Apéndice A) para transformacoes auto-adjuntas existe uma base

B = {v1, vy} de R?, ortonormal, tal que
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A0
D= = PMP!
0 X

onde P ¢é formada por um conjunto ortonormal de autovetores de M, desta forma esta

. , . ’ . ’ .
matriz é ortogonal. Ainda, P é a matriz de passagem para a base 3, ou seja, dada uma

ain  ar2
. / . s . . .
matriz § = {uj,us} e § = {v,v2} existe uma tnica matriz P = que satisfaz
Q21 QA22
U1 = a11Uy + ag1U

Vg = Q12U1 + A22U3

Xz ’
Se X = ' sio coordenadas na base [, sabemos que:
Y1
X, =PX
logo
X=r'x

Como a matriz P é ortogonal, entao P~! = P!, e

X'MX +NX+F=X/PMP'X, + NP 'X, +F=X!DX, + NP 'X, + F =0.
Assim,

X!DX,+ NP'X;+F =0

)\1 0 T X1
ENAE o I I P O B S
0 )\2 Y1 U1

/\1$% + )\zyf +ary + by + F =0,
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onde a = a;1D + a;oF e b = as1 D + apF sabendo que aqq, ais, as1, ase sao os escalares da

matriz P. O

Em um segundo momento, para eliminar os termos lineares, possivel somente
quando \; # 0, para i = 1 ou ¢ = 2, agrupamos os termos \;x? + \oy? + ax; + by; conveni-

entemente.

Teorema 2.12. Dada a equacao
Ma? 4 Aoy’ +axy + by, + F =0

podemos, por meio de uma translacao, eliminar os termos lineares correspondentes aos termos

quadrdticos com A\; # 0, com 1 =1, 2.

Demonstragao: Suponha, por exemplo, que \; # 0. Facamos entao a substituicao conve-

niente
. a
To = T —_—
2\
e
Y2 = Y1
vemos que

a a
Mz + Xy +axry +by +F = N\ (xg——)+A2y§+a<x2——) +byy + F

2)\1 2)\1
2 a’ 2 a’

= A1$2—G$Q+K+)\2y2+a$2—K—i‘byg—i‘F
1 1

2

= A1x§+)\2y§+by2—a—+F=O
4\

= M3+ Ays +bya + f=0

CL2

ondef:F—K.
1

O caso em que Ay # 0 é tratado de modo semelhante. Assim facamos a substituicao

b
y2—y1+2_)\2
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€
To = T1
vemos que
2
MTT 4+ Nyt +ary by + F = A1x§+A2y§+aag2—K+F:0
2
= M5+ \oys +ary+g=0
2
onde g = F' — —

4y

Agora, suponha que A\; # 0 e Ay # 0. Entao fagamos a substitui¢ao

a
.7321.7314‘—

20\
e
Y2 = U1 My
vemos que
2 2 2 2 a’? b?
Mxi+Xyi +ary oy +F = Mg+ dy; ————+F=0
40 4N
a? b?
deh=F— — — —. O
Onee FSVIS W

Enfim, a partir da equacao 2.1, é possivel realizar uma rotacao e uma translagao
de eixos coordenados, e assim, obter a equagao da conica em uma das formas canonicas ja

conhecidas.

Teorema 2.13. A equacao Ax? + Bay + Cy* + Dx+Ey+ F =0, com A ou B ou C # 0,
pode ser transformada, por meio de uma mudanca ortonormal de eixos e uma translagao, em

uma das formas abaixo:



Conicas - Uma abordagem algébrica 54

~

iz 2 +h=0
2. Mxo? +bys + f =0
3 M+ f=0

4. Ayt +arg+g=0
5. Ay +9=0

6. ar1 +by; + F =0

7. ar1+F =0

)

Demonstracao: Usando o Teorema 2.11 e o Teorema 2.12, podemos transformar a equacao

2.1 nos seguintes casos:

® )\1I%+/\2y%+h20,
se M #0, M#0,a e RebeR;

o Mzl +by + f=0,
se A\ #0, My=0,acReb+#0;

) )\1.1’%"‘]‘.:0,
quando \; Z0, \s =0,a € Re b =0;

o \oyi+azr,+g=0,
para A\ =0, \a #0,a #0ebeR;

o \ayi+g=0,
quando \; =0, \s #0,a=0ebeR

° a$1+by1+F:0,
para Ay =0, Ay =0,a#0e b =#0;
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e ar, + F =0,
para A\ =0, Ay =0,a#0eb=0;

o by, + F =0,
quando \; =0, \a =0,a=0e b # 0;

A partir destes teoremas podemos efetuar as transformagoes nas equacoes do
tipo 2.1, isto é, realizar a rotacao e a translacao necessarias para obter a equacao da conica
na forma canonica conhecida e, entao podermos classifica-la como elipse, hipérbole, parabola
ou uma de suas degeneragoes.

A seguir veremos alguns exemplos destas transformacgoes em equagoes escritas na
forma 2.1. Utilizaremos o Geogebra, software gratuito de matematica, que retine recursos de
geometria e algébra para apresentar as representacoes geométricas da conica e observar as

transformacoes apds cada passo.

Exemplo 2.14. Seja a equacio 222 + 4xy + 2y% 4+ 4v/22 + 12¢/2y — 8 = 0. A representacio

geométrica desta conica sera
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Pelo método descrito acima podemos reescrever a equacao por meio de mudancas de
coordenadas em uma equagao na forma canonica. Para isso, conforme no Teorema 2.11,

escrevemos a equacao dada na forma matricial. Assim,

2 2 T T
[3: y} : : + [4\/5 12\/5] : +(—8) = 0.
2.2 |y y

Sabemos por este mesmo teorema que ao fazer uma mudanga ortonormal de bases o termo

quadratico do tipo zy é eliminado. Para isso, é necessario diagonalizar a forma quadratica

encontrando os autovalores A; e Ay e autovetores ortonormais da matriz . Com este
2 2

objetivo, escrevemos o polindmio caracteristico desta matriz

2
P(\) = =(2-A)?—4=X\—-4)\=0,
22—
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os autovalores sao as raizes deste polindmio, portanto Ay =0 e Ay = 4.

2 2
Os autovalores ortonormais associados a matriz sao serao os vetores nao-nulos r em
2 2
que Mx = Az. Entao:
x x 20 +2y =20 ~
e para \; = 0, . =0- = = r = —y , entao um
2 2 Y 20 +2y =0
. , 1 1
autovetor normalizado é v, = ~ 55
2 2 x —2x+2y=0 _
e para Ay = 4, . = = x =y , assim o segundo
2 2 Y 20 -2y =0
autovetor normalizado é v, = 2 2

Vimos pelo Teorema Espectral que podemos encontrar uma base ortonormal, 8 = {v1, 09},
1 1

em que a matriz de passagem para esta nova base é P = i/ﬁ \{i ainda, P"'MP ¢

V2 V2

diagonal. Os elementos da diagonal principal desta matriz serao os autovalores \; e Ao, assim

D= . Pelo Teorema 2.11 podemos diretamente ver que
0 4

7 f+f 12V2=—-4+12=38

1 1
b= — 424+ —-12v/2 =4+ 12 = 16,
V2 V2

e, pelo mesmo teorema podemos reescrever a equacao na forma matricial nesta nova base

a = —

realizando uma mudanca de coordenadas, entao teremos \212 + Xoy12 + axy + by + F = 0,

ou seja, 4y,% + 8x; + 16y; — 8 = 0. Observe:

XfDXl + NPlel +F =0
1 1
0 0 T Nz Ty
R A [ave 12ve]- V2 2| -8 =0
04 NG

\)
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4y1+4f<f fyl)ﬂzf(f jéyl)‘g‘o

4 Y1 —4$1+4y1+12$1+12y1—8:0
4y? +8x + 16y, —8 =10
podemos reduzir esta equacao para
yi+2r +4y; —2=0

Apds a rotacao da equacao dada podemos visualizar o processo geométricamente por meio

do software Geogebra. O gréfico que representa a equagao y? + 2x; +4y; —2 =0 ¢é

Ainda, pelo Teorema 2.12, para eliminar os termos lineares onde isto é possivel (\; # 0).

facamos um agrupamento dos termos de y? + 2x; + 4y; — 2 = 0 convenientemente,
(v +4y1 +4) —4+22, —2=0
(1 +2)°+2(x1—3)=0
E, finalmente, como vimos no Teorema 2.13, se tomarmos xo = 1 — 3 e ys = y; + 2, obtemos
Y5 + 2x5 = 0 ou
Y = —22

Assim, a equacao acima representa a conica em relacdo a um novo referencial, obtido por
rotacao e translagao. Podemos enfim identifica-la, por sua equacao na forma canonica,

conforme exemplo 2.5, como sendo uma parabola. A representagao geométrica desta nova

equacao é
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Exemplo 2.15. Dada a equacdo 5z? — dxy + 8y? — 45z — 161/5y + 4 = 0 podemos, por

meio do software Geogebra, verificar que a sua representacao geométrica é

A equacao dada pode ser escrita na forma matricial,

[w y}' _92 _62 : z +{_1o —20}- Zj +(=5)=0

Pelo Teorema 2.11 é possivel eliminar o termo quadratico do tipo xy realizando uma mudanca

ortonormal de bases. Entao, é necessario diagonalizar a forma quadratica

9 =2 T
[1, y] . .
-2 6 Yy
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Os autovalores A\; e Ay e autovetores ortonormais sao determinados a partir do polinomio

9 =2
caracateristico da matriz , assim sendo

P(\) = =(9—A)-(6—-X)—4=X—15\A+50=0,

logo, os autovalores sao as raizes deste polindmio, portanto \;y =5 e Ay = 10.

9 -2
Os autovalores ortonormais associados a matriz Sa0:
-2 6
9 -2 x x dr —2y =10 B
e para A\ = 5, . =5 = = 2x = y , entao um
-2 6 Y Y —2z+y=0
. , 1 2
autovetor normalizado ¢ v; = | —=, —= |.
5 V5
-1 -2 x 0 —r—2y=0 )
e para Ay = 10, . = = = r = —2y , assim o
-2 —4 Y 0 —2r—4y =0

: , 2 1
segundo autovetor normalizado é v, = .

Y

Pelo Teorema Espectral, existe uma base ortonormal, f = {v1, 12}, em que a matriz de
1 2

passagem para esta nova base é P = \ég i/g e ainda, P~ M P é diagonal. Os elementos
NG
: o o . 5 0
da diagonal principal desta matriz serao os autovalores A\; e Ay, assim D = . Usando
0 10

0 Teorema 2.11 podemos diretamente ver que

1 2 10 40 30
R e M i A -

2 1 20 20 40

b:ﬁ.zl (_10)+ﬁ'<_20):_ﬁ_ﬁ:_ﬁ‘

Assim a equacao pode ser reescrita na forma matricial nesta nova base realizando uma mu-

danca de coordenadas. Desta forma teremos, ainda pelo Teorema 2.11
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. 30 40
M2 + Xoyi2 4+ axqy + by + F = 0, ou seja, 512 + 10y,2 + ﬁxl — %yl

X!'DX,+ NP'X; + F =0

—5=0. Veja:

[:cl yl]' 2 100 : zl +[—10 —20}- Vi VAl 1 -s) =0
X _2 1

1 2 2
5212 4 10y, % — 10 ( yl) —20 (——zl + —y1> —5=0
VAR VRV
5212 + 10y,% +

0, 40
\/51 \/gyl

Esta equacao pode ser reduzida para

6 8
x12+2y12+—x1——y1—120

Vi Wb

A representacao geométrica desta conica apds a rotacao serd Para eliminar os termos lineares

6 8
facamos um agrupamento dos termos de x,%+2y;2 +—x, — \/_yl 1 = 0 convenientemente,

V5

conforme o Teorema 2.12. Entao,
6 9 9 4 4
2y — = 2 — —~1=0
(i Jn+5) 520 ﬁ“* 5)
(o) #2 (-3
x [E—
VG V5

3 2 22
E pelo Teorema 2.13, se tomarmos x5 = x1+ % €Yy =Y — E’ obtemos 9%+ 212 — — =0

5
ou
99
T —|—2y2 :g
?J2
22 S+ 22 =1
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2 2
x

Portanto, apds a rotacao e a translacao a equagao 2—2 + % = 1 acima representa a conica
5 10

922 — 4y + 6y? — 102 — 20y — 5 = 0 em relacdo a um novo referencial. Podemos finalmente
identifica-la, por sua equacao na forma canodnica, conforme exemplo 2.3, como sendo uma

elipse. Apés o processo de rotagao e translagdo podemos representar geometricamente a

2 2
As oLy Yy
conica o5 + 99 = 1 por
d 10

Exemplo 2.16. Seja a equacao 1122 —24zy +4y? + 302 +40y — 45 = 0. Podemos representar

geometricamente a equacao por

Na forma matricial a equacao dada sera escrita como,

1 —12 x x
[5’7 Z/} : : + [30 40} : —45=0
—-12 4 Y Y

Com o objetivo de eliminar o termo quadratico do tipo xy realizamos uma mudanca ortonor-

mal de bases, conforme Teorema 2.11. Assim, é necessario diagonalizar a forma quadratica

1 —12| |=
[w y}. .

—-12 4 Y
Os autovalores A\; e Ay e autovetores ortonormais sao determinados a partir do polinomio
1 —-12
caracateristico da matriz , assim sendo
—-12 4
11-Xx —12 )
P\ = =(11—=X)-(4—=X)— 144 = \* — 156A — 100 = 0,

—12 4-A
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logo os autovalores sao as raizes deste polinomio, portanto A\; = 20 e Ay = —5.
) ) _ 1 —12
Os autovalores ortonormais associados a matriz Sa0:
—-12 4
11 —12 T T —9x — 12y =0 4
e para A\, = 20, . =20- = =0 =——y,
—12 4 y y —122 — 16y = 0 3
. . , 4 3
entao um autovetor normalizado é v; = T
11 —12 x T 16x — 12y =0 3
Opara)\gz—f), . :<—5) = =>T=-vy,
12 4 y y —122+ 9y =0 4
. . , 3 4
assim o segundo autovetor normalizado é vy = = E )
Entdo, pelo Teorema Espectral, existe uma base ortonormal, f° = {v1,12}, e a matriz de
4 3
passagem para esta nova base é P = 3 2 e ainda, P~'M P é diagonal. Os elementos
5

3
)
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20 0
0 —5|

da diagonal principal desta matriz serao os autovalores A\; e Ao, assim D =

Podemos diretamente ver que pelo Teorema 2.11 que

4 3 120 120
_ —— . —.4 = — _— =
a 3 30—1—5 0 5 + 5 0
e
3 4 90 160
b:_. —-4 = —_— —_— = .
5 30+5 0 5 + 5 50

Assim a equacao pode ser reescrita na forma matricial nesta nova base ao realizar uma mu-
danca  de  coordenadas. Ainda  pelo  Teorema  2.11  vimos  que

M1 + Xy 2 4+ axq + by + F = 0, ou seja, 20212 — 5y12 + 50y; — 45 = 0. Observe:

X!DX, + NP X, +F=0

20 0 S
T - F £ T
[ml yl} - : + [30 40} P 3 —45=0
0 -5 Y1 5 5 Y1

4 3 3 4
205(]12 — 5y12 + 30 —=x + - + 40 -1 + =Y | — 45=0
5 5 5 5
20212 — 5y, + 50y, — 45 = 0.

Esta equacao pode ser simplificada para

4a1% — 2 + 10y, — 9 = 0.

Podemos visualizar por meio do software Geogebra a rotacao realizada pela mu-

danca de coordenadas:
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Neste caso, para eliminar os termos lineares facamos um agrupamento dos termos de

422 — y? + 10y; — 9 = 0 convenientemente, conforme o Teorema 2.12. Assim,
4z7 — (yi — 10y +25) =9+ 25 =0

422 — (11 —5)° +16 =0

E pelo Teorema 2.13, se tomarmos w3 = z; € 42 = y; — 5, obtemos 43 — y2 + 16 = 0 ou

—4x3 +y; =16

T Y
4 16

Assim, apos a rotagao e a translacao a equagao acima representa a conica em relagao a um
novo referencial. Enfim, é possivel identifica-la, por sua equagao na forma canonica, conforme
exemplo 2.4, como sendo uma hipérbole. A representacao geométrica desta equacao nas novas

coordenadas, apos a rotacao e a translacao é
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Exemplo 2.17. Dada a equacao 22 — 6zy — 7Ty% + 102 + 2y + 9 = 0 podemos representd-la

geometricamente, por meio do software Geogebra, como

A equacao dada pode ser escrita na forma matricial,

o e B T R
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Pelo Teorema 2.11 podemos eliminar o termo quadratico do tipo zy realizando uma mudanga

ortonormal de bases. Entao, é necessario diagonalizar a forma quadratica

1 -3 T
[:c y]'—S —7.y

Os autovalores \; e \y e autovetores ortonormais sao determinados a partir do polinomio

1 =3
caracateristico da matriz , assim sendo
-3 =7
1-Xx =3 )
P(\) = =(1=XN)-(=7T=X)—-9=X+61-16=0,
-3 —T7-A
logo, os autovalores sao as raizes deste polinomio, portanto \; =2 e Ay = —8.
1 =3
Os autovalores ortonormais associados a matriz Sa0:
-3 =7
1 -3 x x —z—3y=0 ~
e para A\ = 2, . =2- = = r = —3y , entao um
-3 -7 Y Y —3r—9y =0
tovet lizado é 5 L )
autovetor normalizado é v, = | ———, —
' V10" V10
1 =3 T T —x—2y=0 _
e para \y = —8, . = (-8) = = 3r =y , assim o
-3 =7 Y Y —2rx —4y =20
d tovet lizado é L 5 )
segundo autovetor normalizado é vy = | —=, — |.
& > \VI0' V10

. ’ .
Pelo Teorema Espectral, existe uma base ortonormal, f = {v;,v2}, em que a matriz de pas-

3 1
sagem para esta nova base é P = i 10 v 310 e ainda, P~ M P é diagonal. Os elementos
V10 /10
2 0
da diagonal principal desta matriz serao os autovalores A\; e Ay, assim D = . Usando
0 -8

o Teorema 2.11 podemos diretamente ver que

o= 104 () 2= -k -
vio T\ Vio T Vio Vi
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L a3, 10616
V10 VIO T V10 V10 VIO

Assim a equagao pode ser reescrita a equacgao na forma matricial nesta nova base realizando

b

uma mudanca de coordenadas. Desta forma teremos, ainda pelo Teorema 2.11,

28 16
A2 + \oy? + axy + by + F = 0, ou seja, 222 — 8y — ——x1 +

V10 V10
X!DX, + NP X, +F=0

y1 +9 =0. Veja:

3 1
2 0 Ty o T
[:cl yl}- : +[10 2}- Y10 F01- +9=0

0 -8 S
Y1 \/m \/m n

@)
—_

3 1 1 3
2.1‘12 — 8y12 + 10 (—\/—1_01‘1 + \/—1_0y1> + 2 (—1_0l‘1 + \/—1—091) +9=0

2$12— y1+9:0

.2 28 n 16
JR— _‘r —

SRV T RRVGTI

A representacao geométrica desta conica apds a rotagao serd

15

Para eliminar os termos lineares facamos um agrupamento dos termos de

28 16

2212 — 8y, ? — 1 + ——vy1 + 9 = 0 convenientemente, conforme o Teorema 2.12. Entao,
v 10 V10

p(pe 14 A0\ 98 o/, 2 1) 8 o
A0 T 10) T 10 e ) T T

(o) o)
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E pelo Teorema 2.13, se tomarmos xo = x7 — , obtemos 252 — 8yp2 = 0

7 1
— e — —_
10 Y2 = U1 0

ou

219° = 8yp”
To = :i:2y2

Portanto, apds a rotacao e a translacao a equacao ro = +2y, acima representa a coOnica
2?2 — 6y — Ty? + 10z + 2y + 9 = 0 em relacdao a um novo referencial. Podemos finalmente
identifica-la, por sua equacao na forma canodnica, conforme exemplo 2.6, como sendo uma
hipérbole degenerada, ou seja, um par de retas concorrentes. Apds o processo de rotacao e

translagao podemos representar geometricamente a conica xo = +2y5.

2.3 Classificacao das conicas

Dada uma equacao na forma 2.1, e tendo como finalidade apenas classificar a
coOnica, podemos apresentar um método rapido que permite alcancar este objetivo.

Neste momento, devemos considerar que o desenvolvimento deste método nos
conduz a observacao de dois aspectos. O primeiro é puramente técnico, envolve apenas

calculos e desenvolve um algoritmo que permite a classificacao da conica em questao. Ja o
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segundo, que envolve a classificacao e a demonstracao dos fatos, exige conceitos basicos de
algebra linear acessiveis na maioria dos cursos de licenciatura em matemaéatica. Como este
trabalho se destina a professores e estudantes do ensino médio, em sua aplicagao neste nivel
de ensino a demonstragao deve ser omitida e apenas o algoritmo deve ser desenvolvido.
Para iniciar este processo devemos analisar as possibilidades que temos em fungao

dos sinais dos autovalores associados a forma quadratica.

Teorema 2.18. Dada uma conica definida pela equacao Ax?+ Bxy+Cy*+Dx+Ey+F =0,
com A ou B ou C # 0. Sejam A\ e Ay os autovalores associados a sua forma quadrdtica,

entao:

i) se A1+ Ay > 0 esta equagdo representa uma elipse, ou suas degeneragoes (um ponto ou

0 vazio);

i1) se A1 Ao < 0 esta equagao representa uma hipérbole, ou sua degeneracao (par de retas

concorrentes);

iii) se A1 - Ay = 0 esta equacao representa uma pardbola ou suas degeneragoes (par de retas

paralelas, uma reta ou vazio).

Demonstragao: Como vimos, no Teorema 2.11, por meio de uma mudanga ortonormal de
bases, podemos eliminar o termo quadritico em xy e obter a equacio A;x? + \oy? + ax; +
by; + F = 0. A partir disto, podemos discutir as possibilidades que temos em funcao dos

sinais dos autovalores associados a forma quadratica. Entao,

e se \; #Z 0 e Ay # 0, como visto no Teorema 2.12, por meio de uma translacdo podemos
eliminar os termos lineares e assim obter a equagao Aoz? + Aoys + h = 0. Deste modo,

ha tres possibilidades a discutir:

1) se A; e Ag forem positivos teremos uma elipse ou suas degeneragoes, pois se h < 0
teremos \123 + Aoy = h, uma elipse; se h = 0 teremos \;x3+ \oys = 0, um ponto;

se h > 0 teremos A\;z3 + \oy3 = —h, o conjunto vazio.
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2) se )\1 (& )\2 forem negativos teremos também uma eh S€ Ou Ssuas de eneracoes
s )
ois se h < 0 teremos )\1.1'2 + )\2 2 — —h, o conjunto vazio; se h = 0 teremos

2 2 ) )

—A\172 + —Xoys = 0, um ponto; se h > 0 teremos A3 + \oy3 = h, uma elipse.

3) se A1 e Ay tiverem sinais opostos teremos uma hipérbole ou suas degeneragoes,
pois se h # 0 teremos /\1x§ — A2y§ +h=0= )\lxg — A2y§ = h ou
— 172 + Xoys = h, portanto uma hipérbole; se h = 0 teremos \;x2 = A\yy2, um

par de retas concorrentes.

e se \; =0 e Ay # 0, como visto no Teorema 2.12, por meio de uma translagdo podemos
eliminar o termo linear e assim obter a equagdao \yy3 + azs + g = 0. Deste modo, hé

duas possibilidades a discutir:

1) se a # 0 teremos uma pardbola pois A\ays &= axs & g = 0 = \y2 = Fazs F g.

2) se a = 0 teremos, se g < 0, entdo \oys = g e obtemos um par de retas paralelas;
se ¢ = 0 teremos A\oy2 = 0, um ponto; ou se g > 0 a equagao serd A\yys = —g,

entao teremos o conjunto vazio.

e se A\ #0 e Ay =0 o0 caso é discutido de maneira andloga ao que A\; =0 e Ay # 0.

No entanto, quando estamos diante de uma equacao do segundo grau em duas
variaveis nao temos a principio os seus autovalores A; e Ay. Para que o processo de classi-

ficacao da conica seja de forma direta a partir desta equacao observe o seguinte teorema.

Teorema 2.19. Seja dada a equacio Ax? + Bxy + Cy> + Dx + Ey+ F =0, com A ou B

ou C # 0, consideremos:
i) Se B> —4AC < 0 entio 2.1 representa uma elipse ou suas degeneragoes;
ii) Se B® —4AC = 0 entdo 2.1 representa uma pardbola ou suas degeneragoes;

iii) Se B* —4AC > 0 entio 2.1 representa uma hipérbole ou suas degeneracoes;
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Demonstracgao: Inicialmente, observe que o determinante associado a forma quadratica

45
B (&
5 C
A E B2
B 2 — AC — —
2 4
2
= — (B*—4AC) (%)
B
A =
Agora, note que os autovalores associados a forma quadratica B 2 | sdo
5 C
B
A - A —_ B2
PN=| p 2 = (A=)N)-(C=))—-=
4
— C-=2A
2
BQ
= AC’—A/\—O)\+)\2—I
B2
= N (A+O)\+ (AC_I) =0,
assim
\ _A+C VA + B+ (7 -24C
b 2
e
) A+ C+ A2+ B>+ C? —2AC
2 p—

2

Perceba que o produto dos autovalores A\; e A\ é

A+C—A2+ B2+ (C?-2AC A+C+ A2+ B2+ (0% —-2AC
2 2
BQ
== 1A
1 + AC

= — (B2 — 4AC) (%)

Entao, a partir (%) e (%*) podemos concluir que o determinante e o produto dos autovalores

B
associados a forma quadratica B 2 | sao iguais e, ainda, o sinal de A1 - A é 0 mesmo de
— C
2

— (B% — 4AC). Assim, por meio dos resultados obtidos no Teorema 2.18 podemos classificar
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a conica dada pela comparacao do valor de (B? —4AC) e \; - Xs. ad

Além disso, podemos realizar uma classificacdo mais precisa por meio do teo-

rema:

Teorema 2.20. Seja a equagio Ax?+ Bxy+Cy*+Dx+Ey+F =0, com A ou B ouC #0
e N =4ACF — B*F — AE? — CD? + BDE, devemos considerar que:

A£0 A-A <0 elipse

e

1) Se B2 —4AC <0 e A- A >0 nenhum lugar
A =0 um ponto

2) Se B2 —4AC =0 ¢ A # 0 pardbola
A =0 duas retas paralelas, uma reta ou nenhum lugar

3) Se B —4AC >0 ¢ ) ©7 0 hpertole

A = 0 duas retas concorrentes.

Demonstracao: Observe que se a equacgao geral de uma conica decompoem-se no produto
de dois fatores lineares, entao a equacao representa uma conica degenerada, ou seja, um

ponto ou uma reta ou ainda um par de retas concorrentes. Da igualdade
4A (A2* + Bay+ Cy*+ Dz + Ey+ F) =0
podemos escrever
(2Ax + By + D)* = (B? — 4AC) y* + 2 (BD — 2AE) y + D> — 4AF
Assim, a conica sera degenerada se
(B* —4AC) y* + 2(BD — 2AE)y + D* — 4AF

possui rafzes reais duplas. Para isso, considerando a equacao do tipo ax? + bx + ¢ devemos

ter b — 4ac nulo, assim

b’ — dac = [2(BD — 2AE))* — 4 (B? — 4AC) (D? — 4AF)
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—16A (4ACF — B’F — AE*> — CD* + BDE) =0

Dali, se

4ACF — B*F — AE* — CD? + BDE =0

podemos dizer que a equagao representa uma coOnica degenerada. Agora, se
4ACF — B?F — AE? — CD* 4+ BDE # 0 a equacao Az? + Bay + Cy> + Dx+ Ey +F =0
representa uma conica nao degenerada. Analisamos as transformagoes que ocorrem com os
coeficientes da equacao geral apos a mudanca de coordenadas. Como vimos na rotacao de

eixos, podemos estabelecer a equivaléncia

x = 11 cosl — y; senb

y = x1 senb + y; cosl

Entao por substituicao

Ay = Acos*0 + Beosfsen + C'sen’d
By = Bcos(20) — (A — C')sen26
C, = Asen0 — BceosOsen + Ccos?0
Dy = Dcosf + Esenf
E, = —Dsenf + Ecos0
F=F

Assim,

A+Ci=A+C
Ay — C) = Bsen20 + (A — C')cos20
Bi+ (A —C)* =B+ (A-C)?
B} —4A,C, = B* — 4AC

Isso mostra que as expressoes A; + C; = A+ C e B} — 4A,C) = B? — 4AC e o termo
independente F; = F' sao invariantes por rotacao de eixos. Para eliminar o termo em zy

devemos ter B; = 0, assim

By = Bcos(20) — (A — C)sen20 = 0 < tg(20) = 1 C
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Usando a igualdade

2tgb B
_— 2 = — =
g0 W) ===

e tg(20) = possui duas solugoes distintas, raizes da equacao

B
A-C
vtg*0 + 2tgh — v = 0.
Por meio de uma translacao de eixos coordenados pode-se eliminar os termos lineares e reduzir

a equacao A122 + C1y? + Dix + Eyy + F = 0 em Ayz? + Coy®Fy = 0.
Como B; = 0, entao B? — 4AC = —4AC e assim,

i) se B2 —4AC < 0 temos que A e C' possuem sinais iguais, e trata-se de uma elipse se

A - A <0 ou nenhum lugar se A- A > 0;

ii) se B2 —4AC > 0 temos que A e C possuem sinais contrdrios, e trata-se de uma

hipérbole;

iii) se B2 —4AC > 0 temos que A = 0 ou C = 0 e trata-se de uma pardbola.

Podemos facilmente classificar as conicas por meio do Teorema 2.20. Veja os

exemplos:

Exemplo 2.21. A equacdo 2x% + 4ay + 2y® + 422 + 12/2y — 8 = 0, possui coeficientes
A=2 B=4,C=2 D=42, E=12/2 ¢ F = —8, conforme a equacao (1). Entao pelo
Teorema 2.20,

B?—4AC =4*>-4.2.2=16—-16=0

A =4ACF — B*F — AE* - CD? + BDE =
—4.2.2.(=8) — 4% (—8) 2. (12\/5)2—2- (4\/§>2+4. (+v2) - (12v2)
— 198+ 128 — 576 — 64 + 384 = —256 £ 0

e a equacao dada representa uma parabola.
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Exemplo 2.22. Considere a equacdo 5z? — 4zy + 8y° — 4v/5x — 161/5y + 4 = 0 escrita na
forma de equagao (1). Entao temos os coeficientes A =5, B = —4, C =8, D = —44/5,
E=-16V5¢e F = 4. Assim,

B? —4AC = (—4)°—4-5-8=16—-80=—64 < 0

A =4ACF — B*F — AE*> — CD? + BDE =
—4.5-8-4— (—4)2-4-5. (—16\/5>2 8. (—4\/5)2 +(—4)- (—4v5) - (~16v5)

= 640 — 64 — 6400 — 640 — 1280 = —7744 # 0

A-A=5-(=T7744) = —38720 < 0.

Logo, pelo Teorema 2.20, a equacao representa uma elipse.

Exemplo 2.23. Seja a equacao 1122 — 24zy + 4y + 302 + 40y — 45 = 0. De acordo com a
equagao (1) os coeficientes sao A =11, B=—-24, C =4, D =30, E = 40 e F = —45. Como

B? — 4AC = (—24)> —4-11-4 = 576 — 176 = 400 > 0,

A =4ACF — B*F — AE*> - CD? + BDE =
= 4-11-4-(—4) — (—24)* - (—45) — 11 - (40)*> — 4 - (30)* + (—24) - 20 - 40
= —704 + 25920 — 17600 — 3600 — 19200 = —15184 # 0

a equacao representa, conforme o Teorema 2.19, representa uma hipérbole.

Exemplo 2.24. Dada a equagao x> — 6xy — 7Ty*> + 10z + 2y + 9 = 0, escrita na forma (1),
obtemos os coeficientes A =1, B=—6,C =-7,D =10, E =2 e F = 9. Entao,

B? —4AC = (—6)> —4-1-(=7) =36 +28 =64 > 0

A =4ACF — B*F — AE? — CD? + BDE =
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7

—4-1-(=7)-9—(=6)*-9—1-22—(=7)-10% + (—6) - 10- 2
— —252 — 324 — 4+ 700 — 120 =0

e, pelo Teorema 2.20, a equacao dada representa duas retas concorrentes.



CapriTULO 3

Aplicacoes das Conicas

Desde a antiguidade, as conicas atraem atencao de estudiosos que utilizam suas
propriedades para explicar diversas situacoes do cotidiano. Sendo assim, areas do conheci-
mento como fisica, engenharia, astronomia, entre outras, utilizam estes estudos para obter
avancos tecnologicos em suas areas.

Neste momento, apresentamos algumas aplicacoes das conicas que sao utilizadas
frequentemente.

E importante saber que as parabolas, elipses e hipérboles tém certas proprieda-
des de reflexao que as fazem extremamente importantes em varias aplicacoes. Em fisica, o
fenomeno de reflexao de ondas consiste na mudanca de direcao de propagacao de energia, ou

seja, as ondas sempre refletem quando encontram algum obstaculo.

3.1 Aplicacoes das parabolas

Para apresentar esta propriedade em uma parabola, observe que:

Teorema 3.1 (Propriedade de Reflexao da Pardbola). A reta tangente a um ponto P da
pardbola faz angulos iguais com a reta que passa por P paralela ao eixo da pardbola e com a

reta que passa por P e o foco.
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Demonstragao: Seja P um ponto da parabola, o ponto F' é o foco da parabola e R o pé da

perpendicular a diretriz da pardbola passando por P, s a reta bissetriz do angulo F PR.

parabola

Considere ainda o como a medida do angulo entre o segmento de reta F'P e a reta s. A reta
PR é paralela ao eixo da parabola e § é a medida do angulo entre PR e s. Pela definicao de
pardbola PF = PR entéo, o triangulo F/PR é is6sceles. Assim, a reta s é também a mediana
do segmento FR. Considere agora T' como um ponto qualquer da reta s, distinto de P. Se

Q@ ¢ a projecao de T sobre d, temos:
TF=TR>TQ

Portanto T nao pertence a parabola e todos os outros pontos de s nao pertencem a ela. Logo,

s é tangente a parabola em P. Como a tangente a parabola em P ¢ bissetriz do angulo F' PR



Aplicagoes das conicas 80

temos que « e [ sao iguais e ainda, 3 e v sao opostos pelo vértice e logo, sao iguais. O

Assim, todo raio que incidir na parabola que seja paralelo ao eixo da pardbola
toma a direcao do foco apos a reflexao.
Observe também que ao rotacionar a parabola em torno de seu eixo obtém uma

superficie chamada paraboloide eliptico.

Deste modo, pela rotacao da parabola e a propriedade da reflexao, agora sobre a
superficie do paraboloide eliptico, podemos encontrar varias aplica¢oes praticas. Uma delas
¢ a antena parabdlica.

Os satélites em drbita enviam sinais (ondas de radio ou televisdo) que chegam
muito fracos a superficie terrestre devido a grande distancia da qual sao emitidos. Estes
sinais chegam praticamente paralelos entre si, por isso é necessario captd-los em uma area
relativamente grande e concentra-los em um inico ponto para que sejam amplificados.

Desta forma, pela propriedade da reflexao e as caracteristicas geométricas da

parabola a superficie que atende esta necessidade é o paraboloide.
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ﬁ Satélite

No foco da parabola é posicionado um receptor que, apds o processo de reflexao
dos sinais que chegam do satélite, recebera uma intensidade alta de sinais suficientes para
que o processo de transmissao ocorra.

Agora, suponha que raios sejam emitidos a partir do foco em direcao a superficie
do paraboloide eliptico. Como vimos, pela propriedade da reflexao, estes raios incidentes na
superficie do paraboloide serao refletidos paralelamente ao eixo principal da parabola que
gera o paraboloide. O processo é o mesmo descrito na antena parabdlica apenas o sentido
dos raios é contrario. Esta aplicacao é vista nos fardis dos carros.

Os refletores parabdlicos de fardis e lanternas permitem que a luz da lampada se

propague em raios formando o que é chamado de facho de luz.

Neste caso, a lampada é colocada no foco da parabola de modo que a iluminagao
gerada esteja voltada para a superficie do paraboloide. A propriedade da reflexao garante
que os raios luminosos emitidos pela lampada sejam refletidos paralelamente ao eixo principal

da parabola formando o facho de luz.
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3.2 Aplicacoes das elipses

Esta mesma propriedade de reflexao que utilizamos nas aplicagoes da parabola,
também pode ser aplicada em outras situagoes que veremos a partir deste momento, envol-
vendo a elipse.

Quando os raios incidem em uma elipse podemos afirmar que:

Teorema 3.2 (Propriedade de Reflexao da Elipse). Uma reta tangente a uma elipse em um

ponto P faz angulos iguais com as retas que unem P aos focos.

Demonstragao: Seja P um ponto pertencente a elipse E(F1, Fy, 2a), FQI um ponto da reta

PF, com F,P = PF,, r a reta bissetriz do angulo FgﬁFQI e um ponto A, tal que A € r.
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Como P € E(F}, Fy,2a),
d(P7F1)+d(P7F2) :d(P7F1)+d(P7F2l> = 2a.

Se considerarmos qualquer ponto pertecente a reta r diferente de P, por exemplo o ponto A,

teremos

d(A, Fy) + d(A, F,) > 2a,

portanto nao pertencente a elipse £(F, F3,2a). Como A é um ponto qualquer, existe um
unico ponto em r pertencente a elipse, ou seja r é a reta tangente, e ainda qualquer ponto
pertencente a reta r tem a mesma distancia dos pontos F3 e F2/ Deste modo, a reta r é a

mediatriz do segmento FyF,. Como os angulos a e 3 sdo opostos pelo vértice, sao iguais. O

De tal modo, no caso da elipse, quando um raio emitido de um de seus focos
chega a curva da elipse é refletido em direcao ao outro foco. Mais ainda, pela definicao de
elipse F\P + F,P = k, onde k é uma constante, todos os raios emitidos de um dos focos,
nao importa em que direcao sigam, chegarao ao mesmo tempo no outro foco porque eles
percorrem distancias iguais.

Assim como nas parabolas, a rotacao de uma elipse em torno de seu eixo principal
gera uma superficie. No caso da elipse, a superficie gerada ¢ um elipsoide.

A utilizacao destas caracteristicas da elipse permite diversas aplicacoes, uma des-

tas aplicacoes encontra-se em equipamentos odontoldgicos.
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As luminérias utilizadas pela maioria dos dentistas, em seus consultérios, sao equi-
padas com um espelho eliptico que ao rceber os raios luminosos concentra-os em um nico
ponto, que é ajustado pelo dentista para iluminar exatamente o local a ser tratado. Desta
forma, é possivel alem de amplificar a luminosidade, evitar que os raios luminosos incomodem
a visao do paciente.

Esta mesma propriedade da elipse é usada na medicina em aparelhos que emitem
certos tipos de raios nos tratamentos médicos, por exemplo, radioterapia e litotripsia.

A radioterapia é uma modalidade de tratamento do cancer que utiliza radiacoes
de alta energia para combater células malignas, é usada para tratamento de tumores loca-
lizados, uma vez que sé funciona na area que estd recebendo a radiacao. Na radioterapia,
os raios devem destruir os tecidos doentes, sem afetar os tecidos sadios que se encontram ao
redor.

A litotripsia, processo utilizado por médicos para o tratamento de quadros de
litfase (pedra nos rins, célculo renal, célculo urindrio), evita a cirurgia para remocao de
calculos renais. Neste procedimento, o paciente é colocado em um aparelho no formato de
elipsoide de tal forma que o célculo renal esteja posicionado em um de seus focos. Uma fonte
de ondas sonoras de alta frequéncia (ultrassom) é colocada no outro foco. Todas as ondas
sonoras emitidas pela fonte convergem para o calculo provocando vibragoes que acabam por
quebréa-lo em pedacos mintsculos que possam ser expelidos naturalmente e de modo indolor
na urina do paciente.

Nestas trés aplicagoes, percebe-se a necessidade de uma superficie que receba os
raios emitidos pela fonte e direcione-os a um tnico foco. Como sabemos em consequéncia do

Teorema 3.2 a superficie que satisfaz esta propriedade é o elipsoide.
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Outra interessante aplicacao da propriedade de reflexao da elipse encontra-se em
algumas construgoes existentes em museus e exposicoes, chamadas salas de sussurro. Nestas
salas, em forma de elipsoide, uma pessoa colocada em um dos focos pode se comunicar em
voz sussurrada com outra pessoa que esta exatamente no outro foco, no entanto, tal comu-
nicagao serd inaudivel no restante da sala. A forma da sala é de fundamental importancia.
Ao projeta-la, fixam-se dois pontos, os focos, que ficam na altura da cabeca das pessoas que
vao se comunicar. A seguir, admite-se uma elipse com estes focos e a sala é construida de tal
maneira que qualquer plano que passe por esses pontos intercepte a sala segundo uma elipse
congruente com a escolhida. Assim, pelas propriedades da elipse, todas as ondas sonoras
emitidas em um dos focos chegarao ao mesmo tempo no outro foco, o que proporciona uma

amplificacao natural do som.

3.3 Aplicacoes das hipérboles

Assim como na parabola e elipse, a propriedade de reflexao é verificada também

em hipérboles.

Teorema 3.3 (Propriedade de Reflexdao da Hipérbole). Uma reta tangente a hipérbole em

um ponto P faz angulos iquais com as retas que unem P aos focos.
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F1 F2

Demonstragao: Seja P um ponto pertencente a hipérbole H(F, F»,2a), FZ' um ponto da

reta PF; com FyP = PF),, t a reta bissetriz ao angulo F2]3F2' e um ponto A, tal que A € t.

Observe que AF, < AF, + F\F, (desigualdade triangular), entdo
AF, — AF, < AF, + F\F, — AF,,
mas AFQI = AF5, portanto

AF, — AF, < F\F, = PF, — PF, = PF, — PF, = 2a.
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Isto é, se considerarmos qualquer ponto da reta r diferente de P, por exemplo o ponto A,
teremos d(A, Fy) — d(A, Fy) < 2a, portanto nio pertencente a hipérbole H(F, Fy, 2a). Como
A é um ponto qualquer, existe um unico ponto em t pertencente a hipérbole, ou seja t é a
reta tangente, e ainda, como t é a bissetriz do angulo FQﬁFQI, qualquer ponto pertencente
a reta t tem a mesma distancia dos pontos Fy e F,. Deste modo, a reta t é a mediatriz do
segmento @

Seja A um ponto qualquer da reta tangente, F5F, L AP 1. NP (N é a reta normal), NP ¢
F,F, sdo retas paralelas e o triangulo PF,F, é isésceles. Como consequéncia os angulos em
e FQ/ sao iguais. Mas o angulo em Fj é igual ao angulo em RPN, pois sao corresponden-
tes, e o angulo em F, é igual ao angulo N PF}, alternos internos. Logo RPN = NPF, que

correspondem aos angulos de reflexao da hipérbole. O

Desta forma, em uma hipérbole todo raio que partir de um dos focos ao en-
contrar a curva da hipérbole sera refletido em diregao ao outro foco. Veremos a seguir que
esta propriedade da hipérbole é importante na construcao de telescépios refletores.

Os primeiros telescopios eram refratores e tinham muitos inconvenientes. As len-
tes refratarias deformam as imagens que elas reproduzem e ainda, decompoem a luz branca
em varias cores produzindo um efeito cromatico indesejado.

Posteriormente, apareceram os telescopios refletores, que possibilitam observagoes
mais precisas. Ao contrario do modelo refrator, este tipo de telescopio usa um espelho ao
invés de lente como elemento principal. O modelo mais comum é popularmente conhecido
como " Newtoniano”. Os telescépios refletores sao constituidos de um espelho primério pa-
rabdlico no fundo de um tubo. Nele os raios provenientes de um corpo celeste distante
(estrela, galdxia, planeta, etc.) formam um feixe praticamente paralelo, que se reflete no
espelho parabdlico e vai formar a imagem do objeto no foco da parabola.

Neste momento usa-se um espelho secundario hiperbélico, os raios que iriam for-
mar a imagem no foco da parabola sao refletidos pelo espelho hiperbdlico no qual um dos
focos da hipérbole coincide com o foco da parabola. Entao, os raios que iriam formar a
imagem no foco da parabola sao refletidos pelo espelho hiperbdlico e entao essa imagem sera

formada no outro foco da hipérbole.
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Refletor Newtoniano

Ocular

Outra aplicacao das propriedades da hipérbole esta no sistema de localizacao
denominado LORAN (Long Range Navigation), utilizado em navegacoes de barcos e avides.
Seu principio basico de funcionamento é considerado simples. Estacoes de radios situadas
simultaneamente em posigoes F; e F» emitem sinais que sao recebidos pelo navegante situado
numa posi¢ao P. O navegante mede a diferenca de tempo entre o recebimento dos dois sinais.
Isto é o bastante para determinar que a localizacao em que estd pertence a algum ponto P
de uma hipérbole. Assim, o navegante pode localizar sua posicao se ele receber sinais de
trés estacoes de radios situadas em F, Fy e F3. Cada para de estacoes informam dois focos
que geram uma hipérbole que contém a posicao do navegante. Assim, sua posicao exata é
o ponto onde as trés hipérboles intersectam. Ela pode ser determinada através da plotagem

das trés hipérboles em uma mapa obtendo a intersecao.
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APENDICE A

Teorema Espectral

O Teorema Espectral para operadores auto-adjuntos é um dos resultados mais
relevantes da Algebra Linear por garatirem a existéncia de uma base ortonormal de autove-
tores para alguns tipos de operadores. Isto implica que o operador seja diagonalizavel, o que
facilita bastante em algumas situac¢oes, como veremos na mudanca de coordenadas de uma
equacao do segundo grau em duas variaveis.

Um operador linear T': V' — V', num espagco vetorial munido de produto interno,
chama-se auto-adjunto quando 7' = T*, ou seja, quando (Au,v) = (u, Av) para quaisquer u,
ve V.

Uma matriz quadrada a = [a;;] diz-se simétrica quando é igual a sua transposta
a’, isto é, quando a;; = a;; para todo i e todo j. No teorema abaixo é dado um operador

linear T': V — V| num espaco vetorial de dimensao finita, dotado de produto interno.

Teorema A.1. T : V — V € auto-adjunto se, e somente se, sua matriz a= [a;;] relativa-
mente a uma (e portanto a qualquer) base ortonormal U = {uy, - ,u,} C'V € uma matriz

simétrica.

Demonstracao: (u;,Tu;) = [i-ésima coordenada do vetor T'u; na base U|=[i-ésimo elemento
da j-ésima coluna de a| =a;;. Portanto a matriz a é simétrica se, e somente se, (u;, Au;) =
(Au;,u;) para quaisquer ¢, 7 = 1,---,n. Devido a linearidade de 7" e a bilinearidade do
produto interno, isto equivale a dizer que (u, Tv) = (T'u,v) para quaisquer u, v € V', ou seja
T é auto-adjunto. ad

Como o objetivo deste trabalho é diagonalizar matrizes do tipo 2x2 nos interessa
o Teorema Espectral num espaco vetorial de dimensao 2. Assim o teorema espectral pode

ser escrito como:
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Teorema A.2. SejaT : V — V um operator auto-adjunto num espago vetorial de dimensao
2, munido de produto interno. Existe uma base ortonormal {uy,us} C E formada por auto-

vetores de T

Demonstracao: Seja {v,w} C V uma base ortonormal arbitrdria. Em virtude do Teorema
A1, temos Av = av + bw, Aw = bv + cw. Sabemos que os autovalores de T' sao as raizes
reais do polinémio caracteristico P (\) = A? — (a +¢) A + ac — b*. O discriminante deste
trinémio é A (a+¢)® —4(ac—b0*) = (a—¢)* +4b*> > 0. Se A =0 entdio b =0, a = ¢
e T = al, logo todo vetor nao-nulo em V é um autovetor. Se A > 0 entao o trinomio
P ()\) possui duas raizes reais distintas A, Ag. Isto, como sabemos, quer dizer que os ope-
radores T"— A\ I e T'— Aol sdo ambos nao invertiveis, logo existem vetores nao-nulos (que
podemos supor unitérios) uy, us € V tais que (T'— M 1)u; = 0 e (T — Aol)uy = 0, ou seja,

Tuy; = Mug e Tug = Agug. Assim {uy,us} C V é uma base ortonormal de autovalores de T'. O



