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Resumo

O ensino do conceito de funcdo tem sido um dos grandes desafios para o docente, em
particular durante a primeira série do ensino Médio. Tal assunto constitui-se, para o aluno,
um obstaculo cognitivo, contribuindo para o distanciamento da Matemadtica. A carga de
abstracao contida no conceito de fun¢do e o formalismo exagerado dos livros didéticos con-
tribuem para que o professor ndo obtenha €xito durante a abordagem deste assunto. Surge,
assim, a necessidade de conhecer previamente a abordagem e o método utilizado pelo autor
do livro didético adotado como livro texto, sendo indispensdvel a leitura critica por parte do
professor. Neste trabalho propde-se uma sequéncia didética para o ensino do conceito e das
propriedades de Func@o. Nesse sentido, criou-se um roteiro de andlise adaptado a partir de
critérios utilizados no guia do Plano Nacional do Livro Didéatico (PNLD) do ano de 2012, o
qual foi utilizado para verificar a abordagem metodoldgica praticada durante a apresentacao

da definicao de funcdo utilizada em livros didéticos do primeiro ano do ensino médio.

Palavras Chaves: Funcdo. Livro Didético. Matematica.
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Abstract

Teaching the concept of function has been a major challenge for the teachers, particu-
larly during the first year of high school. This issue constitutes, for the student, a cognitive
obstacle what contributes to the detachment of mathematics by the students. The abstraction
charge contained in the concept of function and the exaggerated formalism in the textbooks
does not contribute to the success of the teacher when approaching this issue. It raises the
need to know beforehand the approach and method used by the author being essential the
analysis of the textbooks by the teacher. Given this fact, this paper proposes a didactic se-
quence for teaching the concept of functions. It was created an adapted analysis script based
on the criteria used in the Plano Nacional do Livro Didatico (PNLD) of 2012, in order to
examine the methodological approach practiced during the presentation of the definition of
function used by teachers in the first year of high school textbooks.

Keywords: Function. Textbook. Mathematics.
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Capitulo 1

Introducao

A ideia de que a Matematica € feita para “mentes privilegiadas” esta presente em todos
os setores da sociedade, e geralmente esse pensamento toma corpo na Educacido Bésica.
Mudar esta realidade constitui-se, talvez, o grande desafio do professor de drea.

A forma abstrata de apresentar os conceitos e as aplicacdes matematicas foram utili-
zadas ao longo de vdrios anos, limitando-se a exercicios puramente manipulativos com foco
na propria Matemadtica, o que contribui para a perpetuacdo desse pensamento, € o ensino de

fungdes nao fugiu a regra.

Essa forma de pensar e fazer Matemdtica tem se mostrado equivocada, propiciando es-
paco para uma Matematica mais voltada para a compreensdo dos significados dos conceitos

matematicos e de suas respectivas aplicacdes, sobretudo no ambiente escolar.

Isso nos motivou a construir um trabalho que colaborasse com o desafio do profes-
sor de provocar o pensamento cognitivo do aluno, conduzindo-o a descoberta do mundo da

Matematica.
O presente trabalho possui a seguinte distribui¢ao:
e Capitulo 1: Objetivos;

e Capitulo 2: Alguns aspectos histdricos da construcdo e da formalizagdo da definicdo

de funcao;
e Capitulo 3: Conceitos iniciais necessdrios a apresentacio do conteido de funcao;

e Capitulo 4: Apresentacdo intuitiva de funcdo e formalizagdo matematicamente da de-

finicdo de funcdo;
e Capitulo 5: O papel e a importancia do ensino de fun¢do no Ensino Médio;

e Capitulo 6: Alguns aspectos sobre a andlise de livros didéticos;



e Capitulo 7: Andlise critica do livro diddtico de Dante [5], com foco na definicdo,
sistematizacao e aplicacdo das propriedades das fungdes.

e Capitulo 8: Consideragdes finais;

e Por fim, as Referéncias Bibliograficas.

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo Geral

Ao analisar os livros didaticos pretendemos propor, quando necessério, sugestoes a
serem utilizadas pelo professor, durante o estudo de fun¢des, de forma a promover procedi-
mentos diddticos que favoregcam a compreensao, por parte dos alunos do conceito de fungdes
e das relacdes e conexdes que podem ser formalizadas, matematicamente, com situagdes do

cotidiano.

Obstante a isso, pretendemos, simultaneamente, despertar no docente uma postura cri-
tica diante dos textos didéticos disponiveis aos alunos, de forma que esse assuma permanente
intervencdo, quando necessdrio, aos textos que se apresentarem com equivocos seja de con-

ceito ou de procedimento.

1.1.2 Objetivos Especificos

e Motivar o estudo do conteido de fungdes;
e Desenvolver no aluno a capacidade de analisar e interpretar graficos;

e Desenvolver no aluno a capacidade de relacionar situacdes didrias a um modelo mate-

matico a partir dos conhecimentos adquiridos no estudo de funcdes;

e Criar, junto ao alunado, situagdes e atividades em que se possa obter modelos mate-

maticos baseados nos conceitos apresentados;

e Promover uma reflex@o sobre a importancia do docente assumir uma postura critica na

analise dos livros e textos utilizados no ensino médio;

e Contribuir para tornar o ensino de Matemadtica mais atrativo, interessante e estimu-

lante, através do contetddo de funcdes, algo imprescindivel para a formagao do aluno.



Capitulo 2

Aspectos Historicos do Conceito de
Funcao

2.1 Introducao

Neste capitulo, faremos a apresentacdo de alguns aspectos que contribuiram para o
desenvolvimento do conceito formalizado de fun¢do, como também, de alguns dos principais
personagens que participaram desse processo. Entretanto, para o leitor que queira aprofundar
esse estudo, sugerimos as obras de Boyer [2] e de Roque [15].

O desenvolvimento do conceito de fungdo exigiu a participacio de inimeras geracoes
de fil6sofos e cientistas ao longo da histéria das civilizag¢des, tendo como principal motivador
a necessidade do homem em compreender os fendmenos da natureza e as relacdes intrinsecas
existentes.

Conforme Roque [15]

Atualmente, quando pensamos no conceito de fungdo, algumas
ideias vém a mente. Por exemplo, a ideia de uma correspondén-
cia. Deste ponto de vista, pode-se dizer que as tabelas babilonias
e egipcias ja pressupunham, de alguma forma, a ideia de funcgao,
uma vez que se tratavam justamente de registros de correspon-
déncia (por exemplo, entre nimero e o resultado das operagoes
que envolvem este nimero). As tabelas cordas de Ptolomeu, si-
milares as nossas tabelas de senos, também estabeleciam corres-

pondéncia que consideramos hoje de natureza funcional. (p.264)

Embora o conceito de fun¢do, como utilizamos atualmente, tenha iniciado sua forma-
lizag@o a partir do século XV 111, inclusive posteriormente das técnicas de derivagao introdu-
zidas por Leibniz (1646 — 1716) e Isaac Newton (1643 — 1727), existem registros ao longo

5



da histéria, mesmo que implicito, da utilizacdo da ideia do conceito de fun¢do em civili-
zagOes anteriores a era Cristd. Nesse contexto apresentaremos algumas interpretacdes que

contribuiram para o desenvolvimento do conceito.

2.2 Primeiros Registros

Os primoérdios do conceito de funcdo surgiram, de forma implicita, com os babilo-
nicos € com 0s gregos, povos que utilizavam tabelas de relacdes numéricas para explicar

fendmenos do cotidiano e da natureza.

Em registros histéricos do povo babilonico foi encontrado, numa plaqueta feita em
argila (os babilonios usavam tabuas de argila cozida), por volta de ano 2000 a.C., o uso de

uma tabela com a expressio algébrica semelhante a n° +n2, em que n = 1,2,3, ..., 30.

Podemos fazer uma associagdo com fungdo, se definimos o dominio como sendo o

conjunto A = {1,2,3,4,...,30}, e a lei de formagio por f(n) = n’ 4 n?.

Dessa forma, poderiamos expressar uma func¢do da seguinte forma: Seja a fungdo
f:A — N, definida por f(n) = n> 4+ n?. Em que terfamos bem definidos o dominio, o con-
tradominio e a lei de formagao. Nota-se, entdo, o conceito de fun¢do atualmente utilizado,

mesmo que de forma implicita.

No entanto, como essa tabua foi provavelmente construida para permitir a resolugdo de
equacio do tipo n® +n? = ¢, os babilénicos utilizaram, novamente de forma implicita, a ideia

de fungdo inversa, pois, por exemplo, a solugio de n® +n? = 80 é 4, ou seja, é £~1(80) =4.

Nesse sentido, verifica-se também o conceito implicito de fun¢gdo ao observamos os
relégios de sol, instrumentos que egipcios e babildnicos ja usavam, por volta do ano 1500
a.C. Os relégios mais antigos consistiam em um bastao fixado verticalmente no chao, deno-

minado de "gnomon".

Assim, ao observar o movimento da sombra projetada por um gnémon, que € longa
de manha cedo, e diminui a um minimo ao meio-dia e volta a avancar com o passar da
tarde. Esses povos elaboraram tabelas que registravam o comprimento da sombra a intervalos
regulares. Além de marcar a hora, essas tabelas ajudavam a determinar, entre outras coisas,

a duracao do ano e os periodos de inverno e verao.



Figura 2.1: Reldgio solar.

Note que, se indicarmos 4 a altura do bastdo, s o comprimento da sombra quando
a altitude do Sol sobre o horizonte € de 6 graus, entdo cotgd = 7, conforme Figura 2.1.
Portanto, as sombras ou as tabelas de sombras sdo, talvez, os ancestrais mais antigos da

fung¢do cotangente.

Os gregos, considerados por alguns historiadores os maiores cientistas do mundo an-
tigo, posteriormente chegaram mais perto ainda da ideia de funcdo, fato que pode ser obser-
vado na primeira tabela trigonométrica conhecida (Figura 2.2), que foi apresentada no livro
Almagesto ("O maior"), de C. Ptolomeu (sec. II d.C.). O que indica ser esse um conceito

natural, como a histéria prova.



Figura 2.2: Primeira tabela trigonométrica conhecida.

Doravante, veremos que o conceito formalizado de funcdo comecou a ser construido a
partir do momento em que os cientistas passaram a descrever o movimento de forma quanti-

tativa.

2.3 Periodo Medieval

No periodo medieval, pouco se acrescentou para a formalizacdo do conceito de fungio,
possivelmente porque o desenvolvimento teve relacdo direta com os progressos cientificos

que ocorreram mais tarde.

Entretanto foi nesse periodo que os europeus comecaram a entrar em contato com
os povos do oriente, através das viagens comerciais e das Cruzadas, e desse intercambio
os pensadores da Grécia foram trazidos e suas ideias foram disseminadas, em particular o
pensamento aristotélico, o qual foi adotado como modelo para a filosofia/ciéncia na Idade

Média, também conhecida como filosofia escolastica.

A filosofia escoldstica sofreu grandes questionamentos, principalmente por pensadores
que defendiam que as verdades cientificas deveriam necessariamente ser obtidas através da
experiéncia, pensamento que teve a Igreja como grande opositora, a qual podava o desenvol-
vimento das ciéncias, ao instituir o pensamento que "Deus criou e governa todas as coisas

através da matematica".



Obstante ao pensamento da Igreja, grandes cientistas da época apresentaram resultados
que podem-se relacionar com o conceito de fung¢do. Destacamos, inicialmente, o astronomo
alemdo Johannes Kepler (1571-1630) que enunciou leis matemadticas que descreviam o mo-

vimento dos planetas, dentro de uma teoria heliocéntrica. Podemos citar a terceira lei:

os quadrados dos periodos orbitais dos planetas sdo proporcio-

nais aos cubos dos semi-eixos maiores orbitais.

Essa lei descreve, de forma quantitativa, um fendmeno fisico e expressa matematica-
mente a relacdo entre duas grandezas, apresentando assim, a ideia de funcdo, embora de

forma implicita.

Da forma semelhante a Kepler, outro cientista que merece destaque € Galileu Galilei
(1564-1642), considerado o fundador da ciéncia moderna, sobretudo, pela criacio do mo-
derno método cientifico, baseado na experimentacdo e na coleta de dados, para posterior
andlise. Em uma de suas obras, Galileu anunciou a lei de queda dos corpos no vicuo da

seguinte forma:

0 espago percorrido por um corpo em queda livre € diretamente
proporcional ao quadrado do tempo levado para percorrer este

espacgo.

Essa lei, como a 3 Lei de Kepler, traz em seu enunciado claramente 0s pressupostos

de funcio, todavia ambos utilizaram a linguagem verbal.

A forma verbalizada, como Kepler e Galileu apresentaram seus resultados, indicava a
necessidade do uso de uma simbologia matematica para relacionar grandezas que variam,
pois até entdo, o registro do uso de simbolos na matemética ocorreram na algebra desenvol-
vida na Grécia por Diofanto e na dlgebra hindu, no século II d.C., as quais ndo possuiam o
avanco necessdrio para a formalizagdo simbdlica do conceito de funcdo, embora j4 tivesse
simbolos para representar incdgnitas, poténcias e operacdes a ponto de resolver equagdes

indeterminadas.

Somente no século XV 1, através da obra do matemético francés Francois Viéte (1540-
1603), surgiu a Algebra Literal, que introduziu a linguagem das férmulas na Matematica. Na

obra In Artem Analyticam Isagoge,Viéte chamou sua dlgebra simbdlica de logistica speciosa.

Um pouco depois, René Decartes (1596-1650) utilizou as primeiras letras do alfabeto
para indicar quantidades conhecidas e as ultimas letras para indicar as desconhecidas, seme-

lhante ao que utilizamos atualmente.



Ambos utilizaram a dlgebra como ferramenta para resolver problemas geométricos,
tendo como inovador a associag¢do de curvas a equagdes algébricas e o uso de um sistema de

coordenadas para relacionar as varidveis envolvidas, dando origem a geometria analitica.

Conforme escreve Boyer [2] (p.253 —259), no seu estudo de curvas, Pierre de Fermat
(1601-1665) utilizou um sistema de coordenadas e relacionou duas varidveis que apareciam

no final de uma equagdo, utilizando o seguinte principio:

Sempre que numa equacao final encontram-se duas quantidades
incognitas, temos um lugar, a extremidade de uma delas descre-

vendo uma linha reta ou curva. (p.253)

Veja que a relagdo entre as incognitas € estabelecida através de um lugar geométrico,
ou seja, o que denominamos, atualmente, como a expressao algébrica de uma fungao, tanto

para Fermat como para Descartes, era uma curva.

Observa-se que, nesse periodo, o conceito de funcdo, embora ndo tenha sido formali-
zado, esteve presente nos mais diversos resultados apresentados, em particular na fisica e na
astronomia, entretanto, sua formalizacdo dependia do desenvolvimento de uma linguagem
algébrica que permitisse a sistematiza¢do adequada, do conceito de funcio, na forma como
utilizamos na contemporaneidade. De qualquer modo, o que foi produzido nessa época,
preparou o terreno para que Newton e Leibniz estabelecessem os fundamentos do Calculo,
segundo Boyer [4].

2.4 A Moderna Ideia de Funcao

Para obten¢do da formalizacdo do conceito de funcdo, como usada atualmente, foi
necessario a constru¢do de uma notacao clara e objetiva para representar o pensamento ma-
temadtico, o que se verificou com o desenvolvimento da élgebra literal, a partir do século

XVIII, e se solidificou com a criag¢do da teoria de conjuntos, nos fins do século X7X.

No inicio da Idade Moderna, Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716) utilizou, pela
primeira vez, em 1694, a palavra funcdo para expressar a quantidade associada a uma curva,
ocorre que, nesta época a defini¢do de funcdo era algo abstrato, ainda dentro do campo

conceitual da matemaética, havendo um melhor aproveitamento da linguagem algébrica.

Posteriormente, em 1718, Johann Bernouli (1667 — 1748) também fez uso do termo
fungdo e utilizou algumas notagdes, dentre elas "0x” e ” fx”, para indicar um func¢do de x,

bem préximo da utilizada nos dias atuais. Bernouli definiu fun¢@o da seguinte maneira:
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Chamamos aqui Fungdo de uma grandeza varidvel, uma quanti-
dade composta de qualquer maneira desda grandeza varidvel e de

constantes.

Observa-se, da definicdo de Bernouli, que a cada fung¢do poderia ser representada por

uma expressdo analitica, utilizado para isso uma combinagdo de simbolos algébricos.

Porém, segundo Roque [15] (p.324 — 341), quem utilizou pela primeira vez a notagao
”f(x)” para representar a lei de formagdo de uma funcdo qualquer envolvendo varidveis e
constantes, foi Leonhard Euler (1707 — 1783). Assim sendo, Euler enunciou, em 1748:

uma fungdo de uma quantidade varidvel é uma expressao ana-
litica composta de alguma maneira desta quantidade varidvel e
numeros ou quantidades constantes. (Opera omnia, ser.I, Vol.
VIL, p.17).

Mais adiante, em 1755, Euler também enunciou:

Se x denota uma quantidade varidvel, entdo todas as quantidades
que dependem de x ou sdo determinadas por ele sio chamadas

suas fungoes.

Onde pode-se observar uma aproximacao com o conceito utilizado atualmente, prin-
cipalmente pela presenc¢a da ideia de fungdo estd associado a uma relagdo entre quantidades

varidveis, mas ainda faltava uma objetividade e clareza na notacdo utilizada.

Somente com o matematico alemao Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet(1805 —
1859) € que se chegou préximo da defini¢do moderna. Dirichlet apresentou a seguinte defi-

nicao:

Suponhamos que a e b sao dois valores dados e x é a quantidade
varidvel que assume, gradualmente, todos os valores localizados
entre a e b. Se para cada x corresponde um tnico y, de modo que,
enquanto x percorre o intervalo de a até b, y = f(x) varia gradu-
almente da mesma forma, entdo y é chamada funcao continua de

x para este intervalo. (Roque [15] p.340)

Note que em sua defini¢ao Johann Dirichlet apresentou a ideia de varidvel, utilizando
um simbolo, no caso x, que representa todos os valores compreendidos num determinado

intervalo, portanto, num dado conjunto de numeros. Partindo desse pressuposto, Dirichlet
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evidenciou o conceito central, “Se para cada x corresponde um unico y”, estabelecendo a
notagdo y = f(x), que corresponde a uma lei de formagdo. Podemos inferir ainda que x seria

a varidavel independente e y varidvel dependente.

Segundo Roque [15] (p.338), “Dirichlet foi o primeiro a estabelecer o conceito de
fun¢do como uma relacdo arbitraria entre varidveis, independente de férmulas algébricas™..

Dirichlet definiu a fungao:

0, se X racional

fx) =

1, se Xx irracional

Assim, com a evolugdo da teoria dos conjuntos, nos fins do século X7X, foi possivel
sistematizar a definicdo de funcio na forma utilizada atualmente nos meios mateméticos e
cientificos, sendo atribuido a Nicolas Bourbaki (pseuddnimo coletivo sob o qual um grupo
de matematicos, majoritariamente franceses, que escreveram uma série de livros sobre ma-
tematica avancada moderna, editados a partir de 1935), a defini¢ao atual de fun¢do, o qual

em 1939 apresentou a seguinte defini¢do para funcao:

Sejam A e B dois conjuntos. Uma relagdo entre uma varidvel
x € A, e uma varidvel y € B é dita relacdo funcional se qualquer
que seja x € A, exista um unico elemento y € B, que esteja na
relagdo considerada.”

De forma curiosa, € por esta defini¢do, apresentada com maior rigor, que a milenar

tabela babilonica mais se aproxima da ideia de funcao.

Verifica-se entdo, através desse breve histérico, que a construgdo do conceito de fungdo
passou por diversas alteracdes ao longo de varias geracdes, constituindo-se em um processo
lento. Neste contexto foi observado algumas representacdes, dentre elas a fungdo como
relacdo entre quantidades, como expressdo analitica, como variacao entre grandezas € como

relacdo entre conjuntos.
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Capitulo 3

Conceitos Iniciais

3.1 Introducao

Destinar-se-a este capitulo para apresentacio e formalizagdo de conceitos que serdao
utilizados ao longo do trabalho. Iniciaremos com o estudo de Conjuntos, pares ordenados,
produto cartesiano, plano cartesiano, relagdes e discutiremos alguns casos que trazem a ideia

de funcdo.

E importante frisar que embora a sequencia de conteidos a serem abordados neste
capitulo é cunhada na formalizacdo matematica, ndo propomos esta abordagem ao aluno do
ensino médio, contudo, consideramos necessario o pleno dominio destes temas por parte do

docente.

3.2 Conjuntos

A Teoria dos conjuntos, desenvolvida por Georg Cantor (1845 — 1918), foi extrema-
mente importante para a formalizac@o do conceito de funcio no inicio do século X7X, e serd
frequentemente utilizado neste trabalho. Contudo, por ndo ser o objeto principal, ndo fare-
mos a abordagem deste tema e, caso o leitor queira aprofundar o estudo desse importante

conteudo, indicamos o livro de Lima [7].

3.3 Conjuntos Numéricos

A importancia dos nimeros no mundo moderno € inquestiondvel, sendo indmeras as
situacdes da utilizacdo dos niimeros, seja nos estudos mais especificos da Matematica, da Fi-
sica, da Quimica, como também no processo de comunicac¢do corriqueira, num mero didlogo
entre duas pessoas, ou mesmo através dos meios de comunicagdo, nos jornais, por exem-
plo, nos deparamos com muitas informag¢des numéricas contidas em tabelas, graficos, numa

simples receita, enfim nos mais variados textos.
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No entanto, nossa experiencia docente tem nos mostrado a grande dificuldade que os
alunos possuem quando solicitados a indicar o significado de um determinado resultado nu-
mérico, o que demonstra, possivelmente, um distanciamento entre o que se pretende com
determinado problema e o significado matemético do resultado. Tal fato ¢ mais percebi-
vel quando trabalhamos com fragdes, embora seja comum encontrarmos situagdes onde o
aluno ndo consiga compreender o significado numérico do resultado, até mesmo dentro do

Conjunto dos Numeros Naturais.

Diante desse quadro, devemos propor ao alunos situagdes que colaborem para a com-
preensao de situagdes envolvendo informagdes numéricas relacionadas a medidas, compara-
coes, dados de pesquisas, relagdes entre grandezas etc. Por isto, utilizaremos como ponto de

partida do nosso trabalho os conjuntos numéricos.

3.3.1 Conjunto dos Niimeros Naturais

Atualmente, a grande maioria dos livros didaticos, utiliza o Conjunto dos Numeros
Naturais, indicado pelo simbolo N, para quantificar e ordenar os objetos. Faremos uma

abordagem dos Conjuntos do Numeros Naturais segundo a constru¢do do Lima [7].

Elon[7] recomenda:

Deve ficar claro que o conjunto N = {1,2,3,...} dos niimeros naturais é
uma sequéncia de objetos abstratos que, em principio, sdo vazios de sig-
nificados. Cada um desses objetos (um niimero natural) possui apenas um
lugar determinado nesta sequéncia. Nenhuma outra propriedade lhe serve
de defini¢do. Todo niimero tem um sucessor (linico) e, com excegdo de 1,

tem também um unico antecessor (nimero do qual é sucessor). (p.24)

Nota-se que o autor define o conjunto dos nimeros naturais utilizando os axiomas de

Peano, os quais afirmam que:
e Todo nuimero natural tem Gnico sucessor;
e Numeros naturais diferentes t€ém sucessores diferentes;

e Existe um unico nimeros natural, chamado um e representado pelo simbolo 1, que

ndo é sucessor de nenhum outro;

e Seja X um conjunto de nimeros naturais (isto é, X C N. Se 1 € X e se, além disso, o

sucessor de todo elemento de X ainda pertence a X, entdo X = N

Observa-se que nesta constru¢do, Elon ndo apresenta o zero como elemento do Con-

junto dos Numeros Naturais (N), entretanto, o proprio afirma ser uma questao de preferéncia.
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Neste trabalho, utilizaremos o zero como sendo o primeiro nimero natural. Caso o leitor
queira se aprofundar neste tema sugerimos o livro Meu Professor de Matemadtica e outras

Historias [9], de autoria de Elon Lages Lima.

Entao, o Conjunto dos Nimeros Naturais serd dado por:

N={0,1,2,3,4,...}

Podemos representar o Conjunto dos Nimeros Naturais (N) através da reta:

01 2 3 4 5 67 8 92 10

Figura 3.1: Reta dos Numeros Naturais.

Em N é sempre possivel efetuar a adicdo e a multiplicacdo, ou seja, a soma € o pro-
duto de dois nimeros naturais resulta sempre um nimero natural. J& na subtracdo entre
dois nimeros naturais nem sempre € um nimero natural; a subtracdo 3 — 4, por exemplo,
ndo é possivel em N. Dai a necessidade de ampliar o conjunto N introduzindo os nimeros

negativos.

3.3.2 Conjunto dos Niimeros Inteiros

Ao incluir os nimeros negativos no conjunto dos Nimeros Naturais obtemos o con-
junto dos Numeros Inteiros, que indicamos por Z. A letra Z € a inicial da palavra zah1, que

significa nimero em alemao.

Logo, o Conjunto dos Numeros Inteiros serd dado por:

Z=1{.,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,.}

O qual possui a seguinte representacdo na reta:

—t—+—
g4 2 3 4

[}
o
1
L 4
1
ey
1
LeCh [

Figura 3.2: Reta dos Numeros Inteiros.
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A nog¢do de nimeros negativos ndo existia para muitos civilizacdes antigas, como a
grega e a egipcia. Nao obstante, segundo Eves [11], os chineses j4 utilizavam tais nlimeros
hd mais de 2 mil anos. FEles indicavam os nimeros positivos com gravetos vermelhos e
0s negativos, com gravetos pretos. Além dos chineses, os hindus também utilizavam os
nimeros negativos. Brahmagupta (598 — 665), importante matematico indiano, falava em
“quantidades positivas e negativas”.

Na Europa, os nimeros negativos comegaram a ser usados mais tarde. O italiano Leo-
nardo de Pisa chegou a trabalhar com nimeros negativos, interpretando-os como “perda” em
um problema financeiro. Outros estudiosos importantes como os franceses Nicolas Chuquet
(1445 — 1488) e Francois Viete (1540 — 1603) chegaram a realizar célculos que envolviam

esses ndmeros.

No entanto, ainda havia grande resisténcia a aceitacdo dos nimeros negativos. So-
mente no século XIX, em 1867, é que eles foram legitimados como nimeros propriamente
ditos, por meio dos trabalhos do importante matemético alemao Hermann Hankel (1839 —
1873).

Observe que no conjunto Z € sempre possivel efetuar a adi¢do, a multiplicacdo e a
subtragdo, ou seja, a soma, o produto e a diferenca de dois nlimeros inteiros resultam sempre

um ndmero inteiro. E todas as propriedades das operagdes em N continuam validas em Z.

Ja na divisdo de dois nimeros inteiros nem sempre resulta um nimero inteiro:

(—8) : (+2) = —4, que é possivel em Z

(=7) : (+2) =, que ndo é possivel em Z

Dai a necessidade de ampliar o conjunto Z, introduzindo as fracdes.

3.3.3 Conjunto dos Niimeros Racionais

Ao acrescentarmos as fragdes positivas e negativas ao conjunto Z, obtemos o conjunto

dos Numeros Racionais, que indicamos por Q. Por exemplo, sdo ndmeros racionais:

3 1 1 1 3 5
_2’ 2 _1’ 2 4 09 bR 4 1’ 3 2

Observe que todo nimero racional pode ser escrito na forma 7, coma € Z,b € N e
b #0.
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Exemplo1 -2 = —g, 1= % 2=73, elc

Assim, escrevemos:

Q={x|x=4% comacZbecZeb+#0}

Que podemos apresentar a seguinte representacao na reta:

3-890
v

Fa=
%]

Figura 3.3: Reta dos Numeros Racionais.

Observe que arestrigdo b # 0 é necessdria, pois 3, divisdo de a por b, s6 tem significado
se b # 0. A designagdo racional surgiu porque 7 pode ser vista como razdo entre os inteiros a
e b. A letra Q, que representa o conjunto dos niimeros racionais, € a primeira letra da palavra
quociente.

No conjunto Q, as quatro operagdes fundamentais sdo possiveis e valem todas as pro-
priedades que valem para os inteiros. Certamente devemos lembrar que a divisao por zero é

impossivel e a fragdo § ndo tem significado.

Dado um nimero racional £, a representagdo decimal desse niimero € obtido dividindo-

se a por b, podendo resultar em:
e Decimais exatas, finitas:
1 5 6
e Decimais ou dizimas periddicas, infinitas:

2 177
2-0,666..=0,6 7 —0,1787878...

Embora as quatro operagdes fundamentais sejam sempre definidas em QQ, uma equagao
~ . Ca . 2
como x? = 2 nio pode ser resolvida em Q, pois niio existe racional 5 tal que (%) =2. Surge

entdo a necessidade de outro tipo de nimero, os niimeros irracionais.
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3.3.4 Conjunto dos Numeros Irracionais

Vamos considerar um quadrado cujo lado mede 1 e calcular sua diagonal:

Figura 3.4: Quadrado lado 1.

Note que, por Pitdgoras, temos:

P=121+1’=d*=2=d=2

Sabemos que /2 = 1,414213..., nimero que nio é decimal exata nem dizima perié-
dica, ou seja, ndo € racional. Os nimeros decimais como esse, infinitas e nao-periédicas,

damos o nome de nimeros irracionais.

Diante deste fato Lima [7] acrescenta:

A solugdo que se impunha, e que foi finalmente notada, era a de ampliar
o conceito de nimero, introduzindo os chamados niimeros irracionais de
tal modo que, fixando uma unidade de comprimento arbitrario, qualquer
segmento de reta pudesse ter uma medida numérica. Quando o segmento
considerado é comensurdvel com a unidade escolhida, sua medida € um
numero racional (inteiro ou fraciondrio). Os niimeros irracionais repre-

sentam medidas de segmentos que sdo incomensurdveis com a unidade.
(p.54).

Um dos ndmeros irracionais mais conhecidos é o 7, que se obtém dividindo o compri-
mento de uma circunferéncia pelo seu didmetro (7 = 3,141592...). As raizes quadradas ndo
exatas de nimeros naturais também sdo nimeros irracionais: /3 = 1,7320508...; /5=
—2,2360679...
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O conjunto formado por todos os nimeros irracionais serd representado neste trabalho

por R —@Q, onde R indica o conjunto dos Reais, que abordaremos na sequéncia.

3.3.5 Conjunto dos Niimeros Reais
Da reunido do conjunto dos niimeros racionais com o conjunto dos nimeros irracionais

obtemos o conjunto dos nimeros reais, que indicamos por R.

R=QUR-Q)={x [ xeQouxe (R-Q)}

Ou ainda,

R = {x | x é racional ou x é irracional }

Com o conjunto R, a reta fica completa, ou seja, a cada ponto da reta corresponde um
unico numero real e, reciprocamente, a cada nimero real corresponde um tnico ponto da

reta.
Por isso, dizemos que existe uma correspondéncia biunivoca entre 0s nimeros reis e
os pontos da reta. Temos assim a reta real, na qual colocamos apenas alguns nimeros reais;

Figura 3.5: Reta Real.
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O diagrama a seguir relaciona, por inclusdo, os conjuntos numéricos apresentados
neste trabalho:

Conjuntos numeéricos

Conjuntos dos naturais:IN Conjuntos dos racionais: Q

Conjuntos dos mteiros: Z Conjuntos dos reais: IR

Figura 3.6: Diagrama do Conjunto dos Numeros Reais.

3.4 Par Ordenado

Admitimos o no¢do de par ordenado como sendo um conceito primitivo. Para cada
elemento a e cada elemento b, admitiremos a existéncia de um terceiro elemento (a,b)

denominamos par ordenado, de modo que:

Se (a,b) = (c,d),entaioa=ceb=d

Note que a ordem de um par ordenado € muito importante, pois, o par ordenado (a,b),
com a # b, é diferente do par ordenado (b,a).

3.5 Produto Cartesiano

Definicao 3.1 : Sejam A e B conjuntos ndo vazios. Denominamos produto cartesiano de A
por B o conjunto A X B cujos elementos sdo todos pares ordenados (x,y), em que o primeiro

elemento pertence a A e o segundo elemento pertence a B.

O simbolo A x B 1é-se "A cartesiano B"ou "produto cartesiano de A por B". Assim:
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AxB={(a,b) | acAebecB}

Se A ou B for conjunto vazio, definiremos o produto cartesiano de A por B como sendo

o conjunto vazio. Quando A = B, indica-se em geral o produto A x A por A2.

Exemplo 2 : Se A = {1,2,3} ¢ B = {3,4}, vamos determinar:
e AxB=1{(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,3),(3,4)}
e BxA={(3,1),(3,2),(3,3),(4,1),(4,2),(4,3)}
o AxA=1{(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)}

e BxB=1{(3,3),(3,4),(4,3),(4,4)}

Observagoes:

e Se A diferente de B, entdo A x B é diferente de B X A, isto €, o produto cartesiano de

dois conjuntos nao goza da propriedade comutativa;

e Se A e B sdo conjuntos finitos com m e n elementos respectivamente, entdo A X B é um

conjunto finito com m.n elementos;

e Se A ou B for infinito e nenhum deles for vazio, entdo A X B € um conjunto infinito.

Note ainda que cada par ordenado do produto cartesiano A X B, é representado por um

ponto no plano cartesiano. Assim o grafico de A X B € conjunto de todos esses pontos.

V A
4_. _____ el e L
T T s , J A
5 o -
A B SRR ;
5 21 |
L s I : ?
N — el

Figura 3.7: Grafico do Produto Cartesiano.
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3.6 Plano Cartesiano

O plano cartesiano consiste de dois eixos Ox e Oy ortogonais em O, os quais determinam
um plano dividido em quatro regides chamadas de quadrantes, conforme a ordem colocada
a seguir:

Dado um ponto P desse plano, dizemos que os nimeros a € b sdo as coordenadas
cartesianas do ponto P, em que a € a abscissa e b € a ordenada. Assim, o Ox € chamado de

eixo das abscissas e Oy é chamado de eixo das ordenadas.

Observe que cada par ordenado de numeros reais corresponde a um ponto do plano
cartesiano e, reciprocamente, cada ponto do plano corresponde a um par ordenado de nu-
meros reais; temos assim, uma correspondéncia biunivoca. Tal correspondéncia entre pares
de nimeros reais e pontos do plano permitem escrever conceitos e propriedades geométricas
em uma linguagem algébrica e, reciprocamente, interpretar geometricamente relacdes entre

nimeros reais, habilidade necessdria e indispensédvel ao estudo de funcdes.

Exemplo 3 Veja o plano cartesiano a seguir:

-4 T C{4.35:-3,5)

_|: ra)

Figura 3.8: Plano Cartesiano.
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Note que:

O ponto A(—5,3), indica o ponto A de coordenadas cartesianas —5 e 3.
O ponto B(6,5), indica o ponto B de coordenadas cartesianas 6 e 5.
O ponto C(4,5;—3,5), indica o ponto C de coordenadas cartesianas 4,5 e —3, 5.

O ponto D(0,0), indica o ponto D de coordenadas cartesianas 0 e 0.

3.7 Relacao

Definicao 3.2 : Dados dois conjuntos A e B, chama-se relagcdo de A em B todo subconjunto
Rde A X B.

Se R é relacdo de A em B, entdio R C A X B

Exemplo 4 :
SejaA={1,3,5} e B={2,4,6,8}, entioAxB=1{(1,2),(1,4),(1,6),(1,8),(3,2),(3,4),
(3,6),(3,8),(5,2),(5,4),(5,6),(5,8)}. Agora, observe estes subconjuntos de A x B:

o R =1{(1,2),(1,8),(3,4),(3,6),(5,4),(5,8)}

o Ry = {(174)7(372)>(576)}

e Ry={(3,8)}

Observe que Ri,Ry,R3 e R4 sdo relacoes entre os elementos do conjunto de A e os

elementos do conjunto B, pois sdo subconjuntos de A X B.

Uma relagdo R entre os elementos de um conjunto A e os elementos de um conjunto
B pode ser representado por diagramas como o apresentado a seguir, chamado de diagramas
de flechas.
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Exemplo 5 :

Figura 3.9: Exemplos de Relacoes.

As flechas indicam quais pares ordenados pertences a relacdo. Na Figura 3.9, temos:
® R = {(175)7(176)’(277)};
e Ry ={(1,6),(3,8)}.

Logo a utilizagao do diagrama de flechas colabora com o trabalho docente, pois apre-
senta uma visualizacdo de facil compreensdo por parte de aluno, que e deve ser bastante
explorado durante o processo de ensino e aprendizagem do contetido de relacdes, no inicio
da primeiro ano do ensino médio, e posteriormente quando serd trabalhado o conceito de
fungoes.

3.7.1 Dominio

Definicao 3.3 : Seja R uma relacdo de A em B. Chama-se dominio de R o conjunto D de

todos os primeiros elementos dos pares ordenados pertencentes a R. E indicado por D(R).
Do exemplo anterior, teremos:
e D(Ry) =11,2}
e D(Ry) =1{1,3}

Note que D(R) C A.
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3.7.2 Conjunto Imagem

Definicao 3.4 : Chama-se imagem de R o conjunto Im de todos os segundos elementos dos

pares ordenados pertencentes a R. E indicado por Im(R).
Do exemplo anterior, teremos:
e Im(Ry) ={5,6,7}
e Im(Ry) ={6,8}

Note que Im(R) C B.

Ao utilizar o diagrama das flechas, € facil perceber que D é o conjunto dos elementos
de A, dos quais partem flechas e que Im € o conjunto dos elementos de B, aos quais chegam

flechas.

Figura 3.10: Dominio e Imagem da Relacao.

Note que:

A={0,2,3,4} e B={1,2,3,4,5,6}

R=1{(2,2),(2,4),(2,6),(3,3),(3,6),(4,4)}

D(R) = {2,3,4}

Im(R) = {2,3,4,6}

3.7.3 Relacao Inversa

Definicdo 3.5 : Dada uma relacdo R de A em B, definimos a relacido R™' como o conjunto
formado pelos pares ordenados obtidos a partir dos pares ordenados de R invertendo-se a

ordem dos termos em cada par.
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Desse modo,

(a,b) €ER < (b,a) €R!

Exemplo 6 Sejam A = {1,3} e B= {2,4}, considere R a relagcdo de A em B, tal que R =
{(1,2),(3,4)}, entao R™" = {(2,1),(4,3)}

3.7.4 Funcao

Assim como o conceito de conjunto, o conceito de func¢ao é imprescindivel no estudo
de qualquer ramo da Matemadtica. Nessa se¢do abordaremos a defini¢do cldssica de funcao a

partir de conjuntos, para tanto utilizaremos a defini¢cao apresentada por Vieira [16].

Definicdo 3.6 : Sejam X e Y conjuntos. Uma funcdo de X em Y é uma regra que associa

cada elemento x € X um uinico elementoy €Y.

Observa-se que nessa definicao, uma funcio de X em Y € um subconjunto do produto
cartesiano X X Y, portanto, € uma relacdo de X em Y. Logo, para cada x € X, existe um unico
y €Y tal que (x,y) € f.

Em geral, denota-se uma funcio f de X em Y por f: X — Y. Oelementoy = f(x) €Y
¢ o valor que f assume em x (ou no ponto x). Portanto, ndo devemos confundir f com
f(x). Como a fun¢do f é uma relagdo, entdo chamaremos os conjuntos X e¢ ¥ de dominio e

contradominio de f, respectivamente.

Utilizar-se-a a notagdo x — f(x) para indicar que f associa ao valor f(x). Escreve-se,
f:X —Y,emque x+— f(x). De modo que a fungdo f tenha dominio X, a regra de f deve

ser vélida para todo x € X.

Exemplo 7 Considere X =Y = N e a fungdo f : N — N que associa cada x € N o dobro
de seu valor. Por exemplo, f(1)=2-1=2, f(2) =2-2 =4, etc. Assim, f{ :N— N, com
X+ 2x.

Exemplo 8 Seja g: N — N a funcdo que associa x € N ao niimero impar y maior do que 2x
e imediatamente posterior a x. Por exemplo, g(1) =3, g(2) =5, g(3) =7, etc. Em geral,

g(x) =2x+ 1, que € regra que caracteriza g.
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Capitulo 4

A Formalizacao do Conceito de Funcao

4.1 Introducao

Ao longo de vérios anos de atividade docente, pude observar a existéncia de grande
dificuldade nos alunos quando se trabalha o contetido de func¢ao, as principais dificuldades
ocorrem sobretudo pela ndo compreensdo do conceito de funcdo, o que, consequentemente,
prejudica o discente a reconhecer as relacdes que ocorrem entre grandezas presentes em um
evento, a relacdo de dependéncia e a correspondéncia existente entre varidveis, seja numa
situacdo do cotidiano ou quando se observa fendmenos da natureza, fatores necessarios para a
formalizagdo do conceito de funcdes, o que traz prejuizo nao somente no estudo de contetidos

matematicos como também no estudo de outras disciplinas, como a Fisica e a Quimica.

4.2 A ideia de Funcao

De forma a introduzir, implicitamente, o conceito de fun¢ao, abordaremos alguns pro-
blemas que relacionam grandezas, conforme historicamente se desenvolveu a construgdo da

defini¢do de funcdo dentro de uma visao contextualizada.

Acreditamos que apresentar o conceito de fungdo como uma mera relacdo do produto
cartesiano de dois conjuntos A e B somente valoriza a formalizacdo matematica e ndo co-
labora para o desenvolvimento do conceito de fun¢do. Assim, o estudo de funcdo deve ser
desenvolvido considerando as no¢des de correspondéncia entre grandezas, dependéncia en-
tre grandezas, varidveis para representar essas grandezas, taxa de variacdo entre varidveis e

da observacgdo de regularidade.
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Neste contexto, Lima [7] afirma:

Praticamente todos os textos escolares em uso nosso pais defi-
nem uma fungdo f : X — Y como subconjunto do produto car-
tesiano X x Y|[...]JEssa definicdo apresenta o inconveniente de
ser formal, estdtica e ndo transmitir a ideia intuitiva de funcio
como correspondéncia, transformagdo, dependéncia (uma gran-
deza funcao de outra) ou resultado de um movimento]...|Se defi-
nimos uma fungao f : X — Y como um subconjunto do produto
cartesiano X X Y, qual seria a definicdo matemadtica do grdfico de

uma fungao? (p.85)

Assim sendo, € importante mostrar ao aluno a relacdo de dependéncia existente entre
grandezas, presente em varias situagdes do cotidiano, seja nas relacdes comerciais, em feno-
menos da natureza, por exemplo, construindo o conceito de varidvel e de dependéncia entre
varidveis.

Para tanto, podemos explorar diversas situacdes reais, tais como:

Tempo gasto por um veiculo para percorrer um trajeto e a velocidade média;

Crescimento ou decrescimento de uma determinada populacao ao longo do tempo;

Quantidade adquirida de um determinado produto e o valor final a ser pago;

Perimetro de um poligono com a medida do lado do poligono.

Diante deste aspecto, apresentar-se-a sugestdes de problemas que trazem, intuitiva-
mente, situagdes que desenvolvam o conceito de fun¢do de forma a dar significado a forma-

lizagcdo da definicdo de funcdo que sera apresentada brevemente.

28



4.2.1 Situacao Problema

Alessandra, técnica em informatica, presta servigo para uma empresa. Ela recebe R$
8,00 por hora trabalhada.

A tabela abaixo expressa o valor que Alessandra receberd de acordo com a quantidade
de horas trabalhadas.

Quantidade de horas trabalhadas | Valor recebido(em R$)
1 8
2 16
3 24
4 32

Tabela 4.1: Valor recebido por hora trabalhada.

Diante disto responda:

A) Calcule quanto Alessandra recebera se trabalhar 14 horas para essa empresa.
B) Calcule a quantidade de horas que ela trabalhou se recebeu da empresa R$ 900, 00.
C) O que determina o ganho mensal de Alessandra?

D) Escreva uma expressao algébrica para indicar o valor do salario de Alessandra de
acordo com o tempo de trabalho.

Deve-se explorar, do aluno, os conhecimentos que consideramos pré-estabelecidos,
como, por exemplo, o conceito de grandezas diretamente proporcionais. Desta forma, o
aluno participard ativamente da constru¢do do conhecimento.

Neste aspecto, o problema em questdo explora o conceito de grandezas diretamente
proporcionais, assim acreditamos que o aluno nao terd dificuldade em perceber que o saldrio
de Alessandra depende da quantidade de horas trabalhadas.

E importante que o mediador desperte para o aluno, se necessario, qual a relacdo de
dependéncia existente entre as grandezas presentes no problema, a ponto de construir con-
juntamente a relacao que determinard o ganho mensal de Alessandra.

4.2.2 Situacao Problema

Féabio comprou um celular pés-pago. Ele paga uma assinatura mensal no valor de R$

30,00, mais uma taxa de R$ 0,20 por minuto de conversagdo. Diante disso responda:
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A) Qual serd o valor de sua conta mensal se o tempo acumulado de conversa¢do nas
ligacdes feitas por Fabio foi de 60 minutos?

B) Sabendo que Fabio pagou R$ 80,00, qual foi o tempo de conversagido nas ligacdes
feitas por ele no més?

C) E possivel estabelecer uma expressdo algébrica que indique o valor da conta ao final
do més independentemente do tempo de conversa¢ao?

Note que para resolver o item “A”, desse problema, o aluno ndo necessita conhecer a
defini¢do formalizada de funcdo, embora exista uma relacao de dependéncia entre as gran-

dezas envolvidas.

O aluno precisa perceber que o valor da mensalidade da assinatura depende do tempo
de conversagdo, isto é, existe uma relacdo de dependéncia entre a varidvel que determina o

valor mensal da assinatura e a varidvel tempo de conversacio.

Por isso, o valor da assinatura mensal serd determinado pela soma da parte fixa da
assinatura, no caso, R$ 30,00, com a parte varidvel, encontrada pelo produto 60 x 0,20 =
12,00. Portanto o valor mensal da assinatura serd de R$ 42,00.

Observe que para resolver o item “B” utilizamos a ideia de fun¢do inversa, embora
de forma implicita. Note que para determinar o tempo de conversacdo nas ligacdes feitas
durante um més que gerou o valor de R$ 80,00 de assinatura mensal que pode ser represen-
tado, utilizando a notagdo formal de funcao, por determinar o valor de x tal que f(x) = 80.
Visto que sdo necessarios 250 minutos de conversacao para obtermos R$ 80, 00 de assinatura
mensal, temos entdo f~1(80) = 250.

Para resolver os itens “A” e “B” ndo houve a necessidade da utilizacdo de qualquer
expressao algébrica, sendo suficiente ao aluno compreender que o valor da assinatura pos-
sui uma parte fixa, no valor de R$ 30,00 e uma parte varidvel, que depende do tempo de
conversagdo. Por consequéncia, existe uma relacdo de correspondéncia entre as grandezas

envolvidas, desenvolvendo a ideia de funcdo.

Nesta fase, os alunos j4 tiveram contato, durante o ensino fundamental, com expressoes
algébricas, conhecimento necessario para resolver o item “C”. Sendo suficiente atribuir uma
representacdo para as grandezas envolvidas e estabelecer uma expressao (lei de correspon-
déncia) entre essas grandezas. Entdo, chamando de ¢ o tempo de conversa¢do, em minutos,

e de v o valor da assinatura mensal, em reais, teremos a expressao algébrica v = 3040, 20z.

O papel do docente ao mediar o processo de resolu¢do do problema € determinante para
que o aluno perceba a existéncia de grandezas varidveis, a relacdo de dependéncia existente

entre essas grandezas e a correspondéncia existente.
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4.2.3 Situacao Problema

Leia a tabela a seguir e responda as questoes.

Renato comprou uma impressora a jato de tinta para imprimir panfletos de propaganda.
Veja, na tabela a seguir, o nimero de panfleto que esse equipamento imprime de acordo com
o tempo.

Intervalo de tempo (em minutos) | Numero de panfleto impressos
2 36
4 72
6 108
8 144
10 180

Tabela 4.2: Quantidade de Panfletos por minutos.

A) Quantos panfletos o equipamento de Renato imprime por minuto?

B) O ndmero de panfletos impressos () € funcdo do tempo (#) em minutos?
C) Escreva uma lei (ou regra) que relacione a n com ¢.

D) Em meia hora, quantos panfletos sdo impressos?

D) Renato disse que levard 15 minutos para imprimir 300 panfletos. Isso € possivel?
Justifique sua resposta.

4.3 Definicao de Funcao

Existem varias formas de abordar o conceito de funcao, entretanto, como apresentado
nas situagdes problemas da sec¢do anterior, acreditamos que explorar o conceito de fun¢do
como correspondéncia entre varidveis (ou grandezas), seja o mais adequado, e a que melhor
traduz o movimento e o carater dinamico caracteristico das funcdes. Diante desse fato Lima
[10], afirma:

a definicdo de fungdo como correspondéncia é mais simples, mais intui-
tiva e mais acessivel ao entendimento do que a outra, que usa uma série
de conceitos preliminares, como o produto cartesiano, relacao bindria, etc.
Por isso mesmo ela € utilizada por todos, exceto os autores de livros dida-
ticos brasileiros. (p. 142)
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Nesse trabalho, utilizaremos a defini¢do proposta por Lima [7].

Definicao 4.1 : Dados os conjuntos X,Y, uma funcdo f : X — Y é uma regra que determina
como associar a cada elemento x € X um elemento y = f(x). O conjunto X chama-se domi-
nio e Y é o contra-dominio da funcdo f. Para cada x € X, o elemento f(x) € Y chama-se a
imagem de x pela funcdo f, ou o valor assumido pela fungdo f no ponto x € X. Escreve-se

x+— f(x) para indicar que f transforma (ou leva) x em f(x).

Exemplos particularmente simples de funcdes sdo a funcdo identidade f : X — X,
definida por f(x) = x para todo x € X e as fungdes constantes f : X — Y, onde se torna um
elemento ¢ € Y e se pde f(x) = ¢ para todo x € X.

Podemos representar melhor o dominio, a imagem e o contradominio utilizando o

recurso do diagrama de flechas.

A : B
. >0 Conjunio
‘—(A' Im agem
& > & ]
. > .
™ . /@
D —_ G ! E r -

Figura 4.1: Digrama: Dominio, Imagem e Contradominio

Diante disto, Elon [2] (p.38 —41) recomenda:

1. "E importante ressaltar que f(x) é a imagem do elemento x € X pela

funcao f, ou o valor de f no pontox € X".

2. Uma correta apresentagdo do conceito de funcdo possui relagdo di-
reta com a clareza e a compreensao dos trés "elementos"que com-
poem a fungdo: o Dominio, o Contra-Dominio e a Lei de formacao

ou correspondéncia.

Habitualmente, possivelmente levados pela necessidade de comunica¢do mais agil, os
livros didaticos, como também os proprios docentes, se utilizam da expressdo "a fungdo

f(x)"quando o adequado é utilizar a expressdo "a fungao f".

Muitas vezes, se faz referencia a uma funcao f apresentado sua lei de correspondéncia,
sem apresentar, explicitamente, o dominio da fun¢do f. Nestes casos, deveremos subenten-

der que o conjunto Dominio é formado por todos x € X, tal que existay = f(x) € Y.
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Do ponto de vista formal, sabemos que uma func¢do fica bem definida quando conhe-
cemos o Dominio, o contradominio e a lei de formagdo. Assim, ndo existe funcdo sem que
os trés elementos sejam especificados. A ideia de que uma lei de formagéo do tipo y = f(x),
seja suficiente para definir uma fun¢do, omitindo os outros dois elementos, leva o leitor, seja

docente ou discente, a alguns enganos.

A notacdo f : R — R muitas vezes passa despercebida nos enunciados dos exercicios
do livros didéticos, sendo necessdrio que esta notacao fique claro para o aprendiz. No texto
genérico f : X — Y, onde x — f(x), temos que X representa o dominio de f, Y o contrado-
minio e y = f(x) a relagdo que associa cada elemento do dominio a um do contradominio.
Salientando que o conjunto formado pelos elementos do contradominio que possuem uma

relacdo com algum elemento do dominio formara o conjunto imagem.

Outro aspecto a ser destacado € que nem sempre a lei de correspondéncia € indicada
através de uma expressdo algébrica. No campo da geometria podemos usar os seguintes

exemplos:

e Seja X o conjunto dos tridangulos do plano 7. Se, a cada x € X, fizermos corresponder

o niimero real f(x) = drea do tridngulo, obtemos uma fungéo f : X — R.

e Sejam S o conjunto dos segmentos de reta do plano 7 e P o conjunto das retas desse
mesmo plano. A regra que associa a cada segmento AB € S sua mediatriz g(AB) define

uma funcdo g : § — P.
Podemos utilizar outros exemplos associados a vérias situacdes do cotidiano, tais como:

e A funcdo f:C — E, onde C é conjunto formado pelas capitais do Brasil e E € conjunto
formado pelos Estados Brasileiros e, para cada ¢ € C, f(c) = Ep, sendo Ep um estado
do Brasil.

Acreditamos que essa abordagem pode solidificar os “ingredientes” da funcao, ou seja,

o conjunto dominio, o conjunto imagem e a regra de correspondéncia.

Podemos verificar pela representacdo cartesiana, ou seja, pelo grafico de uma corres-
pondéncia R de X em Y, se R é ou ndo funcdo. Basta verificar a existéncia de ao menos
uma reta paralela ao eixo y que intersectar o grafico de R em mais de um ponto, nesse caso a

correspondéncia R ndo é fung¢do, caso contrario, R serd fungdo.

Definicdo 4.2 O grdfico de uma fungdo f : X — Y é o subconjunto G(f) do produto carte-
siano X XY formado por todos os pares ordenados (x,y), onde x é um ponto qualquer de X

ey= f(x). Assim,
Assim:
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G(f) ={(x,y) eXxViy=flx)} ={(x,f(x);x €X}

A fim de que um subconjunto G C X X Y seja o grafico de alguma funcdo f: X — Y é

necessario e suficiente que G cumpra as seguinte condicdes:

e Para todo x € X existe um par ordenado (x,y) € G cuja a mesma primeira coordenada
é x.
e Sep=(x,y)ep = (x,y) sdo pares pertencentes a G com mesma primeira coordenada

xentdoy = yl(isto é, p= p,).

Poderiamos resumir estas condigdes numa so, dizendo-se que para cada x € X existe

um, e somente um, y € Y tal que (x,y) € G.

Exemplo 9 A correspondéncia f de A em R, com A ={x € R | 0 <x <2}, representado
na Figura 4.2 , é fungdo, pois toda reta vertical conduzida pelos pontos de abscissa x € A

encontra sempre o grdfico de f num so ponto.

-«

V 4

o

Figura 4.2: O gréfico representa uma Funcao.
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Exemplo 10 A correspondéncia f de A em R, em que A={x € R | 0 <x < =2}, repre-
sentado na Figura 4.3, ndo é fungao, pois hd retas verticais que encontram o grdfico de f

em dois pontos.

|‘1L #

o

Figura 4.3: O gréfico ndo representa uma Fungdo.

Exemplo 11 A correspondéncia f de A em R, em que A={xeR | —1<x <1}, repre-
sentado na Figura 4.4, é funcdo de A em R, pois toda reta vertical conduzida pelos pontos

de abscissa x € A encontra sempre o grdfico de f num sé ponto.

Figura 4.4: O gréfico representa uma Funcao.
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Exemplo 12 A correspondéncia f de A em R, em que A={x R | —1<x <1}, repre-

sentado na Figura 4.5, ndo é fungao, pois hd retas verticais que encontram o grdfico de f

em mais de um pontos.

L'

Figura 4.5: O grafico ndo representa Funcao.

Notemos que, feito o grafico da fun¢do no plano cartesiano, conforme Figura 4.6,

temos:

e O Dominio € o conjunto formado por todas as abscissas dos pontos do grafico de f;

e A Imagem € o conjunto formado por todas as ordenadas dos pontos do gréfico de f.

L

Imagemdef 4

=y

Domimo dej

Figura 4.6: O gréfico de uma Fung¢do no Plano Cartesiano.
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Exemplo 13 Determinado o dominio e a imagem de uma funcdo através do grdfico.

Ly y
e .
imagemL c<u) :. grafico de f
o
: K : X
0 2 4 >
dominio
D ={xERI2<x<4)=[2 4 Dlgl=kERI =1 <x< 1) = |-, ]
Imfl ={xeR |1 sx=<5}=[1, 5] mlgl=(xeR103<x<2=[03;2)

Figura 4.7: Dominio e imagem de uma funcao.

4.4 Funcao Crescente e Decrescente

O gréfico de uma funcao, quando corretamente interpretado, pode nos fornecer intime-
ras informacdes sobre o comportamento da fun¢do. Nesta secao estudaremos vdrias caracte-
risticas gerais de fungdes e aprenderemos a interpreta-las graficamente.

Se o gréfico de uma funcdo sobe da esquerda para a direita, dizemos que a funcgao é
crescente. Se o grafico da funcdo cai da esquerda para a direita, dizemos que a funcao é
decrescente. Se o grafico da fun¢do € horizontal, em um determinado trecho, a funcao é
constante naquele trecho.

Estas observacdes podem ser traduzidas em linguagem matematica, pelas condicoes
que aparecem nas defini¢cdes a seguir.
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Definicao 4.3 Uma funcdo f : R — R ¢é crescente no intervalo I contido em R, se para todo
X1 < xp, com x1,x3 € I, tivermos f(x1) < f(x2).

£

Figura 4.8: Fungao crescente.

Assim,

Para todo x| < xp, com x1,x; € [ = f(x1) < f(x2)

Definicao 4.4 Uma funcdo f : R — R é decrescente no intervalo I contido em R se para
todo x| < xp, com todo x1,x; € I, tivermos f(x1) > f(x2).

Figura 4.9: Func¢do decrescente.
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Assim,

Para todo x; < xp, com xy,x; € I = f(x1) > f(x2)

Definicao 4.5 Uma funcdo f : R — R é constante no intervalo I contido em R se para todo

x1,x2 € I, tivermos f(x1) = f(x2).

Assim,

Para todo x1,x € [ = f(x1) = f(x2)

Exemplo 14 Seja a fungdo f : [—2,4] — R definida por:

2; -2<x<0
2x+2; 0<x<2
x-4; 2<x<3
-1; 3<x<4

fx) =

Tracando o grafico desta fun¢do obtemos a Figura 4.10. Analisando este grafico pode-
mos observar que esta funcdo € constante para valores de x maiores ou iguais a —2 e menores
ou iguais a 0, decrescente para valores de x maiores que 0 € menores ou iguais a 2, € cres-
cente para valores de x maiores que 2 e menores ou iguais a 3, e € volta a ser constante para

valores de x maiores que 3 e menores ou iguais que 4.

Jl!r

—
T

oy

Figura 4.10: Funcio crescente e decrescente.

Para confirmar o resultado de nossas observagdes precisamos provar que:
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1. Para todo x; e xp, tal que —2 < xy, x, <0, temos que f(x1) = f(x2);
2. Para 0 < x1, xp <2, se x1 <xp, temos f(x1) > f(x2);
3. Para2 < x <3, sex; <xp, temos f(x1) < f(x2);

4. Para todo x e xp, tal que 3 < x1, xp <4, temos que f(x) = f(x2).

Para provar o item (2), por exemplo, basta observar que se x| < xp, temos que:

Xp<xp= —-2x1>-2x=-2x1+2>-2x0+2= f(x1) > f(x)

A demonstracdo dos demais itens se faz da mesma maneira.

4.5 Funcao injetora, sobrejetora e bijetora

Os conceitos apresentados a seguir serdo necessarios para o entendimento do conceito

de funcao inversa.

Fungdes para as quais elementos com mesma imagem implicam na igualdade deles

constituem uma classe importante de fungdes que destacaremos nessa secao.

Observe o grafico da fungdo f: R — R abaixo:

Xi X2

Figura 4.11: Funcdo injetora.

Note que para valores diferentes de x estdo correspondendo a valores diferentes de
y = f(x), ou seja, se x| # xp entdo f(x1) # f(x2).

Note que 0 mesmo ndo ocorre no grafico seguinte:
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Figura 4.12: Fung¢do ndo injetora.

Existem valores diferentes de x que possuem a mesma imagem, ou seja, existe x| # x»,
tal que f(x1) = f(x2).

Se uma fungao € so crescente ou s6 decrescente, valores diferentes de x possuem ima-

gens diferentes. Quando isso ocorre dizemos que a func¢ao € injetora.

Definicao 4.6 Uma funcdo f : X — Y ¢ injetora se, e somente se, para elementos distintos

do dominio, tem-se imagens distintas em Y.

Em lugar de dizermos “f € uma func¢ao injetora de X em Y, podemos dizer “f é uma
injecdo de X em Y.

Assim, uma funcgao € dita injetora se:

Para todo xj # xp, com x1,xp € X = f(x1) # f(x2), ou ainda, se f(x1) = f(x2) = x1 =x2

Exemplo 15 A funcdo f : R — R definida por f(x) = x*> — 1 ndo é injetora, pois;
e Para x = 1 corresponde f(1) = 0.

e Para x = —1 corresponde f(—1) =0.

Observe que temos dois valores diferentes de x associados a um mesmo valor para a
funcdo, ou seja, f(1) = f(—1) =0.
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Exemplo 16 A funcdo f : R — R definida por f(x) = 2x € injetora, pois faz corresponder
a cada niimero real a seu dobro e ndo existem dois niimeros reais diferentes que tenham o

mesmo dobro.

Em algumas func¢des pode ocorrer a igualdade entre o conjunto imagem e o contra-

dominio. Esse fato motiva a seguinte defini¢do:

Definicao 4.7 Uma funcdo f : X — Y é sobrejetora se, e somente se, o conjunto imagem é

igual ao contradominio Y.

Em lugar de dizermos “f € uma fun¢do sobrejetora de X em Y, podemos dizer “f é
uma sobrejecdo de X em Y.

Assim,

Se a fungdo f : X — Y é sobrejetora, entdo dado y € Y, existe x € X, tal que f(x) =y

Exemplo 17 A fungdo f de X = {—1,0,1,2} em Y = {0, 1,4} definida pela lei de corres-
pondéncia f(x) = x* é sobrejetora, pois, para todo elemento y € Y, existe o elemento x € X

tal que y = x°.

Exemplo 18 A funcdo f : R — R definida por f(x) = x* ndo é sobrejetora, pois existem
elementos do contradominio que ndo fazem parte da imagem. Por exemplo, parax = —4 € R,

ndo existe x € R tal que f(x) = x*> = —4.

Existem fung¢des que sdo, simultaneamente, injetora e sobrejetora. Esse fato motiva a
seguinte defini¢ao:

Definicao 4.8 Uma funcdo f : X — Y é bijetora se, e somente se, f for injetora e sobrejetora.

Em lugar de dizermos “f € uma func¢ao bijetora de X em Y, podemos dizer “f é uma
bijecio de X em Y.

Exemplo 19 A funcdo f : R — R definida por f(x) = 3x é bijetora, pois ela é simultanea-
mente injetora e sobrejetora; para cada niimero real do contradominio R exite um, e somente

um, correspondente do dominio R.

Exemplo 20 A funcdo f : R — R, definida por f(x) = x%, ndo é bijetora, pois, embora
seja sobrejetora, ela ndo é injetora. Note que para x =3 e x = —3, por exemplo, temos
f(3) = f(=3) =9, ou seja, para valores distintos do dominio temos o mesmo correspondente

associado no contradominio.
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Exemplo 21 A funcdo f : R — R definida por f(x) = 2* ndo é bijetora, pois, embora seja

injetora, ela ndo é sobrejetora. Ndo existe x € R tal que f(x) =0 ou f(x) seja negativo.

E importante salientar ao aluno que existem fun¢des que nio sdo sobrejetoras nem

injetoras. Veja, a fun¢do de R em R definida por f(x) = |x|. Note que:

e A func¢do ndo é sobrejetora, pois, por exemplo, —2 € R, ndo existe x € R, tal que

fx) = lxf = =2.

e A funcdo ndo é injetora, pois, por exemplo, dados x; = —2 e xp = 2, temos f(x]) =

flx)=2.

Podemos identificar se uma fun¢do f € injetora ou sobrejetora ou bijetora através de
seu gréafico. Para isto, basta verificarmos o nimero de pontos de intersecdo das retas paralelas
ao eixo dos x, conduzidas por cada ponto (0,y) em que y € Y , em que Y é o contradominio
de f.

e Se cada uma dessas retas cortar o grafico em um s6 ponto ou ndo cortar o grafico, entdo

a funcdo € injetora.

v

E injetora

Nao € injetora

Figura 4.13: Funcao Injetora.

e Se cada uma das retas cortar o grafico em um ou mais pontos, ou seja, ndo existir

valores “sobrando” do contradominio, entdo a funcdo é sobrejetora.
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Exemplo 22 Seja f : A — B uma fungdo. Entdo:

Figura 4.14: A fungdo f € Sobrejetora (imagem igual ao contradominio).

Figura 4.15: A funcdo f ndo é Sobrejetora (imagem diferente do contra-dominio).
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4.6 Funcao Composta

Consideremos as funcdes f: A — Be g: B — C. Seja um elemento x € A, a funcdo
x transforma x no elemento y = f(x) € B. Assim, aplicado o elemento y € B na fungéo g,
teremos g(y) € C, ou seja, g(f(x)) € C. Portanto, para cada x € A, esse procedimento dd

origem uma nova fun¢do de A em C. Diante desse fato formalizaremos a seguinte definigao:

Definicao 4.9 Dadas duas fungées reais f e g, chama-se composta de f e g a funcdo definida
por (go f)(x) = g(f(x)) cujo dominio

D(gof) ={x | xe D(f),f(x) € D(g)}

e o contradominio de g o f serd o contradominio da fungdo g.
Assim devemos:

e Aplicar x a funcdo f, obtendo-se f(x).
e Aplicar f(x) a fung@o g, obtendo-se g(f(x)).

Exemplo 23 Sejam os conjuntos X = {—1,0,1,2},Y ={0,1,2,3,4} ¢ Z={1,3,5,7,9} e

as funcoes:
o f:X =Y, definida por f(x) = x>

e g:Y — Z, definida por g(x) = 2x+ 1.

Veja, por exemplo, que f(2) =4, g(4) =9 e h(2) =9, ou seja, h(2) = (go f)(2) =
g(f(2)) = ¢(4) =9

Para obtermos a lei de correspondéncia da fun¢do composta h(x) = (go f)(x), fazemos
assim: g(f(x)) é obtida a partir de g(x) trocando-se x por f(x).

No exemplo anterior, temos:

h(x) = (g0 f)(x) = g(f(x) =2- f(x) +1 =2+ 1

Assim, para encontrar /(2) devemos:

h(2)=2-2241=9
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Exemplo 24 Sejam as funcées reais f e g definidas por f(x) =x+1e g(x) = x> +x+ 1.
Notemos que a fungdo composta (g o f)(x) é definida por:

(g0f)(x) =g(f(x) = [FP +f(x) + 1= (x+1)* + (X +1)+1 =2 +3x+3

Vamos obter agora a fun¢do composta (f o g)(x):

(fog)(x)=f(g(x) =g(x) +1=x"+x+1+1=x"+x+2

De onde podemos concluir que (go f)(x) # (f og)(x), ou seja, a composic¢ao de fun-
cdes nem sempre é comutativo.

4.7 Funcao Inversa

Durante o ensino médio o aluno é desafiado a resolver situagdes, pela as quais se
exigem a utilizacdo de estratégias e habilidades utilizando a ideia de operagdes opostas, de
forma semelhante podemos utilizar essas estratégias com funcdes. Acompanhe a situacao a
seguir:

Para facilitar seu trabalho, uma vendedora de camisetas fez uma tabela relacionando a
quantidade de camisetas e o preco.

Quantidade de camisetas 1 2 3 4 5 6
Pre¢o (em R$) 15,00 | 30,00 | 45,00 | 60,00 | 75,00 | 90,00

Tabela 4.3: Valor a pagar pela quantidade de camisetas.

Com essa situagdo, podemos pensar em duas fungdes. Para tanto, considere a quanti-
dade de camisas como sendo os elementos do conjunto A, ou seja, A = {1,2,3,4,5,6}, e os

valores pagos por conforme a quantidade de camisas os elementos do conjunto B, ou seja,
B ={15,30,45,60,75,90}.
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Assim, seja f : A — B a fungdo que associa o nimeros de camisetas ao seu prego.

Numero de camisetas (A) | Preco (B)
1 15
2 30
3 45
4 60
5 75
6 90

Tabela 4.4: Fungdo f: A — B.

Considere agora g : B — A a funcdo que associa o preco ao numeros de camisetas.

Preco (B) | Numero de camisetas (A)
15 1
30
45
60
75
90

[©) NNV, T VS I S

Tabela 4.5: Funcdo g: B — A.

Observe que f e g sdo funcgdes bijetoras e o dominio da fungdo f € igual a imagem
de funcdo g, além disso, o dominio da funcdo g € igual a imagem de funcdo f. Nesse
caso dizemos que uma fungdo € a inversa da outra. Diante disso apresentamos a seguintes

defini¢do:

Definicao 4.10 Diz-se que a fungdo g : Y — X é inversa da fungdo [ : X — Y quando se tem
g(f(x)) =x, paratodox € X e f(g(y)) =y, paratodoy €Y.
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Exemplo 25 Sejam as fungbes f:A — Beg:B— A, onde A={4,6,8} e B={—1,1,3},

tais que:
A B
f...- " f‘ rﬂ\l
4 -1 4
1 Il |
6 >
||'| |
E LY '3 ,I'I
e \k‘_.__,.-"-
Figura 4.16: Fungdo Inversa
A B
fad—w £
| | ,"'r "||
| 6ad |
II |I i' 1 |I
| gt A3
Xk Nt
Figura 4.17: Funcio Inversa 2.
Note que:

Portanto, para todo valor do dominio da fung¢do f, temos g(f(x)) = x. De forma ana-

loga, temos:
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Portanto, para todo valor do dominio da fun¢@o g, temos f(g(y)) = y.

Lema 4.1 Seja f: X — Y uma fungdo. Se existe uma funcdo g: Y — X tal que f(g(y)) =,
para todoy €Y, entdo f é sobrejetora e g é injetora.

Demostracao:

Suponha inicialmente que g(y1) = g(y2), logo f(g(y1)) = f(g(v2)) = y1 = y2. Por-
tanto g é injetora.

Consideremos agoray € Y, temos que g(y) =x € X. Logo f(x) = f(g(y)) =y. Por-

tanto, f é sobrejetora.

Como queriamos demonstrar.

Lema 4.2 Seja f: X — Y uma fungdo. Se existe uma fun¢do g:Y — X tal que g(f(x)) = x,

para todo x € X, entdo f é injetora e g é sobrejetora.

Demostracao:

Suponha, inicialmente, que f(x1) = f(x2), logo g(f(x1)) = g(f(x2)) = x1 = x2. Por-
tanto f € injetora.

Consideremos agora x € X, temos que f(x) =y €Y. Logo g(y) = g(f(x)) = x. Por-
tanto, g € sobrejetora.

Como queriamos demonstrar.

Em consequéncia dos lemas 4.1 e 4.2 temos o teorema seguinte.

Teorema 4.3 Seja f : X — Y uma se existe uma fungdo g : Y — X, com f(g(y)) =y, para
todoy €Y e g(f(x)) =x, para todo x € X. Entdo f ¢é bijetora.

Nesse caso a fungdo g € dita a inversa da funcdo f, e de forma andloga, a funcdo f

também ser4 a inversa da funcio g. Indicaremos a fungio inversa de f por f~1.

Dada a fung@o bijetora f de X em Y, com y = f(x), tal que f(x) esteja definida alge-
bricamente, em certos casos, para obtermos a sentenca aberta que define f~!, procedemos
do seguinte modo:

e na sentenga y = f(x) fazemos uma mudanca de varidvel, isto é, trocamos x por y e y
por x, obtendo x = f(y);
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e transformamos algebricamente a expressdo x = f(y), expressando y em fungdo de x
para obtermos y = £~ ! (x).

Exemplo 26 Sabendo-se que a fungdo f: R — R, definida por f(x) = 3x+2 ¢ bijetora.
Determine sua inversa.

Note que a fungéo pode ser indicada por f(x) =y = 3x+2, Assim:

e Permutado as varidveis, teremos x = 3y + 2;

e Expressando y em funcao de x:

x—2
3

x=3y+2=3y=x—-2=y=

Portando a fungio inversa f~! em R procurada é definida por f~!(x) = 32

Observacoes

1. Os pares ordenados que formam f~!' podem ser obtidos dos pares ordenados de f,
permutando-se os elementos de cada par, isto é:

(xy)€fe ) ef!
. Assim, se considerarmos a fungio inversa de f~!, teremos:
) efte e

. Note que, a inversa de f~! é a prépria funcio f, ou seja (f~')~! = f. Podemos

assim afirmar que f e f —1 s40 inversas entre si, ou melhor, uma é a inversa da outra.

2. O dominio da fungio f~! é Y, que é a imagem da funcio f. A imagem da funcgdo f~!
€ X, que é o dominio da funcdo f.
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Capitulo 5

Abordando Funcao no Ensino Médio

5.1 Introducao

Neste capitulo apresentaremos a importancia do ensino de Fun¢do no Ensino Médio
a luz dos Pardmetros Curriculares Nacionais-PCN’s [3], onde destaca-se o papel formativo
e instrumental que pode-se explorar desse tema. Destaremos ainda, algumas consideragdes
sobre o ensino de fun¢do na educacdo bésica, durante o Movimento da Matemética Moderna
no Brasil.

5.2 O Conceito de Funcao no Movimento da Matematica

Moderna

O surgimento da Matematica Moderna no Brasil se deu pela idealizacdo de movimen-
tos de mudancgas que ocorriam na Europa, e tinham como argumento aproximar a matematica

trabalhada na escola bésica com a produzida pelos pesquisadores da area.

Ao aproximar a matemaética trabalhada na escola basica com a produzida pelos pes-
quisadores da drea, os seguidores do Movimento da Matematica Moderna desejavam uma
matematica menos estdtica e mais funcional para atender a uma sociedade que passava um
processo de modernizagdo e industrializacao.

A matemadtica proposta pelo movimento, tem como base o estruturalismo e o uso de
conceitos unificadores como a fungdo e conjuntos que sao bastantes difundidos. Portanto,
podemos destacar que com a Matematica Moderna o conceito de funcdo é considerado base
para o estudo das estruturas dividindo com os conjuntos a condi¢cdo de unificador da mate-

matica.

A principal consequéncia dessa reforma na atividade pedagdgica € percebida na exi-
géncia de alguns pré-requisitos para o conceito de funcdo: no¢do de conjuntos, relacdo,
operacdes bindrias, plano cartesiano.
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Podemos notar essa influéncia no atual curriculo presente nas escolas, no uso ainda

de uma matemadtica estruturalista, nas ideias de pre-requisitos para consolidag¢do de saberes

formais em Matematica.

5.3 O ensino de Funcao segundo o PCN

De acordo com os PCN’s [3], a matematica no Ensino Médio possui, dentre outros as-

pectos, o valor formativo, alem de desempenhar um papel instrumental. Acrescenta, também,

que o valor formativo ajuda a estruturar o pensamento e o raciocinio dedutivo, entretanto, a

matematica € utilizada como ferramenta que serve para a vida cotidiana e para muitas tarefas

especificas em quase todas atividades humanas, desempenhando um papel instrumental.

Quanto ao valor formativo, os PCN’s [3] acrescenta:

Em seu papel formativo, a Matematica contribui para o desen-
volvimento de processos de pensamento e a aquisi¢ao de atitu-
des, cuja utilidade e alcance transcendem o dmbito da propria
Matematica, podendo formar no aluno a capacidade de resolver
problemas genuinos, gerando habitos de investigagcdo, proporci-
onando confianga e desprendimento para analisar e enfrentar si-
tuacdes novas, propiciando a formagdo de uma visdo ampla e
cientifica da realidade, a percep¢do da beleza e da harmonia, o

desenvolvimento da criatividade e outras capacidades pessoais.

No que diz respeito ao carater instrumental da Matemética no Ensino Médio os PCN’s

[3] relatam:

"ela deve ser vista pelo aluno como um conjunto de técnicas e
estratégias para serem aplicadas a outras dreas do conhecimento,
assim como para a atividade profissional. Nao se trata de os alu-
nos possuirem muitas e sofisticas estratégias, mas sim de desen-
volverem a iniciativa e a seguranga para adaptd-las a diferentes

contextos, usando-as adequadamente no momento oportuno.”

Dentro desse contexto, o ensino de funcdo no Ensino Médio converge para ambos os

aspectos descritos, pois colabora para que o aluno estruture o pensamento € o0 raciocinio

dedutivo, desenvolvendo a capacidade de resolver problemas diante de uma situagdo real,

e para tanto se utiliza de técnicas e estratégias, contidas na formalizacio matematica do

conceito de funcdo, as quais sdo amplamente utilizadas por outras dreas do conhecimento.
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Segundo os PCN’s [3], as finalidades do ensino de Matemética no nivel médio indicam

como objetivos levar ao aluno a:

e Compreender os conceitos, procedimentos e estratégias matemdticas que permitam a

ele desenvolver estudos posteriores e adquirir uma formacao cientifica;

e Aplicar seus conhecimentos matemaéticos a situagdes diversas, utilizando-os na inter-

pretagdo da ciéncia, na atividade tecnoldgica e nas atividades cotidianas;

e Analisar e valorizar informagdes provenientes de diferentes fontes, utilizando ferra-
mentas matemadticas para formar uma opinido prépria que lhe permita expressar-se
criticamente sobre problemas da Matematica, das outras dreas do conhecimento e da

atualidade;

e Desenvolver as capacidades de raciocinio e resolucio de problemas, de comunicacao,

bem como o espirito critico e criativo;

e Utilizar com confianca procedimentos de resolu¢do de problemas para desenvolver a

compreensao dos conceitos matematicos;

e Expressar-se oral, escrita e graficamente em situacdes matemadticas e valorizar a preci-

sdo da linguagem e as demonstracdes em Matematica;

e Estabelecer conexdes entre diferentes temas matematicos € entre esses temas € 0 co-

nhecimento de outras areas do curriculo;

e Reconhecer representacdes equivalentes de um mesmo conceito, relacionando proce-
dimento associados as diferentes representacoes;

e Promover a realizacdo pessoal mediante o sentimento de seguranca em relacao as suas

capacidades matematicas, o desenvolvimento de atitudes de autonomia e cooperacao.

Entre os objetivos apresentados, levar o aluno a reconhecer as conexdes entre os dife-
rentes temas matematicos e entre esses temas e o conhecimento de outras areas do curriculo
¢ uma importante ferramenta para dar sentido e motivar a aprendizagem. Do mesmo modo,
trabalhar os conteidos matematicos, de forma isolada e desprovidos de aplicagdes, pode

levar o aluno ao desinteresse, dificultando a aprendizagem.

Acreditamos que a abrangéncia das conexdes que podem ser construidas e desenvol-
vidos durante o processo de ensino-aprendizagem, a partir da apresentacdo do conteudo de
fungdes durante o Ensino Médio, sdo tao amplas que podemos afirmar que existe a presenga
deste contetido em todos os objetivos elencados.

Os PCN’s [3] destacam a importancia do ensino de funcdo ao afirmar:
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"Além das conexdes internas a propria Matemadtica, o conceito
de fungido desempenha também papel importante para descrever
e estudar através da leitura, interpretagdo e construcao de grafi-
cos, o comportamento de certos fendmenos tanto do cotidiano,
como de outras dreas do conhecimento, como a Fisica, Geogra-
fia ou Economia. Cabe, portanto, ao ensino de Matemdtica ga-
rantir que o aluno adquira certa flexibilidade para lidar com o
conceito de fungdo em situagoes diversas e, nesse sentido, atra-
vés de uma variedade de situacdes problemas de Matematica e
de outras dreas, o aluno pode ser incentivado a buscar a solugao,
ajustando seus conhecimentos sobre fungdes para construir um

modelo para interpretar e investigar em Matemadtica.”

Destaca-se que os PCN’s [3] enfatizam a necessidade de redimensionar os procedimen-
tos metodoldgicos utilizados no ensino de Matemdtica, pois a postura tradicional adotada
vem restringido o ensino matemdtico ao formalismo exagerado, baseado na apresentacao
inicial de defini¢des e exemplos, e posterior exercitacdo, com aplicacdo de exercicios de
fixacao.

O ensino de funcdo, durante o ensino médio, apresenta-se como uma oportunidade para
o mediador do ensino de matematica quebrar esse paradigma. Deve-se propor uma sequén-
cia diddtica que permita ao aluno vivenciar a constru¢do do conceito, numa visdo contextu-
alizada e mostrando as conexdes entre diferentes formas de pensamento matematico como

também aplicacdes em outras dreas do conhecimento, antes da formalizacdo matematica.

Assim, o ensino de funcdo ndo deve ser apresentado de forma isolada e repleto do

formalismo matematica. Diante deste fato os PCS’s [3] destacam:

O ensino isolado desse tema ndo permite a exploracdo do card-
ter integrador que ele possui. Devemos observar que uma parte
importante da Trigonometria diz respeito as fungoes trigonomé-
tricas e seus grdficos. As sequéncias, em especial progressoes
aritméticas e progressoes geométricas, nada mais sdo que par-
ticulares fungdes. As propriedades de retas e pardbolas estuda-
das em Geometria Analitica sdo propriedades dos graficos das
fungodes correspondentes. Aspectos do estudo dos polinémios e
equacoes algébricas podem ser incluidas no estudo de fungoes
polinomiais, enriquecendo o enfoque algébrico que € feito tradi-

cionalmente.

Salienta-se que a Matemética do Ensino Médio, conforme ressalta os PCN’s [3], tam-
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bém deve ser vista como ciéncia, com suas caracteristicas estruturais especificas. “E impor-
tante que o aluno perceba que as defini¢oes, demonstracoes e encadeamentos conceituais e
logicos tém fungao de construir novos conceitos e estruturas a partir de outros e que servem

para validar intui¢des e dar sentido as técnicas aplicadas”.

Acreditamos que poucos conceitos matematicos tenham tido tanta influéncia em varios
campos do conhecimento como possui o conceito de funcdo, onde pode-se destacar sua
presenca em teorias importantes na Fisica, na Quimica, na Economia, enfim, o conceito

de fun¢do esteve presente na evolucao de outras ciéncias, além da Matematica.

Assim, o mediador de ensino de Matemadtica possui grande responsabilidade diante do
processo de ensino e aprendizagem quando aborda os conceitos matematicos, para tanto se
faz necessdrio uma participacao critica durante todo processo, levando em conta todas as
varidveis disponiveis, dentre elas a forma como os contetidos sdo apresentados nos livros

didaticos, tema no qual abordaremos no préximo capitulo.
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Capitulo 6

Consideracoes sobre analise de livros
didaticos

6.1 Introducao

A postura do docente, como mediador do processo de ensino e aprendizagem deter-
mina a forma como o aluno passara a ver determinado contetido, ou até mesmo, determinada
disciplina. E necessdrio extrair do mundo do aluno situacdes pelas quais se possam fazer
conexdes com o tema ao qual se pretende abordar. Para tanto, o docente utiliza algumas fer-

ramentas que apresentam disponiveis, dentre elas o livro didético €, talvez, o mais acessivel.

Entretanto, a postura passivel dos professores, diante dos livros didaticos, tem contri-
buido para o desinteresse dos alunos, sobretudo quanto nos referimos ao ensino de Matema-
tica na Educagdo Bésica, principalmente pelo fato de a Matematica ja possuir um estigma

tanto no ambiente escolar como na sociedade em geral.

A andlise critica dos livros didéticos constitui-se um desafio a mais para o professor de
Matemitica, contudo, as horas destinadas a este fim poderdo representar o diferencial entre

o sucesso e o fracasso diante do processo de ensino-aprendizagem.

Acreditamos, conforme Lima [10], que o docente deve estd atento a forma que os
trés componentes do ensino de Matemadtica: Conceituagdo, Manipulagcio e Aplicagoes, sao

abordados nos livros didéticos da disciplina.
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6.2 Conceituacao

Lima [8] define conceituacao da seguinte forma:

"A Conceituagdo compreende a formulagdo de defini¢bes, o
enunciado de problemas, o estabelecimento de conexdes entre
os diversos conceitos, bem como a interpretagdo e a reformula-
¢do dos mesmos sob diferentes aspectos. E importante destacar
que a conceituagdo precisa € indispensdvel para o éxito das apli-
cacgoes.” (p.1)

Uma redacdo adequada e objetiva das defini¢des e propriedades matemadticas permite a
simplificacdo da linguagem, contribuindo para a compreensao do assunto abordado. Pode-se
definir um objeto matemaético de varias formas, porém quando fazemos uso de uma lingua-
gem clara, correta e objetiva, e principalmente sem a presenca de ambiguidades, colaboramos

para a assimilac¢do do conceito trabalhado.

Logo, uma boa conceituacdo permite ao aluno identificar quais as ideias e conceitos
que deverdo ser empregados, diante de uma situacao-problema, favorecendo o surgimento

de generalizacdes.

6.3 Manipulacao

Até bem pouco tempo o ensino de Matemdtica no Ensino Médio era praticamente
voltado para manipular os objetos matemadticos, constituindo-se em processo enfadonho e
mecanico, o qual ndo despertava o interesse do discente. Diante deste fato, Elon [10] co-

menta:

Para analizar corretamente o papel da manipulagdo, o cri-
tico deve policiar-se atentamente para ndo incorrer no erro de
menosprezd-la. Durante séculos, e ainda hoje, a manipulagdo

quase que monopolizou o ensino da Matematica. (p.182)

A manipulag@o permite que o aluno, no momento de resolver um problema de aplica-
cdo, se torne mais 4gil e preciso ao lidar com equagdes, formulas e operacdes, fazendo com
que sua energia e seu tempo sejam concentrados em pontos realmente importantes, além de

auxiliar a fixagao de conceitos.

Nao obstante, o que deve predominar € o bom-senso do professor na escolha de exerci-
cios e problemas que envolvam manipulacdo, tendo sempre a preocupagdo de nao cair no erro

de propor exercicios que sejam somente uma reprodu¢do mecanica dos exemplos propostos.
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6.4 Aplicacoes

As aplicacdes trazem o que ha de mais significativo e bonito na Matematica, que € a
esséncia e a razdo de sua existéncia, além da procura continua de respostas para problemas

que afligem a vida em sociedade, promovendo o desenvolvimento e a melhoria da vida.

Devemos observar que as aplicagdes sdo situagdes propostas oriundas de uma contex-
tualizagdo, de modo que o aluno encontre sentido aos conhecimentos que desejamos tra-
balhar, esta ndo deve esta acompanhada de férmulas. O aluno de posse das informacdes
apresentadas no problema e utilizando como base os conceitos apresentados, construird uma

solucdo. Portanto, pretende-se que o contexto dé significado ao contetido.

Assim, Elon [10] destaca:

O professor deve considerar como parte integrante e essencial de
sua tarefa o desafio, a preocupagdo de encontrar aplicacoes inte-
ressantes para a matematica que estd sendo apresentada. (p.184)

Essa tarefa ndo € facil, requer esforco, tempo, pesquisa, entretanto, o resultado da
dedicagdo trara bons resultados, principalmente quando o aluno percebe o significado e a

aplicagdo real do contetdo proposto.

6.5 Guia de Livros Didaticos do PNLD 2012

O Plano Nacional do Livro Didatico (PNLD), é um programa do Governo Federal,
gerenciado pelo MEC, através da Secretdria de Educagdo Bésica e do Fundo Nacional Para
o Desenvolvimento da Educagdo, que procura, desde a década de 1990, disponibilizar livros
didéticos aos aluns da educacdo bésica da rede publica em todo territério Nacional, para

tanto mantém convénios com os Estados e os Municipios.

Nao basta disponibilizar livros didéticos se a qualidade ndo atender as necessidades
do processo de ensino-aprendizagem. Assim, PNDL submete os livros didaticos inscritos
nesse programa a um processo de avaliagcdo, feito em convénio com instituicdes de Ensino
Superior, emitindo a cada trés anos um guia, o qual leva em considerag@o os seguintes as-
pectos: Metodologia de Ensino e Aprendizagem, contextualizacdo e a linguagem e aspectos
gréficos-editoriais.

O Guia do PNLD [4], do ano de 2012 traz dados relevantes para a utiliza¢dao do livro
didético, enquanto ferramenta pedagdgica de destaque no dia a dia da sala de aula. Contudo,

o proprio material salienta:
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Valorizar o papel do livro diddtico ndo implica, contudo, que ele
assuma um papel dominante no ensino em detrimento da atua-
¢do do professor. Atuagdo essa que, além das tarefas inerentes a
conducdo das atividades da sala de aula, pode incluir a busca de

fontes bibliograficas complementares. (p.13)

Considerando a necessidade de avaliar a sele¢do de contetidos, o PNLD [4] dividiu os
conteddos da Matemadtica do ensino médio em seis campos: Nimeros e Operacdes; Funcgdes;
Equacgoes Algébricas; Geometria Analitica; Geometria; Estatistica e Probabilidade.

No campo das funcdes, a luz do guia, considera-se: o conceito de fun¢do; sequéncias;
fungdes afins e afins por partes; fungdes quadraticas; funcdo exponencial e logaritmicas;

fungdes trigonométricas; matemadtica financeira e calculo diferencial.

O PNLD [4] traz algumas consideragdes a cerca do campo das fungdes, dentre elas

destacamos:

e Diversidade de aplicacdo e o poder unificador do conceito de fung¢do;

e Que as fungdes se constituem-se em modelos mateméticos utilizados para o estudo dos

fendmenos do mundo da Fisica e Social.

Observa-se o destaque dado, pelo guia ao campo das fungdes durante o ensino médio,
principalmente no primeiro ano, momento em que propiciar as condi¢des adequadas para a

compreensao do conceito de funcao e de suas aplicagdes.

6.6 Roteiro utilizado

Para balizar nossa andlise, construimos o roteiro indicado, o qual considera alguns
aspectos presentes no PNLD, com o objetivo de verificar se os componentes bésicos do
processo de ensino e aprendizagem de matemadtica, indicados por Elon [8], ou seja, Concei-
tuacdo, Manipulagdo e Aplicacdo, estdo sendo contemplados pelo autor.

e Identificacdo do Livro (Ficha Técnica);

— Autor(es);
— Ano de publicac¢ao e edicao;

— Se faz parte do PNLD [4];
e Metodologia utilizada no ensino de funcao.

— A maneira como o conceito € introduzido e desenvolvido;
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A retomada de conhecimentos prévios;

A defini¢do de fun¢do apresentada favorece a compreensao dos elementos basi-
cos da fun¢do (Dominio, Imagem e a Lei de Formagao);

De que forma ocorre a exploracio das representagdes graficas;
Qualidade dos exemplos e exercicios propostos.

A forma como o autor propdem a aplica¢do do contetdo.
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Capitulo 7

Abordagem do conceito de funcao do
livro - Matematica: Contexto &
Aplicacoes

7.1 Introducao

Neste capitulo, apresentaremos as consideragdes sobre a andlise realizada do livro di-
datico Matematica:Conexoes & Aplicagées [5], 1* edi¢do, Sao Paulo, 2011, segundo o ro-

teiro apresentado no capitulo anterior.

O referido livro didético é de autoria do professor Luiz Roberto Dante, e produzido
pela editora Atica. Trata-se de uma colecio com trés volumes, contemplando todo o ensino

médio, que foi aprovada pelo PNLD do ensino médio, no ano de 2011.

O guia do PNLD [4], indica a seguinte visdo geral da colecao:

Observa-se uma boa conexao entre os diversos campos da Matematica e
desta com outras dreas do conhecimento. Também verifica-se a preocupa-
¢do em articular os conhecimentos novos e os jd abordados.

A colegdo apresenta um excesso de contetdos e de atividades, em parti-

cular no livro da 1? série. Também hd exagero em procedimentos e no uso
de terminologia, o que exigird do docente uma selecao cuidadosa, a fim
de priorizar aquelas que considerar indispensdveis a formagao dos alunos
do ensino médio.

Grande parte das atividades e situagoes-problemas propostas nos livros do

aluno sdo, imediatamente, seguidas de uma abordagem técnica ou tedrica.
Essa opg¢ao pode tornar o desenvolvimento dos contetidos desinteressantes

ou de dificil compreensao.

61



O professor Luiz Roberto Dante é considerado um dos grandes autores de livros dida-
ticos da area da Matematica do Brasil, e além da obra em analise, € autor de varias livros,
entre os quais: Diddtica da resolucdo de problemas de Matematica; Didédtica da Matemé-
tica na pré-escola; Colecdo Aprendendo Sempre (1° ao 5°ano); Tudo é Matematica (6° ao

9°ano); Matemdtica Contexto & Aplicagdes (Volume tnico), todos pela editora Atica.

Segue um extrato do curriculo do professor Luiz Roberto Dante:

Livre-docente em Educacao Matemética pela Unesp-Rio Claro, SP;

Doutor em Psicologia da Educacdo: Ensino da Matematica, pela PUC-Sao Paulo;

Mestre em Matemética pela USP;

Pesquisador em ensino e aprendizagem da Matemdtica pela Unesp-Rio Claro, SP;

Ex-professor da rede estadual do Ensino Fundamental e Médio - Sao Paulo;

Quanto ao campo do conhecimento de Funcdes, o guia do PNLD-2012 apresenta a

seguinte consideracdo sobre Dante [5]:

Sao apresentados exemplos contextualizado de fungdes antes da sistema-
tizagdo do assunto. O conceito de sequéncia € articulado com a nogao de
funcgao, o que é elogidvel, mas os exemplos restringem-se, quase sempre,

a progressoes aritméticas ou geométricas.

O nosso trabalho se concentrard no volume 1, especificamente no capitulo 3, onde o

autor introduz e formaliza o conceito de fun¢@o, nosso objeto de estudo.

Adiante, nos concentraremos em analisar a sequéncia diddtica proposta pelo autor
quando apresenta e sistematiza matematicamente o conceito de fun¢do, observando se os
elementos bdsicos: Conceituacao, Manipulagdo e Aplicagdo, como indicado por Lima [8],

encontram-se contemplados.
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7.2 Analise da Introducao do capitulo 3

Na introducao do capitulo 3, o autor faz um sucinto relato histérico e aborda o caréter
desafiador e generalista da Matematica. Afirma que, foi através da observagao e do estudo
de modelos presentes nos fendmenos do cotidiano, que surgiu as funcdes, formalizando ma-

tematicamente as “leis que t€ém como caracteristicas relacionar as varidveis envolvidas no

fendmeno”.

70

FUNCOES

Os papiros egipcios apresentavam, COmMo Vi-
mos, problemas praticos ligados as necessidades
cotidianas e ndo tinham o objetivo de analisar o
comportamento dos fenémenos. Desafiando a
mente humana, as situagdes sugeridas provoca-
vam o pensamento l6gico, direcionando-o aos
resultados numéricos. Mas o carater de generali-
zagao, préprio da Matematica, levou os estudiosos
a avancos grandiosos. A observacdo de modelos
presentes nos fendmenos, como, por exemplo, a
trajetoria da bala de um canhdo, os fazia investigar
e descobrir leis que regiam esses modelos. Inte-
ressava mais o caso geral e menos o particular,
aquele gue acontece especificamente numa
circunstancia, como um caso isolado. Esse carater
atribui a Matematica a qualidade de prever resul-
tados por meio de leis que tém como caracteris-

tica relacionar as variaveis envolvidas no fendme-
no. Nesse contexto aparecem as fungdes, que
apresentam muitas dessas leis e contribuem para
as pesquisas nas mais variadas éreas: Fisica, Eco-
nomia, Ecologia, Meteorologia, Genética, Enge-
nharia, etc.

As paisagens do mundo inteiro contém pontes
de diversas formas e tamanhos. Um formato muito
peculiar é o das pontes pénseis: os cabos que as
sustentam apresentam-se em curva, conferindo a
elas uma beleza singular. No Brasil, a maior ponte
pénsil foi construida entre 1922 e 1926, no estado
de Santa Cataring, ligando a ilha onde fica a capital,
Floriandpolis, ao continente. Essa ponte recebeu o
nome de Hereflio Luz, em homenagem ao governa-
dor que promoveu sua construgao. Tem 819 metros |
de comprimento e duas torres de 75 metros.

Ponte Hercilio Luz (5C).

Até o século XVII, pensava-se que
os cabos que sustentam as pontes
Dpénseis tivessem a forma de uma
pardbola; até Galileu pensava
assim. Entretanto, o matemdtico
efisico Christian Huygens provou
que a curva formada por um fio
suspenso pelas extremidades ndo se
tratava de uma pardbola, mas sim
de uma catenaria.

matematica

Figura 7.1: Introducdo.
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O autor ainda destaca a contribuicao e as conexdes que o estudo das fungdes possuem
com outras dreas de conhecimento, como a Fisica, a Economia, a Meteorologia, a Genética, e
a Engenharia. Além de citar alguns dos grandes nomes da Matematica que, durante o século

XVI1I, contribuiram para o desenvolvimento do estudo de funcdo.

Embora Dante [5] apresente uma ilustra¢do, conforme a Figura 7.1 indica, conside-
ramos ndo possuir uma atratividade visual para o aluno. Nota-se ainda que a ilustragcdo
utilizada, possivelmente, ndo permitira ao aluno da zona rural, por exemplo, fazer uma con-

textualizacdo do contetido proposto e a sua realidade.

Embora o autor tenha enaltecido que o estudo de funcdes foi fundamental para a cons-
trucdo do conhecimento matemaético, acreditamos que poderia ter sido melhor explorado a

Historia da Matematica, desenvolvida ao longo desde processo.
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7.3 Analise de apresentacao do conceito intuitivo de funcao

Para motivar o aluno, o autor apresenta o conceito intuitivo de fun¢do utilizando-se
de quatro exemplos, conforme se observa nas Figuras 7.2 e 7.3, os quais relacionam duas
grandezas e explora a relacdo de dependéncia existente entre essas grandezas.

2. Explorando intuitivamente a nogao de fungao

A ideia de funcao esta presente quando relacionamos duas grandezas varidveis. Vejamos alguns exemplos.

12) Numero de litros de gasolina e pre¢o a pagar N de litros | Preco a pagar (RS)
Considere a tabela ao lado que relaciona o nimero de litros de gasolina 1 240
comprados e o preco a pagar por eles (em maio de 2009). = 480
Observe que o prego a pagar é dado em fungdo do niimero de litros com- 3 720
prados, ou seja, 0 preco a pagar depende do nimero de litros comprados. P 960

preco a pagar = R$ 2,40 vezes o nimero de litros comprados ou E &
p = 240x —> lei da fungdo ou férmula matemdtica da funcdo 40 96,00
ou regra da funcao X 2,40x

29) Lado do quadrado e perimetro
Vejaagoraatabelaquerelacionaamedidadoladodeumquadmdo(()eoseuperimetro(?):

Medida do lado (£) Perimetro (P)

[-] - o ——
IT ' * Para refletir
2 8
2 10
¢ .5
& 12
4,1 164
B : :
e 4 4¢

Observequeopeﬁmetrodoquadradoédadoemﬁm;éodamedidadoseulado,istoé,operimetrodependeda
medida do lado. A cada valor dado para a medida do lado corresponde um tnico valor para o perimetro.
perimetro = 4 vezes a medida do lado ou
P=4¢f ——)leidafum;éooufdnnulamatema'ﬁcadaﬁmcéoouregradaﬁmcéo

Cmroopeﬁmetrodependedamedidadolado,eleéavaﬂdveldependente,eamedidadoladoéchamadade
varidvel independente.

39) A maquina de dobrar
Observe ao lado o desenho imaginario de uma maquina de dobrar numeros.
Veja que os nimeros que saem sao dados em fungdo dos nimeros que entram na Maquina, ou seja, 0s nameros
que saem dependem dos nimeros que entram. Assim, a
varidvel dependente é o nimero de saida e a varidvel inde-
pendente é o nimero de entrada.
Neste caso, temos:
numero de saida (n) é igual a duas vezes o
numero de entrada (x) ou

n = 2x — regra da fungéo ou lei da fungdo, ou, ainda,
férmula matemdtica da fung@o

1.2.3.35.43 5.x

FORMATO COMUNICAGOES/

2.4.6.7-86-10_2x

72 matematica

Figura 7.2: Conceito Intuitivo 1.
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No exemplo 1 foi abordado a relagdo entre o “Numero de litros de gasolina e o preco
a pagar”, enquanto que no exemplo 2 foi abordado um tema da geometria plana quando

relaciona o “Lado do quadrado e o perimetro”.

4°) Numa rodovia, um carro mantém uma velocidade constante de 90 km/h. Veja a tabela que relacionaotempo t
{(em horas) e a distincia d (em quildmetros):

Tempo (h) 05 1 1.5 2. 3 4 t
Distandia (km) a5 90 135 180 270 360 920t

Observe que a distancia percomrida é dada em fungdo do tempo, isto €, a distancia percorrida depende do inter-
valo de tempo. A cada intervalo de tempo considerado corresponde um unico valor para a distancia percorrida.
Dizemos, entdo, que a distandia percorrida é fungdo do tempo e escrevemos:

distancia = 90 - tempo
d =90t

L5 varavelindependente

Figura 7.3: Conceito Intuitivo 2.

No exemplo 4 o autor apresenta uma tabela que relaciona as grandezas tempo (h) e

distancia (km) de um veiculo com velocidade constante.

Os temas abordados nestes exemplos sdo de facil compreensao para o aluno por serem

assuntos proximos de sua realidade e ambos exploram o conceito de proporcionalidade.

Entretanto, no exemplo 3, o autor se utiliza de uma “Mdquina de dobrar”, a qual ndo

serd possivel o aluno fazer uma contextualizacdo com algum situag@o do seu cotidiano.

Devemos destacar alguns aspectos presentes nos exemplos:

e A existéncia de expressao algébrica que relaciona as grandezas envolvidas no préprio

problema;

e O autor ja utiliza os termos “funcdo”, “regra da funcao”, “férmula matemética da

fun¢do” e “lei da fun¢@o” sem que antes os tenham definidos;

e Explora-se mais a expressao algébrica que a relagao de dependéncia existente entre as

grandezas envolvidas no problema.

Acreditamos que essa abordagem valoriza mais a expressdo algébrica que relaciona as
grandezas envolvidas em detrimento da relagdo de dependéncia que se estabelece entre essas
grandezas.

Nesta etapa consideramos que o professor deve enfocar o fato de uma grandeza “va-

riar” na mesma propor¢do que a outra grandeza, estabelecendo e diferenciando a varidvel
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independente da varidvel dependente. Deve-se ainda criar um ambiente em que o aluno
consiga deduzir a expressao algébrica que associar a varidvel dependente da varidvel inde-
pendente.

Observa-se que os exercicios propostos nesta se¢ao do livro mantém a mesma aborda-
gem de valorizar o expressao algébrica, cumprindo um papel meramente mecéanico dentro
do processo de ensino e aprendizagem, pois nao provoca adequadamente o pensamento cog-
nitivo do aluno, conforme indica a Figura 7.4.

EHercicios propostos FRIS(7 51} NAOESCREVANOLIVRO. |

1. A tabela a seguir indica 0 nome de alguns estados e d) Qual & a lei da funcio que associaa medida dolado

- s com a drea?
e i €) Qual é a drea de uma regiao quadrada cujo lado
Estados Capitais mede 12 an?
Ceard Fortaleza f) Qual é a medida do lado da regiao quadrada cuja
Minas Gerais Belo Horizonte area € de 169 am®?
Sao Paulo Sao Paulo 3. Responda as seguintes questoes:
Parana Curitiba a) A diagonal (d) de um quadrado é dada em funcao
Pernambuco Redfe do seu lado (£). Qual é a formula matematica que
o indica essa funcao?
J _,,\:;J MOCEANO i:':::’ Heo b)O co_mp!imento- (©) da circ‘unferénci? é da(!o em
3 SR Y : funcio do seu raio (r). Qual é a expressao que indica
i oy / o essa funcio?

d O nimero de diagonais (d) de um poligono € dado
em funcio do nimero de lados (n) do poligono. Qual
é a formula matemética que indica essa funcao?

= 4. A tabela abaixo indica o custo de producdo de certo
niamero de pecas para informatica:
OCEANO Numero
[ 2 3 4 5 |L6)a7 8
PACIFICO de 1

Custo (R$)|1,20|2,40|3,60|4,80|6,00|7,20|8,40{9,60

i

Fonte: Adaptado de Atias geogrdfico escolar. a) A cada niimero de pegas corresponde um UGnico
Rio de Janeiro: IBGE, 2007. valor reas?
b) O que é dado em funcao do qué?

ital é funcdo do nome do
e ) Qual é a formula matematica que da o custo (€) em

estado?

. funcao do niimero de pegas (x)?
b) O nome da capital depende do nome do estado? 5
d A cada estado corresponde uma tinica capital? d) Qual ‘i" custo de 10 pecas? E de 20 pecas? E de 50
pecas?
2. Observe na tabela a medida do lado (em cm) de uma e) Com um custo de R$ 120,00, quantas pecas podem
regiao quadrada e sua area (em cm?). ser produzidas?
5. Um cabeleireiro cobra R$ 12,00 pelo corte para dlientes
Medida do lado
1|3]4|55(10]...|¢ com hora marcada e R$ 10,00 sem hora marcada.

{em cm)
Areafeman?d | 1|9 |16|3025|100| ... | £

He atende por dia um namerofixo de 6 dientes com ho-
ra marcada e um numero variavel x de clientes sem

a) O que é dado em funcao do qué? hora marcada.

b) Qual € a varidvel dependente? . a) Escreva a férmula matematica que fornece a quan-

©) Qual € a variavel independente? tia Q arrecadada por dia em funcao do nimero x. %
Capituln 3 | Funcdes 73

Figura 7.4: Exercicio-Conceito Intuitivo
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Veja, por exemplo, o exercicio proposto 2, onde o problema ji apresenta a expressao
algébrica que relaciona a medida do lado e a drea da regido quadrada, enquanto que no item
“d” o autor utiliza o termo “lei da fun¢do”.

Acreditamos que o procedimento proposto pelo livro didético deve auxiliar o professor
a preparar o aluno, resgatando habilidades e contetudos j4 estabelecidas em etapas anteriores,

para a formalizacdo matematica do conceito de fun¢do.

7.4 Analise de retomada dos conhecimentos prévios

O livro em anélise destina o primeiro capitulo, sob o titulo “Revisdo: Produtos Nota-
veis e fatoracdo” para fazer um resgate de conteudos que se supde ja serem do dominio do
aluno.

Entretanto, limitou-se ao estudo de expressoes algébricas, ndo sendo dado atencdo a
outros conteudos tais como: equacdes do primeiro e segundo grau, sistemas 2 X 2, geometria
(medidas) e gréficos estatisticos, que serviriam do um bom aquecimento para o inicio do
estudo de Matemaética do Ensino Médio.
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7.5 Analise da formalizacao do conceito de func¢ao

7.5.1 Analise da secdo: A noc¢ao de funcao por meio de conjunto

Esta secdo o autor, através de exemplos que utilizam a linguagem de conjuntos, prepara

o aluno para a definicdo formalizada do conceito de funcao.

Observa-se a existéncia de exemplos de relacdo entre dois conjuntos A e B, onde a
relacdo definida € fungdo e casos onde a relagdo definida ndo € fun¢do, como se verifica no

Figura 7.5.

3. Anogio de funcio por meio de conjuntos

Vamos, agora, estudar essa mesma nocao de funcdo usando a nomenclatura de conjuntos. Considere os exem-
plos a seguir.

19) Observe os conjuntos A e B relacionados da seguinte forma: em A estao alguns nimeros inteiros e em B, outros.
Devemos associar cada elemento de A a seu triplo em B.

ﬁ xEA | yEB
\ -8
o soRedy b —2 —6
f =h= g ¥ —1 —3
| ! i
i. Q- f—'—\‘*\ -0 l 0 0
| i btk oy
e -3 1 3

Rl -7

1\4’/

A B

Note que:

« todos os elementos de A tém correspondente em B;

= a cada elemento de A corresponde um tnico elemento de B.

Nesse caso, temos uma fungao de A em B, expressa pela formulay = 3x.

2%) Dados A = {0, 4} e B = {2, 3, 5}, relacionamos A e B da seguinte forma:
cada elemento de A é menor do que um elemento de B:

Nesse caso ndo temos uma funcdo de A em B, pois ao elemento 0 de A
correspondem trés elementosde B (2,3 e 5,pois0<2,0<3e0<5),
e nao apenas um tnico elemento de B.

39 DadosA={—4,—2,0,2,4teB =1{0,2,4,6, 8}, associamos os elementos de
A aos elementos de igual valor em B:
Observe que ha elementos em A (os nimeros —4 e —2) que nao tém
correspondente em B. Nesse caso ndo temos uma fungdo de A em B.

i S—
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Figura 7.5: Nocao de funcdo por meio de conjuntos.
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Mesmo tendo utilizado implicitamente o conceito de relacdo, definida no capitulo 2,
em nenhum exemplo foi feito qualquer referencia a este conceito para justificar a defini¢ao

de funcdo de funcdo, nem antes nem depois de formalizar o defini¢ao de fungao.

O autor, de forma positiva, destaca o termo “correspondéncia” quando associa os ele-
mentos de A com elementos de B, ressaltando todos dois pontos basicos para a defini¢do de

funcdo.

e Todos os elementos de A t€ém correspondéncia em B;

e A cada elemento de A corresponde um unico elemento de B.

ApOs essa introdugdo, feitas através da linguagem de conjunto e com sua utilizacao, o
autor apresenta a definicdo de funcdo de forma objetiva e clara, em duas linhas, conforme
Figura 7.6, sem exagero no formalismo desnecessdrio e irrelevantes geralmente utilizadas na
maioria dos livros didéticos do ensino médio, que definem fungdo como um subconjunto do

produto cartesiano.

Definicao e notacao

Dados dois conjuntes nao vazios A e B, uma fungio de A em B é uma regra que indica como associar cada elemento
X € A a um Unico elemento y € B.

Usamos a seguinte notagao:

f
A—BouA— B (l&se: f é uma funcio de A em B)

A funcao f transforma x de A em y de B.
Escrevemos isso assim:

y=1f)

Figura 7.6: Definicdo de Fungao.

7.5.2 Analise da secao: Dominio, contradominio e conjunto imagem

Um dos grandes problemas dos alunos quando se trabalha o conceito de funcdo esta
na compreensao dos conceitos de dominio, contradominio e imagem, itens indispensavel ao

bom entendimento da defini¢dao de fungao.

Geralmente os livros didéticos apresenta tais conceitos com exagero no formalismo em
extensas definicoes e linguagem carregada de simbolos matematicos. Nao estamos descon-
siderando a uso da linguagem matematica, entretanto o exagero trds prejuizo ao processo de

ensino e aprendizagem.
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Diante deste contexto, consideramos adequada a forma como autor apresentou 0s con-

ceitos de dominio, contradominio e imagem, que utiliza uma linguagem objetivo e direta,
conforme se observa na Figura 7.7.

e e B e e A M oo e S W T

" 4. Dominio, contradominio e conjunto imagem

Dada uma funcio f de A em B, o conjunto A chama-se dominio da funcao (D) e o conjunto B, contradominio
(CD) da funcio. Para cada x € A, o elemento y € B chama-se imagem de x pela funcdo f ou o valor assumido pela
funcdo f para x € A, e o representamos por f{x) (I&-se f de x). Assim, y = f(x).

O conjunto de todos os y assim obtidos & chamado conjunto imagem da fungdo f e é indicado por Im(f).
Observe os exemplos:
12) Dados os conjuntos A = {0, 1,2, 3}e B =1{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}, vamos considerar a funco f: A — B que transforma
xEAem2xeB.

o
Para refletir

A B

Dizemos que f: A — B é definida por f(x) = 2x ou pory = 2x. A indicacao x oo significa que x é transformado
pela funcao fem 2x.

Veja que para caracterizar uma func3o é necessario conhecer seus trés componentes: o dominio (R), o contra-
dominio (B) e uma regra que associa cada elemento de A a um tnico elemento y = f{x) de B. Nesse exemplo o
dominioé A = {0, 1, 2, 3}, o contradominio é B = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}, a regra € dada por y = 2x e 0 conjunto imagem
é dado por im(f) = {0, 2, 4, 6}.

2°) Vamos considerar a funcao f: IN — IN definida por f{x) = x + 1.
Nesse caso a funcio f transforma todo niimero natural x em outro nimero
natural y, que é o sucessor de x, indicado porx + 1.
» aimagemdex=0éf{0)=0+1=1
s aimagemdex=1&éf(1)=1+1=2
+ aimagemdex=2éf(2)=2+1=3
e assim por diante. o =
Portanto, o dominio € IN (D = IN), o contradominio é IN (CD = IN), aregraéy = x + 1 e o conjunto imagem &
IN* = IN — {0}, isto &, Im(f) = IN*.

39) Sejaa funcao f: IR — R definida pory = x%
Nesse caso a funcio f transforma cada niimero real x em um outro nimero
real y, que é o quadrado de x. Como todo ntimero real maior ou igual a ze-
ro possui raiz quadrada real, ent3o o conjunto imagem €
Im{f) = R, = {y € Rly = 0}, 0 dominio & IR (D = R), o contradominio € R
(CD = R) e aregra que assodia todo x € IR aum dnico y de IR é dada pory = x>

L
R

76 fMatematica

Figura 7.7: Dominio, contradominio e imagem.
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A utilizacdo de recursos visuais contribui para provocar o pensamento cognitivo do
aluno; diante disto, o uso do diagrama de flechas contribui visualmente para o melhor enten-

dimento dos conceitos apresentados.

Para fortalecer os conceitos de dominio, contradominio e imagem o autor apresenta
os exemplos indicados na Figura 7.7, onde em todos os exemplos podemos perceber, de
forma bem clara, o dominio, a imagem e a lei de formacdo, completando assim os elementos

basicos da defini¢do de func¢do.

Apesar da variedade de exemplos interessantes apresentados, faltou exibir algumas
fungdes matemadticas que ndo sdo definidas por férmulas. Na se¢do “A nog¢do de funcao por
meio de conjuntos” na pagina 75, como mostra a Figura 7.8, o auto apresenta dois exemplos
de funcdes que nao definidas por meio de férmulas, contudo, ndo era 0 momento para indicar

o dominio e a imagem da fungao.

- i oo : 4 : . : £ :
5%) Sejam P o conjunto das regi6es poligonais do plano e IR o conjunto dos niimeros reais. A cada regiao poligonal
do plano fazemos corresponder a sua drea em IR. Essa correspondéncia é uma funcdodePem R.

6%) Consideremos S o conjunto dos segmentos de reta de um plano e T o
conjunto das retas desse plano o. A cada segmento de reta de S fazemos
corresponder a sua reta mediatriz. Essa correspondéncia é uma funcao de §
emT.

By

Figura 7.8: Fung¢do definida sem uso de férmula matematica

O autor poderia retomar o exemplo 5 da Figura 7.8, para tanto sugerimos a seguinte
notacdo: f: P — R, onde P é o conjunto das regides poligonais do plano e, para cada p € P,
f(p) = area de P, indicando que o dominio seria o conjunto P e o contradominio o conjunto
R.

Outros exemplos matematicos interessantes sao as funcodes definidas geometricamente,
como as rotagdes do plano, as reflexdes relativas a retas do plano, enfim, casos uteis para
nog¢do geral de func¢do, que sdo faceis de explicar, que podem ser empregados mais tarde no
estudo de Geometria e que mostram que nem toda fun¢ao interessante na Matematica assume

valores numéricos.
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7.5.3 Analise da secao: Funcdes definidas por formulas matematicas

Completando o tripé (dominio, imagem e lei de formacdo) o autor trabalha a ques-
tao das fungdes definidas por féormulas matematicas. Embora tenha deixado implicito que
existam funcdes que ndo sao definidas por férmulas, isto para o leitor que ja tenha certa ma-
turidade no campo da Matematica, devemos ressaltar que para o aprendiz se passa a ideia

que todas as fungdes sdo expressas por uma férmula matemaética.

Somente no fim da se¢do em andlise que autor, na pagina 80, por meio de uma obser-
vagdo, conforme Figura 7.9, que € feito um comentdrios a cerca de fungdes matematicas que
nao sdo definidas por férmulas. Situacdo que ndo ocupa a aten¢do devida e geralmente passa
desapercebida pelo aluno.

Observacao: Existem funcbes matemiticas que nio sio definidas por formulas. Veja os exemplos da pagina 75:
1%) £:P— IR, em que P é o conjunto das regi6es poligonais do plano e, para cada p € P, f(p) = dreade P.

2°) Consideremos S o conjunto dos segmentos de reta de um plano « e T o conjunto das retas desse mesmo plano.
A regra que assodia a cada segmento de reta AB € S sua mediatriz g(AB) define umafunciog:S—>T.

80 fiatematica

Figura 7.9: Observacao.

O autor resgata o exemplo utilizado na se¢do “Explorando intuitivamente a nocdo de
funcao”, na pagina 72 (Figura 7.10), que trata do valor a pagar de acordo com a quantidade de
litros de combustivel para provocar o tema ao aluno. Desta forma se retoma conhecimentos

adquiridos pelo aluno para motivar o entendimento do aluno.

15, Funcdes definidas por formulas matematicas
Grande parte das funcbes que estudamos ¢ determinada por férmulas matematicas (regras ou leis).

No inicio do capitulo vimos uma correspondéncia entre o niimero de litros de gasolina e o preco a pagar

expressa por:
preco a pagar = 2,40 vezes o nimero de litros comprados

em que o preco de 1€ é R$ 2,40. Essa funcio pode ser expressa pela formula matematica:
y = 2,40x ou () = 2,40x
Veja outras funcoes expressas por formulas matematicas:
= f: IR — IR que a cada niimero real x associa o seu dobro — f{x) = 2x ou y=2x;
* - IR = IR que a cada niimero real x assoda o seu cubo — f(x) = ¥ ouy = ;

= R — IR que a cada nimero real x assodia o seu triplo somado com 1 — f(x) = 3x + 1
ouy=3x+1;

o : 1
= - IR* — IR que a cada niimero real diferente de 0 associa o seu inverso — f(x) = — ou
X

1
=—ouy=x1.
y % y

—
Para refletir

! Por que neste iltimo
{ exemplo a fungdo ndo
| pode ser de R em R?

Figura 7.10: Funcao definida por férmulas Mateméticas.
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Foi proposto vérios exemplos para estabelecer o entendimento de que a lei de corres-
pondéncias de funcdes pode ser por meio de férmulas matemaéticas. Entretanto hd um reparo
a ser feito. No exemplo 6, da pdgina 78, de acordo com a Figura 7.11, definiu-se as funcdes f

e g pelas expressoes f(x) =2x—3 e g(x) = 3x+a, mas ndo foi indicado o conjunto dominio
e a imagem das fungdes f e g.

62) As funcgdes f e g sao dadas por f(x) = 2x — 3 e g(x) = 3x + a. Vamos determinar o valor de a sabendo que
fi2) + g(2) =8.

o) W e Bl s s
13— =
g2)=3-2+a=6+a o B

Figura 7.11: Erro no dominio.

O exemplo 8, pagina 79 (Figura 7.12) apresenta uma situacao da utilizacao de lei de
correspondéncia através de mais de uma sentenga. Devemos destacar o pequeno nimero de

exemplos (somente um) que expressa uma lei de correspondéncia com o uso de mais de uma
sentenca matematica.

3x + 1, parax <2

= -Vamos determinar:
X, parax >2

&) £ R — R é uma funcao cuja lei envolve mais de uma sentenca: f(x) = {

a) f(5) A f(-3) o f( ij
f5)=5=25 f(—3)=3(-3)+1=-8 3

b) f0) d) f(i] f) f2)
f0) = 3(0) + 1—1 y f2)=3(2)+1=7
{5) (3725
2 2 4

Figura 7.12: Funcdo indicada por dupla sentenca.

O entendimento da utilizacdo de mais de uma sentenga para indicar a lei de formacao
de uma func¢ao possui grande importancia na compreensao de temas a serem apresentados
em contetdos futuros, principalmente na anélise grafica de funcdes.
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7.5.4 Analise da secao: Estudo do dominio de uma funcio real

Conforme indica Lima [7] (p.37) numa funcio devem esté claro os trés ingredientes:
Dominio, contradominio e lei de correspondéncia, contudo, as vezes a funcao é apresentada
somente através da lei de correspondéncia, e neste casos, devemos subtender que o dominio

serd o maior subconjunto dos numeros reais tal que a lei de correspondéncia tenha sentido.

Nesta secdo o autor indica siténia com as consideracdes de Elon Lages, quando utiliza
a expressdo “‘explicite o dominio”, e apresenta, de forma didética, as situagdes que trazem

limitacdes para algumas formulas matemaéticas, conforme Figura 7.13.

6. Estudo do dominio de uma funco real

Vimos que uma funcdo consta de trés componentes: dominio, contradominio e lei de correspondéncia.
Quando é citada uma funcéo f de A em B, j& ficam subentendidos o dominio (A) e o contradominio (B).

As vezes, porém, é dada apenas a lei da funcéo f, sem que A e B sejam citados. Nestes casos consideramos o
contradominio B = IR e o dominio A como o “maior” subconjunto de R (A C IR) tal que a lei dada defina uma funcao
- A— IR. Veja no exemplo a seguir a explicitacdo do dominio em algumas fungées.

Vamos explicitar o dominio das seguintes fungdes reais:

1
— 56 é possivel em IR se x # 0 (ndo existe divisdo por 0).
X

1 y - :
Para cada x # 0, o valor — sempre existe e € Unico (o inverso de x).
X

Logo, D(f) = IR — {0} = IR*,

b) fx) =3 —x
\3 — x s6 é possivel em IR se 3 — x = 0 (em IR néo hé raiz quadrada de nimero negativo).

3—x=0=—x=-3=x<3
Para cada x < 3, f(x) existe e € Unico, pois é a raiz quadrada de um niimero real maior ou igual a zero.

Portanto, D(f) = {x € IR | x =< 3}.

7 —

o fix) = ‘/E

Neste caso, devemos ter:

b

7—x=0=>x<7
E -2 - 0=x>2

Ou seja, x € 12, 7. Para cada x € 12, 7], f(x) existe e é Unico, pois é a divisao de um nimero real positivo ou nulo
por outro positivo.

Logo, D(f) = 12, 71.

Figura 7.13: Dominio de uma funcio Real.
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Este tema também possui grande relagdo com o insucesso dos alunos quando apresen-
tamos o conteddo de fungdo, sendo necessario que o aluno entenda as seguintes situacdes
que limitam os valores numéricos que uma expressao algébrica pode assumir:

e Naio existe divisdo por zero;

e Naio existe raizes de indice par de nimeros negativos.

Assim consideramos apropriada a abordagem dada pelo autor, com um pequeno re-
paro. O autor somente trata um caso particular ao mencionar que “em R ndo h4 raiz qua-
drada de nimero negativo”(p.81), dando a entender que este fato s6 ocorre para casos que
envolvam raizes quadradas, ndo generalizando a situacao.

7.6 Analise da exploracao das representacoes graficas

O uso de tabelas e graficos em situacdes do cotidiano deve ser resgatado pelo professor
durante o processo de ensino e aprendizagem do tema funcdo, sobretudo quando se explora
a construgdo de graficos mediante uma formula matematica.

Neste contexto, Dante [5] provoca os alunos fazendo uso de gréficos extraidos de situ-
acoOes contextualizadas, como se observa nas Figuras 7.14 e 7.15.

12) O gréfico de uma funcéo auxilia na anélise da variacéo de duas grandezas quando uma depende da outra.
Examine o grafico abaixo que mostra a evolucéo do nimero de candidatos no vestibular da Fuvest de 1995 a
2009, variando com o tempo.

Evolugiio do niimero de candidatos no vestibular da Fuvest (1995 a 2009)
180000 ;

170474 | 1
Hiling
160000 A
139369 5 L < A 157/808 | 154514 \ 1401999
140000 i o
" L1 1Bg4b7 138311 142/656
£ 120000 > T20os 138242
3 122907
:E [+ 1:M~a}
£ 100000 s
: 8097 Lo e e P 853141 82032 | 85016] 85458
° g739p. . 8824 00 ——
5 80000 = 6236 81496 170407
£ 73990 Pl AL
£ 60000{—5754y I 2
2 ~—_ja44b2 42343 428 44813——**""“"’5‘1—;7—2—‘%77 .;4';1'4' 5374 \L”"D 41353
40000 0308 e 3|
20000
2 | |

1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 Anos

—e~ Total de candidatos -u~- Total de candidatos oriundos —a— Total de candidatos oriundos
apenas do ensino publico apenas do ensino particular

Fonte: www.fuvest.br. Acesso em 10/2/2009.

Figura 7.14: Construcdo de Gréficos

76



29) Pontos de consumo de dgua em uma residéncia (em porcentagem)

Analisando o gréfico ao lado, vemos
que:

®

L3

82

35

30

|

o lavatoério e o tanque consomem a
25

28%

mesma quantidade de dgua.

a bacia sanitdria consome aproxima- 20

damente 5 vezes mais agua do que
o tanque.
a bacia sanitéria e o chuveiro sao os

17%

Percentual sobre o total de consumo

que mais consomem agua.

9%~

6% 6%

dessa lista, a maquina de lavar lougas
é o aparelho que menos consome 0

5%

Bacia
sanitéria

agua.

Chuveiro

Pia de
cozinha

Méaquinade Lavatério
lavar roupas

Tanque Maguinade Pontosde

lavar lougas consumo

Matematica

Figura 7.15: Construcdo de Graficos

Nesta etapa, onde o aluno ainda esté se familiarizando com os ingredientes de fungdo,

possivelmente nio tenha ainda a maturidade e o conhecimento de como se comporta o grafico
de cada tipo de funcdo. Entretanto, € oportuno dotar o aluno de habilidades que serdo mais
exploradas a medida que seja estudado as func¢des polinomiais.

Nota-se que o livro didatico em andlise adota na se¢dao “Construcao de Gréaficos de

funcdes” uma sequencia que colabora para este entendimento. Veja as Figuras 7.16 e 7.17.

Construcao de graficos de funcoes

Para construir o grafico de uma funcao dada pory = f(x), comx &€ D(f), no plano cartesiano, devemos:
» construir uma tabela com valores de x escolhidos convenientemente no dominio D e com valores correspondentes

paray = f(x);
« a cada par ordenado (x, y) da tabela associar um ponto do plano cartesiano;
» marcar um ndmero suficiente de pontos, até que seja possivel esbogar o gréfico da funcéo.

tHemplos:

12) Vamos construir o gréfico da funcdo dada por f(x) = 2x + 1, sendo o dominioD ={0, 1, 2, 3, 4}.

y=fx)=2x+1

Alwin|—=|lo|x
O N[ |w]|=

Neste caso, o gréfico da fungo é o conjunto dos pontos A, B, C, D e E.

Figura 7.16: Construcdo de Graficos.
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29) Vamos construir o gréfico da funcdo f: IR — IR dada por f(x) = 2x + 1.
Como, neste caso, D = IR, vamos escolher alguns valores arbitrarios de x e determinar y:

b'¢ y=f(x)=2x+1
=2 T3
54 =1
0 1
1 3
2 5

]
e Vocé verd no préximo capitulo que, quando temos y igual a um polindémio |
do 12 grau da forma ax + b, o grafico é sempre uma reta. Como dois pontos |
determinam uma reta, basta marcar apenas dois pontos para traga-la.

é
. i i %
L £ i " | » Por que os gréaficos dos exemplos 1 e 2 s&o diferentes se a lei das duas fungdes
i

éf(x) =2x+1?

o

Matematica
84

Figura 7.17: Construcdo de Graficos

Além de saber esbocar um gréfico de uma funcao, o aluno deve adquirir a habilidade
de interpretar, de ler o grafico, a ponto de identificar o dominio e a imagem, como também

ser capaz de reconhecer se um determinado grafico € uma funcao.

Novamente o livro didatico possui papel importante, tanto para o discente, mas princi-

palmente para o docente, que quase sempre sO possui esta ferramenta didatica.

Salienta-se que Dante [5] apresenta uma sequéncia didatica que propicia ao professor
explorar estes aspectos do estudo de fung¢do. Note que na Figura 7.18 € explorado a leitura

do dominio e da imagem de uma fun¢do observando o grafico.
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Determinag¢ao do dominio e da imagem de uma func¢ao, conhecendo o grafico

Observando o gréfico de uma funcédo no plano cartesiano podemos, as vezes, determinar o dominio D e o
conjunto imagem Im da funcéo, projetando o gréafico nos eixos:

¥ y
5 >>>>>> i
2 i gréfico Aty o)
(mag{T : \’def l\
‘ /rygra'ﬁcodeg
: i e =
0 2 f 4 -1 0 1
dominio
Dif)=ixERI2=x<4}=[24] D(g) ={xERI-1<x<1}=]-1,1]
Imf) ={y ER[1<y=<5}=[1,5] Im(g) ={y ER[03=<y<2}=1[03;2]
capitulo 3 | funges 85

Figura 7.18: Andlise do Gréfico.

Enquanto que na Figura 7.19 o autor aborda como leitor pode determinar se um grafico

representa uma fungo.

Determinando se um conjunto de pontos é grafico de uma funcao

Ja vimos que, para ter uma funcdo de A em B, a cada x € A deve corresponder um Unico y € B. Geometrica-
mente, isso significa que qualquer reta perpendicular ao eixo x que intersecta o grafico deve fazé-lo num unico
ponto. Por exemplo:

M . ; O grafico a esquerda é de uma fungao, pois qual- y
quer reta perpendicular ao eixo Ox intersecta-o em um i
, ; Unico ponto.

E Assim, se essa reta intersectar o grafico em mais de
§ um ponto, esse grafico ndo é gréfico de uma funcao.

‘ O gréfico a direita ndo é de uma fungéo, pois exis- .

_I X tem retas perpendiculares ao eixo Ox intersectando-o = x
| em mais de um ponto. "

-
et ents

Figura 7.19: Reconhecimento de funcio.

7.6.1 Consideracoes gerais sobre a analise

Obstante as sugestoes e reparos mencionados, Dante [5] contém uma adequada apre-
sentacdo do que consideramos ser importante e fundamental do conceito de funcdo para
alunos do Ensino Médio. Apds uma introdugdo, em que sdo mostrados varios exemplos, a
defini¢do de func¢do € dada de modo claro e sem exagero no formalismo. As fun¢des foram
apresentadas na forma como ocorrem na Matematica, nas Ciéncias em geral e no dia-a-dia,

mediante formulas, tabelas e graficos.
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Capitulo 8
Conclusoes

A preocupacdo de propor um procedimento didético diferenciado para o ensino de fun-
coes foi o foco desse trabalho. Desde o inicio, nos baseamos nas recomendacdes feitas pelos
autores pesquisados e nas experi€ncias adquiridas ao longo de vérios anos na sala de aula,
pensamos em novas estratégias que orientassem o aluno a uma aprendizagem significativa

do estudo de funcao.

O conceito de fungdo € por si s bastante complexo para o aluno, pois envolve outros
conceitos igualmente abstratos como dominio, contradominio, conjunto imagem e a lei de
correspondéncia. Além disso, ndo podemos esperar que o nosso aluno o compreenda em
poucas aulas visto que a propria humanidade levou varias gera¢des para formalizar matema-

ticamente e dominar tal conceito.

Observou-se que na histéria da Matematica, em particular no que diz respeito a forma-
c¢do do conceito de funcdo, a primeira ideia associada a funcao foi relacionada a dependéncia
entre grandezas, para posteriormente, ao longo de séculos ser lapidado, passando a assumir

novas formas de representacao.

Assim, propomos que inicialmente devemos construir a formalizacdo da defini¢do de
fun¢do de maneira “intuitiva”, trabalhando situacdes que envolvam a ideia de dependéncia
entre grandezas. Destaca-se, também, que os autores pesquisados s@o unanimes em afirmar
que restringir funcdo a um mero caso particular da relagdo de dois conjuntos, e consequen-
temente explorando a expressdo algébrica que representa a lei de correspondéncia, pode se

constituir em um obstaculo a aprendizagem do tema.

Nesse sentido, deve-se propiciar ao aluno a oportunidade de se familiarizar com ta-
belas, graficos, diagramas e situacdes que desenvolvam a habilidade do uso das férmulas

matematicas e a compreensao do significado de cada ingrediente que compdem uma funcao.

Salienta-se que durante a primeira série do Ensino Médio, serd trabalhado as funcdes
polinomiais, modular, exponencial e logaritmica, onde sugerimos que os conceitos aqui des-

tacados sejam novamente retomados. Assim, ao abordar cada uma das fun¢des descritas,
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sugerimos ndo deixar de usar tabelas, diagramas, gréficos e leis de correspondéncia, desta-
cando, para o aluno, os conjuntos Dominio, Contradominio e Imagem. Assim, acreditamos
que aluno podera absorver o conceito de fun¢do de maneira formalizada matematicamente e
atribuido significado, facilitando a realizacdo de conexdes com situagdes do cotidiano e com

outras areas do conhecimento.

Sugerimos também a utilizacdo de problemas contextualizados que além de, atribui
utilidade da Matemédtica, tendem a ser mais motivadores para o aluno, do que problemas

formulados da matematica pela matematica.

No decorrer deste processo, a postura critica que o docente deve assumir diante do
livro didatico serd determinante para obter o crescimento cognitivo do aluno. Analisar o livro
didético antes de utilizd-lo € de suma importancia, pois se pode perceber qual a inten¢do da
aplicacdo de determinado exercicios, ou de verificar se o objetivo a alcancar na explicacao
de determinado conceito vai ser efetivado, ndo fugindo do objetivo que o professor tragou

em seu planejamento.

Essa andlise deve servir para a utilizacdo adequada do livro didético em sala de aula,
de forma a ser usado como ferramenta de ensino, e nao para a simples reprodugdo. Portanto,
por meio da andlise, foi possivel verificar que um livro apenas ndo contempla a necessidade
de aprendizagem dos alunos, pois para que o processo de ensino e aprendizagem ocorra de
forma eficaz, é importante a utilizagcdo de vérias fontes de pesquisa, permitindo a abordagem

de um tema de varias formas.
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