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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre sistemas lineares. Inici-
amos com o estudo dos sistemas 2 x 2, sistemas 2 X 3 e sistemas 3 X 3, e
usando argumentos geométricos provamos que para tais sistemas ocorre uma,
e somente uma das alternativas: o sistema tem uma tnica solucao, o sistema
tem infinitas solugoes ou o sistema nao possui solugao. Também apresen-
tamos resultados algébricos que estabelecem condigbes sobre os coeficientes
dos sistemas, para cada um dos casos citados. Na sequéncia apresentamos
alguns métodos de resolugoes e discutimos algumas aplicagoes.

Palavras chave: Sistemas lineares no ensino médio; Métodos de re-
solucoes; Aplicacoes de sistemas lineares.



Abstract

In this work we present a study on linear systems. We begin with the
study of systems 2x2, 2x3 system and 3x3 systems, and using geometric ar-
guments we prove that for these systems there occurs a, and only one of
the alternatives: the system has a single solution, the system has infinites
solutions or the system does not have solution. We also present results that
establish algebraic conditions on the coefficients of the systems for each one
of instances cited. In the sequence we present some methods of resolution
and discuss some applications.

key words: Linear systems in high schools; Methods of resolutions; Ap-
plications of linear systems.
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INTRODUCAO

Os sistemas lineares constituem um topico de grande interesse pratico.
Seu estudo é acessivel aos estudantes do ensino médio, pois nao requer o em-
prego de conceitos sutis ou complicados. A abordagem que utilizamos neste
trabalho requer nogoes basicas de Geometria Analitica, Geometria Espacial,
Matrizes e Determinantes, em nivel de [3], [4], [11] e [13]. Além disso, pode
servir como ponto de partida para diversas teorias matematicas relevantes
e atuais. Este trabalho visa proporcionar aos professores que ensinam sis-
temas lineares, algumas alternativas para ilustrar suas aulas e ajudé-los a
situar adequadamente a matéria dentro do contexto dos seus conhecimentos.

De acordo com as orientacoes educacionais complementares aos
Parametros Curriculares Nacionais o conteudo sistemas lineares deve receber
um tratamento que enfatize sua importancia cultural, estendendo os conhe-
cimentos que os alunos possuem sobre a resolucao de equacgoes de primeiro
sengundo para a resolucao de sistemas de duas equagoes e duas incégnitas e
sistemas 3 por 3, aplicando esse estudo a resolugao de problemas simples de
outras areas do conhecimento.

Como motivagao, vejamos os seguintes exemplos:

Exemplo 1. Em um certo posto de combustiveis, um carro flex foi abaste-
cido com etanol e gasolina, totalizando 52L. Nesse dia o preco do litro do
etanol era de R$1,90 e o litro da gasolina, R$2,80. Sabendo que foram pagos
R$133,00 pelo abastecimento, determine a quantidade de etanol e gasolina
com que o carro foi abastecido.

Exemplo 2. A queima do etanol (CoHsOH ), pelo oxigénio (Os), para for-
mar o diozido de carbono (COy) e a dgua (HyO) € dada pela equagdo

iL’CQH5OH + yO% — ZCOQ + UJHQQ (1)

reagentes produtos
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Determine os wvalores das incognitas x,y,z e w como sendo 0s meno-
res naturais possiveis, para que a equag¢ao (1) esteja balanceada, ou seja, a
quantidade de atomos nos reagentes seja iqual a nos produtos.

Exemplo 3. Trés grandes empresas de tdzi resolveram renovar parte de suas
frotas:

e a primeira comprou um carro modelo A, um modelo B e um modelo C,
pagando R$180.000, 00.

e a sequnda comprou um carro modelo A, dois modelo B e trés modelo

C, pagando R$380.000, 00.

e a terceira comprou dois carros modelo A, trés modelo B e um modelo

C, pagando R$350.000, 00.

Qual € o valor de cada carro?

Para que possamos resolver esses trés problemas, é necessario saber a
teoria de sistemas lineares, conteudo que trataremos de forma detalhada
neste trabalho, sendo este composto de trés capitulos.

No primeiro capitulo definiremos equacoes e sistemas lineares. A partir
dessas defini¢oes trataremos trés casos particulares de sistemas lineares: sis-
temas 2 X 2; sistemas 2 x 3 e sistemas 3 x 3. Para esses casos particulares
iremos fazer uma interpretacao geométrica e por meio desta interpretacao
constaremos que para um sistema linear ocorre uma e, somente uma das
afirmacoes abaixo:

i) Existe uma tnica solugao;
ii) Existem infinitas solugoes;
iii) Nao existe solucao.

Também apresentaremos uma demonstragao algébrica deste fato.

O segundo capitulo serd sobre resolucao de sistemas lineares para o
caso geral, assim definiremos e provaremos sistemas equivalentes contetido ne-
cessario para discutirmos sobre sistemas escalonados. A partir deste capitulo,
apresentaremos dois métodos de resolugao: escalonamento (eliminagao de
Gauss) e Gauss-Jordan. Também neste capitulo aprestaremos o sistema li-
near na forma matricial e a partir desta forma, discutiremos o método de
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resolugdo de Crammer (conhecido como regra de Crammer). Para finali-
zar o segundo capitulo, analisaremos e discutiremos as trés possibilidades de
solucao para um sistema linear utilizando sistemas na forma escalonada.

No terceiro capitulo, apresentaremos algumas aplicacoes relacionadas a
situacoes cotidianas e interdisciplinar de sistemas lineares, também iremos
retomar os trés exemplos apresentados no inicio desta se¢ao para resolvé-los.



CapriTuLO 1

Sistemas de Equacoes Lineares

Neste capitulo definimos equagoes e sistemas lineares. Estudamos alguns
casos particulares: sistemas 2 X 2, sistemas 2 X 3 e sistemas 3 X 3. Realizando
uma abordagem geométrica, teremos base para provar algebricamente, que
para um sistema linear ocorre uma e somente uma das possibilidades: existe
uma Unica solucao, existem infinitas solugoes ou nao ha solucao alguma.

Dado n € IN uma equacao linear de n incognitas xy, xa, x3, ..., 2T, ¢ uma
equacao da forma

o1x1 + Qoo + a3xz + ... + oy, = 5 (1.1)

onde «o; e  sao numeros reais dados, 1 = 1,2,...,n.
Uma solugao da equagao (1.1) é uma n-upla de ntimeros reais indicados
por (by, by, ..., b,) tal que

a1b1 +042b2+0z3b3+ —I—Oénbn = 6

Exemplo 4. Cosidere a equacdao 2z, + 3x9 — 6x3 = 2. Note que a terna
(1,0,0) é uma solugcio da equagao, pois 2 - (1) +3-(0) —6-(0) = 2. Além
disso veja que (4,0, 1) também é uma solugdo da equagao. Note que podemos
ainda encontrar uma infinidade de solugoes escrevendo:

3
Ir = 1-— 51‘2 + 3]33 (12)

com xy e x3 livres, ou seja, para valores arbitrarios escolhidos para xs e x3
a expressao (4) determina xy de modo que (x1, T2, x3) seja solugdo.



Sistemas de Equacoes Lineares 14

Definicao 1.1. Um sistema linear de m equagdes e n incognitas (que cha-
maremos simplesmente um sistema m X n) € um conjunto de m equagoes
lineares, cada uma delas com n incognitas, consideradas simultaneamente,
isto €, um sistema da forma:

Q1171 + Q19Ta + ...+ a1, = F1
211 + 929 4+ ...+ oLy = 52

Q11 + Qoo + ...+ QT = B

ondea; €R, /e R (1<i<mel<j<n)

Uma solugao do sistema S é uma n-upla (by, ..., b,) de niimeros reais que
é uma solucao de cada uma das equagoes do sistema.

Exemplo 5. Dado o sistema

) 3x—y=1
Sl'{6x—2y:0

Podemos facilmente verificar que as duas equacdes nao podem ser satisfeitas
simultaneamente. Neste caso o sistema nao possui solugao alguma.

Exemplo 6. Considere o sistema

g, - r+y=-1
2] 2z —3y = —12

Nesse caso o sistema tem uma e a inica solu¢ao dada pelo par (—3,2).

Exemplo 7. Dado o sistema

r—y=-3
6x — 2y = —6

Vemos que ezistem infinitas solugoes, entre elas por exemplo (—1,0), (1,6)

e (5,18).

Conforme ilustrado pelos exemplos 5, 6 e 7 acima, veremos com nosso
estudo que, para um sistema linear qualquer, uma, e somente uma, destas 3
possibilidades ocorre:
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i) O sistema linear S ndo admite solu¢ao alguma, como no exemplo 2, e
neste caso, dizemos que S é impossivel.

ii) O sistema linear S admite uma tunica solugao, como no exemplo 3, e
neste caso, dizemos que S é possivel e determinado.

iii) O sistema linear S admite infinitas solugoes, como no exemplo 4, e neste
caso, dizemos que S ¢é impossivel e indeterminado.

1.1 Sistemas 2 x 2

Considere o sistema 2 x 2:

a1 + aexe = B
171 + Qe = Bo

e vamos reescrevé-lo de uma forma conveniente para fazermos uma aborda-
gem geométrica. Assim considere o sistema 2 x 2:

a1x + by = 1
S
asx + by = ¢4

Veja que se a; = by = 0 e ¢; # 0 o sistema é impossivel. Além disso, se
a; = by = ¢; = 0 o sistema se reduz a uma unica equagao que pode facilmente
ser resolvida. Portanto no que segue estaremos considerando que a; e b; nao
sao simultaneamente nulos, bem como, as e by também nao. Logo supomos
que a +b3 #0e a3+ b3 #0.

Agora note que cada equagao de S, isoladamente, representa uma reta no
plano. Sejam 7 : a1x 4+ b1y = ¢ e s : asx + boy = co estas retas. Podemos ver
que um par (z,y) é solugao do sistema (S) se, e somente se, (z,y) € (rNs).
Sabemos entretanto que as posicoes relativas de duas retas no plano sao:

a) Concorrentes: Neste caso hd somente um ponto de intersegdo, e conse-
quentemente, o sistema (S) possui uma unica solugao.
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b) Paralelas e distintas: Neste caso nao ha intersegao e consequentemente o
sistema (S) nao possui solugao.

c) Coincidentes: Neste caso existe uma infinidade de pontos na intersegao
das retas. Na verdade é a propria reta, isto é, r s = r. Portanto quando
isso ocorre o sistema (S) possui infinitas solugoes.
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Resumindo temos o seguinte teorema:

Teorema 1.1. Para o sistema Saxa com os coeficientes satisfazendo a?+b? #
0, com i = 1,2, podemos verificar que ocorre uma, e somente uma, das
alternativas abaixo:

i) (S) tem uma unica solugao.
ii) (S) nao possui solugao.
iii) (S) tem infinitas solugoes.
Neste momento uma pergunta natural é determinar condigoes algébricas
sobre os coeficientes a;, b; e ¢; com ¢ = 1,2, para que tenhamos cada uma das

condigdes (i), (ii) e (iii) do teorema.
A resposta vem com o teorema abaixo, onde para facilitar a notacao con-

. . ay bl a; C
sideramos os determinantes: D,, = = a1by — b1as, Dy = =
az by Gz C2
bi
a1Cy — C10Q9 € Dbc = b = blcg — Clbg.
2 Cg

Teorema 1.2. Seja (S) um sistema 2 X 2 com 0s coeficientes ai + b? # 0,
com1=1,2. Entao

i) (S) possui uma tnica solugdo se, e somente se, Dy, # 0.
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ii) (S) nao tem solugao se, e somente se, Dy, = 0 e pelo menos um dos
determinantes D,. e Dy. € nao nulo.

iii) (S) possui infinitas solugoes se, e somente se, Dy, = Dy. = Dy = 0.

Demonstracao. Conforme denotamos anteriormente, consideramos as retas
res:

roar+by—ci =0 e s:asx+by—co=0

Desde que a? + b? # 0, para i = 1 e 2, temos as seguintes possibilidades

1.a;#0,b1=0,a0#0e by =0
2.a1#0,b0=0,a, =0eby #0
3. a1 #0,00=0,a2 #0e by #0
4. a1 =0,b1#0,a3 #0e by =0
5. a1 =0,b; #0,a, =0e by #0
6. a1 =0,b;#0,a3#0e by #0
7. a1#0,b;#0,a2 #0e by =0
8. a1 #0,b;#0,a =0e by #0
9. a1 #0,b; #0,a2 #0 e by #0
Vejamos o que ocorre em cada caso:

Caso 1: Neste caso Dy = Dy = 0 e r, s sao retas perpendiculares ao
eixo .
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Logo temos duas possibilidades: r e s paralelas distintas ou r e s coinci-
dentes. Vemos também que nestes casos:

c c
r|s e r;«és<:>+—17&+—2<:>a102—01a27é0<:>Dac7é0
aq a9

C1 C2
r=s<=+—=+— <= D, =0
ai az

Portanto no caso 1, podemos ter:

i) (S) nado tem solugao e neste caso Dy = Dy = 0 € Dy # 0.
ii) (S) tem infinitas soluges e neste caso Dy, = Dy, = Dy = 0.

Caso 2: Neste caso D, = a1by # 0, 7 é uma reta perpendicular ao eixo
x e s ¢ uma reta perpendicular ao eixo y.

Entao temos que (S) possui uma unica solugao e neste caso Dy, # 0.

Caso 3: Neste caso D,, = a1by # 0, 7 é uma reta perpendicular ao eixo

, ~ _ as () a ]
r e s é areta dada p~e1a equagao y = —32x + 32, com 32 # 0. O sistema (S)
tem uma unica solucao.
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_—
i e .
Caso 4: Neste caso Dy, = —bjag # 0. O sistema (S) tem uma tnica
solucao.
y
y
S
.
v=5
Caso 5: Neste caso Dy, = D, = 0.
y Yy
r S

x . . . . . <,

i) (S) ndo tem solugao <= - # 2 <= bicy—ciby # 0 <= Dy # 0.

ii) (S) tem infinitas solugbes <=+ = 2 <= Dy, = 0.

Caso 6:
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_a
V=15 /
as 2
Yy = @

(S) tem uma tnica solugao e, neste caso, Dy, = —bjay # 0.
Caso T:
y
y
r S
y = *Zﬁ"" ;;: « Coe x
(S) tem uma tnica solugao e, neste caso, Dy, = —bjag # 0.
Caso 8:
y Yy
r
S

(S) tem uma tnica solugao e, neste caso, Dy, = a1by # 0.

Caso 9:
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i) (S) néo tem solugdo (r || s e 1 # s) e, neste caso, 3+ = 32 e
C—17ég—z<:>a1b2—b1a2:Oeblcg—clbg%(){:)Dabzo e Dbc%O.
ii) (S) tem infinitas solugdes (r = s) e, neste caso, 3+ = 2 e L=
2 «—— D, = Dy. = 0. Note ainda que Z—; = 1% = E—;, entao D,. = 0.
Com o estudo sobre todas as nove possibilidades podemos facilmente ve-
rificar (i), (ii) e (iii) do teorema.

Para que possamos resolver esses sistemas apresentados, precisamos co-
nhecer alguns conceitos, que neste momento apresentaremos de maneira su-
cinta, pois trataremos esta questao de forma mais abrangente no proximo
capitulo.

Dois sistemas sao equivalentes quando admitem as mesmas solucoes.
Quando se substitui uma das equagoes do sistema pela soma desta equacao,
obtém-se um sistema equivalente. Em outras palavras, para todo k£ € IR, os
dois sistemas abaixo possuem a mesma solugao:

ez +hy=c
asx + by = co

g . { @iz + by =
' (CLQ + alk)x + (bg + blk)y = + Cgl{i
Para resolver o sistema pelo método da eliminagao, escolhe-se um nimero
real k de modo que um dos coeficientes as + ka;, ou by + kb; seja zero. Assim,
teremos imediatamente o valor de uma das incognitas, o qual é substituido
na primeira equagao para encontrar outro valor.
Assim vejamos alguns exemplos:
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Exemplo 8. O diretor de um fundo de investimento tem R$100.000,00 para
investir. As regras do fundo definem que tanto um certificado de depdsito
(CD) como um titulo de longo prazo devem ser utilizados. O objetivo do
diretor é obter um rendimento de R$7.800,00 sobre seus investimentos por
ano. O CD oferece um retorno de 5% ao ano e o titulo 9%. Para que o
diretor tenha um rendimento de R$7.800,00 no ano, quanto ele deve investir
em CD e em titulo?

Solucgao: Como o total investido é R$100.000, 00, considerando x o valor
a ser imvestido em CD ey, o valor a ser investido em titulos, temos x +y =
100.000. Uma vez que o retorno desejado é R$7.800,00, obtemos o equagao
0,05x + 0,09y = 7.800. Assim temos o sistema linear

x +y = 100.000 (1.3)
0,052 + 0,09y = 7.800 ’
Note que Dy, = 0 105 0 109 =0,09—-0,05=0,04 # 0. Entao pelo Teo-

rema 1.2 o sistema possut uma unica solucao. Podemos facilmente encontrar
esta solucao.

Para eliminar x, adicionamos —0, 05 vezes a primeira equacao a sequnda,
obtendo

z +y = 100.000
—0,04y = —2.800

Obtendo o valor de y da sequnda equagao y = 70.000 e substituindo este
valor na primeira equagdo em (1.3), obtemos x = 30.000. Para nos certifi-
carmos de que x = 30.000 e y = 70.000 € solucao de (1.3), verificamos que
estes valores de x e y satisfazem cada uma das equacoes lineares do sistema
dado. Dessa maneira, o diretor de fundo deve investir R$30.000,00 em CD
e R$70.000,00 em titulos de longo prazo.

Exemplo 9. Discuta o sistema linear

r—3y=-—7
{ 20 — 6y =17 (1.4)
1 —3‘

Solucao: Vemos que Dy, = = —6+6 = 0. Entao podemos

1 —7‘_

2 —6

27

ter infinitas solu¢oes ou menhuma solu¢ao. Calculando D,. = ‘
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7+ 14 =21#0. Logo pelo Teorema 1.2 o sistema nao possui solucao.

Exemplo 10. Encontre o valor de m para que o sistema linear abaixo admita
infinitas solugoes.
mx + 4y = 10
1.
{ T+my=>5 (1.5)
Solugao: Pelo Teorema 1.2, o sistema dado admita infinitas solucoes se,
e s0 se, Dy = Dye = Dy = 0, logo

D, = T 4 =0=m?>—-4=0<=m=2 ou m= —2
Dyo = T 150‘:0:>5m—10:0<:>m:2
Dy, = 4 10=O:>20—10m:0<:>m=2

m 5

Portanto o sistema linear (1.5) admite infinitas solugoes se, e somente
se, m = 2. Caso m = —2 o sistema linear nao terd solugoes.

1.2 Sistemas 2 x 3

Considere o sistema 2 x 3

| anmy 4+ e + aizrs = S
Q1T + QpaTa + o3T3 = B

e vamos reescrevé-lo de uma forma conveniente para fazermos uma aborda-
gem geométrica. Entao considere o sistema

.{alx—irbly—irclz:dl (1.6)

s + boy + coz = dy

Veja que se a; = by = ¢; = 0 e d; # 0 o sistema é impossivel. Além disso
se a; = by = ¢ = d; = 0 teremos apenas uma equacao linear que pode ser
facilmente resolvida, desde que aso, by € ¢o nao sejam simultaneamente nulos.
Logo estaremos considerando que aq, by e ¢; nao sao simultaneamente nulos,
bem como as, by e ¢, também nao.

Agora note que cada uma das equagoes de S, isoladamente, representa
um plano no espago. Sejam 7 e Ty estes planos, ou seja,



Sistemas de Equacgoes Lineares 25

max+biytcz=di e my:asx—+by+cez=ds (1.7)

A terna (z,y, z) é solucdo do sistema se e somente se (z,y, 2) € (7 Nm2).
Sabemos entretanto que as posicoes relativas de dois planos no espaco
Sa0:

i) m e m sdo coincidentes (m; = my): Neste caso, o sistema é indetermi-
nado com infinitas solu¢oes que dependem de dois parametros.

ii) m e my sdo paralelos (m || m2): Neste caso temos que m N = 0, e
consequentemente, o sistema é impossivel (ndo possui solu¢ao alguma).

b ™ H T,

iii) 7 e my se interceptam ao longo de uma reta r. Neste caso o sistema é
indeterminado com infinitas solu¢oes dependentes de um parametro.
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Destas possibilidades geométricas vem o seguinte teorema:

Teorema 1.3. Para o sistema Saxs, dado por (1.6), com os coeficientes a;, b;
e ¢; nao sendo simultaneamente nulos, para © = 1,2, podemos verificar que
ocorre uma e somente uma das alternativas:

i) (S) possui infinitas solucoes que dependem de um ou dois pardametros.
ii) (S) nao possui solugao.

E possivel descrever condigoes algébricas para que estas duas condicoes
sejam satisfeitas, ou seja, podemos determinar quais sao as condicoes sobre
os coeficientes a;, b;, ¢; e d;, com ¢ = 1,2, para que tenhamos (i) ou (ii). Para
tal temos o teorema.

Teorema 1.4. Seja (S) um sistema 2 x 3 conforme (1.6) com os coeficientes
(@i, b;y ;) # (0,0,0), para i = 1,2. Denote @ = (ay1,by,¢1) € U= (ag, by, ).
Entao temos:

i) (S) possui infinitas solugoes que dependem de dois parametros, se, e
somente se, existe N € IR tal que U= e dy= A

i) (S) possui infinitas solugoes que dependem de wm pardametro, se, e
somente se, U X U # 0, ou seja U X U= (bjcy — bacy, azcy — ajca, ajby —

agbl) 7é (0, O, 0)

iii) (S) mao possui solugdo se, e somente se, existe A € IR* tal que U = \u
€ d2 7£ )\dl

Demonstragao. Inicialmente provemos (i).
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(=) Suponhamos que m = m = 7. Seja Py = (%o, Yo, 20) um ponto
fixado em 7. Entao

dy = xoay + yoby + z0c1 e da = xToaz + Yoba + 2pca.

Se P = (z,y,z) € m, entao temos que

—

(i, BbP) = (ay,b1,c1) - (x — 20,y — Yo, 2 — 20)
a1x — a1xo + b1y — biyg + 12 — c129
= ax+biy+crz— (a1x0+ bryo + c120)
= mr+by+cz—d
= 0

ou seja, u L PJP, VP € . Logo u L m.
Do mesmo modo

—

(U, bP) = (ag,ba,c2) - (T — 20,y — Yo, 2 — 20)
= Ao — T + boy — boyo + 22 — 229
= aox + boy + 2z — (asxo + bayo + C220)
= aox + boy + oz — ds
=0

ou seja, v L P(;P, VP € m. Logo v L .

Portanto, desde que u e ¥ sdo ortogonais ao plano 7 entao resulta que o
é um multiplo de v, ou seja, 3\ € IR* tal que v = Aud. Além disso, como
(CLQ, bg, 02) = )\(al, bl, Cl) entao:

)\d1 = al)\$0 + bl/\yo + 61)\2’0 = a2>\l‘0 + b2y0 + Cozp = dg,

(<=) Suponhamos que existe um A € IR* tal que ¢ = M e dy = A\d;.
Vamos provar que nestas circunstancias m; = 7y, onde 7 e Ty sao os planos
definidos por (1.7). De fato, seja P = (z,y, z) € 7, entao

ax + by +cz=d;

multiplicando ambos os lados por A resulta que
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AT + b1 Ay + 1Az = Ad;y

Usando a hipétese v = A\ temos asx + by + coz = dy, isto é, P € .
Logo, m C my = 7 = ma.
e isto conclui a demonstracao de (i).

Agora vamos provar (iii):

(=) Suponha que 7 intersec¢ao com piy seja vazio. Logo 7 e my sdo
paralelos. Sabemos que @ L m e v L my. Portanto « e ¥ sao multiplos, assim
existe um A € R* tal que v = Ad. Além disso, dy # Ad;, pois caso contrario
pelo item anterior teriamos que 7 e 7y seriam coincidentes, o que nao ocorre.

(«<=) Suponhamos que existe um A € IR* tal que ¢ = M e dy # Ad;.
Entao um ponto P = (z,y, z) € 7 se, e s0, se:

amr+biy+cz=d <= a Ar+b y+ciAz=A\d;
= s + by + coz = Ad;

Como dy # Ady, temos que P & my. Logo m Ny = (), ou seja, m; e mp sao
paralelos.

Para completarmos a demonstracao do Teorema, vamos provar (ii).
(=) Por absurdo, suponha que 7 interseccao com my seja uma reta e
@ x ¥ = 0. Temos que dos itens anteriores os planos m; e m sdo parale-
los ou coincidentes, o que é um absurdo, pois m; interseccao com 7y é uma
reta. Logo @ x ¥ # 0.

(«<=) Supondo que ¥ e ¥ sdo nao colineares, implica que 4 x ¥ # (0,0, 0),
isto é,

(5102 - 52017 a2C1 — 1€y, a by — a2bl) ?é (07 0, 0)

Sem perda de generalidade, supondo que a 1ultima coordenada
D = a1by — asby # 0. Reescrevendo o sistema (1.6), temos

gz +hiy=d —cz
| asx 4+ by = dy — oz

O sistema S pode ser resolvido da seguinte forma:

1 1
T = 5[(d1 — 612)1)2 — (dg — CQZ)bl] e y= 5[(d2 — CQZ)CLl — (dl — Cl,Z)CLQ]
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Portanto os planos 7 e my se interceptam ao longo da reta r, definida
por:

X % %(blcg — bgcl) -1
riy Y= %(d2a1 — dyag) + %(%01 —aicy) - t, telR
z=1

que é paralela ao vetor @ = (%(blcz —bycy, %(agcl —aicy), 1)) , multiplicando
o vetor w por D obtemos que r é uma reta paralela a 4 x U, logo o sistema

(S) possui infinitas solugoes.
|

Exemplo 11. Considere o sistema linear

r4+2y—32=7
2r+y—32=4

Solugao: Note que @ = (1,2,—3) e ¥ = (2,1,—3). Entio i x T #0 e
de acordo com o teorema (1.4), o sistema (S) possui infinitas solucoes que
dependem de um parametro. Para exprimir todas essas solugoes em fungao
de um unico parametro, resolvemos o sistema

20 —3z=T7—=x
y—3z=4—-2x

no qual consideramos y e z como incognitas, obtendoy = 3+x e z = —%—i—x.
Assim as solucoes do sistema proposto sao todos os vetores da forma

1
(m,S—I—:E,—g—I—x), com x € IR.
Exemplo 12. Dado o sistema

9z — 6y + 3z = 12
6 —4y + 22 =38

Solugao: Temos que @ = (9,—6,3), ¥ = (6,—4,2), d; = 12 e dy = 8.
Verifiquemos se 3\ € R tal que U = A\ e do = Ady. De fato

2
(6,—4,2) = A\(9,—6,3) <= \ = 3
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Portanto para X\ = 2/3, temos U = M e dy = Ady. Logo, pelo teorema
(1.4) o sistema tem infinitas solugdes que dependem de dois parametros. As
solugoes do sistema sao ternas (z,y, —3x + 2y +4), onde os dois parametros
x ey assumem quaisquer valores reais.

Exemplo 13. Para o sistema

r—3y+92=26
3r— 9y + 272 =12

Solugao: Vemos que 4 = (1,—3,9), U = (3,-9,27), d; =6 e dy = 12.
Verifiquemos se 3\ € R tal que v = A\ e dy = Ady. Com efeito

(3,-9,27) = A(1,—3,9) < A\ =3

Logo para A = 3 temos ¥ = Mi e dy # Ady, pois 12 # 3 - 6. Pelo teorema
(1.4) o sistema dado é impossivel, nao possui solugdo.

1.3 Sistemas 3 x 3

Considere o sistema 3 x 3

01121 + Q12T9 + i3T3 = By
Q91 T1 + Q%o + o3y = Po
3121 + Q3e%9 + 333 = P

e vamos reescrevé-lo de uma forma conveniente para fazermos uma aborda-
gem geométrica. Entao considere o sistema:

a1+ by + iz =dy
S as® + bay + ez = dy (18)
azr + b3y + c3z = ds

Estamos considerando (a;, b;, ¢;) # (0,0,0) para todo i = 1,2, 3, pois caso
(a;, bs, c;) = (0,0,0) para algum i teremos que o sistema é impossivel (quando
d; # 0) ou o sistema serd 2 X 3 ou uma Unica equagao.

Agora note que cada uma das equagoes de S isoladamente representa um
plano no espago. Sejam 7y, Ty e w3 estes planos:

T+ by +cz=dy (1.9)
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Ty & Ao + by + coz = dy (1.10)

3 - a3x+bgy—|—03z:d3 (111)

Uma terna (z,y, z) é solugao do sistema (1.8) se, e somente se, (x,y, z) €
m N e N 3. No entanto as posicoes relativas de trés planos no espago sao:

i) Os trés planos sao coincidentes, ou seja, m; = m = w3 = m. Neste
caso o sistema (S) admite infinitas solugoes. Em outras palavras, (S)
é possivel e indeterminado.

ii) Dois planos sao coincidentes m; = 7y e o terceiro w3 os intercepta
segundo uma reta r. Neste caso o sistema (S) admite infinitas solugoes
que dependem de um parametro. Em outras palavras, (S) é possivel e
indeterminado e todas solucoes dependem de um parametro livre.

iii) Os planos 7y, 7y e 73 sdo distintos e tem uma reta r em comum. Assim
o sistema (S) tem uma infinidade de solu¢do que dependem de um
parametro.
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iv) Dois planos coincidem m; = 7 e o terceiro plano 73 é paralelo a eles.
Neste caso o sistema (.S) é impossivel, nao possui solugao alguma.

T, T

v) Os planos 7y, m e 73 sao paralelos dois a dois. Nesta situagao o sistema
(S) é impossivel.

,"/
// R
/ s F
/
/ /

vi) Os planos m e my sdo paralelos e o terceiro plano w3 os intercepta
segundo as retas r e s. Neste caso o sistema (5) é impossivel.
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-  —
- P

vii) Os trés planos se interceptam dois a dois, segundo as retas r = m; Ny,
s = m Nm3 et = m N g paralelas umas as outras. Neste caso,
novamente, o sistema (S) é impossivel.

viii) Os trés planos tem um tunico ponto P = (x,y,z) em comum. Neste
caso o sistema serd possivel e determinado, ou seja, admite uma tnica
solugao.

Resumindo temos o seguinte teorema:
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Teorema 1.5. Para o sistema Ssys, tal que (a;, b;,c;) # (0,0,0) para i =
1,2,3, ocorre uma e somente uma das alternativas abaizo:

i) O sistema (S) possui infinitas solugoes, ou seja, € possivel e indeter-
minado.

ii) O sistema (S) nao possui solugao, ou seja, € impossivel.

iii) O sistema (S) possui uma unica solu¢ao, ou seja, € possivel e determi-
nado.

Como nos casos anteriores é ainda possivel determinar sob que condigoes
algébricas ocorre cada um dos casos (i), (ii) e (iii) do Teorema 1.5. Para isto
temos o seguinte teorema:

Teorema 1.6. Seja (S) o sistema 3x 3 dado por (1.7) com os coeficientes a;,
bi, ¢; ed; (i=1,2,3) nao simultaneamente nulos. Considere i = (ay,by,c1),
U = (ag, by, c2) e W = (as, b, c3). Entdo podemos afirmar que

12 caso: O sistema (S) serd possivel e indeterminado se e somente se:

i) Existem A\, pu € IR tais que U = i, W = pal, do = Ady e d3 = pd;.
ii) Eziste A € R tal que ¥ = \i e dy = A\dy, mas @ e & nao sao miltiplos.

iii) Os vetores i, U e W ndo sao miltiplos um do outro, mas existem A,y €
R tais que W = A\ + pv e dz = Ady + pds.

22 caso: O sistema (S) serd impossivel, se e somente se:

g
I

i) Existem A\, pu € IR tais que U = A, pi e do = Ady, mas dsz # pdy.

ii) Ezistem \,p € IR tais que ¥ = M\, W = pil, mas dy # Ady, d3 # pdy e
ds # Sdy.

iii) Eziste A € R tal que U = \i, mas dy # Ady e 4 e W ndo sdo mailtiplos.

iv) Os vetores U, U e W sao dois a dois ndo colineares, mas existem A\, u € IR,
tais que W = A\ + pv e dg # Ady + pds
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3% caso: O sistema (S) serd possivel e determinado, se e somente se,

aq b1 C1
[ﬁ, 17, Uj] = |42 b2 Co 7£ 0.
az by c3

Demonstracao. 12 caso

i) Comegamos com a implicagdo contraria:

(«<=) Suponhamos um ponto P = (z,y,2) € m e que existem \, yu €
IR* tais que ¥ = A\ e W = i, entao

ar + by +ciz=d;
multiplicando ambos os membros da equacao por A
AT 4+ D1 Ay + c1 Az = Ady
usando a hipotese v = A\u temos que
asT + boy + coz = ds

isto é, P € my, logo m C M9 = w1 = mo.

Por outro lado,
a1 x4+ by +crz =d;

multiplicando ambos os membros da equacao por p
arpr + bipy + crpz = pdy
usando a hipétese W = uu temos que
asx + by + c3z = d3

isto é, P € m3. Logo m; C m3 = m; = m3. Como 7w = my e
Tl = T3 —> T = Ty = T3.

(=) Suponhamos que m; = 7 = 7. Seja Py = (2o, Yo, 20) um ponto
fixado em 7. Entao

dy = a179 + biyo + c120 € dy = asxo + bayo + C22
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Se P = (z,y,2) € m, entao temos que:

—

(U, bP) = ai(r —x0) +bi(y — yo) + c1(z — 20)
= wmzr+by+ciz— (a1x0+ biyo + c120)
= mr+by+cz—d
= 0

ou seja, U L P,P, YP € R. Logo @ L .
Do mesmo modo

—

(U, PBP) = ag(x — o)+ ba(y — yo) + c2(2 — 20)
= as% + boy + 22 — (agwo + bayo + c220)
= aox + by + oz — ds
=0

ou seja, U L P(TP, VP € IR. Logo v L .

Como w e ¥ sdo ortogonais ao plano m entao 4 é multiplo de v, ou seja,
existe um A\ € IR* tal que 7 = \i.

Entao como (as, by, ca) = A(ay, by, c1),

)\al.’l?o + )\blyo + )\0120 = )\dl

Ao + bgyo + Cozg = )\dl — dz = )\dl

De modo andlogo, prova-se que d3 = pud;. Portanto o sistema (S) é
possivel e indeterminado.

ii) (=) Supondo que ¥ = A\, dy = Ad; (ja provado no item anterior) e @
e @ nado sao miltiplos, implica que 4 x @ # (0,0,0), ou seja,
(bics — bscy, azer — aics, arbs — azby) # 0

Sem perda de generalidade, supondo que a ultima coordenada
D = aybs — azb; # 0, temos

ez +hy=di —cz
aszr + bsy = d3z — c32
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iii)

O sistema S pode ser resolvido da seguinte forma

1
xTr = 5[(d1 — Clz)bg — <d3 — CgZ)bl]

1
y= B[(dg —c3z)ay — (dy — ¢12)as)
Logo os planos 71 e 73 se interceptam ao longo da reta r e como m; = o,
entao my N 7wy = 7.

xr =

(dlbg — d3bl) + %(blcg — b3Cl>t
%(agcl —aic3)t, telR

ﬁ
Ny
Il
ol
—~
o9
w
=)
S
|
o ¥
S
Q
w
N—
+

z =

7 = 1 1 .
que ¢é paralela ao vetor 77 = (5 (bics — bscy), 55 (ascr — aics), 1). Multi-
plicando o vetor 77 por D obtemos que r é uma reta paralela a @ x .
Assim 7 = my N3 = 1.

COHlO’/Tl:7T2€7T1m7T3:7':>’/T2ﬂ7T3:7".

(<) Para m = my = m = d; = Ad» (j4 foi provado no item anterior).
m N3 é uma reta r e @ e W sao miltiplos, entdao m; || 73 ou m = 73,
absurdo! Logo m Nm3 = 7.

(=) Os vetores 4, ¥ e w sdo dois a dois nao colineares, ou seja, nenhum
deles é multiplo do outro. A reta r, estando contida em cada um dos
trés planos, é perpendicular aos vetores u, ¥ e W, logo estes vetores sao
coplanares: existem A, u € IR* tais que W/ = A\ + ut. Isto nos dé

az = Aay + pas, by = Aby + pas, c3 = ey + pcs

Se tomarmos um ponto qualquer (zg, yo, 20) na reta r teremos:

a1To + biyo + c120 = di,  aso + bayo + cazp = da €

d3 = azro+ bsyo + c320

(Aay + pag)zo + (Aby + pbe)yo + (Aex + pe2) 2o
AMarzo + b1yo + c120) + pagro + bayo, + c220)
— Ay puds
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Evidentemente, desta tultima igualdade temos que W = A\t + uv.

(<=) Reciprocamente, tomemos um ponto (zo,yo,20) sobre a reta
r =m Nmy. Entao a1z 4+ biyo + c120 = di e asxg + bayo + 229 = ds.
Multiplicando a primeira destas por A, a segunda por p e somando-as,
vem

()\al + ,uag)l'o + ()\bl + ,UbQ)yo + ()\Cl + ,LLCQ)ZO = )\dl + Mdg

asxro + bgyo + 329 = d3

Isto mostra que todo ponto da reta r = m; N my € 73, ou seja, r C ;.
Logo r = m N me N 3. Portanto o sistema ¢ possivel e indeterminado.

2° caso:

i) Comegamos com a implica¢ao contraria:

(=) Suponhamos que P = (z,y,2) € m e existem A, u € IR* tais que
U= A\, W = pu e do = \dy, mas ds # udy. Entao

a1 x4+ by +cz =d;

multiplicando ambos os membros da equacao por A
A\ + b1 Ay + 1Az = Ad;y

usando a hipétese v = A\t temos

s + boy + coz = Ad;
isto é, P € my. Logo m C m9 = w1 = mo.
Por outro lado, W = pt e d3 # pdy, entao

x4+ by +cz=d;
multiplicando ambos os membros da equagao por p

arpx + bipy + crpz = pdy
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usando a hipdtese W = pu temos

asx + b3y + c3z = pd;

Como dz # pdy, temos que P ¢ m3. Logo m N w3 = (), ou seja, m e m3
sao paralelos.

(«<=) Supondo que m; = my = 7. Seja Py = (xo, Yo, z0) um ponto fixado
em 7. Entao

dy = a1mo + b1yo + 120 € dy = azro + bayo + Ca2o
Se P = (z,y,2) € m, entdo temos que

—

(U, bP) = ai(x —1x9) +b1(y —vo) +c1(z — 20)
= wmzr+by+ciz— (a1x0+ biyo + c120)
= mr+by+cz—d

0

ou seja, U L PJP, VP € R. Logo w L .

Do mesmo modo

—

(U, BP) = as(x —x0) + ba(y — yo) + c2(z — 20)
= AT + boy + 2z — (asxo + bayo + C220)
= X + by + oz — ds
=0

ou seja, U L P(TP, VP € IR. Logo v L .
Como u e U sao ortogonais ao plano 7, entao u é multiplo de ¥, ou seja,
existe um A € IR* tal que ¥ = Ad. Assim (ag, by, c2) = A(ay, b1, ¢1).
Logo
)\(Llaio + )\blyﬂ + )\012’0 = )\dl
asTg + bgyo + Cozg = )\dl

dg - )\dl
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ii)

iii)

Agora suponha que m N3 = ) = m; || m3. Sabemos que @ L 7,
Py = (z1,y1,21) € w3 e note que d3 = azry + bsy; + 321, assim

—

(W, LP) = as(x—x1)+b3(y—11)+c3(z— 21)
= asx + b3y + c3z — (asxy + b3y + c321)
asx + by + c3z — ds
0

Logo w L 73, entao 4 e w sao multiplos, assim ezistem pu € IR* tal que
w = pu. Além disso, d3 # udy, pois caso contrario 7y e 73 seriam coin-
cidentes, o que nao ocorre. Assim, m; e 7y sao coincidentes e paralelos
amsem NmyNmg =0, o sistema (S) é impossivel.

(=) Suponhamos que existem A, € IR* tais que 7 = M e W = p,
mas dy # Ady, d3 # pdy e ds # §ds. Entao um ponto P = (z,y,2) € m
se, e 80, se:

mr+biy+cz=d <= a Ar+b y+ciAz= A\
< aox + by + oz = A\dy

amr+biy+cz=d <= aijpxr+bipy+ cipuz = pd;
< azx + b3y + c32 = pud,

Como dy # Ady e d3 # pdy = dy # §ds, assim P € m e P ¢ 73.
Logo 7 é paralelo a my e m; é paralelo a 73, como dy # ’fdg, entao s
é paralelo a 3.

(«<=) Suponhamos que 7; é paralelo a w5 e m; é paralelo a 3. Sabemos
que u e U sao multiplos e que u e w sao multiplos. Assim I\, u € IR
tais que U = A\ e W = pu, como m; e 7y sao paralelos e m; é paralelo a
73, entao dy # Ady e d3 # pdy, isto implica que d3 # §£dy e m e 73 sa0
paralelos.

(=) Pelo item anterior, as hipéteses ¥ = A\ e dy # Ad; garante que
m é paralelo a my. Por sua vez, a hipdtese que W e @ nao sao multiplos,
garante que o plano 73 intercepta m; e (por consequéncia) ms, segundo
duas retas que sao necessariamente paralelas.
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(«<=) Por hipédtese, @ e @ nao sao multiplos, entdo a interseccao de
m com 73 € uma reta r. Como m; é paralelo a my, implica que o
interseccao com 73 é uma reta s. Como as retas r e s estao contidas em
73 e estas nao possuem ponto em comum, entao r e s sao paralelas, logo
mN®T3 =71, mNT3 = s = T € Ty sao paralelos. Logo 3 Nmy N3 = 0.
Assim o sistema (S) é impossivel.

iv) (=) O fato de nao haver paralelismo nem coincidéncia entre quais-
quer dos planos m,m e w3, equivale a dizer que nenhum dos vetores
iu,v e w é multiplo um do outro.

Os vetores u e U sao ortogonais a reta r, porque ela esta contida em
m e em mo. O vetor W é ortogonal a reta s, porque ela esta contida
em my. Como r e s sao paralelas, vemos que u,7 e W sao ortogonais
a r, portanto u,v e w sao coplanares, assim J\, u € IR tais que W =
ML + pf, mas como vimos no 12 caso, item (iii), nao se pode ter d3 =
Ad; + pdsy, pois se isso acontecer as retas r, s e t coincidiriam.

(<) Com efeito, as duas primeiras condigdes dizem que @ = OA,,
U= Oj42 ew = Oj43, os segmentos OA;, OAy; e OA3 estao no mesmo
plano 7. A reta r, estando em 7, e o, é ortogonal a OA; e OAs, logo é
perpendicular a . Analogamente, s e t sao também perpendicular a 7.
Assim, duas quaisquer das retas r, s e t sao paralelas ou coincidentes.
Comor =mNmy, s =m N7w3 et =m Ny, se duas dessas retas
coincidirem, as trés retas serao iguais. Mas pelo 12 caso, item (iii), isto
implicaria que existem A, € IR tal que d3 = Ady + pds, o que seria
absurdo, pois d3 # Ad; + uds, segue-se que r, s e t sao paralelas duas
a duas e @, U e w sdo dois a dois ndo colineares. Assim o sistema (5) é
impossivel, pois m N N w3 = (.

3% caso: Procuramos para que m Nmy Ny = {P}, entdo m Nmg = 7
paralela ao vetor @ x ¥, visto na secc¢ao anterior (iii) e este vetor é nao nulo.
Além disto, se a reta r intercepta 73 em um tnico ponto (isto é, r nao é
paralela, nem estd contida em 73). Portanto (@ x ¥) x o # 0.

Reciprocamente, se (i x U) x W # 0, entdo & X ¥ # 0 e m Nmy =7 a
qual nao é paralela a m3. Assim a condicao necessaria e suficiente para que
os planos
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aq bl C1
Wlﬂﬁgﬂﬂgz{P}é[ﬁ,ﬁ,w]: as b2 Co 7é0
az by ¢
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Exemplo 14. Dado o sistema

r+2y—z=3
20 +4y —22=6
3r+6y—32=9

Solugao: Temos 4 = (1,2,—1), ¥ = (2,4,—2) e & = (3,6,—3). Note
que U = 2Ud e W = 3u. Como dy = 2dy e d3 = 3d,. Portanto pelo teorema
(1.6), o sistema € possivel e indeterminado, onde as solugoes do sistema sao
todos os termos (z,y,x + 2y — 3), com z,y € IR.

Exemplo 15. Classifique o sistema quanto a sua solug¢ao.

r+2y—z=3
20 +4y —22=6
3rx 4+ 6y —32=28

Solugao: Temos u = (1,2,—1), v = (2,4,—-2) e W = (3,6,—3). Note
que U = 2, W = 34 e dy = 2dy, mas dz # 3dy, isto implica que m = m || 73,
pelo teorema (1.6), o sistema € impossivel.

Exemplo 16. Para o sistema

rH+y—z=1
2042y — 22 =2
dr — 4y —z=4

Solugao: Vemos que m = my, pois ¥ = 24 e dy = 2dy, mas & = (4,4, —1)
nao € maltiplo de @ = (1,1,—1). Assim w3 Ny € a reta r, logo pelo teorema
(1.6), o sistema € possivel e indeterminado, ou seja possui infinitas solugoes.
Basta resolver qualquer dos sistemas abairo, pois m = ma:

g r+y—z=1
V"l de+dy—2=4

ou
2042y —2z2=2

521{4x+4y—z:4

Resolvendo S; temos
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multiplicando a primeira equagao por (—1) e adicionando o resultado a se-

y—z=1—ux
3y=3—-3x
da sequnda equagao temos y = 1 — x, substituindo o resultado na primeira

equagao temos que z = 0. Portanto as solugoes do sistema dado sao (x,1 —
x,0), para qualquer valor real de x.

gunda equacgao teremos

Exemplo 17. Resolva o sistema dado.

r+y—z=1
20+ 2y —22=4
dor +4y — 4z =10

Solugao: Neste caso temos v = 2 e W = 44, porém do # 2d; e d3 # 4dy,
portanto pelo teorema (1.6) os planos sao paralelos dois a dois o sistema é
1mpossivel.

Exemplo 18. Discuta o sistema.

20+ 4y — 8z =2
—4x — 8y + 162 = —3
r+y+z=1

Solugao: Observe que U = —2ii, mas dy # —2d; logo 71 || 72, veja ainda
que W ndo € multiplo de i, entdo w3 € secante a m e sy, logo pelo teorema
(1.6), o sistema é impossivel.

Exemplo 19. Para o sistema dado, encontre sua solugao.

r+y+z=1
20 —y+2z2=95
dr+y+32=7

Solugao: Note que @ = (1,1,1), ¥ = (2,—1,1) e & = (4,1, 3) nenhum
deles ¢ maltiplo do outro, mas podemos escrever W = 2U + U, pois W =
2(1,1,1) + (2,-1,1) = @ = (2,2,2) + (2,-1,1) = (4,1,3) e mais ainda
d3 = 2dy +ds. Portanto pelo teorema (1.6), temos que o sistema € possivel e
indeterminado.
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Podemos resolver os sistema, resolvendo Sy e Sy em funcao de x

g - y+z=1-x
Yl —ydz=5-2

ou

g, - —y+z=95—-2x
27 y+32=7—4x

Resolvendo ambos os sistemas obtemos as solucoes que sao os pontos da

forma (z, 42”, 6= 3”6) para qualquer valor de x.

Exemplo 20. Discuta o sistema.

r+y—3z=1
or+2y+z2=2
92 4+ 3y +52 =25

Solugao: Note que @ = (1,1,-3), ¥ = (5 2,1) e W = (9,3,5) nao
sao maltiplos um do outro. Note também que W = 20 + (—1)u, pois W =
2(5,2,1) + (=1)(1,1,-3) = @ = (10,4,2) + (=1,—1,3) = (9,3,5), por
outro lado d3 # 2dy + (— )dl, pois dg # 2 -2+ (— 1) 1 = 3. Entao pelo
teorema (1.6), temos que o sistema é impossivel.

Exemplo 21. Classifique o sistema, quanto a sua solucgao.

r+y+z2=0
r+2y+z2=1
r+y+3z=2

Solugao: E fdcil verificar que [u, U, W] = = 2. Como [u,v,w] =

—_
— N =
LW = =

2 # 0, logo pelo teorema (1.6) o sistema dado € possivel e determinado.

i

No préximo capitulo trataremos como encontrar a solucao deste sistema.



CAPITULO 2

Resolucao de Sistemas Lineares

Neste capitulo apresentaremos a forma matricial de representacao de um
sistema linear, definiremos e provaremos sistemas equivalentes, com isso de-
finiremos e provaremos os métodos de resolugoes: escalonamento (eliminagao
de Gauss), Gauss-Jordan e Regra de Crammer. Por fim analisaremos as trés
possibilidades de solugoes de um sistema linear, pelo método de escalona-
mento.

2.1 Sistemas Lineares: Caso Geral

No capitulo anterior consideramos o sistema (S) de m equagoes lineares
com n incégnitas x1,Ts, ..., T,

Q1171 + Q19T9 + ... + a1, = Py
S :

Q11 + paZs + .o+ Q@ = ﬁm

Sendo os coeficientes a;; € IRe f; € R (1 <i<m,1<j<n).

Sabemos que uma solucao de sistema S é uma n-upla (b1, b, ...,b,) de
numeros reais que € solucao de cada uma das equagoes do sistema.

Além desta representacao do sistema com equacgoes lineares que traba-
lhamos até o momento, ainda podemos utilizar a notagao matricial para um
sistema m X m, como representado abaixo:

A-X=8B
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Q11 Q2 0 Qap X1 B

Qa1 Qg2 - Qigp X2 Ba
onde A = ] ] ) L, X =1 e B=

Om1 Oy e Omn, T 671

Assim a matriz A é denominada matriz dos coeficientes, a matriz X ¢é a
matriz das incognitas e a matriz B é a dos termos independentes.
Podemos ainda reescrever essa representacao matricial da seguinte forma:

ar g e oap, 1By

Qg1 Qg+ Ogp | 52
| :

Om1 Op2 - (075 Y R ﬁm

que chamamos matriz ampliada do sistema. Cada linha desta matriz é sim-
plesmente uma representacao abreviada da equacao correspondente no sis-
tema.

2.2 Regra de Cramer

A regra de Cramer é um dos métodos mais tradicionais para resolver sis-
temas lineares. Ela s6 se aplica, para sistemas n X n, cujo o determinante ¢é
diferente de zero.

Suponhamos que desejassemos resolver o sistema linear de n-equagoes e
n-incognitas:

alxry + ...+ a1, = bl
11+ ...+ a9p,T, = bg

ap1T1 + ...+ apptn = by,
Podemos escrever este sistema na forma matricial

11 Q12 ... Qi1 T by

Q21 Q22 ... Q2qp o) by
. =1 . ou A-X=8B

Ap1 Gp2 ... Gpp T bn
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ayr ... Qip X1
onde A= | ¢ .. |, matriz dos coeficientes, e X = | : | é a matriz
ap1 .- Qpp In
b
das incognitas e B = | : | é a matriz dos termos independentes. Para esta
bn

equacao suponhamos que det A # 0 e portanto, que A tenha inversa A~!.
Entao:
AHAX)=A""'B
(A7PA)X =A'B
I,X=A"'B
X=A"B

Pela Proposigao (Apéndice): Uma matriz quadrada A tal que det(A) # 0
¢é inversivel e sua inversa é dada por

1
At (adjA)

~ det(A)
Este tltimo resultado nos permite calcular explicitamente z4,...,z,. Na
forma matricial segue que
I A .. A by Z?:l Ajlbj
. _ 1 . . . . _ 1 .
— det(A) : T : | T det(®) :
T, Anl cee Ann bn Z?:l Ajnbj

Onde Aj; é o co-fator e o termo 2?21 Ajib; é o determinante da matriz

b1 a2 ... QAip
A =
by, Qna ... Gun
. . . n
desenvolvido pela primeira coluna. De um modo geral o termo » i1 Ajb;,

(k=1,...,n), é o desenvolvimento, pela coluna k-ésima, do determinante
da matriz
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ai, ... b1 ... Qip

a2 ... bg ... Qop
Ay =

Ay ... by, ... apn

obtida de A pela substituicao de sua k-ésima coluna B. Temos entao final-
mente

det(Ak)
= — = =1,...
Tk det(A) com k N ¢

Exemplo 22. Resolver o sistema linear.

20 —y—22=95
dr+y+22=1

8r—y+2=95
pelo regra de Cramer.
2
Solucao: Temos que A = | 4 , logo det A = 18, portanto o
8
sistema € possivel e determmado
5 —1 — 2 5 — 2 -1 5
Além disso A= |1 1 2 L A= 14 1 2 eAs=14 1 1
5 -1 1 8 5 8§ =1 5
com det(A;) = 18, det(Ay) = 18 e det(A3z) = —36. Logo
A 18
det(Ag) 18
= = -— = 1
YTTA 18
det(Ag) —36
= — = —2
T 18

Assim a solugao do sistema € a terna (1,1, —2).

Exemplo 23. Dado o sistema linear.
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1 1 1 1 x 0

1 1 L =1 |y| _ |4

1 1 -1 1 2| |—4

1 -1 1 1 w 2

resolva-o pela regra de Cramer.

1 1 1 1
- 1 1 1 -1
Solugao: Temos que A = 11 4 1
1 -1 1 1

Pelo desenvolvimento de Laplace temos,
det(A) = a11 A1 — ag1 Aoy + az1As1 — annAn
det(A) = 1(—4) — 1(—4) + 1(4) — 1(—4)
det(A) =—-4+44+4+4=28

Portanto, o sistema € possivel e determinado.
Agora devemos calcular os determinantes dos coeficientes Ay, Ao, A3 €
Ay, pelo desenvolvimento de Laplace:

0o 1 1 1
4 1 1 -1
Ay = -4 1 -1 1
2 -1 1 1

1 0 1 1
1 4 1 -1
Ap = 1 -4 —1 1
1 2 1 1

det(Ag) = —a19A19 + axnArp — aseAss + 424
det(Ay) = —0A12 + 40 — (—4)0 + 2(—4)
Ay) = -8
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1 1 0 1
1 1 4 -1
Bs=11 1 _4 1
1 -1 2 1

det( 3 =16
1 1 1 0
1 1 1 4
Ay = 1 1 -1 —4
1 -1 1 2

det(Ay) = —a14 A1y + agg Aoy — a3 Azs + a4 Aus
det(A4) = —0A14 + 4(—4) — (—4)0 + 20
det(A4) = —16

Portanto as solugoes do sistema serd

. det(Al) - 8 .
t=oy gt
det(Ag) 16
= = — = 2

T 8
. det(A4) . —16 .
w = Y =5 = 2

Assim a solugao do sistema é a quadra (1,—1,2,—2).

Assim podemos dizer que a regra de Cramer apresenta a vantagem de for-
necer explicitamente os valores das incégnitas como quociente de dois deter-
minantes. Mas por outro lado possui alguns inconvenientes em comparacao
com outros métodos. O primeiro é que este método so se aplica a sistemas
lineares em que o nimero de equagoes ¢é igual ao nimero de incognitas. O
segundo é que ela s6 se aplica quando o determinante é diferente de zero, ou
seja, para sistema possivel e determinado. E por fim é o custo operacional.
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Em razao destes fatores apresentaremos outros métodos de resolugoes para
sistemas m X n.

2.3 Sistemas Equivalentes

Sao sistemas obtidos a partir do sistema (5), realizando as seguintes operagoes:

i) Permuta das i-ésima e j-ésima linhas (L; <> L;) das equacoes de S,
obtendo assim o sistema S7, onde toda solucao de Sy é solucao de S e
vice-versa.

ii) Multiplicacdo da i-ésima linha por um escalar A € IR*. Indicando por
S1 o sistema assim obtido, onde toda solucao de S; é solucao de S e
vice-versa.

Devido a (i) podemos supor que a equagao multiplicada seja a primeira,
pois as demais equagoes de S e S; coincidem basta verificar nossa afirmacgao
quanto a primeira equacao.

Suponhamos que (by, bs, ..., b,) é uma solucdo de S, assim

Oénbl —+ Oélgbg + ..+ alnbn = ﬁl (21)

multiplicando por A\ esta igualdade teremos

(/\Oén)bl + ()\0612)[72 4+ ...+ (/\Oéln)bn = )‘Bl (22)

o que mostra que (by, by, ..., b,) também é solugao da primeira equagao de
Si.

Por outro lado, se (b1, ba, ..., b,) é solucao de Sy entao a igualdade (2.2) é
verdadeira. Multiplicando (2.2) por % obtemos (2.1). Portanto (b1, ba, ..., by,)
pertence ao conjunto solucao de S.

iii) Substituigdo da i-ésima linha pela i-ésima linha somada com j-ésima
linha multiplicada por um A € IR* (L; <> L; + AL;). Dado o sistema
S1, provaremos que ele admite as mesmas solucoes de S ou nao admite
solucao.
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4 —
1171 + .. a1y = B

Sl . (Oéil -+ )\Oéjl).l'l 4+ ...+ (Oém + )\ijn)l’n = 51 + )\5]

( Q11 + oo Qo = O

Com efeito, se (by, ..., b,) satisfaz o sistema S, entao satisfaz as equagoes
de S; exceto a linha (L; <> AL;). Multiplicando a j-ésima linha de (S) por A

()\Oéjl)bl + ...+ ()\Oé]n)bn = )‘BJ

Esta linha continua sendo solucao de S, ao somar ela com a i-ésima linha
obtemos

(Oéil + )\Oéﬂ)bl 4+ ...+ (Oém + )\Oéjn)bn = ﬂl + )\ﬂj

continua sendo solugao de S, o que mostra que (by, ..., b,) também é solugao
de Sl.
Reciprocamente, se (b1, ...,b,) for solucao de Sj, entdo satisfaz todas as

equagoes de S exceto a linha i-ésima. De modo analogo, multiplicando j-
ésima linha de Sy por A e subtraindo estd da linha (L; + AL;), obtemos a
linha i-ésima, logo (by,...,b,) também satisfaz S.

Analogamente, se nao existir uma n-upla que satisfaz o sistema S, também
nao vai existir uma n-upla que satisfaz S;.

Definicao 2.1. Dado um sistema linear S, uma qualquer das passagens ex-
plicadas acima (i), (ii) e (iii) que se fa¢a com esse sistema recebe o nome
de operacao elementar com S. Assim um sistema linear S, que foi obtido de
um sistema linear S através de um numero finito de operacoes elementares,
dizemos que Sy € equivalente a S (notagao: S; ~ S) e estes sistemas possuem
a mesma solucao.

Valem as seguintes propriedades
i) S~ S (reflexiva)

i) Sy ~S = 85~ 5; (simétrica)



Resolugao de Sistemas Lineares 54

iii) S1 ~ S e S~ Sy = S5 ~ S, (transitiva)

Consideremos o sistema do exemplo 21, Capitulo 1

r+y+z2=0
S v4+2y+2=1
r+y+3z=2

Sabemos que este sistema ¢é possivel e determinado [u, ¥, W] = 2. Procu-
ramos encontrar um sistema equivalente a S e que seja mais simples, assim

r+y+2z2=0
S z+2y+2=1

T+y+3z2=2

r+y+z2=0
Si:q y=1

22 =12

(*) Multiplicamos a primeira equac¢ao por (—1) e somamos o resultado
com a segunda e terceira equagoes, substituindo o resultado desta soma na
segunda e terceira equagao obtendo S; ~ S.

r+y+z=0
Sli y:1
22 =2

De S temos que y = 1 e z = 1, substituindo esses resultados na primeira
equacao e obtemos que x = —2.

Portanto a solugao do sistema S é (—2,1,1). Este processo que acabamos
de realizar denominamos de escalonamento.

2.4 Sistemas Escalonados

Consideremos um sistema linear de m equacgoes com n incégnitas que tem
o seguinte aspecto:
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onde ay,, # 0,a9,, #0,..., %, #0ecadar; > 1.

Se tivermos 1 < r; < 1y < ... < 1 < n, dizemos que S é um sistema
escalonado. Portanto um sistema escalonado ¢ todo aquele em que o ntimero
de coeficientes iniciais nulos em cada equagao, a partir da segunda, é maior
do que na anterior.

Proposicao 2.1. Todo sistema linear S € equivalente a sistema escalonado.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, podemos supor:

1+ Qs + ...+ aT, = 01
91 T1 + Q9o + ... + 2, To = o

Q11+ QpaZa + ..o+ Q@ = ﬁm

Para cada a;; # 0 (i = 2,3,...,m) multiplicamos por (—a;;) a primeira
equagao e adicionamos o resultado a i-ésima linha. Com algumas permutagoes
convenientes de equagoes (caso necessario) obteremos o sistema S; ~ S.

T+t T o, = 5
Yor, Lrq + ...+ Yonln = 52
Sll .

Ymr1 Lrq + ...+ YmnTn = Bm
onde Yo, #0ery > 2.
Multiplicando s segunda equacao de S; por 72#, obtemos o sistema Sy,
r1
ainda equivalente a .S:

T+ o T o, = 5
!

2nTn __ ﬁ2
1 + + Y2rq Y2rq

SQZ

/
YmriTry + oo+ YmnTn = ﬁm
Agora basta repetir o raciocinio feito até aqui, porém a partir da segunda
equagao de S;. Evidentemente, apds aplicarmos um numero finito de vezes
esse raciocinio, chegaremos a um sistema escalonado equivalente a S. E ébvio
que durante o processo de escalonamento surgir equagoes do tipo:

0z + ...+ 02, =0, com 2<k<m)
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serdao retiradas dos sistema.
[ |

Um sistema escalonado pode ser facilmente resolvido de baixo para cima,
obtendo-se primeiro o valor na equagao anterior e assim por diante. Vejamos
alguns exemplos:

Exemplo 24. Vamos escalonar e resolver o sistema

r+y+z=-3
S:¢ —rz4+y+32=9
3r+y—2z=-14

Solugao: Inicialmente, anulamos o coeficiente da incognita x da sequnda
equacao. Para isso, substituimos a sequnda equagao pela soma dela com
a primeira equacao e substituimos a terceira linha pela soma dela com a
primeira, multiplicada por 3, assim obtemos, S; ~ S

r+y+z=-3
S1:8 2y+42=6
—2y — 5z = -5

Para terminar de escalonar o sistema, anulamos o coeficiente da incognita
y da terceira equacgao. Para isso, substituimos a terceira equagao pela soma
dela com a sequnda. Obtemos Sy ~ S = S1 ~ S = Sy~ S.

SQ :

r+y+z=-3 (2.3)

2u+42=6 (2.4)

—z=1 (2.5)

Podemos verificar que € possivel e determinado. Desta forma basta de-
terminar o valor de z,y e x. De (2.5), seque que z = —1. Substituindo
z=—1em (2.4), temos y =5. Finalmente, substituindo os valores de y e z

encontrados em (2.3), obtemos x = 7. Logo a solugcdo do sistema € a terna
(7,5,—1).

Exemplo 25. Resolva o sistema por escalonamento

rT+2y—3242t=-2
20 — 3y — 4z + 5t =2
—x4+2y+4z—4t =0
20+ 2y+22—-t=1
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Solugao: Primeiramente, anulamos o coeficiente da incognita x, nas se-
gunda, terceira e quarta equacoes. Para isso, substituimos, respectivamente,
a sequnda equagao pela soma da primeira multiplicada por (—2), a terceira
equacao pela soma da primeira e a quarta equacgao pela soma da primeira
multiplicada por (—2). Assim obtemos Sy ~ S.

T+ 2y —32+2t= -2
—Ty+224+t=56
dy4+z—2t = -2
—2y+82—5t=5

Sli

Por conveniéncia, podemos vamos multiplicar a terceira equacao por % 2
trocarmos a sequnda e terceira equacoes, assim teremos Sy ~ S7.

T+2y—32+2t=-2
v+ o= bt =}
—Ty+224t=6
—2y+82—5t=5

SQI

Agora anularemos a incognita y, para isso substituimos a terceira equacao,
pela soma da sequnda multiplicada por (7) e a quarta equacgdo pela soma da
sequnda multiplicada por (2) e termos Sz ~ Ss.

rT+2y—32+2t=-2
y+ho— b=

S3:¢ 15 5, _ 5
Y TERt=3
1372 —6t=4
Por fim, anularemos a incognita z da quarta equacdao, para isso, vamos
substituir a mesma pela soma da terceira equa¢ao multiplicada por —% e
obteremos Sy ~ Ss.
54 .
(2 +2y — 32+ 2t = =2 (2.6)
1 1
—z——t=—= 2.7
vt i 5 5 (2.7)
15 5 5
== 2.8
1772 T (2:8)
1 5
——t=—= 2.9
\ 3 3 (2.9)
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Pela proposicao 2.1: Sy € equivalente a S, agora basta resolver as equagoes
de baizo para cima, portanto:

de (2.9) temos —3t = —3 =t =15

de (2.8) seque 2z -2t =2 =Lz - 3(5) =2 = D=1 —= 2=4
de (2.7) vem quey + 1z —dt=—-1=y+1-5S=-1=y=1

de (2.6), x +2y—32+2t=-2=2+4+2-124+10=-2= 0= -2

Logo a solugdao do sistema € a quadra (—2,1,4,5).

Nestes dois exemplos que acabamos de resolver poderiamos ter escalonado
os sistemas utilizando a forma matricial ampliada, que o resultado seria o
mesmo, ja que as operacoes definidas para sistemas equivalentes também sao
validas para matriz na forma ampliada, entao temos o seguinte Teorema:

Teorema 2.1. Sejam AX = B e CX = D dois sistemas lineares cada
um com m equagoes e n incognitas. Se as matrizes ampliadas [A : B] e
(C' : D] desses sistemas sao equivalentes por linhas entdo ambos sistemas
tém as mesmas solucoes.

Demonstracao. Segue-se da definicao de equivaléncia por linhas e do fato de
que as trés operagoes elementares nas linhas da matriz aumentada coincidem
com as trés manipulagoes nas equagoes de um sistema linear discutidas em
sistemas equivalentes (permuta de linhas, multiplicagao por escalar e substi-
tuicdo) que leva a um sistema linear com as mesmas solugoes de um sistema
dado. Observamos também se um dos sistemas nao tem solugao, o outro
também nao tem. [ |

2.5 Meétodo da Eliminacao de Gauss

Este método consiste em transformar o sistema linear original num sis-
tema equivalente com matriz dos coeficientes triangular superior, pois estes
sao de resolucao imediata. Em outras palavras, a eliminacao de Gauss é
escalonarmos um sistema linear na forma matricial ampliada.



Resolugao de Sistemas Lineares 59

Exemplo 26. Resolva o sistema linear

31‘1—|—2£L'2—|—4.’L'3:1
S $1+$2+2$3:2
41’1+31’2—2[E3:3

Solugao: Reescrevendo o sistema na forma de matriz ampliada e para

facilitar a notagao usaremos L; para indicar o vetor linha da linha i da ma-
triz A, assim Ly = (3,2,4,1).

3 2 4 1L
A=|1 1 2 1 2| Ly
4 3 -2 1 3 L3

Vamos eliminar 1 das equagoes 2 e 3, para isso realizamos as sequintes
operacgoes: Lo <> Loy — %Ll e Ly <> L3 — %Ll e obtemos Ay ~ A.

3 2 4 ro1 | Ly
Ai=]0 L 2 2L
1 22 5 4

0 3 -3 | 3 L3

. . . ~ . ~ 1"
Para eliminar x4 da terceira equagao faremos a sequinte operagao: Lg <
L, — L, e teremos Ay ~ A
3~ Lo 2 1

32 4 1 1|1
A,=|0 L+ 2 | 2L,
0 0 —8 1 0] Ly

Agora basta resolver o sistema

31‘1 +2ZL‘2 +4Ig =1
%$2 + %$3 = g

—833’3 =0

Resolvendo esse sistema a solugao serd a terna (—3,5,0).
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2.6 Método de Gauss-Jordan

O método de Gauss-Jordan é um método de escalonamento que consiste
em operacoes elementares a matriz ampliada de um sistema, até que ele esteja
na forma escalonada reduzida. A vantagem deste processo é que um sistema
cuja matriz ampliada é uma matriz na forma escalonada reduzida tem solucao
imediata, enquanto que para resolver um sistema que esta apenas na forma
escalonada ainda é necessario fazer uma série de substituigoes para obter a
solucao final.

Definicao 2.2. Uma matriz mxn estd na forma escalonada reduzida quando:
i) O primeiro elemento ndao nulo de cada uma das linhas ndo nula € 1.

ii) Cada coluna que contém o primeiro elemento ndo nulo de alguma linha
tem todos os seus outros elementos iquais a zero.

ii1) Toda linha nula ocorre abaizo de todas linhas nao nulas.

iv) Se as linhas 1, ..., r sdo linhas nulas, e se o primeiro elemento ndo
nulo da linha i ocorre na coluna k;, entao, k1 < ko < ... < k,

100 1 —1/2 101 3
Exemplo 27. Ay, = |0 1 0 1 1/2 | eAy=1|0 1 | 4
001 1 00 10

As matrizes Ay e Ay sao matrizes escalonada na forma reduzida.

Teorema 2.2. Toda matriz A,,x, € linha equivalente a uma unica matriz
linha na forma escalonada reduzida.

Demonstracao. 12 parte: Seja A uma matriz m X n qualquer. Se todos os
elementos da primeira linha de A sao nulos, entao essa linha ja satisfaz a
condigao (i) da definigdo de matriz na forma escalonada reduzida, no que diz
respeito a essa linha. Se a primeira linha tem algum elemento nao nulo, seja
k o menor inteiro j tal que a;; # 0. Multiplicamos a primeira linha por 1/a;;
e a condigao (i) sera satisfeita. Agora, para cada i > 2 adicionamos (—a)
vezes a primeira linha a i-ésima linha. Como resultado, teremos uma matriz
cujo primeiro elemento da primeira linha é 1 e ocorre na coluna k. Além
disto, todos os outros elementos da coluna k sao nulos.

Consideremos agora obtida acima. Se a segunda linha desta matriz for
nula nada fazemos. Se houver elementos nao nulos nesta linha, seja a coluna
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k' a primeira a conter um destes. Multiplicamos a segunda linha por 1 /by €
a seguir, somando os miltiplos adequados desta nova segunda linha as demais
linhas, obtemos uma matriz cujo o primeiro elemento nao nulo da segunda
linha é 1 e todos os outros elementos da coluna em que este elemento (1) se
encontra sao nulos.

Repetindo o procedimento acima em relagao as demais linhas (32, 42, ..
m-ésima) obteremos no final uma matriz M que é linha equivalente a inicial
A, e que satisfaz as condigoes (i) e (ii) da defini¢do, a condicdo (iii) é através
de um numero finito de permutacoes.

22 parte: Para mostrarmos que so existe uma unica matriz na forma
escalonada reduzida equivalente a A observamos primeiramente que duas
matrizes reduzidas na forma escalonada que sao linhas equivalentes s6 podem
ser iguais.

Agora, suponhamos que por operacoes com linhas, partimos de uma ma-
triz M e podemos chegar a duas matrizes escalonada reduzida, N e P. Tere-
mos entao M ~ N e M ~ P. Com as operacoes com linhas sao reversiveis,
isto significara que N ~ P e portanto N = P. [ |

Exemplo 28. Resolva o sistema linear.

rT+2y+3z2=9
2 —y+2=28
3r—z=3

pelo método de Gauss-Jordan.
Solucao: Primeiro devemos reescrever o sistema como matriz aumentada
(ampliada).

1 2 3 19
2 —1 1 | 8
3 0 -1 3

Agora transformamos a matriz aumentada, para a forma escalonada re-
duzida nas linha, como seque:
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que

que

que

que

que

que

> equivalente

1 2 3 1
0 -5 =5 1 —10|L,
0 —6 —10 1 —24| L,
> equivalente
1 2 3 91| Ly
0 1 1 2| L,

0 —6 —10 | —24 | Lj

> equivalente

1 2 | 9 L1
0 1 1 2| Ly
0 0 —4 1 —12| L4
> equivalente
1 2 3 1 9] Iy
0 1 1 1 2| L
0 0 1 1 3|Ly

> equivalente

1 20 0L
0 1 0 1+ —1]|Ly
00 1 1 3|Ly

> equivalente

91 L

~ Ly+6Ly ¢ Ly

~ —ip

—LL, < L,

5

"

" "

Ly

Ly — 3Ly « L]
" "

Ly — Ly < L,

~ L —2Ly L



Resolugao de Sistemas Lineares 63

Dessa forma, a matriz aumentada € equivalente a essa escalonada redu-
zida acima.

Voltando para forma de sistema, temos o sistema equivalente ao inicial.

T =2
y=-1
z2=3

sendo esta a solugdo do sistema (2,—1,3).

Exemplo 29. Resolva o sistema linear.

r4+y+2z—>5w=3

20 + 05y — 2 — 9w = —3
20 +y — 2+ 3w = —11
r—3y+22+Tw= -5

pelo método de Gauss-Jordan.
Solugao: Reescrevendo a matriz aumentada deste sistema

1 1 2 =5 | 3| Ly
2 5 -1 -9 1 =3|Ly ~ Ly—2L ¢ L,
2 1 -1 3 1 —11]|1Ls Ly — 2Ly ¢ Ly
1 =3 2 71 =5|IL Ly— Ly & L,
que € equivalente
1 1 2 =5 31,
0 3 -5 11 —9|L, ~ —iLj1L;
0 —1 —5 13 | —17| L,
0 —4 0 12 1 -8|I,
que € equivalente
1 1 2 =5 3| Ly
0 3 -5 1 1 =9|L, ~ L;y<L,
0 —1 —5 13 1 —17| Ly
0 1 0 =3 2| L,
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que € equivalente

1 1 2 =5 | 3Ly
0o 1 0 =3 2| L, ~ Ly+ Ly« Ly
0 —1 —5 13 1 —17| L, Ly — 3L, L,
0 3 -5 1 1 =9|L,
que € equivalente
11 2 =5 3| Ly
01 0 -3 2| Ly, ~ —ilLye Ly
0 0 =5 10 1 —15|1Ls
0 0 =5 10 1 —15| L,
que € equivalente
11 2 =5 | 3] Ly
01 0 =3 2| Ly ~  Ly+5Ly < Ly
00 1 -2 3| Ly
0 0 =5 10 | —15| L,
que € equivalente
11 2 =5 1 3| L
01 0 -3 1 2|L, ~ L—L, 1L
0 0 1 —2 1 3|Ly
000 0 1 0Ly
que € equivalente
10 2 —2 1 1|1
01 0 -3 1 2|L, ~ Li—2L; <L
00 1 —2 1 3|Ly
00 0 0 1 0Ly

)
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que € equivalente

1 00 21 —=5|L]
01 0 =3 1 2|L,
00 1 —2 1 3|Ly
000 01 0Ly

Sendo a matriz acima, escalonada na forma reduzida. Podemos reescrever
assim o sistema:

T+ 2w = -5
y— 3w =2
z—2w =3

podemos omitir a quarta equacao nula, assim uma das solucoes do sistema €

r=-—5—2w
y=2+3w
z =34+ 2w

com w sendo a incognita livre. Logo a solug¢do € a quadra (—5 — 2w,2 +
3w,3 + 2w, w), com w € R, sendo o sistema possivel e indeterminado com
infinitas solugoes.

2.7 Discussao de um Sistema Linear

Podemos verificar se um sistema, em que um ou mais coeficientes das
incognitas sao parametros reais, ¢ possivel e determinado, possivel e indeter-
minado ou impossivel analisando esses parametros. Nesse caso significa dizer
que estamos discutindo os sistema.

Podemos discutir um sistema utilizando o escalonamento. Seja S um
sistema m X n, fazendo o escalonamento chegaremos a uma das trés situagoes:

i) No processo de escalonamento, numa certa etapa, obtém-se um sistema

/
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/! /. 7/ .
Como S é impossivel podemos dizer o mesmo de S.

ii) Apds o escalonamento chega-se a um sistema S  do tipo

(

[L’1—|—0612{E2+CY13[E3+...+Oélnxn=ﬁ1
Ty + 3Tz + ...+ QopTy = B
g . ZL‘3—|—...+O&3nZCn:53

\ xnzﬁn

Neste caso, podemos obter o seguinte sistema por equivaléncia

( 1 =M
o) =72
S T3 =73

. Tn = Tn

Logo S é possivel e determinado e (71,72, ..., 7,) é solugao do sistema.

iii) Ao término do escalonamento, temos um sistema de tipo:

Tyt QT+ QL Ty Qe T, Q1T = B
Ty + oo Qo Ty + o Q1 Ty, o QT = B

/

. Ty + . Q3 Ty, + o a3y, = B

\ R

onde p < n.

Agora basta eliminar, por meio de operagoes elementares, o termo x,, na
primeira equacao, os termos x,, da primeira e segunda equagoes, e assim por
diante até o termo w,, da primeira a (p — 1)-ésima equagao.

Apos esse procedimento, passamos para o segundo membro de cada equagao
todas as parcelas, excecao feita a primeira. Assim teremos algo do tipo
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T = f1

:L‘Tz = f2

xrp = fp
onde cada f; é uma expressao linear nas varidveis x; com j # 1, j #
Ta,...,J # rp. A cada sequéncia de valores que atribuimos entao a estas
(n — p) varidveis (livres) obteremos valores para 1, Z,, ..., ¥,, € consequen-

temente uma solugao. Logo como p < n, teremos mais do que uma solugao
(infinitas) e o sistema serd possivel e indeterminado neste caso.



CaPIiTULO 3

Aplicacoes

Sistemas lineares é um topico da Matematica que tem ampla possibilidade
de aplicagoes, apresentaremos problemas contextualizados que envolvem si-
tuagoes comerciais e balanceamento de reagoes quimicas.

O funcionamento de um carro flex

Atualmente os carros bicombustiveis, isto é, aqueles que funcionam com
gasolina, etanol (dlcool) ou com a mistura dos dois, conhecido popularmente
como flex, tém sido produzido pelos principais fabricantes de carros. O fun-
cionamento dos bicombustiveis é semelhante ao dos que funcionam somente
com gasolina ou etanol.

Tanque maior: Como o motor a etanol consome mais combustivel por
quilometro rodado do que o motor a gasolina, o tanque costuma ser de 10%
a 20% maior do que um s6 de gasolina.

Reservatério de gasolina: A explosao gerada pelo contato do etanol
frio com a faisca da vela nao é suficiente para colocar o motor em movimento.
Por isso é necessario um reservatério (1 litro) de gasolina que, na hora da
partida, abastece o motor com esse combustivel, cuja igni¢ao é mais facil.

Sensor inteligente: Ha um sensor que analisa os gases emitidos pela
queima do combustivel. De acordo com a quantidade de etanol presente
no combustivel, é gerada uma voltagem diferente, percebida pelo sensor. A
informagao ¢ encaminhada para um chip, a “inteligéncia” do carro bicom-
bustivel.
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Motor: De acordo com a quantidade de etanol no tanque, um software
faz os ajustes necessarios, garantindo o maximo de poténcia para o motor:
sao alterados quantidade de ar e combustivel que entra no cilindro e o ponto
de ignicao.

Vantagem: O carro bicombustivel tem a vantagem da flexibilidade; o
usudario pode escolher entre o etanol ou gasolina considerando, por exemplo,
a variacao de preco.

Desvantagem: Adaptado para funcionar tanto com etanol quanto com
gasolina, o motor nao alcanca a poténcia de um motor movido exclusivamente
por um ou por outro combustivel.

Retomando o exemplo 1 da introducao:

Em um certo posto de combustiveis, um carro flex foi abastecido com
etanol e gasolina, totalizando 52L. Nesse dia o preco do litro do etanol era
de R$1,90 e o litro da gasolina, R$2,80. Sabendo que foram pagos R$133,00
pelo abastecimento, determine a quantidade de etanol e gasolina com que o
carro foi abastecido.

Solugao: Adotando x ey com quantidade de litros de etanol e de gaso-
lina, respectivamente, teremos as sequintes equagoes:

e r+y=>52 quantidade total de combustivel abastecido

e 1,90+ 2,8y =133 quantidade total de combustivel abastecido

Logo teremos o sistema 2 x 2:

x4y =052 (3.1)

1,9z + 2,8y = 133 (3.2)

Resolvendo o sistema acima teremos a solugao do problema, entao apli-
cando o método de eliminagcao de Gauss, podemos eliminar a incognita x da

equagdo (3.2) para isso substituimos a equagdo (3.2) pela soma da equagdao
(3.1) multiplicada por (—1,9), teremos Sy ~ S.

T4y =52 (3.3)
0,9y = 34,2 (3.4)
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Assim da equagao (3.4) temos que y = 38L, Substituindo esse valor na
equagdo (3.1), temos que v = 14L.
Logo a quantidade de etanol abastecida foi de 14L e a de gasolina 38L.

Esse exemplo tipo de de relacao comercial em que tivemos duas incégnitas
(etanol e gasolina), variando em fungao de quantidade (litros) e prego, muito
comum na situagao cotidiana.

O exemplo 3 da introducao também trata da relacao comercial como
Veremos a seguir:

Trés grandes empresas de tdzi resolveram renovar parte de suas frotas:

e a primeira comprou um carro modelo A, um modelo B e um modelo C,
pagando R$180.000, 00.

e a sequnda comprou um carro modelo A, dois modelo B e trés modelo
C, pagando R$380.000, 00.

e q terceira comprou dois carros modelo A, trés modelo B e um modelo
C, pagando R$350.000, 00.

Qual € o valor de cada carro?

Solucao: Chamando de x,y e z 0os carros modelos A, B e C, respectiva-
mente, teremos o sequinte sistema

T +y + 2z = 180.000
S:{ @42y + 3z = 380.000
22 + 3y + 2z = 350.000

Obtemos assim um sistema 3 X 3, podemos resolvé-lo pelo método de
Gauss-Jordan, assim reescrevendo o sistema S na forma matricial, teremos:

1 1 180.000 | L,
3 1 380.000 | Ly  ~ Ly =1Ly — L,
1

11
1 2
2 3 i 350.000 | Ls Ly = Ly — 2L,
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1 1 1 1 180.000| L,
0 1 2 1 200000 |Ly, ~  Ly=Ly— L
0 1 —1 1 —10.000 | L,

1 1 1 1 180000 | L,
0 1 2 1 200000 L, ~ Li=L —1L,
0 0 —3 1 —210.000 | Ly Ly =—1L;
1 0 —1 1 —20.000| L]

12 1 200000 | L, ~ L =L +L;
0 0 1 1 70000 | L, Ly = Ly — 2Ly
1 0 0 1 50.000]| L]

0 1 0 1 60.000| L,

0 0 1 1 70.000| Ly

Sendo a matriz acima, escalonada na forma reduzida. Podemos reescrever
. ! .
o sistema S ~ S da sequinte forma

z = 50.000
S ¢ 4y =60.000
z = 70.000

Portanto a solugao do sistema serd a terna (50.000,60.000,70.000), ou
seja, o carro modelo A custa R$50.000,00, o modelo B custa R$60.000,00 e

o modelo C custa R$70.000, 00.

Balanceamento de equacoes quimicas

Para realizarmos o balanceamento de um equagao quimica, precisamos
conhecer alguns conceitos:

Reacoes quimicas: Se uma ou mais substancias, presentes no estado
inicial de um sistema, transformam-se em um ou mais substancias diferentes,
que estarao presentes no estado final, a transformagao é uma reacao quimica.
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Em outras palavras, reacao quimica é um processo em que novas
substancias sao formados a partir de outras.

Existem muitos exemplos de reagoes quimicas no cotidiano. Dentre eles
estao a formacao de ferrugem num pedaco de palha de ago, o apodrecimento
dos alimentos, a produgao de humus no solo, a queima de gds num fogao e
de gasolina, etanol ou 6leo diesel no motor de um veiculo.

A ocorréncia de uma reacao quimica nem é sempre facil de perceber.
Algumas s6 podem ser percebidas em laboratério suficientemente equipados

para separar componentes das misturas obtidas e determinar suas proprie-
dades.

Reagentes e produtos: As substancias inicialmente presentes num sis-
tema e que se transforma em outras devido a ocorréncia de uma reagao
quimica sao denominadas reagentes. E as novas substancias produzidas sao
chamadas produtos. Assim por exemplo:

Em equacao: \CYHSCHQOH + O% — ?Og + HQQ

reagentes produtos

Em palavras: etanol (CH3;C H,OH) e oxigénio (Os) reagem para formar
gas carbonico (COs) e dgua (H,0).

Equacao quimica: A maneira de representar um rea¢ao quimica é de-
nominada equagao quimica.

Por exemplo, a agua é decomposta em hidrogénio e oxigénio na presenca
de corrente elétrica. A dgua o reagente é formada por moléculas de H,O, o gas
hidrogénio e o oxigénio os produtos, tém férmulas Hs e O, respectivamente.
Assim poderiamos representar a reagao usando as formulas do reagente e dos
produtos.

HQO — H2+02

Nesta representacao, falta, porém a proporc¢ao correta entre as quantida-
des de moléculas envolvidas, pois no reagente ha dois atomos de hidrogénio
e um de oxigénio, enquanto no produto ha dois atomos de hidrogénio e dois
de oxigénio. Uma representagao correta seria:

HQO+H20—>HQ+H2+OQ

ou seja
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Agora, sim, estd expressa a verdadeira proporcao entre as quantidades de
moléculas que participam da reacao.

Na equacao acima, o coeficiente (em azul) da dgua é 2, o do hidrogénio
(em azul ciano) é o 2 e do oxigénio é o 1 (que nao precisa ser escrito), o nimero
a direita do simbolo (em verde) é o subindice que nao pode ser alterado, pois
estarfamos alterando a molécula.

Portanto para que um reacao quimica esteja balanceada, o nimero de
atomos de um elemento quimico nos reagentes deve ser igual ao nimero de
atomos desse mesmo elemento no produto.

Agora retomaremos o exemplo (2) da introdugao: A queima do etanol
(CyHsOH ), pelo ozigénio (Os), para formar o didzido de carbono (COs) e a
dgua (Hy0) é dada pela equagdio

l’CgHg,OH + ’y02 — ZCOQ + ’LUHQO (1)

Determine os valores das incognitas x,y,z e w como sendo 0§ meno-
res naturais possiveis, para que a equagao (1) esteja balanceada, ou seja, a
quantidade de dtomos nos reagentes seja igual a nos produtos.

Solucao: Como a quantidade de dtomos de cada elemento nos reagentes
deve ser a mesma nos produtos, temos as sequintes iqualdades:

e 2x =z (para o carbono)

e Gz = 2w (para o hidrogénio)

o r+2y=2z+w (para o oxigénio)

Com estas igualdades temos o sequinte sistema:

20 —2=0
S : 6x —2w =0
r+2y—2z—w=20

Reescrevendo na forma matricial o sistema S e aplicando o escalona-
mento, temos:
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-2 —1 1 0| Ls Ly=Ls— 1L,

2 0
6 0 0 —2 1 0|Ly, ~  Ly=Ly—3I,
1 2 !

2 0 -1 0 1 0L
00 3 =21 0L, ~ Ly+1Ly
0 2 —=3/2 -1 1 0L,

2 0 -1 0 1 0]

0 2 —=3/2 —1 1 0L,

00 3 -2 0L,

Sendo a matriz acima escalonada, podemos escrever o sistema abaixo que
é equivalente a S.

20 —2=10 (3.5)

3
2y—§z—w:O (3.6)
3z—2w=0 (3.7)

Note que o sistema é possivel e indeterminado, podemos resolvé-lo em
funcao do parametro z, logo:

de (3.5) temos, 22 — 2z =0 =z = 3

de (3.7) temos, 3z —2w =0 = w =

[\ [N}

z

de (3.6) temos, 2y — 32 —w =0 = 2y = 324w ede (3.7) = 2y =
%z+3z:>y:3§

z 32 2.3%) com z € IN*,

Assim a solucdo do sistema serd a quadra (3,5, 2, 5
Assim para que os coeficientes sejam os menores naturais possiveis z deve ser
igual a 2 e teremos a solugao (1, 3,2,3). Substituindo o valor para cada um

dos coeficientes teremos a equacgao balanceada:

CQH5OH + 302 — 2002 + 3H20
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Definigao .1. Seja A = [a;j] uma matriz n x n. A matriz adjunta de A, xn,
representada por adjA, é a matriz cujo i,j-ésimo elemento € o co-fator Aj;
de aj;. Assim

An An .0 An
ade _ A‘lg A.QQ .. Ang
A Ay oo Ann

Observacgao: A matriz adjunta de A é formada tomando-se a transposta da
matriz de co-fatores dos elementos de A.

Teorema .1. Se A = [a;;] € uma matriz n x n, entdo
A (adjA) = (adjA) - A=det(A) - I,

Demonstracao. Temos

a1x Qa2 -+ Aip
a91 Qg - Qop Ay Ay - Ajl Anl
. A Ay - Aj2 o Apg
A-(adjA) = : . S .
Qi1 A2 0 Qip : : . : . :
Aln AQn e Ajn o Ann
| A1p A2p " Ann

O i,j-ésimo elemento na matriz produto A - (adjA) é dado por

ailAjl + aiQAjg + ...+ amAjn = det(A)7 se 1= ]
= 0, se i#}j
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Isto significa que

det(A) 0 e 0
, 0 det(A) --- 0
A (adjA) = : : _ =det(A) - [,
0 0 - det(4)

O 1i,j-ésimo elemento na matriz produto (adjA) - A é dado por
Ah-alj + AQia/Qj + ...+ Am‘an]‘ = det(A), se 1= j
= 0, se i#7

Assim (adjA) - A = det(A) - I,,.

Proposicao .1. Uma matriz quadrada A, tal que det(A) # 0, entao

ey B e
1 d%%él; defg%ix; e d%{i&;
A_l _ dA _ et et et
@IV T
Apn Aoy Ann
det(A) det(A) “°°  det(A)

Demonstragao. Pelo Teorema .1, A - (adjA) = det(A) - I, de modo que, se
det(A) # 0, entao

Aqer @A) = g4 (A = g [det(A) - L) = I
Portanto
R — Y/
= der(ay @A
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