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RESUMO

O 7 € um numero de natureza singular, pois muitos homens em diversos momentos historicos
se detiveram a calcula-lo e estuda-lo. Circulos podem ser vistos em quase todos os lugares,
e como consequéncia, o m também. Por estar tdo presente na realidade, muitos foram os ma-
tematicos que se dedicaram ao estudo desse numero e de seu valor numérico. Este trabalho,
fruto de muita pesquisa, mostrard muitos dos diversos caminhos que os matematicos fizeram
para encontrarem uma aproximagao para 7. Trataremos também neste trabalho as curiosas des-
cobertas envolvendo este nimero, os famosos problemas em torno dele, assim como também
os diversos métodos que foram usados para calculd-lo. A busca pelo valor numérico de 7 levou
0s matematicos a suporem sua irracionalidade, que posteriormente fora provada e também serd
feita aqui. Finalizaremos tratando de como podemos calcular 7 de uma maneira diferenciada

na sala de aula.

Palavras-chave: 7. Calculo. Irracionalidade.



ABSTRACT

7 is a number of singular nature because several men in different historical moments lingered
themselves to calculate and study it. Circles can be seen in almost all places, and as a con-
sequence, so can m. Due to being so present in the reality, a huge number of mathematicians
devoted themselves to the study of this number and its numerical value. This work, result of
much research, will show many of the different ways that the mathematicians took to find an
approximation for . We will also approach in this work the curious founds involving this num-
ber, the famous problems around it as well as the diverse methods which were used to calculate
it. The search for the numerical value took the mathematicians to assume its irrationality which
was proved afterwards and will be done here. We will finish approaching how we can calculate

7 in the classroom in a different way.

Keywords: Number 7. Calculation. Irrationality.
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1 INTRODUCAO

O desenvolvimento € algo natural ao homem. A partir desse contexto, os nimeros se tor-
naram uma necessidade. Trabalhar com medidas de comprimento, drea e volume, por exem-
plo, tornaram-se essenciais para o desenvolvimento social e humano. Dentre essas diversas
situacOes, podemos encontrar circunferéncias. Objetos circulares fazem parte da vida humana,
e por consequéncia, o nimero 7 acaba fazendo-se presente também. Iremos ver que a busca pelo
valor numérico de 7 percorreu a histéria da humanidade durante séculos. Muitos célculos fo-
ram desenvolvidos e diversas aproximacodes foram encontradas por matematicos historicamente
conhecidos. Arquimedes, Leibnitz e outros tiveram papel fundamental nesse processo.

Os povos antigos encontraram algumas aproximacoes para 7, porém o primeiro a encontrar
uma aproximacao usando um método demonstrativo foi Arquimedes. Este relaciona a medida
de um poligono regular de n lados (BARBOSA), com outro de 2n lados (GUZZO). Com o
avango matematico e o surgimento de uma metodologia mais rigorosa, surgiram meios capazes
de obter aproximacdes numéricas para o nimero m com maior precisdo nas casas decimais,
como por exemplo a série alternada de Gregory-Leibnitz (STEWART). Com o passar do tempo,
foi possivel verificar que a medida com que se conseguia calcular com mais precisdo casas
decimais do ndmero 7, ndo se chegava a uma periodicidade, chegando a se supor que o nimero
7 fosse irracional (FIGUEIREDO). Foi entdo que em 1761 J. H. Lambert conseguiu provar pela
primeira vez na histdria que o nimero 7 € irracional.

Pouco se conhece sobre o nimero 7. Muitos dos nossos alunos aplicam o seu valor numérico
em sala de aula na resolucdo de exercicios, sem questionar como se chegou a tal resultado e
quais os métodos que foram usados para descobri-lo. Isso ndo acontece apenas com nossos
alunos, mas também com muitos professores que em boa parte dos casos, devido ao excesso
de trabalho em sala de aula, se distanciam do meio académico, impossibilitando a pesquisa e a
formacao continuada.

Foi partindo desses problemas que surgiu a necessidade de se fazer este trabalho sobre o
numero 7, para mostrar a toda classe matemadtica, docente e discente, que este nimero nao é
uma mera constante a ser aplicada em algumas situa¢des-problema, mas coberta de significado

¢ historia.



2 OBJETIVOS

Tendo em vista tudo que serd abordado neste trabalho, teremos como objetivos:

1. Objetivo principal
Fazer uma construcao histérica do valor numérico de 7, mostrar sua irracionalidade e

exibir uma sugestao de como esses contetidos podem ser aplicados em sala de aula.
2. Objetivos Especificos

a) Mostrar como o nimero 7 foi sendo calculado durante a histoéria;
b) Exibir as principais formas de se calcular o valor numérico de 7 durante a historia;
c) Exibir uma das provas existentes da irracionalidade do nimero 7;

d) Mostrar algumas aplicacdes que podem ser feitas em sala de aula com o nimero 7.



3 METODOLOGIA

Este trabalho surgiu de pesquisas em livros e artigos sobre 7, alguns voltados para o Célculo
Diferencial e Integral, de Historia da Matematica e outros voltados para alunos de ensino médio.
Durante a andlise de cada material, buscamos o maior nimero de informacdes e sua relevancia
para o assunto deste trabalho. A obten¢do dessas fontes se deu de varias formas: materiais
em bibliotecas e de posse pessoal, obtidos com professores e em formato digital na internet.
Durante a escolha, algumas informagdes eram repetidas ou pouco relevantes para o objetivo do
trabalho, o que nos fez descartar alguns materiais.

Ao analisarmos os materiais, notamos que muitas das informacdes encontradas, seriam de
grande enriquecimento se usadas em sala de aula. Os métodos para encontrar o valor numérico
de 7 usados por grandes pensadores no decorrer da histdria, respondem a muitos questiona-
mentos dos alunos e professores, como falamos anteriormente. Portanto, iremos mostrar como
o professor pode usar esses métodos na sala de aula, com algumas adaptacdes, para que use
uma linguagem e elementos matematicos compreensiveis ao aluno.

No capitulo 4} faremos uma constru¢do historica do valor numérico de 7. Mencionaremos
0s matematicos e as civilizagdes que buscaram estudar e calcular esse niimero. No capitulo
[5] traremos alguns conceitos primordiais para a compreensdo dos capitulos posteriores. No
capitulo[6] abordaremos os principais métodos histéricos para o cdlculo do nimero 7, que foram
o método de Arquimedes e o da série alternada de Gregory-Leibnitz. No capitulo [/ faremos
a prova feita por I. Nivem da irracionalidade de 7. Finalmente, no capitulo [§] exibiremos uma
proposta didatica de como o professor pode calcular o valor numérico de m em sala de aula e

como se poderia justificar sua irracionalidade.



4 HISTORICO DE 7

O homem ¢€ caracterizado por sua constante busca pela evolucio. E uma das consequéncias
dessa evolucao foi o desenvolvimento matemdtico. A matemadtica pode ser notada em varios
lugares na natureza. Uma das formas nas quais ela se manifesta € na relagdo entre grandezas
diferentes como por exemplo, o caso de objetos maiores serem mais pesados. Foi dessa maneira
que surgiu na historia da humanidade o conceito de proporcionalidade. (MARQUES)

Nao ¢é diferente com os circulos, que também podem ser notados em diversos lugares na
natureza. Os circulos maiores tem um didmetro maior, assim como 0sS menores tem uma area
menor. Ao longo do tempo, alguns individuos tiveram a capacidade de perceber que em algumas
dessas grandezas, ndo importava o quanto as duas quantidades variavam, a razao entre elas

permanecia constante, da mesma forma com os circulos:

Esta razdo constante, ndo foi obtida por divisdo numérica (e certamente ndo
através da utilizacdo de algarismos decimais), mais provavelmente, a relacio
foi expressa geometricamente. Para a geometria foi o primeiro progresso subs-
tancial. A partir daqui, deu-se inicio a busca pelo quociente da razdo do com-
primento da circunferéncia pelo seu didmetro, gerando o nimero = (MAR-
QUES 2013, p. 18)

Esta citacdio de MARQUES nos convence que a humanidade desde seus primérdios perce-
beu a existéncia de uma relagdo entre o comprimento da circunferéncia e o seu didmetro, entre
a sua area e o seu raio. De acordo LIMA (1991, p. 202): ”...O 7 é a area de um circulo de
raio 1”. Dessa maneira, podemos notar que existe uma relagdo direta entre a drea do circulo e
7. Uma outra forma de se definir 7 € estabelecendo uma relagao direta entre o comprimento da
circunferéncia e seu diametro como nos fala LIMA (1991, p. 202): "Podemos também dizer
que o 7 € o comprimento de uma circunferéncia de diametro igual a 1”

Usando esses principios, comecou a busca das civilizagdes pelo valor aproximado de 7. Os

primeiros que calcularam essa aproximacao foram os babilonicos, concluindo que 7 ficava entre

25
8

menciona também 7 € no velho testamento da biblia sagrada, na qual retrata a histéria do povo

e 2—72, ou o equivalente em nimeros decimais 3, 125 < 7 < 3, 142. Outra fonte histérica que

judeu:

”Fez também, de metal fundido, um depdsito de dgua chamado o Mar’. Era
redondo e tinha cinco metros de didmetro por dois e meio de altura e quinze
de circunferéncia”’(JERUSALEM, 2012, p. 479)(4)

Esse trecho propde um valor para 7 igual a 3, mas existem muitos debates sobre este
versiculo. Alguns historiadores relacionam cada palavra do hebraico antigo a um nimero.
Dessa maneira, o nimero 7 ganha um novo valor numérico, inclusive muito mais preciso do
que 3, como nos mostra MARQUES:
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Pos séculos acontecem debates sobre esse versiculo. Segundo Tsaban, a maio-
ria dos matemadticos e cientistas negligenciaram uma aproximac¢ao muito mais
precisa para 7 que se encontra no fundo da interpretagdo matematica da lingua
hebraica. Em hebraico, cada letra corresponde a um determinado niimero, e
o valor numérico associado a uma palavra € igual a soma de suas letras. ...

111
Considerando essa traducdo, obtemos a fracao 106" ou seja, g = 106° 0 que
implica em m = 3,14150943 - - -. Este nimero é muito mais preciso do que

qualquer outro valor que havia sido calculado até esse ponto, e que detém o
recorde para o maior nimero de digitos corretos por vérias centenas de anos.
(MARQUES 2013, p. 18-19)

Durante o Egito antigo, temos o conhecido papiro de Rhind, por ter sido encontrado por

Alexander Henry Rhind. Nele temos 85 problemas matemaéticos, entre eles temos o calculo do
4

nimero 7m como sendo a quarta poténcia de trés quartos, ou seja: T = 1) = 3,1604.
Cronologicamente, o proximo a desenvolver um método aproximado para o valor do nimero
7 foi Arquimedes de Siracusa (287-212 a.C.). O trabalho do citado matematico e fisico é consi-
derado o primeiro célculo notdvel dotado de uma metodologia demonstrativa para a estimativa
do numero 7. Arquimedes desenvolveu este processo usando o principio da exaustdo de Eu-

doxo, este que estd descrito no livro X de Os Elementos de Euclides:

”Dadas duas grandezas distintas, se da maior subtrairmos uma grandeza, maior
do que sua metade e do que restar, uma grandeza maior do que sua metade, e se
este processo for repetido continuamente, restard alguma grandeza menor do
que a menor das duas grandezas iniciais”(BONGIOVANNI apud MARQUES.
2013)

Baseado neste principio, Arquimedes tomou a ideia de que o perimetro do circulo é maior
que o perimetro de um poligono regular de n lados inscrito num circulo. Através de um pro-
cesso aproximativo tornando n suficientemente grande, os dois valores vao se aproximando da
circunferéncia. Partindo de n = 6, Arquimedes foi dobrando o valor de n, chegando até um
poligono de 96 lados, encontrando que 3, 14084 < 7 < 3, 142858.

Posterior a Arquimedes, tivemos Ptolomeu(87-165 d.C.). Este calculou entre 0 e 180 graus,
a cada meio grau, todas as cordas de todos os angulos. Isto o fez encontrar uma aproximacao
para m como sendo 3, 14166, sendo esta inigualdvel por muito tempo.

Na India tivemos trés cilculos para 7, Aryabhata (500 d.C.) encontrou 7 = % =
3,1416. Bramagupta chega a mencionar dois valores para 7, o valor pratico como sendo 3,
e o valor bom como sendo /10, mas o indiano Madhava foi o indiano que obteve o melhor
resultado, como sendo m = 3, 14159265359, com uma aproximacao de 11 digitos.

A procura do valor preciso de m também ocorreu no oriente. Por volta do século V, o
matematico chinés Tsu Ch’ung-chih calculou o valor do 7 com uma aproximacdo de 6 casas

decimais através de fracdes, de tal forma que essas aproximagdes racionais foram denominadas

22 355
pelo préprio como uma aproximacao por excesso e por falta, sendo estas - e 13 respecti-

vamente. Os babilOnicos ja tinha usado a primeira fracdo, o acréscimo da segunda foi o que
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surgiu de novo nesse processo. Bhaskara (1140 d.C.) usando a férmula ay, = /2 — M,
conseguiu encontrar 7 igual a 3,1416.

O matematico francés Francois Viete (1540-1603), utilizando um método similar ao grego,
conseguiu chegar a uma aproximacao do valor de 7 com uma precisao de nove casas decimais.

Nessa situag@o passou-se a utilizar a notacdo de produto infinito pela primeira vez.

2_\/T 1+1\/T L1 1
= V2V2 2V2\2 2V2 2V2

Com o advento do Célculo Diferencial e Integral desenvolvido por Newton (1642-1727)

e Leibnitz (1646-1716), as formas de calculo do 7 sairam do campo geométrico e passaram
para o campo analitico. O primeiro resultado dessa natureza foi de John Wallis (1616-1703).
Partindo da geometria de coordenadas de Descartes, ele procurava a drea de um quarto de uma
circunferéncia de raio 1. Apds um processo envolvendo vdrias interpolacdes, ele conseguiu

chegar na seguinte formula que leva seu nome, presente no livro Arithmetica infinitorum (1655):

Neste periodo, apoiado nas bases do Célculo Diferencial e Integral, o matematico James
Gregory publicou a série mais usada no processo do calculo de 7, que demonstraremos mais a

frente, a chamada série de Gregory-Leibnitz:

s 1 1 1 1

s

4 3 * 5 79
O matemadtico Leohnard Euler (1707-1783) desenvolveu diversos métodos para o calculo
de 7, como por exemplo a série abaixo que € formada pelos quadrados dos termos da série
harmonica, na qual é possivel calcular 7 com 126 casas decimais:
7r2_1+1+1+1+1+1+1
6 12 22 32 42 52 ¢
Paralelamente tivemos o matematico Jonh Machin, que usando a série de Gregory-Leibnitz
conseguiu chegar na seguinte relacao:
1

— =4 arct —1— tan —
= I 1 I 1
4 aca5 aca239

Com este resultado de Jonh Machin, Willian Shanks (1812 - 1882) conseguiu calcular
7 com 707 casas decimais em 1873. Anos depois com o advento dos computadores, em
1947, descobriu-se que Shanks havia errado no 527¢ algarismo, e portanto, nos seguintes.
Muitos foram outros matematicos que se dedicaram nesta pesquisa, como por exemplo Za-

charias Dahse (1824 - 1861), que desenvolveu outra relacdo derivada da de Machin g =

1 1 1
4 arctan — — arctan — + arctan —.
2 5 8
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A procura do valor de 7 se perpetuou durante a histéria pois existia uma esperanca de que
se gerasse uma repeticao, dessa maneira, teriamos um numero racional. Em 1794 o Matematico

francés Adrien Marie Legendre (1752 - 1833 ) conseguiu provar que 7>

¢ irracional e tempos
depois que 7 também o era.

O inglés D. F. Ferguson foi o responsavel por descobrir o erro de Shanks na 528° casa,
fornecendo um valor correto com 710 casas decimais. O americano J. W. Wrench Jr. calculou
7 com 808 casas decimais, mas novamente Ferguson conseguiu encontrar erros nos cédlculos de
Wrench na 7232 casa. Dois anos depois, ambos fizeram os cdlculos juntos com o valor correto

de 808 casas decimais, Wrench usou a féormula de Machin e Ferguson usou:

T 1 1
Z = Jarctan Z -+ arctan 2—0 -+ arctan 1035

Depois de todos esses, surgiram os computadores que aproximaram 7 cOm maior precisao.
O primeiro deles foi o ENIAC, computador eletronico do Amy Ballistic Research Laborato-
ries de Aberdeen, Maryland, que calculou 7 com 2037 casas decimais. Anos depois surgiu o
IBM704, que chegou, em dois momentos diferentes, calcular 7 com 2037 casas e com 16167
casas.

Em 1966, um grupo da Comissdo da Energia Atdmica de Paris, usando um computador
STRETCH, calculou 7 com 250 mil casas decimais. Dois japoneses, Kazuroni Miyoshi e Ka-
zuhika Nakayama, calcularam 7 com mais de dois milhdes de casas decimais em um computa-
dor FACOM-M200.

Porém, estes cdlculos tinham apenas a finalidade de encontrar os valores das casas decimais
de 7, apenas a titulo de informacdo e de recorde. Mas anteriormente, buscava-se calcular 7 para
verificar se em algum momento iria surgir uma sequéncia periddica, sendo assim um nimero
racional. Porém, como isso ndo acontecia, comecgou a se cogitar a hipétese de 7 ser irracional.

A irracionalidade de 7 foi provada em 1761 pelo francés J. H. Lambert, usando um método
envolvendo fragdes continuas. Posteriormente, em 1947, 1. Niven, publicou um artigo no Bul-
letin of the American Mathematical Society, na edi¢ao de nimero 53, uma prova mais simples

da irracionalidade de 7.



5 ALGUNS CONCEITOS ESSENCIAIS DE CALCULO DIFERENCIAL E INTE-
GRAL

Neste capitulo iremos abordar alguns conceitos essenciais de Cdlculo Diferencial e Integral
que serdo usados durante o trabalho. No método de Leibnitz, por ser de natureza analitica,
assim como a prova da irracionalidade de 7, serdo usadas propriedades, teoremas e conceitos
de Cdlculo Diferencial e Integral. Estes elementos que serdo definidos e demonstrados sdo de

grande importancia para a estrutura textual e para a melhor compreensao do trabalho.

5.1 Derivadas e algumas aplicacoes

Esta secdo sera reservada a exibi¢ao da defini¢ao de derivada, algumas de suas propriedades
e aplicacdes, como o Teorema de Rolle, o Teorema do Valor Médio(TVM) e o Teorema Funda-
mental do Célculo. A demonstracdo da regra do produto de duas fun¢des para uma derivada de

ordem £ também serd usado posteriormente para a prova da irracionalidade de 7.

5.1.1 Definicoes e propriedades das derivadas

Definicao 5.1. A derivada de uma fungdo real f é a funcdo f' : A — R, onde A C R cujo
valor em x é:

(5.1)

. flx+h)— f(x)
) —

o) = Jimy ==
desde que o limite exista. Também podemos definir a derivada de uma fungdo real f como

sendo a fungdo ' A — R, onde A C R cujo valor em x é:
f'(c) = lim —————= (5.2)
desde que o limite exista.

Definicao 5.2. Uma funcdo é dita derivdvel em x se a derivada de f existir em x

Estas defini¢des nos permitirdo exibir uma funcdo que nos fornecera a inclinagao das retas

tangentes ao grafico de f no ponto (o, f(xg)).
Definicao 5.3. Diz-se que I’ é uma primitiva de f se F' = f.

Uma fung¢do pode ser derivada mais de uma vez, trataremos disso na préxima defini¢do,

sobre derivadas de ordem superior.

Definicao 5.4. Seja f uma funcdo derivdvel. Diz-se que se [’ é derivdvel, entdo sua derivada é
dita derivada segunda de f, denotada por (f') = f" = @,

Diz-se que se f" é derivdvel, entdo sua derivada é dita derivada terceira de f, denotada por

(f//)/ _ f/// — f(B).



21

Em geral, se a derivada de ordem (n — 1) de f é uma fung¢do derivdvel, sua derivada é dita

derivada n-ésima de f e é denotada por (f"=1) = f,

Podemos entdo dizer também que se f (n) existe, entdo f é diferencidvel n vezes.
Dentre as varias propriedades que existem envolvendo as derivadas, iremos provar a deri-
vada do produto de duas fungdes, pois esta servird como base para a demonstracdo desta mesma

propriedade em sua versdo mais genérica, a derivada de ordem £ do produto de duas fungdes.

Proposicao 5.1. Se f e g sdo derivdveis em x, entdo o produto fg também é derivdvel, sendo:
[f(@)g(@)] = f(x)d'(x) + f'(x)g(x). (5.3)

Demonstragdo. Aplicando a defini¢do de limite para a fungdo produto f(x)g(x), temos:

, o fle+h)glx+h) — f(x)g(z)
[f(z)g(z)] = lim - .

Se adicionarmos e subtrairmos f(z + h)g(z) no numerador desta fra¢do do segundo mem-

bro, obtemos:

[f(2)g(2)] = lim fle+h)glx+h) = flz+h)gx)+ flz+h)g(z) — flz)g(z)

h—0 h ’

flat+h) - fx)]
Y ;

[f(x)g(x)]’ = lim | f(z + h)g(x +h) — g(x)

h—0 h +9(2)

F@)g(@)] = lim f(x+ h). tim ZET =9@) oy i LEE = @)

h—0 h—0 h h—0 h—0 h

Aplicando o limite em }llm% f(z + h), teremos que }lliH[l) f(z+ h) = f(x) pois f é continua.
— —

Entao:

gz +h) - g(x)

fa+h) — f@)

F@)g(@)) = fla). Jim BETZIE g g ZEEE
Perceba que:

concluindo portanto o teorema:

]

A proposi¢do acima determina a primeira derivada do produto de duas fungdes. Na sentenca
abaixo, iremos generalizar a proposicao anterior, exibindo a derivada de ordem k& do produto de

duas fungdes reais.
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Proposicao 5.2. Se g e h sdo duas fungoes diferencidveis n vezes, temos que

0o (k) e
(gh)()zz ; gD pk=a), (5.4)

=0
Onde g©°) = ge h®O = h

Demonstragdo. Para provar tal sentenca usaremos inducdo sobre k. Para k£ = 1 foi exibido na

proposi¢do acima e é:

1
1
(gh) = g'h+gh' = ( k) g,

k=0
Supondo que a sentenca é verdadeira para k = n e provaremos para k =n + 1

(gh)"™) = [(gh)™)]) = [i (?) g(j)h(nj)]/;

Jj=0

n n . .
(gh)+) — ( ) gD R
0

= \J

(gh) D) = <n) [gU=Dp=9) 4 g pln=i=1],
J
Jj=

(gh (n+1 (n) ]+1 (n—j) +Z( ) (n— ]Jrl)’

o \J

n—1
n n n 7L TL n n
(gh)( +1) — (n) +1)p0) 4 (]) G+ p(n=4) 4 Z ( ) i) 4 (0) GO pmtD).
=0

(gh)" ) = gt 4 gp+l) 4 ( ) (@) p(n=i+1) | ( ) G+ p(n=1).
> (" >

=1

<.

n

(gh) (D) = gD 4 gptD) 4 ( ) GO+ 4 ( | ) S =),
S (",

j=1

(n+1) _ (D), (n+1) n n G+ p(n=3)
=g S () )]s

J=1

Temos da Relacdo de Stiffel que:

()62

Portanto, podemos concluir que:
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(gh)™) = g 43 (n+ 1)g(j+1)h(n—j) + gh™ D

=1~ 7

n+1 n+1
(gh>(n+1) _ ( ' )g(nﬂj)h(j)

5.1.2 Aplicagoes das derivadas

Nesta se¢ao, abordaremos algumas aplicagdes das derivadas inerentes ao Célculo Diferen-
cial, nas quais cada uma das aplica¢des aqui exibidas serdo usadas posteriormente no método

de Leibnitz e na demonstra¢do da irracionalidade de 7.

Definicao 5.5. Mdximos e minimos locais

1. Uma funcdo tem um mdximo local em um ponto interior c de seu dominio se

flx) < fle) (5.6)
para qualquer x em um intervalo aberto que contenha c;

2. Uma fungdo tem um minimo local em um ponto interior c de seu dominio se

f(z) = f(e) (5.7)
para qualquer x em um intervalo aberto que contenha c;

Isto significa que existe um intervalo aberto em torno do ponto ¢, no qual o valor da funcdo
em ¢, ou seja f(c), no caso de ser maximo local, atinge o maior valor da fun¢@o f(x) naquele
intervalo aberto, e para o caso de ser minimo local, atinge o menor valor da fungio f(x) naquela
intervalo aberto.

Partindo da ideia de mdximo e minimo local, iremos exibir que se f possui um minimo
local em ¢, entdo a inclinagdo da reta tangente em c € igual a zero, ou seja, f'(¢) = 0, como esta

denotado logo em seguida.

Teorema 5.1. Se f possui um valor de mdximo ou minimo local em um ponto c interior de seu

dominio e se f' é definida em c, entdo f'(c) =0

Demonstragdo. Para provar a afirmac@o acima, iremos exibir que f’(c) ndo pode ser nem ne-
gativa nem positiva, portanto sera zero.

Inicialmente iremos supor que existe um minimo local em c. Se supormos que existe um
maximo local em ¢, iremos concluir o mesmo resultado. Conforme definimos minimo local

mais acima, temos que f(z) < f(c), portanto f(z) — f(c) < 0.
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Como f’(c) é a derivada de f aplicada em ¢, temos, pela definicdo de derivada dada mais
acima que:
f'(¢) = lim M7 (5.8)

T—C T —C
Para que o limite acima exista, os limites bilaterais devem existir € ambos serem iguais.
Analisando os dois separadamente temos que:
7(0) = tm L0 =IO
z—ct r—cC
pois (z — ¢) > 0 pelo fato de que x — ¢*. Como (z — ¢) > 0e f(z) — f(c) < 0, temos que
que f'(c) <0.

De maneira andloga, temos que:

fx) = f(c)

f'(c) = lim ————= >0,
z—c— T —C
pois (z — ¢) < 0 pelo fato de que x — ¢~. Como (z — ¢) > O e f(z) — f(c) < 0, temos que
que f'(c) <0
Podemos concluir de f/(¢) < 0ede f'(c) > 0que f'(c) =0.
Para o caso de ¢ ser um méximo local, a demonstracdo € andloga ao caso anterior. L]

Este teorema nos exibe, conforme ja fora falado anteriormente, que a inclinacdo da reta
tangente a um ponto que seja minimo ou méaximo local € igual a zero, sendo dessa forma a reta
paralela ao eixo horizontal.

Este resultado serd de suma importancia para a demonstracdo do Teorema de Rolle e con-

sequentemente o teorema do valor médio.

Teorema 5.2. Teorema de Rolle. Suponha que y = f(x) continua em todos os pontos do
intervalo [a, ] e derivdvel em todos os pontos de (a,b). Se f(a) = f(b), entd@o hd pelo menos

um niimero ¢ em (a, b) no qual f'(c) =0

Demonstragdo. Como f é continua, seu maximo e minimo absoluto estdo em [a, b]. Analisemos

cada um dos seguintes casos:
1. nos pontos interiores onde f'(x) = 0;
2. nos pontos interiores onde f’ ndo existe;
3. e nas extremidades de [a, b].
Analisando cada um dos itens podemos verificar que:

1. se 0 maximo ou o minimo absoluto ocorrem num ponto ¢ € (a, b), entdo f’(c) = 0 pelo

teorema
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Figura 1 — Gréfico da Curva f e da Reta AB

YA

(b) — fla)
fla) + f b—;.' (x—a)

Fonte: STEWART (2013. p. 264)

2. pela hipétese, como f é derivavel em todo (a, b), ndo teremos nenhum ponto em que f’

ndo existe;

3. se 0 maximo e o minimo ocorrem nas extremidades do intervalo [a,b] e por hipétese

f(a) = f(b), entdo f é constante para qualquer x € [a, b].
Portanto podemos tomar qualquer ponto interior ¢ € (a,b) tal que f'(¢) = 0. O

O teorema de Rolle € essencial para que se possa provar o Teorema do Valor Médio que,

como j4 fora falado, sera usado para a demonstracdo do Teorema Fundamental do Calculo.

Teorema 5.3. Teorema do Valor Médio (TVM) Suponha que f seja continua em um intervalo
la, b] e derivdvel no intervalo aberto (a,b). Entdo existe pelo menos um ponto ¢ em (a,b) tal

que:

f(b) — f(a)

. = f'(c). (5.9)

Demonstragdo. Trace o grifico de f como uma curva em R? e uma reta passando pelos pontos
Ala, f(a)) e B(b, f(b)), conforme a Figurall]

Considere a funcdo cujo grafico € uma reta que contém o segmento AB

() = (@)~ fla) - LU =T

Como h satisfaz o Teorema de Rolle, pois é continua em [a, b] e derivdvel em (a, b). Também
h(a) = h(b) = 0. Portanto existe ¢ € (a,b) tal que 1'(z) = 0. Observe que:

(x —a).
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h/(C) :f/( )_ f(bl)):iz(a)
Como h/(c) =0,
0= i - 0= 1@
Podemos concluir que:
Flo) =1 (bz - 2 (a) (5.10)
O]

5.2 Integracao

Se particionarmos um intervalo [a, b], com a # b em uma particdo P = {xg, z1, ..., x,} de
tal forma que a = xy < 77 < ... < x, = b, essa parti¢do divide [a, b] em n intervalos [z; 1, z;]
comi = 1,2,...,n. A amplitude de cada intervalo é indicada por Azx; = x; — z;_1.

Seja f uma fungdo definida em [a, b] e uma parti¢do P de [a, b]. Tomando para cada indice

i € 1,2,...,n um ¢; escolhido de maneira arbitraria em [z;_1, x;], a soma:

> fle)Axi = fle) Ay + f(e2) Az + ... + fen) Ay, (5.11)
=1

chama-se de um somatério de Riemann da fungéo f.
Estes conceitos de particdo e de soma de Riemann sdo essenciais para que se possa definir

a integral de Riemann.

Definicio 5.6. Seja f uma funcdo definida em [a, b] e um niimero real L. Dizemos que

n

lim > f(e)Ax; =L (5.12)

maxAx;—0 4
1=1

se para todo € > 0 existir um 6 > 0 que s6 dependa de € mas ndo da escolha dos c;, tal que

< €,

para qualquer escolha de c;, tal nimero L, caso exista, é tinico e denomina-se integral de

Riemann de f em |a, b] e indica-se por fab f(x)dx. Logo:

n

/bf(a:)da:: lim ) f(e) A (5.13)

maxAx;—0 4
=1
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Partindo da defini¢do de integral e do Teorema do Valor Médio, € possivel agora provarmos
o Teorema Fundamental do Calculo, que sera essencial para exibirmos o método de Leibnitz

para o calculo de 7 e também para mostrarmos que 7 € irracional.

Teorema 5.4. Teorema Fundamental de Cdlculo Se f for integrdvel em [a,b] e F for uma

primitiva de f em [a,b], entdo:

/ F(@)dz = F(b) — Fla). (5.14)

Demonstragdo. De acordo com a defini¢@o de integral, se f for integravel em [a, b], o valor do

limite:

n
lim E flei) Az,
max Ax;—0 —

2 . . b .
serd sempre o mesmo, independentemente da escolha dos c;, e igual a fa f(z)dz. Assim, se

para um caso particular de c;, tivermos:

max lArgcli—w ; f(C ) v
entdo teremos f; f(x)dz = L.

Supondo que [ seja integravel em [a, b] e que admita uma primitiva F'(x) em [a, b], isto &,
F'(z) = f(x)em [a,b]. Seja P : a = 2y < 1 < 23 < ... < x,, = b uma parti¢do qualquer de

[a, b]. Perceba que:

n

F(b) = Fla) =) [F(z;) = F(zi)].

=1

Segue entdo do TVM que, para uma conveniente escolha de ¢; em [z;_1, x;], teremos

F(b) = Fla) = Y F'@Azi =) _ f(@)Ax.

Se para cada parti¢do P de [a, b], os ¢; forem escolhidos como a equag@o anterior, teremos:

lim Z f(@)Az;= lim F(b)— F(a) = F(b) — F(a),

max Ax;—0 max Az;—0
2

logo
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5.3 Sequéncias e séries

Nesta secdo iremos definir as séries geométrica e alternada, que serdo usadas durante a
exibicdo do método de Gregory-Leibnitz. Mostraremos também nesta secdo o teste da razdo,
que serd usado para exibir que a série exponencial sobre o fatorial convergem para zero, resul-

tado este que serd usado na demonstragdo da irracionalidade de 7.

Defini¢iio 5.7. Uma sequéncia geométrica infinita é uma sequéncia do tipo (a,ar,ar?,-- -
ar™,---) na qual cada termo, a partir do segundo é igual ao produto do termo anterior por
uma constante r, chamada razdo da sequéncia geométrica.

Se tomarmos a soma dos termos dessa sequéncia, geramos a série geométrica, que é da

forma:

[ee]
Zar”:a—l—ar+ar2+---—|—ar”+--- (5.15)
n=0
Iremos mostrar que a série geométrica diverge para r = 1 e para |[r| > 1, porém converge
para |r| < 1.
Se tomarmos uma série geométrica » _ ar”, poderemos verificar que a razdo r pode ser
r=1r>1lour<l.
Ser=1,entdo S,, = a+a+a-+---+a=na — +oo. Como lim n — oo, entdo lim S,
n—oo n—oo

nao existe. Portanto, neste caso, a série geométrica diverge.

Se r # 1, temos:

1

S, =a+ar+-+ar" ! <= rS,=ar+ar*+---+ar" "t +ar".

Subtraindo S,, — r.S,,, obtemos:

a(l —r")
1—7r
Se —1 < r < 1, quando n — oo, podemos afirmar que " — 0. Logo:

S,—1rS,=a—ar" < S, =

1 — "
lim S, = lim o ) ¢ 4 lim r" = a
n—o0 n—o00 1—’[“ 1—7" 1—7“71%00 1—7“

a

Entdo, quando |r| < 1 a série geométrica é convergente, e sua soma é :
- T

Ser < —lour > 1, asequéncia {r"} é divergente, pois como lim n = oo, ocorre que
n—o0
lim S,, ndo vai existir.
n—oo

A série seguinte a ser definida € a série alternada:
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Definicao 5.8. Admita {b,},>, sendo uma sequéncia infinita ta que b, > 0, entdo a série

alternada é a soma dos termos dessa sequéncia da forma,

=0

n

Provaremos que a série alternada é convergente se b, < b, e se lim b, = 0, para todo n.
n—o0
Iniciaremos tomando as somas parciais pares da série, de tal maneira que Sy = b; — bo,

Sy = by — by + b3 — b, e assim sucessivamente. Logo:

Sy =0b—by >0 pois by < by,

S4 = SQ + (bg — b4) Z SQ pOiS b4 S bg.

Em geral:

Son = Sop—2 + bap—1 — bay, > bop_o pois bay, < bop—1.

Portanto:

0< 8 <S8 <Se< < Gy <o

So, também pode ser escrito sob a forma de somas parciais pares, isto é:

Son =by — (by —b3) — (by — bs) — ... — (bap—2 + bay—1) — bay.

Tomando também as somas parciais impares da série, temos que:

S2n—1 = bl - (b2 - bS) - (b4 - bS) e T (an—Q - b2n—1) - (an - b2n+1)-

Cada termo entre os parénteses da sequéncia Sy, € positivo, pois by, < bs, 1, portanto
Son < by para todo n. Como a sequéncia S5, é limitada superiormente, é convergente. Chama-
remos esse limite de s, temos que lim Sy, = s.

n—roo

Iremos verificar se ela também ird convergir no caso das somas parciais serem impares. Se

calcularmos o limite de S, 1, vamos ter que:

lim S2n+1 = lim (Sgn -+ b2n+1> =S+ 0=s.
n—00

n—o0

Como ambas as somas parciais, pares e impares convergem para s, temos que ILm S, =5,
e assim, a série € convergente. o

Note que a convergéncia s6 se deu por que os termos b,, formam uma sequéncia positiva,
decrescente e tendendo a zero. Caso isso ndo ocorresse, nao teriamos convergéncia. Portanto a

condic¢do essencial para que a série alternada seja convergente € que os termos b,, formem uma
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sequéncia positiva, decrescente e tendendo a zero.

Para estas séries, pode-se verificar a convergéncia usando um método particular. Porém para
séries em geral, existem outros métodos que nos permitem calcular a convergéncias como por

exemplo, o teste da razdo.

o
Teorema 5.5. Teste da Razdo Seja a série >, a, com a;, > 0 para todo k > q, onde q é um

k=0
Qg L
natural fixo. Se lim existir, teremos que:
k—o0 ag
. Qg
L= lim — , (5.17)
k—o0 ak

D
1. se L <1= > ay é convergente;
k=0

[e.e]
2.se L>1oulLl =00= ) ayédivergente;
k=0

3. se L =1, o critério nada revela.

oo N k
Com o teste da razdo, é possivel verificar se » p_' ¢ convergente. Se tomarmos ay = o
n=0 T .
temos que:
P
a k+ 1)
k1 _ *‘k) __P (5.18)
ag P k+1
k!
Logo temos que:
. Ar+1 .
lim = lim —— = 5.19

Portanto, pelo critério da razdo, a série € convergente.



6 METODOS CLASSICOS DO CALCULO DE =

Como vimos nos capitulos anteriores, muitos homens desenvolveram diversos métodos para
calcular 7 no decorrer da historia. Neste capitulo, iremos exibir alguns desses métodos, prin-
cipalmente aqueles considerados mais importantes. Dentre esses trataremos do célculo de m

desenvolvido por Arquimedes e por Gregory-Leibniz.

6.1 O método de Arquimedes

O 7 é a razdo entre o comprimento da circunferéncia e o seu didmetro. Baseado nesta
definicdo, Arquimedes construiu poligonos inscritos e circunscritos a um circulo de tal forma
que estes poligonos fossem dobrando o seu nimero de lados, ao ponto de que eles se aproxi-
massem o maximo possivel da circunferéncia, tornando o perimetro desses poligonos cada vez
mais préximo do contorno da circunferéncia. Portanto, basta calcular o quociente entre este
comprimento e o didmetro, gerando uma aproximacao de 7. A medida que o nimero de lados

aumenta, a precisdao nos valores das casas decimais do 7 também aumenta.

6.1.1 Poligonos Inscritos

Tomemos entdo um poligono regular inscrito num circulo, com n lados, cada um deles
medindo S,,. Iremos tornar o nimero n suficientemente grande de tal maneira que os lados do
poligono se aproximem cada vez mais da circunferéncia, tornando o perimetro P, do poligono
regular muito préximo do perimetro do circulo. Observe entéo a figura [}

Iremos determinar Sy, em fungdo de S,, e do raio R do circulo. Na figura ??, temos um
circulo de raio R e centro O, e neste, uma corda C'E, perpendicular ao didmetro AB. O
tridngulo AABC ¢ retangulo e C'D € a altura do vértice A. Logo AC? = AB.AD. Também o
tridangulo AODC ¢ retangulo, dessa forma DO? = OC? — CD?.

Se CE = S, entaio AC' = S5,. Como também AB = 2R, AD = m entdo podemos

concluir que:

Figura 2 — Construcao do poligono inscrito

Fonte: BARBOSA (2012. p. 177)



1. (S2,)* = 2.R.m;

2. (R—m)®=R>— (%),
Eliminando m dessas equacdes, temos que:
2R 4
4R? — 52

52
Z2n 4 VT Tn

2R 2

R —

2R* — S3 = £R\/4R2 — 52

Note que 2R? — S2. > 0, pois

(V2R — S2,) (V2R + S3,) > 0

Perceba que como V2R + S,, > 0, nos resta verificar que V2R — 8,5, > 0, e de fato o &,
pois:

Son < V2R = S,
Logo:

Son, < Sy

e isso € verdade pois n > 2.
Portanto:

2R* — S5 = R\/4R?2 - S2

Podemos entdo concluir que:

Sop = \/2R2 — RVA4R? - 5,7 (6.1)

Como temos que um quadrado inscrito numa circunferéncia de raio R tem lado medindo
Rv/2 entdo, S, = R+/2. Substituindo essa sentenga na equagio acima, obtemos:

S = \/232 — R\JAR? - (RV2) = 2R — VI = R\J2— V3

Substituindo esse resultado na equagdo anterior, obtemos a medida do lado do poligono
inscrito de 16 lados:

32
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Sie = \/232—1%\/432—(3\/2—\/5)2 = \/2R2—R\/2R2+R2\/§—R\/2— \V2+ V2

Ao fazermos esse processo, estaremos dobrando o nimero de lados do poligono inscrito e
obtendo o valor da medida de cada um de seus lados.

Como S, representa o valor da medida do lado de cada poligono regular de n lados, pode-
mos encontrar o perimetro desses poligonos regulares multiplicando .S,, por n. Calculando o

valor de cada uma das expressoes acima, podemos gerar a tabela [T}

Tabela 1 — Valores do Perimetro P, - Poligonos Inscritos

Tabela

n ]l S | L

4 1,41421. R | 5,6568 . R
8 0,76537. R | 6,1229 . R
16 || 0,39018 . R | 6,2428 . R
32 1 0,19603. R | 6,2730. R
64 || 0,09814. R | 6,2806. R
128 || 0,04908 . R | 6,2825 . R
256 || 0,02454 . R | 6,2830. R
512 || 0,01227 . R | 6,2831 . R

Fonte: BARBOSA (2012. p. 177)

Tomando R = 1, temos entdo que:

6,2831.R
2R

12

s <— 7w =3, 1415. (6.2)

6.1.2 Poligonos Circunscritos

De maneira similar aos poligonos inscritos, iremos tomar um poligono regular circunscrito
num circulo, com n lados, cada um deles medindo .S,,. Iremos tornar o ndmero n suficiente-
mente grande de tal maneira que os lados do poligono se aproximem cada vez mais da circun-
feréncia, tornando o perimetro £, do poligono regular muito préximo do perimetro do circulo.

Dado o poligono regular circunscrito, tracamos uma reta AD, perpendicular a reta DC),
de maneira que OD = AD = z. Consequentemente, forma-se o tridngulo isdsceles OAD.
Posteriormente, usando DN e AD, formamos um retdngulo cujos lados medem S,,/2 e z,
conforme nos mostra a figura 3]

Temos que:

OD = AD = r; DJ:AB:%; MK:JK:%; OBA =OKJ=OKM = 90°.

Observe que o triangulo AODN ¢é retangulo, portanto vale o teorema de Pitdgoras:
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Figura 3 — Construcao do poligono circunscrito

F
G
o E
L
D 2L c
J
Iy B

Fonte: Construida pelo autor

2 3 2 2 AR2
x2:<%> +R2:>:c:\/(sn)2_4R = (Sn)2+ R.

Note que os triangulos AOAB e AOJK sdo semelhantes, pelo caso AAA, portanto, temos

a seguinte relacao:

SQn

~  ON
S.  ON + BN
2

S R
S, R+x

Substituindo o = encontrado na equacdo anterior, obtemos:

RS, RS, 2RS

~ Rta (S, )2+4R> 2R+ /(S,)2 +4R?
R+ 5
Temos que um quadrado circunscrito numa circunferéncia tem lado medindo 2R entao,

SQn

S, = 2R. Substituindo essa sentenga na equagao acima, obtemos:

B 4R? AR 2R
2R+ V4R2 +4R2  2R+2RV2 1++2

Substituindo este resultado na mesma sentenga encontrada vamos obter que:

Sg =2R(V2 - 1).

AR*(V2 - 1)
S16 =
2R+ \/(2R(VZ — 1))? + 4R?
o 2R(v2 - 1)

1+\/(\/§—1)2+1'



35

Assim como fizemos para o caso dos poligonos inscritos, também podemos construir uma
tabela de tal maneira que ela possa nos dar a medida dos lados S,, dos poligonos circunscritos
e também as medidas dos perimetros P, destes mesmos poligonos, conforme esta retratado na
tabela

Tabela 2 — Valores do Perimetro P, - Poligonos Circunscritos

Tabela

O

4 2. R 8. R

8 0,82842. R | 6,62741 . R
16 || 0,39782. R | 6,36519. R
32 [ 0,19698 . R | 6,30344 . R
64 || 0,09825. R | 62882 . R
128 || 0,04909 . R | 6,2844 . R
256 || 0,02454 . R | 6,2835. R
512 || 0,01227. R | 6,2832. R

Fonte: Construida pelo autor

Assim como fizemos antes, tomando R = 1, temos que:

6,2832.R
2R

12

<— 7w =3, 1416. (6.3)

7

T 3,1416.

6.2 O método de Gregory-Leibniz

Trataremos nesta se¢do de um dos primeiros métodos analiticos do cdlculo de 7 na historia.
Este método desenvolvido por Leibnitz cria uma relacao capaz de aproximar o valor de m com
quantas casas decimais se desejar. Para chegar ao resultado encontrado por ele, iremos recorrer
aos recursos que abordamos e demonstramos no Capitulo

Recorde que se f(z) = tanz, teremos que f'(z) = sec?z. Tomemos neste momento a

funcdo y = arctant.
Note também que:

tany = tan(arctant) <= tany = t.

Portanto, para calcular a derivada de y = arctant, tomaremos ¢ = tany e aplicaremos

derivacao implicita em ambos os membros. Portanto:

1
sec2y’

(t) = (tany) <= 1= (sec?y).y = ¢ =
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Recorde que sec? y = 1 + tan?y. Logo:

. 1
Y T 1  tan? y
Como t = tan y, temos que:
P
14 t2
Como concluimos que
(arctant) = !
1+

Se aplicarmos o Teorema Fundamental do Célculo, teremos que:

A |
arctan x :/ dt.
o 1+12

Com esses resultados, podemos construir uma série que seja capaz de se aproximar de 7. Se

tomarmos uma série geométrica definida na secdao de primeiro termo igual a 1 e razio —t2,

tal que:

Il = 1= ] = (=0 = £} = [t = < 1

Esta série é convergente com

1 1
S = = . 6.4
1—r 1+4¢ ©4)
Portanto:
b —iar”—a+ar+ar2+---+ar"+--- (6.5)
l—r & '
Como > ar™ = > 1.(=t*)" = > (=1)"(t*)", podemos escrever:
n=0 n=0 n=0
1 o
—— =) (=)"() =1+t (D)) + 6.6
T ;<><> o (S ()" (6.6)

Integrando ambos os membros desta ultima igualdade, usaremos o que verificamos mais
x

acima, que arctanz = [

dt. Portanto, teremos:
o L+

€T x
1 (e.9)
arctanr = | ——=dt = —1)"*"dt
/ 14 t2 / Z< )
0 0 n=0
Até agora, ndo foi verificado se € possivel realizarmos integracdo sobre uma série de poténcias,

porém o teorema abaixo permite tal circunstancia.
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Teorema 6.1. Se uma fungdo f(t) possui uma representagdo em série de poténcia de t, isto é,

f(t) =" ant", e esta série for convergente para t € (—c,c) C R, entdo:

T

/ f(t)dt = / Z (ant™) dt = Z( / ant"dt)

_00

para todo t € (—c,c), a convergéncia da nova série obtida pela integracdo dos termos pode

ser alterada parat = +c

Este teorema ndo serd demonstrado por fugir ao propodsito do trabalho. Integrando a série,

teremos:

arctanz = / Z )™ dt = Z / )" dt) =
0
2n+1 :L,?) $5 (_1)n$2n+1
_Z 2n+1 A L T T R
Podemos conclulr que:
3 5 —1) 2n+1
arctanx:x—%—k%—---—k% (6.7)

Pelo fato de esta série ser geométrica, ela converge se | — t?| < 1 <= |[t| < 1. Portanto,
o intervalo de convergéncia é (—1, 1), porém este ultimo teorema citado permite que ela seja

convergente no intervalo fechado [—1, 1]. Para x = 1 temos:

oo

1 1 1 (—1)
14— Z4... ~ 7
375 7" 7;2n+1

Ambas as séries atendem as condicdes da série alternada, pois os termos formam uma
sequéncia positiva, decrescente e tendendo a zero. Dessa forma, o intervalo de convergéncia

agora passa a ser de x € [—1, 1]. Como arctan 1 = % podemos fazer:

T fanl—1—s+2—24 (D"
—=arctanl=1—-4+—-——+--. =
A 375 7 2o+ 1
Y CRNE .
= 375 7
= 4.(=1)"
I N S 6.8
m nzzozn+1 ©.3)

Com essa relagdo, tornando o valor de n cada vez maior, mais preciso serd o valor de T,
como podemos ver na tabela|3|a seguir:

Com este algoritmo, podemos aproximar m com quantas casas decimais desejarmos.



Tabela 3 — Aproximagao de 7 pela série de Gregory-Leibnitz

Tabela
ES 4

n n;o(_ 1) 1 T

0 4,0000000 4,0000000
1 -1,3333333 2,6666667
2 0,8000000 3,4666667
3 -0,5714286 2,8952381
4 0,4444444 3,3396825
5 -0,3636364 2,9760461
6 0,3076923 3,2837384
7 -0,2666667 3,0170717
8 0,2352941 3,2523658
9 -0,2105263 3,0418395
10 0,1904762 3,2323157
11 -0,1739130 3,0584027
12 0,1600000 3,2184027
13 -0,1481481 3,0702546
14 0,1379310 3,2081856
15 -0,1290323 3,0791533
16 0,1212121 3,2003654
17 -0,1142857 3,0860797
18 0,1081081 3,1941878
19 -0,1025641 3,0916237
20 0,0975610 3,1891847
21 -0,0930233 3,0961614
22 0,0888889 3,1850503
23 -0,0851064 3,0999439
24 0,0816327 3,1815766
25 -0,0784314 3,1031452
26 0,0754717 3,1786169
27 -0,0727273 3,1058896
28 0,0701754 3,1760650
29 -0,0677966 3,1082684

Fonte: GUZZO 2010
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7 A IRRACIONALIDADE DE 7

Como ja foi tratado no capitulo 4} a busca pelo valor de m ocorreu historicamente por di-
versos fatores, mas um dos mais importantes era verificar se em alguma casa decimal, passaria
a surgir uma repeticao, tornando-o assim um ndmero racional. Porém a cada método novo que
surgia, se descobriam novas casas decimais e a repeticdo que tanto se buscava nio era encon-
trada. Surgia entdo a hipdtese de que 7 fosse irracional.

Entdo em 1761 o matematico J. H. Lambert conseguiu provar que este fato usando fragdes
continuas. Porém, a prova que usaremos aqui foi feita por I. Niven, que surgiu posteriormente
e que € mais simples que a prova de Lambert.

Nossa fun¢do de partida sera:

flz) = ——, (7.1)

onde n € um nimero inteiro positivo.
Iremos mostrar que f*)(0) e f¥)(1) sdo nimeros inteiros para qualquer k = 0,1,2, ...,
onde f* representa a k-ésima derivada de f e f(© = f.

n

Aplicando a proposigﬁona funcao acima, tal que g(x) = 35_' e h(z) = (1—xz)", obtemos
n!

k
1 k , :
(k) — n(7) _ ) (—3)
79 =23 (M) @1 - oy,
J=0
Se analisarmos o nimero de vezes que derivaremos z" teremos que:

0, se j<mn,

(™) D] = ¢ nl, se j=mn,

0, se j>n,
onde a barra no ponto x = 0 significa que a derivada € calculada no ponto z = 0. Como em
todos os casos (z"))],_o = 0 se j # n, iremos analisar apenas o caso em que j = n, que
é a equacio (f¥(0)) = (];) ((1 — z)")*=") na qual verificaremos as circunstincias nas quais

podemos extrair um nimero inteiro. Note que:

f®0)=0 se k<mn,
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k

n

7900y = ()10 = o1 = (-ayn

Portanto, para cada um dos casos, teremos que f**)(0) é um nimero inteiro. Vejamos agora

) se k>n.

para quando f*)(1).
Perceba que para a fungéo f(z), teremos que f(x) = f(1 — x).

F(1— ) = (1l—a2)"(1-(1—2x)" _ (1 —z)a" _ f(a)

n! n!

Portanto, se f(z) = f(1 — z), teremos que f*)(z) = f®)(1 — x). Logo se z = 0,
FR0) =fB(1-0) <= fO0) = fO().

Portanto, f*)(0) e f*)(1) sdo nimeros inteiros. Este fato sera essencial para o que vird em
seguida.

Suponha que 72 = g tal que b seja uma fragdo irredutivel. Tomemos a fungdo F(x) tal

que:

F(z) =) 'z [P (z) (~1)* (7.2)
k=0

2n—2k

Note que cada um dos fatores ¢"m podem ser escritos da seguinte forma:

n—k
n,_2n— n n— n(P n—
¢ =g () =g (—) = p"*".

q
Como p e ¢ sdo inteiros, p" *¢* também o é. Dessa forma, observe que:

F(0) =¢" iﬂw’“f(%)(o)-(—l)k = ip”’“q’“f@’“’(o)-(—l)k-
k=0 k=0

Como mostramos anteriormente que f*)(0) é um nimero inteiro para qualquer & inteiro,

entao:

F(0) =) p" " f(0).(~1)*

¢ um numero inteiro.

De maneira similar, temos que:

F(1)=q¢" ) w2 O).(-)F =Y p" " FE (). (-DN

k=0

Também foi mostrado que f(*)(1) é um niimero inteiro para qualquer & inteiro, logo:

) = 3 bt o0 (1) (1
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¢ um ndmero inteiro. Portanto, F'(1) e F'(0) sdo ndmeros inteiros. Tomando a expressdo

F'(z)sinme — nF(x) cos mz, aplicadas em = 1 e 2 = 0 e subtrairmos ambas, teremos

7(F'(1)sinm — 7 F (1) cosm — F'(0)sin0 + 7w F(0) cos 0) = w(F (1) + F(0)) (7.3)

Porém, esta igualdade pode ser representada como sendo:
1
/ (F'(z)sinter — nF(x) cosma) dx = F'(x)sinmz — nF (z) cos x|y = w(F(1) + F(0)),
0

/0 (F'(z)sinmx — nF(z) cos ) de = w(F (1) + F(0)).

Perceba também que (F'(z) sin mz — wF () cosmx)’ pode ser escrito como sendo:
(F'(z)sinmo—7F(x) cosma) = F"(z)sinmo+mnF'(x) cos re—7nF' () cos mx+a*F(z) sin 7z,

(F'(z)sinme — 7F (x) cosz) = F"(x)sin x4+ 72 F(x) sin 7. (7.4)
Como temos que:

n

FO(a) =Y qn* 2 O (). (—1)%, (7.5)

k=0
podemos concluir que

FO(z)sinmx + n*F(z)sintz = sinmz(F@ (z) + 72 F(z)) =
= ¢" sin 7rx(7r2”f(2)(x)—7r2”_2f(4) (:E)+...+(—1)”f(2"+2) (z) 4+ +2 f(2)—n2n f 2 (a:)+...+(—1)"7r2f(2") (:

= ¢"sinma((—1)" f* (@) + 72 f(2)),

F"(z)sinmx 4+ m2F (x) sinwe = ¢"sinwz((—1)"f 2 (z) + 722 f(2)

"1 —ax)"

Como f(z) = .

Logo:

temos que seu grau é 2n. Consequentemente f>"+2)(z) = 0.

FO(z)sinma+n?F(z)sinmz = "7 2 f(z) sinma = ¢° (E) 72 f(z) sinx = p"w’f(x)sin 7w
q

Logo, aquela integral que citamos mais acima pode ser calculada por

/0 (F'(z)sinte — nF(z) cos ) de = /0 p"mf(x)sintardr = 7(F(1) 4+ F(0)). (7.6)
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Portanto teremos a seguinte igualdade,

ptm /01 f(z)sinredr = F(1) + F(0) (7.7)

e o 1 . .
Como provamos que F'(0) + F(1) é inteiro, iremos mostrar que p"= [, f(z) sin mxdz é um
nimero entre zero € um, gerando assim um absurdo.

Como haviamos definido:

Para 0 < x < 1 temos que f(x) > 0 e que
n(l — n
"1 —x) _ 1
n! n!

Portanto f é uma fungdo que estd entre 0 < f(x) < —-
n!

Multiplicando os membros desta dltima desigualdade por wp" sin x:

) mp" sin Tx
0 <mpsinmaf(x) < p—‘
n!
Integrando os trés membros de 0 a 1, teremos:
1 e
0< ﬂpn/ sinmx f(x)de < — | msinmrdr.
o n:Jo

Calculando a integral fol 7 sin rrda:

1
/ msinmxdr = — cos 7w + cos 0 = 2.
0
Logo:

1

2 n
0< an/ sinmz f(x)dr < i'
o n!

V0 2 n
Como lim p_' = (, conforme foi exibido no capitulo € natural que também lim b

n—oo MN! n—oo 1.
n

0. Podemos entdo tomar um n € N suficientemente grande de maneira que il < 1. Portanto:
n!

1
0< an/ sinmx f(x)dr < 1, (7.8)

gerando um absurdo. Portanto 7 € irracional.



8 A APLICABILIDADE DO 7 EM SALA DE AULA

Nos capitulos anteriores, tratamos da constru¢do historica do nimero 7, das diversas formas

que grandes pensadores se utilizaram para encontrar uma aproximac¢ao numérica para o seu

valor, e por fim, abordamos a demonstracao da irracionalidade de m, prova esta feita por I.

Niven em 1947. Neste capitulo traremos uma sugestdo pedagdgica para que o professor possa

tratar desses temas em sala de aula com os seus alunos.

8.1 Aula sobre o nimero 7

1. Tema O numero 7.

2. Objetivos

a)
b)

9

Compreender como surgiu 0 numero 7;
Calcular por meio de diversos métodos uma aproximacao para 7;

Verificar por meio de exercicios que o nimero 7 € irracional.

3. Conteddo

a)
b)
c)

A histéria do ndmero ;
Os diversos métodos que permitem uma aproximag¢ao para o nimero T;

A irracionalidade de 7.

4. Desenvolvimento do tema.

a)

b)
c)

d)

)

Iniciar a aula mostrando a férmula que permite calcular a drea de um circulo e

comprimento de uma circunferéncia;
Mencionar o valor numérico da constante 7 que esta presente em ambas as férmulas;

Questionar os alunos acerca de como se descobriu o valor numérico da constante 7

e pedir sugestoes;
Fazer uma breve cronologia do nimero 7 em seus diversos contextos histéricos

Aplicar o exercicio, que segue abaixo, cujas questdes sao formadas por métodos que

nos permitem encontrar uma aproximagao para 7;

Fazer os alunos notarem que as diversas aproximacodes encontradas ndo coincidem

e que elas ndo geram uma periodicidade;

Exibir a ideia de irracionalidade e mostrar que o 7 € irracional por meio da tltima

questao;
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h) Finalizar a aula contando a histéria de Arquimedes, e o método usado pelo mesmo
para encontrar uma aproximacao para o nimero 7, findando com a apresentacao da

construcdo deste método feita no Geogebra e que se encontra no GeogebraTube.
5. Recursos didaticos

a) Quadro;

b) Apagador;
¢) Pincel;

d) Computador;
e) Datashow;
f) Internet;

g) Atividade impressa.
6. Avaliacao

a) Processual e continua;

b) Atividade em sala.

7. Exercicio para aplicar em sala

1- No Egito antigo, alguns matemdticos queriam encontrar qual seria o valor da drea de
uma circunferéncia de raio 1. Para isso, eles puderam verificar que a area de um circulo
qualquer € igual a de um quadrado cujo lado é o diametro de circulo diminuido de sua

nona parte. Sabendo que o circulo tem raio 1, determine a drea deste circulo.

OBS: Note que como A = w2, se r = 1, teremos que A = 7. Ou seja, se encontrarmos

a drea desse circulo unitério, estaremos encontrado também uma aproximagao para 7.

2- Na antiga Babilonia, alguns homens conseguiram encontrar uma aproximacao para T,
que ficava entre as fragoes 3 e - Verifique entre que valores o nimero 7 se encontrava

na visao dos babilonicos.

3- No Renascimento, o matematico Leibnitz conseguiu encontrar uma aproximacao para

o nimero 7 por meio da série abaixo:
™ 1 1 1 (—=1)"
e N . S AR
4 3+5 7Jr Jr2n—|—1

Quanto maior for o valor de n, maior pe a aproximagao de 7. Calcule o valor de ™ quando

n for:
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a)n=23
by n=4
c)n=2~8

4 - Um nimero que apresenta casas decimais e que nestas casas nao existe um periodo, a

este nimero chamamos irracional. Observe as questdes anteriores e responda:

a) Em alguma das aproximagdes encontradas, existe alguma periodicidade?
b) O que este resultado significa?

¢) Vocé classificaria o m como um nimero racional ou irracional?

OBS: link da constru¢@o no GeogebraTube: (http://www.geogebra.org/student/m747785)


http://www.geogebra.org/student/m747785

9 CONCLUSOES

Como levantado inicialmente, os alunos e também os professores pouco conhecem sobre 0
numero 7. Esta constante € usada no ensino bésico de forma muito técnica, apenas usando em
aplicacdes pontuais, como por exemplo para encontrar a drea de um circulo e o comprimento
de uma circunferéncia.

Com o intuito de fugir desta mera repeti¢ao técnica, fizemos um levantamento histdrico de
como esse numero foi sendo calculado e quais foram os principais métodos usados para este
fim. Por fim, e como principal objetivo, sugerimos uma proposta pedagdgica de como pode-se
abordar sobre o nimero 7 em sala de aula de uma maneira diferente.

Um dos desafios mais intrigantes para os professores de matemaética € estimular o aluno a
estudar esta disciplina. Durante a pesquisa, notamos que a histéria da matemética pode funcio-
nar como um dos possiveis instrumentos pedagdgicos, de maneira que o seu uso pode tornar as
aulas de matematica mais interessantes e pode despertar o interesse do aluno pelo tema abor-
dado.

De maneira particular, pudemos comprovar que usar os conhecimentos histéricos que se tem
sobre o 7, pode levar o aluno a refletir que matematica vai muito além de mera aplicacdo técnica
de féormulas previamente formadas. Com o uso da histéria do 7, pudemos mostrar que ele € um
numero repleto de significado, e usando desta histéria que o circunda, € possivel estimular o

aluno a estudar matematica cada vez mais.
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