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Resumo

Este trabalho ¢ uma proposta de uso do software GeoGebra no curso de geometria
plana para alunos de 1° ano do ensino médio. A escolha deste software se deu pelas suas
caracteristicas didaticas, que tornam a compreensao dos conceitos trabalhados mais
acessiveis aos alunos. O software foi aplicado, como sugestao, no estudo dos angulos,
triangulos, poligonos e circunferéncia, citando alguns fatos historicos e relacionando os
assuntos, quando possivel, com outras areas do conhecimento.

Paralelamente & escrita deste trabalho, muitas das propostas sugeridas foram tra-
balhadas em sala de aula, e os resultados obtidos foram satisfatorios.

Espero que a leitura deste material suscite nos professores o desejo de criacao de
novas ideias para uso deste software e de outros em suas aulas, inserindo o ensino da
matemética em uma perspectiva mais atual, utilizando ferramentas tecnologicas que

sao comuns ao cotidiano dos alunos.



Palavras-chave

GeoGebra, Geometria Plana
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Abstract

This study is about a proposal of using the GeoGebra software in the geometry
course to first year high school students. The reason for the choice of this software
is due to its didactic characteristics which make the studied concepts more accessible
to the students. The software was applied, as a suggestion, in the study of angles,
triangles, polygons and circumferences mentioning some historical facts and relating
the subjects, as far as possible, to other knowledge areas.

Parallel to the writing of this work, many of the suggested proposals were worked
in class and the final results were satisfactory.

We hope that the reading of this material produces among teachers the will to
create new ideas for the use of this and other softwares in class as well as placing the
math teaching in a more current perspective through the use of technological tools

which are familiar to the students everyday activities.
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1 Introducao

Este trabalho é uma sugestao do uso do software GeoGebra em aulas de geometria
plana para alunos do ensino médio. Uma motivagao para tal é atender a uma busca de
metodologias que tornem a compreensao das ideias trabalhadas em matematica mais
acessiveis e mais atraentes aos alunos.

No decorrer do trabalho um objetivo foi mostrar que praticamente toda figura que
o professor precisar construir no quadro, ele pode substituir por construcoes com o
software, ja que o GeoGebra possui ferramentas adequadas para praticamente toda
construcao; das mais simples as mais complexas. O roteiro dos assuntos que seguem
é apenas uma sugestao, e cada figura apresentada serve apenas como exemplo de uso
do software, podendo ser usada ou nao nas aulas. Foram também colocados alguns
tutoriais para a construcao de algumas figuras; nao de uma forma muito detalhada,
mas mostrando onde estao varios dos comandos do GeogGebra. Na verdade, grande
parte das construcoes possuem tutoriais pela internet, e o proprio professor pode buscar
caminhos para construir as figuras que desejar.

Nao defendo aqui a ideia de que as aulas sejam todas dadas usando o GeoGebra,
mas sim que qualquer assunto pode ser dado usando-o. Cabe também ao professor
decidir quais figuras sao convenientes de se construir em sala de aula, quais ele ja deve
levar prontas e quais ele pode pedir para que os proprios alunos construam sozinhos,
sem que ele ja as tenha feito. O professor deve ter cuidado com as construcoes que fara
durante as aulas, pois se elas forem demoradas, podem provocar um desinteresse dos
alunos em acompanhar, dai algumas figuras podem ser levadas prontas para apenas
analises durante as aulas. De acordo com as experiéncias que tive, ¢ importante um bom
dominio dos comandos para construcao de figuras durante as aulas, pois do contrario
pode-se perder a atencao dos alunos.

Também cito neste trabalho alguns assuntos que usualmente nao sao explorados
no decorrer dos cursos de geometria plana no ensino médio, resgatando alguns fatos
historicos relevantes. Isto é uma tentativa de mostrar aos alunos que os conhecimentos
cientificos que acumulamos até os dias atuais sao frutos de drdua dedicacao de varios
estudiosos ao longo da historia.

Em relacao a teoremas apresentados no decorrer do trabalho, nao houve a preocu-
pacao com suas demonstragoes, ja que o objetivo é usar o software para uma melhor

apresentacao das ideias e assim facilitar a compreensao pelos alunos.
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Também mostro algumas ligagoes do conhecimento matematico com outras disci-
plinas. Esta ligacao jamais se dard sem uma troca de ideias com os professores das
outras areas e sem pesquisa por parte do professor.

O trabalho comecou com um breve histérico sobre a obra de Euclides e depois se
desenvolveu em quatro secoes; angulos, triangulos, poligonos e circunferéncia.

A secao sobre angulos mostra como usar o GeoGebra para definir conceitos basicos
da geometria plana, mostra também tutoriais para algumas construcoes e relatos do
uso do software em sala de aula.

Na secao sobre triangulos mostrou-se a utilidade do software para deixar bem com-
preensivel alguns teoremas como soma dos angulos internos de um triangulo e teorema
do angulo externo. Mostrou-se também que o software facilita bastante as aulas no
sentido de se fazer construgoes com qualidade, construgoes que quando feitas no quadro
podem nao ter uma boa qualidade, como as construcoes que envolvem as medianas,
alturas, bissetrizes e mediatrizes de um tridngulo, com seus respectivos pontos de en-
contro e propriedades.

Na secao sobre poligonos destaca-se o uso do software para mostrar poligonos re-
gulares que cobrem ou nao o plano e a construcao dos varios quadrados que seguem a
sequéncia de Fibonacci, mostrando nesta construcao a espiral aurea.

Na tltima secao sobre circunferéncia e circulo foi sugerido uma construgao no Geo-
Gebra que explica a ideia de Eratostenes para calcular o comprimento da circunferéncia
da terra, construcoes que mostram as lunas de Hipdcrates, que surgiram como tenta-
tiva de quadrar o circulo, e mostra também um recurso do software para calculo de
integrais definidas, cujos resultados foram usados para encontrar areas sob curvas.

O GeoGebra é um software livre e pode-se fazer o seu download em www.geogebra.org.
Neste local sao apresentados varios tutoriais para uso do software, que sao mais deta-

lhados do que os apresentados neste trabalho.
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2 Um Breve Historico Sobre o Trabalho de Euclides

Como este trabalho tem por objetivo mostrar o uso do software (GeoGebra no estudo
da Geometria Plana, é conveniente fazer um breve histérico sobre uma obra muito
importante para a geometria, que é a obra Elementos, de Euclides. Este breve historico
se dedica mais a uma leitura feita por alunos do que propriamente a uma leitura
feita por professores. Para quem se interessar por mais detalhes sobre historia da
matematica, pode-se pesquisar em [1] e também em [2].

A geometria plana é também chamada de geometria Euclidiana devido aos traba-
lhos do matematico Euclides nesta area. Segundo [1|, Euclides organizou trabalhos
anteriores em sua obra chamada Elementos, o que nao significa que ele tenha feito
apenas uma copia de outros trabalhos. Um dos fatores que tornam esta obra muito
importante é o fato de Euclides ter feito uma compilacao muito bem sucedida e muito
bem sistematizada de trabalhos anteriores (como de Teudio de Magnésia, da Academia
de Platao, que por sua vez se inspirou em Hipocrates de Quio e em Léon), fazendo ele
proprio muitas demonstracoes e aperfeicoando muitas outras. Euclides fez uma exce-
lente escolha de proposicoes com um arranjo que segue uma sequéncia logica, a partir
de poucas suposigoes iniciais dadas como verdade. Esta forma de organizar os contei-
dos é chamada de forma postulacional de raciocinio onde uma afirmacao é provada a
partir de afirmacoes anteriores, que por sua vez também foram provadas a partir de
afirmacoes anteriores, e assim sucessivamente, de tal forma que tudo se baseia em afir-
macoes iniciais que nao precisam ser demonstradas, afirmacoes estas que sao chamadas
de axiomas. Tudo decorre destes axiomas ou postulados. Nao se sabe ao certo quais
e quantos axiomas e postulados Euclides empregou para deduzir as 465 proposigoes
de sua obra, devido as mudancas e acréscimos feitos por edigdes subsequentes (e nao
temos a obra original), mas ha fortes indicios de que sejam as 10 afirmagoes seguintes:

e Coisas iguais & mesma coisa sao iguais entre si.

e Adicionando-se iguais a iguais, as somas sao iguais.

e Subtraindo-se iguais de iguais, as diferencas sao iguais.

e Coisas que coincidem uma com a outra sao iguais entre si.

e O todo é maior do que a parte.

e E possivel tracar uma linha reta de um ponto qualquer a outro ponto qualquer.

e E possivel prolongar uma reta finita indefinidamente em linha reta.

e L possivel descrever um circulo com qualquer centro e qualquer raio.
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e Todos os angulos retos sao iguais entre si.

e Se uma reta intercepta duas retas formando angulos interiores de um mesmo lado
menores do que dois retos, prolongando-se essas duas retas indefinidamente elas se
encontrarao no lado em que os dois angulos sao menores que dois angulos retos.

Esta forma postulacional de escrever foi modelo para matematicos (nao tanto nos
séculos XVIT e XVIIT ), e é isto que torna esta obra de Euclides tao importante.

Ainda de acordo com [1], pouco se sabe sobre a vida, personalidade, data e local
de nascimento de Euclides. E muito provavel que sua formacdo matematica tenha
vindo da escola platonica de Atenas e que tenha sido ele o criador da notavel escola de

matematica de Alexandria.

Na proxima secao comecaremos com um assunto da geometria plana, os angulos, ja
usando o GeoGebra.
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3 Angulos

As definicoes, propriedade e teoremas apresentados nesta secao, envolvendo angulos,
serao explicadas através das construgoes feitas no Geo(Gebra, e que devido a qualidade
proporcionada pelo software se tornam mais compreensiveis pelos alunos.

Devemos comegar tendo em mente as idéias intuitivas (conceitos primitivos) de
ponto, reta e plano, que vou considerar conhecidos, sem necessidade de definicdo. A
partir dai vamos falar de angulos. Segundo [3], chama-se angulo & reuniao de duas
semirretas de mesma origem, nao contidas numa mesma reta (nao colineares). Na ver-
dade esta definicao pode sofrer, de autor para autor, algumas variacoes. J& vamos aqui
estender a definicao dada, considerando que as duas semirretas podem ser coincidentes,
dai teremos o angulo nulo (0°) e também serem duas semirretas opostas e dai teremos
o angulo raso (180°). Isto é na verdade a idéia de angulo geométrico que varia de 0° a
180°.

Pela definicao dada podemos dizer entao que angulo é uma abertura, e a partir dai
temos a necessidade de medir esta abertura, ou seja, saber "quanto aberto"é o angulo.
Para isto precisamos de uma unidade de medida, e a unidade de medida que usaremos
é o grau.

Para compreender o que é este 1°, imagine 360 pontos marcados em uma circunfe-
réncia, igualmente espacados. Quando ligamos o centro da circunferéncia a dois destes
pontos (e que sejam dois pontos consecutivos), obtemos um angulo de 1°. Entao a
partir dai podemos dizer por exemplo que um angulo de 90° é igual a 90 destes angulos
de 1°. O aluno deve perceber entao que uma abertura de um grau é bem pequena.

Esta ideia, segundo [1|, vem dos babilonicos, ja que eles usavam um sistema de
numeracao de base sexagesimal, ou seja, agrupavam as quantidades de 60 em 60, e
dai como 360 é um maltiplo de 60, foi conveniente trabalhar com esta divisao da
circunferéncia em 360 partes.

J& neste momento podemos fazer uso do software GeoGebra. Ao invés de dese-
nharmos no quadro um angulo que represente, por exemplo 30°, vamos construir um
angulo que realmente tenha medida de 30°. Isto mostra ao aluno, visualmente, o que
¢ um angulo e ja lhe fornece uma ideia mais correta de determinadas aberturas, para
que ele faca a partir dai, quando necessario, representacoes de angulos de forma mais
coerente. [J comum que alguns alunos, ao fazer suas representacdes, criem aberturas

maiores que 45° para angulos que medem menos de 30° por exemplo. Isto mostra uma
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falha na compreensao das ideias.

Os passos para a construcao de um angulo, no caso 30°, no GeoGebra sao os se-

guintes:
primeiro, na barra de ferramentas clicamos no oitavo icone e em seguida no icone An-

gulo com Amplitude Fiza: em seguida marcamos dois pontos e digitamos o valor de
30° .

Y [ % = (el s 7 N[ ‘

: Janela » Janela de Visi Angulo

- Ponto % Angulo com Amplitude Fixa

@ A = {
»B= |

- Distancia, Comprimento ou Perimetro
‘& Area

.~ Inclinagéo /Qf”‘z"b et =)
Angulo
w2 Criar Lista 30°
1° Passo - escolha do comando « sentido anti-horario

> sentido horario

- :

2° Passo - digitar o angulo desejado

Figura 1: comandos para constru¢ao de um angulo

O angulo ira aparecer sem os seus lados (segmentos AB e AC'). Para criar estes

lados podemos usar o comando Segmento.

DB 2 MR ol (5] F NS = Y

[=]

» Janela .~ Reta » Janela de Algebi|» Janela de Visualizagao
= Ponto | .~ Segmento = Ponto
2 A= Segmento com Comprimento Fixo PA=(3,-3)
i..,B: JB=(2,-3)
e C= .~ Semirreta sC=(1,-1) .
- Angul¢ <7 caminho Poligonal = Segmento

" Vetor sb=5

= Vetor a Partir de um Ponto = Angulo %00

—_ o B
c s a=30 A
A.—A 30° e B

Figura 2: construcao dos lados de um angulo

O angulo mostrado na figura pode ser chamado de angulo A, angulo BAC ou angulo
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CAB. O ponto A é chamado de vértice do angulo.

Podemos também fazer uma animacao que consiste em usar um recurso do software
que permite mover o ponto C ou o ponto B de forma que a medida do angulo A
va variando. Para isto deve-se construir o angulo, indo na barra de ferramentas do
software e clicando no icone Angulo. Em seguida, clicar no icone Mover, clicar no
ponto desejado e mové-lo. Com esta animacao os alunos terao uma ideia bem mais

coerente das medidas de angulos com que vao se deparando em seus estudos.

» Janela de Al(» Janel < Angulo
<, Angulo com Amplitude Fixa

12 Passo

-~ Distancia, Comprimento ou Perimetro
" Area
" Inclinagao

w2 Criar Lista

ks Mover
- Rotagdo em Torno de um Ponto
iy Gravar para a Planilha de Célculos

22 Passo

Figura 3: dinamica para mover um angulo e variar seu valor

Depois de conceituar angulo, explicar o que significa e de onde vem o angulo de
1°, e ter construido varios angulos, é importante classifica-los, até porque os nomes
que serao citados a seguir surgem o tempo todo no decorrer do estudo de geometria
plana. A classificacao que vem a seguir também pode ser feita com todos os desenhos
no GeoGebra.

v Angulos agudos - possuem medida entre 0° e 90°.

v Angulos obtusos - possuem medida entre 90° e 180°.
v Angulo reto - possui medida de 90°.

v Angulo raso - possui medida de 180°.

v Angulo nulo - possui medida de 0°.

Na figura a seguir temos alguns exemplos.
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» Janela de Algebi
= Ponto =

5 A=(2,0)
2 B=(1,0)
2 C=(1,2)
5 D=(7,0)
5 E=(5,0)
2 F=(3,2)
5 G=(11,0)
-2 H=(8,0)
-5 1=(8,2)

-2 J = (5, -3)
-5 K=(2,-3)
-5 L=(1,-3)

Figura 4: construcao que mostra a classificacao de angulos

Detalhes como angulos complementares (par de angulos cuja soma é 90°), angulos
suplementares (par de angulos cuja soma é 180°), angulos opostos pelo vértice (de
acordo com [4], "dois angulos sdo opostos pelo vértice se, e somente se, os lados de
um deles sdo as respectivas semirretas opostas aos lados do outro") e bissetriz de um
angulo (segmento de reta ou uma semirreta que divide um angulo em outros dois
angulos congruentes) também podem ser criados pelo GeoGebra no decorrer das aulas.

A qualidade das figuras geradas, e a precisao dos valores, deixarao estes conceitos mais

» Janela de Visualizagao

c F
g _120°
5° A \\_j\ D
£ E He

angulo agudo

angulo raso

8%

20°

G

angulo obtuso

K

claros para os alunos.

Sempre que estou trabalhando com geometria plana para turmas de 12 ano do ensino
médio, que ja tiveram contato com este assunto, ao citar estes nomes, percebo que é
comum uma, quantidade razoavel de alunos mostrarem uma insatisfagdo ao ouvi-los,
0 que ao meu ver mostra uma experiéncia ruim deles com relacao a estes conceitos.

Percebi que mostrando-os desta forma, estas dificuldades diminuem.

angulo reto

angulo nulo
MON = 0°

A seguir temos as construcoes a partir dos conceitos dados.
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» Janela de Algel: » Janela de Visualizagao
= Ponto = C' E"
-2 A= {2, 0)
-2 A'= (1, 3)
-2 B = {0, 0)
-3 C= {0, 3)
-2 C'= (_2, 4)
-2 D= {_2, 0)
-@ E= (7, 0) D
-2 E'= (8, 3) a e b angulos complementares ¢ e d angulos adjacentes e complementares
@ E" = (4, 4)
-2 F= (4, 0) I .
-2 G = (3, _4) | \< K \
ﬁ={§,2_’4)2) ; e:k f 140° ke _h=40K 0¥ 140°
J H G L
-3 | = (_2, _3)
2o ' = (3. -4 e e f angulos suplementares g e h angulos adjacentes e suplementares

Figura 5: angulos complementares, suplementares e adjacentes

E importante neste momento, construir as figuras e mover os pontos E’ e K’ de
modo que os angulos c e d irao variar, mas sendo sempre complementares, e os angulos

h e g também irao variar mas sendo sempre suplementares.

+ Janela de Algebra + Janela de Visualizagao
= Ponto
> A=(4.4,-0.13)
> B=(10.2, -3.92)
» C=(0,-3.22)
> D=(-1.26, 3.58)
> E =(9.08, 3.16)
+ Segmento
= Angulo
s a=111.7°
s B=111.7°

D

Figura 6: cosntrucao de angulos opostos pelo vértice

Os angulos a e § da Figura 6 sao opostos pelo vértice ja que possuem 0 mesmo
vértice A, estao em posicoes opostas em relacao a este vértice A e possuem a mesma
. . _ = - = ~
medida. Mas é importante perceber que os angulos BAE e C'AD também sao angulos

opostos pelo vértice. Neste momento devemos pedir para os alunos verificarem, as
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—
medidas dos angulos BAE e CAD, e percebam que o software fornecera medidas
iguais para os dois.

Nas experiéncias que tive, houve a possibilidade dos alunos irem fazendo as cons-
trucoes em seus computadores, acompanhando o que eu ia fazendo. Esta postura mais
interativa com o uso do software torna a aula mais interessante e portanto a apren-
dizagem e compreensio dos conceitos acontece de forma mais satisfatoria. E normal
que mesmo assim alguns alunos tenham dificuldades em compreender as ideias e tam-
bém em fazer as construcoes, mas eles vao no decorrer das aulas trocando ideias e
tentando acompanhar os outros. Neste momento podemos também deixar de fazer uso
do caderno e pedir para que salvem suas construgoes em seus computadores, mas af
temos que desenvolver uma nova postura que é a de usar o computador nao s6 como
entretenimento, mas também como ferramenta de estudo em casa. .

Na figura a seguir o angulo BAC' de medida 70° foi divido, pela Emirreta AD em
dois angulos « e [ congruentes. Dizemos entao que a semirreta AD é bissetriz do
angulo BAC.

» Janela de Algebra |’ Janela de Visualizagao
- Ponto C

A= (1,-4)

2 B=(8,-4)

-5 € =(2.08, 4.46)
~o D =(6.37, 1.16)
* Reta

= Segmento

= Semirreta

- Angulo

o a=35°

o B = 35°

Figura 7: angulo construido e sua respectiva bissetriz

Depois da construcao do angulo, a bissetriz foi construida usando um recurso do

software com esta finalidade, mostrado a seguir.
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DB =) cE NS =D
> Janela de - Reta Perpendicular b)
-Ponto = Reta Paralela

o Modialriz

é;A:(-1 ol =T

Lo Co= (2

L D= 56 |/© Reta Tangente

Reta ".© Reta Polar ou Diametral

o d: -0.51;" Reta de Regressao Linear

- Segment )

l.a=g &= Lugar Geométrico

°b=9 .

Lo one L B=38 B

Figura 8: comandos para tragar a bissetriz

A partir dai os alunos possuem ferramentas suficientes para resolver uma série de
problemas e exercicios que envolvam angulos.

Uma situagao interessante neste momento é a que envolve angulos entre os ponteiros
de um relégio, dado um horario qualquer. As figuras, que mostram as solucoes podem
ser construidas no GeoGebra apos efetuados os calculos necessarios (o software nao sera
usado aqui para resolver os problemas, mas para visualizar com maior qualidade as
solugbes encontradas). A seguir um exemplo bastante simples onde o horario fornecido
foi de 3:30h. Sempre nesta situacao especifica, a grande maioria responde de imediato
que o angulo é de 90°, até porque alguns alunos nao sabem como os ponteiros se
comportam, ou seja, quantos graus o ponteiro de horas e o de minutos se movem
a cada minuto. Na verdade alguns alunos tem dificuldade em simplesmente fazer a
leitura de um horéario em um relégio analogico. Desta forma algumas habilidades sao

trabalhadas em uma situagao simples e usando o software. A Figura final é a que segue.
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» Janela de Algebra
= Cdnica
fo el x2+y2=25
= Ponto
> A= (0, 0)
»B=(50
» B'= (2.5, 4.33)
~o B' =(4.33, 2.5)
-~ C=(0,5)
~o C'=(-2.5, 4.33)
- C" =(-4.33, 2.5)
- D=(-5,0)
~o D' = (-4.33, -2.5)
~e D" =(-2.5, -4.33)

Figura 9: solugao geométrica de um problema que envolve angulo entre os ponteiros

de um relogio

Na proxima segao sera construida uma figura que mostra a relacao entre os angulos

que surgem quando temos duas retas paralelas cortadas por uma reta transversal.

3.1 Angulos Formados Por Duas Retas Paralelas Cortadas Por

]

~

DB B8 S ol [ PN

» Janela de Visualizagido

12

Uma Reta Transversal

Quando duas retas paralelas sdo cortadas por uma reta transversal aparecem alguns
pares de angulos que recebem nomes especiais. A preocupacao aqui é o porque dos
nomes que irdo aparecer, e a relacao que existe entre eles. Estas relacoes ficarao muito

claras se construirmos a situacao geométrica, descrita no titulo do capitulo, no software

GeoGebra. A construcao é a seguinte:
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AN D OO i N e =

» Janela de Algebra | » Janela de Visualizagéo
Ponto
Reta
Segmento
Angulo

~® a=60°

~® b=120°
~® c=60°
~® d=120°
~® e=60°

- @ f=120°

~® g=60°

@ h=120°

ril's

g=6f7/"r"1=120°

Figura 10: construgao de duas retas paralelas cortadas por uma reta transversal e os

angulos que surgem nesta situacao

Com a construcao, feita durante a aula, os alunos ji percebem que existem pares
de angulos com mesma medida e que existem pares de angulos que sao suplementares.

Mas focando nos nomes, teremos os pares de angulos que chamamos de: angu-
los alternos internos, angulos alternos externos, angulos colaterais internos, angulos
colaterais externos e angulos correspondentes.

Para entender estes nomes, vamos usar a figura 10. O aluno deve considerar que os
pares sao sempre formados por um dos quatro angulos de cima (a, b, ¢ ou d) com um
dos quatro angulos de baixo (e, f, g ou h). Angulos que estdo em posicio alternadas
em relagdo a reta transversal t, sdo chamados de angulos alternos (b e h por exemplo)
e angulos que estao do mesmo lado da transversal t sao chamados de angulos colaterais
(c e f por exemplo). J& angulos que estejam entre as retas paralelas r e s sdo chamados
de angulos internos (d e f por exemplo) e angulos que estejam fora das paralelas sao
chamados de angulos externos (b e g por exemplo). E por fim, angulos colaterais, um
entre as paralelas e outro externo a elas, sao chamados de angulos correspondentes (b
e f por exemplo).

Desta forma os pares de angulos:
ec ee,d e fsao pares de angulos alternos internos.

ebeh,aegsao pares de angulos alternos externos.
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ecef, dee,sao pares de angulos colaterais internos.
eaeh b egsao pares de angulos colaterais externos.
eace,deh,bef,ceg,sao pares de angulos correspondentes.

A relacao entre os angulos que formam cada um dos pares ficou bem perceptivel,
ja& que a figura apresenta as medidas dos angulos. O aluno percebe facilmente que
angulos alternos e angulos correspondentes possuem a mesma medida (sdo congruentes)

e angulos colaterais sao suplementares.

3.2 Trissecio De Um Angulo

A seguir veremos um problema interessante, que tem uma importancia historica,
que € o de seccionar um angulo em trés iguais, usando apenas compasso e régua nao
graduada. Na verdade existem trés problemas classicos, relacionados a construgoes
geométricas, que sempre povoaram as mentes dos matematicos, desde a antiguidade.
Estes problemas sao conhecidos como Duplicacao do Cubo, que consiste em construir
o lado de um cubo cujo volume seja o dobro do volume de um cubo dado. O segundo
problema é conhecido como Quadratura do Circulo, que consiste em construir um qua-
drado com area igual a de um circulo dado. E o terceiro problema é conhecido como
Trissecio do Angulo, que consiste em dividir um angulo dado em trés iguais.

A tentativa sempre foi a de construir estas figuras usando apenas régua nao gradu-
ada e compasso, que sao os instrumentos usados para muitos problemas de construcao.
De acordo com [1], apenas no século XIX é que se estabeleceu a impossibilidade da
construcao destas figuras usando apenas régua nao graduada e compasso. A tenta-
tiva de resolucao destes problemas geraram, ao longo do tempo, muitas descobertas
matematicas importantes.

Vamos nos ater aqui ao problema da Trissecio do Angulo, mostrando uma constru-
cao que tenta resolvé-lo, construcao esta que trabalha com angulos alternos internos e
que serd feita no geogebra. O angulo a ser trisseccionado é o angulo ABC = 51,34°

(ver Figura 11).

29



» Janela de Algebra‘z' + Janela de Visualizagio
= Nimero -
> e, =128
Lo g,=12.8
= Ponto
s A=(2,1) .
‘o A'=(2, -2.78) |
-0 A =(2.54, -2.6
s B=(-2,-4) D

A E
=17.14° €=

oon

(0.63, -0.7
14.26, 0.9;

-@

——

T TmMm

(2.92, -3.6¢
(15.13, 0.2

Figura 11: construcao que mostra a tentativa de trisseccionar um angulo

Na Figura anterior DE foi construido medindo o dobro de AB. Desta forma AB =
Al = DI = IE. Portanto os triangulos AIE e AIB sio isosceles, de tal forma que no
triangulo AIE o angulo TAE = I/E71, e no triangulo AIB o angulo AIB = ABI. Temos
também que o angulo AIB = 2. @, pelo teorema do angulo externo do triangulo
(que sera comentado no proximo capitulo), e o angulo CBD = AED pois sao angulos
alternos internos, como ja foi comentado neste capitulo. Como resultado disto tudo,
o angulo DBA mede o dobro do angulo CBD. Como tracar a bissetriz de um angulo
& uma construcdo simples, esta bissetriz, junto com o segmento BD trisseccionam o
angulo ABC.

O problema desta construcao é posicionar o ponto D sobre o segmento AC usando
apenas régua nao graduada e um compasso. Na verdade é esta construgao que nao é
possivel de ser feita.

Na secao que segue trabalharemos com construcoes relativas ao estudo dos trian-
gulos. Esta parte de triangulos é muito extensa, portanto temos varias situagoes que

podem ser trabalhadas com o uso do GeoGebra.
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4 'Triangulos

Nesta secao vamos trabalhar com triangulos, que é um contetido que esta sempre
presente em toda geometria, pois sendo o triangulo o poligono com menor nimero de
lados, o usamos para decompor os outros poligonos. O uso do GeoGebra neste assunto
é muito apropriado. O teorema mais basico no estudo dos tridngulos é o da soma dos
angulos internos, cujo enunciado é: a soma dos angulos internos de um triangulo é 180°.
A demonstracao deste teorema pode ser feita usando as ideias da secao anterior, e no
GeoGebra podemos verificar que este teorema é valido. A Figura 12 mostra o caminho
para a demonstracao do teorema. A ideia aqui é que apoés ser feita a demonstracao
para os alunos, eles facam a construgao que segue por conta prépria. Estas construcoes
que os proprios alunos vao fazendo podem ser usadas inclusive como avaliagao, e ja que

é uma tendéncia um uso maior dos recursos tecnolégicos, a entrega pode até ser feita

por e-mail.

> Janela de

YT

»Reta

+ Segmento

= Tridngulo
> pol1 = 2

- Angulo

o z=60°

}

s o = 40°

> B = 60°
sy = 40°
> 5 = 80°

Figura 12: construcao do caminho para a demonstracao da soma dos angulos internos

y+z+6=180°

a =y (alternos internos)
B = z (alternos internos)
=a+p+6=180°

B Lo = 40° C

de um triangulo

Da mesma forma, podemos mostrar a ideia do teorema do angulo externo, cujo

enunciado é: "um angulo externo é igual a soma dos dois internos nao adjacentes a

ele". A construcao a seguir mostra claramente a ideia do teorema.
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» Janela de Algebra
- Ponto
> A = (8.8, 3.55)
A" =(3.59, -0.92)
<A =(4,-2)
' B =(2.32, -2.02)
' B' =(13.16, -3.8)
- B, = (2.32, -2.02)
. C=(12, -2)
C'=(9, 3.2)
= C' = (14.82, 5.74)

Figura 13: cosntrugao para a verificagao do teorema do angulo externo

Seguindo o estudo de triangulos, podemos usar a dinamica do software para falar
sobre condicao de existéncia de um triangulo. Sabemos que em um triangulo, qualquer
um dos lados é menor que a soma dos outros dois e maior que o modulo da diferenca
entre esses outros dois. Isto pode ser percebido facilmente com a construcao de um

contra exemplo. Observe a construcao a seguir.

» Janela de Al(* Janela de Visualizacdo
-Numero
'b,=4 D
c,=b | C
e, =4 | 5cm
f=5 4cm cb
- Ponto 4em ' —_5cm
- \
*A=(0,-2 A 10cm B P{Ocm B
A = (11, - 1 1

Figura 14: tentativa de construgao de um triangulo de lados 10cm, 5cm e 4cm

O software permite que aluno mova os segmentos AC' e BD em torna de A e de B,
respectivamente, na tentativa de fazer C encontrar com D e assim formar um triangulo.
Porém ele percebe que isto nao é possivel por conta da distancia de 10cm entre A e B,
e assim fica perceptivel que C s6 encontraria D se AC' e BD somados fossem maiores
que 10cm. Com a construcio a seguir temos a possibilidade deste encontro, ja que BD

passou a ter medida de 6,5cm.
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» Janela de Al Janela de Visualizagdo
-NUmero |
~b, =4
°¢, =5 b
e =4 o
f=5 6,5cm
°g,=6.5 4cm C,
~h,=6.5 4C/m5\65cm\
- Ponto ! ! i
L A=(0, -2 A 10cm B A1 10cm B1

Figura 15: tentativa de constru¢ao de um triangulo de lados 10cm, 6,5cm e 4cm

Nas duas construcoes anteriores, é importante que os segmentos girem em torno dos
pontos especificados, mas que nao mudem de tamanho. Para isto existe um comando
que permite tal recurso, cujo nome é segmento com comprimento fixo. A figura a seguir

mostra o caminho para este comando.

A_rqui 0 ditar_ExibE)pg:()_es FeEmentas Janela Ajuda
» Jane " Reta

< Segmento

" Segmento com Comprimento Fixo

< Semirreta
= Caminho Poligonal

~ Vetor
-~ Vetor a Partir de um Ponto

Figura 16: comando para construcao de um segmento de comprimento fixo

Outro fato de relevancia nos triangulos é que o seu maior angulo fica oposto ao
seu maior lado e que seu menor angulo fica oposto ao seu menor lado. Dai, qualquer
triangulo que um aluno construir no software mostrara esta propriedade. Segue uma

construcao.
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» Janela de Alg » Janela de Visualizagao
= Ponto
» A=(4.62,2.8)
»B=(1.62,-1.9
» C=(11.52, -2.

Figura 17: construcao que mostra a posicao relativa entre lados e angulos de um

triangulo

Observe que do lado esquerdo da janela de visualizacao temos todas as medidas do
triangulo. Desta forma esta explicitado que o menor lado que é ¢ = 5,63 esta oposto
ao menor angulo que é § = 34,58°, e o maior lado que é a = 9,9 est& oposto ao maior
angulo que é v = 87,06°.

Seguindo as ideias pertinentes a triangulos, devemos relembrar os nomes dos trian-
gulos. Acho que neste momento o professor pode cobrar isto como pesquisa, ja que sao
conceitos simples, e pedir aos alunos que construam as figuras no GeoGebra, de acordo

com os resultado de suas pesquisas. O esperado sao construgoes como as que seguem.

L)

» Janela de Alg(* Janela de Visualizagao
» Ponto

» Segmento

« Triangulo

- Angulo

-2 a=81.04°
-2 b = 54.96°
e @ c - 440

-2 d =28.76°
-2 e =128.11°
~o f=23.14° Triangulo Acutangulo: Triangulo Obtusangulo: Triangulo Retangulo:
-2 g=61.71°
e @ h - 900
-2 = 28.29°

todos os angulos sdo agudos possui um angulo obtuso possui um angulo reto

Figura 18: construcao que mostra a classificacao dos triangulos em relacao aos angulos
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Eu passei pela experiéncia de cobrar estas construcoes dos alunos e recebe-las por
e-mail. Considerei satisfatério os resultados, e inclusive alguns alunos pediram por
mais atividades. Alguns tiveram dificuldades em anexar os arquivos em seu e-mail,
outros nao enviaram e creio que alguns apenas copiaram as construcoes de colegas.

Mas mesmo assim considerei a experiéncia satisfatoria.

» Janela de Algeb| * Janela de Visualizagao
-2 F=(8.04,0)-
-3 G = (9, 0)

-2 H=(13, 0)
Segmento
- a=5.14
-@ b =576
- c=4.12 c b
-0 d =447
-0 e=4

-o f=4.47
o g = 4 B a
.. @ ] =4
o k=4 Triangulo escaleno: Triangulo isosceles: Triangulo equilatero:
os trés lados com dois lados com os trés lados com
medidas diferentes. mesma medida mesma medida

Figura 19: cosntrucao que mostra a classificacao dos triangulos em relagao aos lados

Observe que do lado esquerdo da janela de visualizacao aparece as medidas dos
lados dos trés triangulos, verificando cada uma das definigoes. Veja também que ao
fornecer os angulos verificamos que no triangulo isésceles temos dois angulos iguais e
que no triangulo equilatero temos os trés angulos de 60°.

Aproveitando que neste momento foi falado do tridngulo retangulo, podemos veri-
ficar o teorema de Pitagoras, usando a classica figura que constréi um quadrado sobre
cada um dos lados do triangulo retangulo, de tal forma que as areas dos dois menores
somadas ¢ igual a area do quadrado maior, que se traduz em: a hipotenusa ao quadrado
é igual a soma dos quadrados dos catetos. Vamos construir a situagao descrita usando

o triangulo retangulo de lados 3, 4 e 5.
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» Janela de Algebra | » Janela de Visualizagao
"0 E=(-24) -
9 F=(5,-3)
0 6=(1,3)
-0 H= (4, 8)
-0 | =(8.03, 4.98)
-0 L=(12.1,1.74)
M 1) Quadrado,,
= Quadrilatero
> Quadrado, =9

~@ Quadrado, = 16 a
- Quadrado, = 25 Quadrado, .
= Segmento

-3 a=5 —| b

('.I!uadr:ztdo2

Figura 20: verificacdo do teorema de pitagoras pelas areas de quadrados

Observe que do lado esquerdo da janela de visualizacao, aparecem os lados e as
areas dos quadrados 1, 2 e 3, que mostram o que foi dito no paragrafo anterior.
Na secao que segue serao mostradas construgoes que mostram com muita clareza

as caracteristicas da mediana, altura, bissetriz e mediatriz nos triangulos.

4.1 Elementos Notaveis Em Um Tridangulo

Na parte inicial da teoria sobre triangulos, foram colocadas os conhecimentos mais
basicos. Vamos agora falar de alguns outros elementos, que nao seus lados ou seus
angulos. Estes elementos sao: altura, mediana, bissetriz e mediatriz.

E comum ao professor que trabalha este assunto passar pela dificuldade de fazer
figuras no quadro que tenham uma qualidade necesséaria para diferenciar um conceito
do outro e, consequentemente, a compreensao por partes dos alunos fica aquém do
esperado. O uso do GeoGebra neste momento é realmente de grande ajuda.

Pelas experiéncias que tive com o uso do software em sala, um bom caminho para
trabalhar este assunto foi ir definindo elemento por elemento e fazendo, em sala de
aula, as respectivas construcoes. De acordo com as ferramentas do GeoGebra que vai

se usando, como por exemplo bissetriz, mediatriz, reta perpendicular, ponto médio, e
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outros, o aluno ja vai internalizando os conceitos. Entao, a participagao dos alunos nas
construcoes, junto com o professor ja é um aprendizado dos conceitos. Eu gastei um
tempo maior com este assunto pois os alunos tiveram uma dificuldade maior em fazer
as figuras, mas os conceitos e ideias que eu tinha como objetivo foram bem trabalhados.

Para construir a mediana, por exemplo, eles tiveram que construir o triangulo e a
seguir marcar o ponto médio de cada lado. O software fornece uma ferramenta que
marca o ponto médio de um segmento, e os alunos usaram este recurso. Desta forma a
ideia de que a mediana é um segmento que tem um extremo em um vértice e o outro
extremo no ponto médio do lado oposto ficou bem clara para eles.

O que vai ser colocado a seguir é a definicao de cada um desses elementos e as
respectivas construcoes.

(i) Altura: é um segmento que parte de um vértice e vai até o lado oposto, perpen-

dicularmente. O ponto de encontro das alturas chama-se ortocentro.

» Janela de Al Janela de Visualizagdo
- Ponto 1
» A=(4.22, A AD: altura relativa ao lado BC
- A'=(-1.5¢ F CF: altura relativa ao lado AB
» B =(0.86, BE: altura relativa ao lado AC
°B'=(8.46 O é o ortocentro do triangulo ABC
> C=(11.9
- D=(4.22,
> E = (4.85, L
“F=(3.65  ©O D C

Figura 21: um triangulo com suas trés alturas e seu ortocentro

Depois de construido o triangulo, suas alturas e ortocentro, podemos mover um
de seus vértices fazendo o ortocentro mudar de posigao. Desta forma, quando vamos
movendo o vértice a ponto de termos um triangulo obtusangulo, vemos que o ortocentro
fica fora do triangulo, e quando temos um triangulo retangulo, vemos que o ortocentro é

o vértice do angulo reto. A figura a seguir mostra estes dois momentos desta dinamica.
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» Janela de Ag » Janela de Visualizacao
= Ponto

o A= (=238
o B =(-1.4¢

> C=(6.32

»C'=(-2.3

o Q' =(-2.8

< D=(11.3

IET((,?T,O: Bl: altura relativa ao lado AC KM: altura relativa ao lado JL

s G =(-2.3 AG: altura relativa ao lado CB JK: altura relativa ao lado KL
> H=(-1.0¢ | CH: altura relativa ao lado AH LK: altura relativa ao lado JK
% |=(-0.21, | O é o ortocentro do triangulo ABC K € o ortocentro do triangulo JKL

Figura 22: alturas e ortocentro em um triangulo obtusangulo e em um triangulo re-

tangulo

(ii) Mediana: é um segmento que parte de um vértice e vai até o ponto médio do

lado oposto. O ponto de encontro das alturas chama-se baricentro.

> Janela de Algebl|> Janela de Visualizagdo

o=y
5 C=(11,-2) A
> D=(55,-2)
5 E=(1.5,1)
s F=(7,1)

D

Figura 23: um tridngulo com suas trés medianas e seu baricentro

Observe que do lado esquerdo da janela de visualizacao percebe-se a propriedade

do baricentro. Temos que a mediana AD mede 6,5 e que o segmento GD, que vai do

1 I
baricentro até o lado mede 2,17, que é 3 de AD. Desta forma a propriedade é que o
1
segmento que vai do baricentro ao lado mede 3 da mediana e o segmento que vai do

. ) 2 . - _
baricentro ao vértice mede — da mediana; logo, AG é o dobro de GD.
Outra caracteristica importante do baricentro é sua relacdo com outra area de

conhecimento, no caso a fisica, jA que o baricentro é o centro de gravidade de um
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triangulo, que segundo [9] é o ponto de aplicagdo da forga gravitacional, local onde se
aplica o peso P nos corpos, e no triangulo, o centro de gravidade coincide com o centro
de massa que é o ponto no qual se pode considerar concentrada toda a massa do corpo.

(iii) Bissetriz: é um segmento que parte de um vértice e vai até o lado oposto,
cortando ao meio o angulo do vértice de onde saiu. O encontro das bissetrizes de um

triangulo chama-se incentro.

» Janela de Algebra™|» Janela de Visualizagio
. C=(10, 1) E
2 D = (3.59, 1.65) A
2 E = (7.11, 1.89)
s F = (5.62, -1)
) G = (5.38, 0.91)
. H=(3.5,1.18) E
“ Reta D
- Segmento
>a=8
> b=7.07
s ¢ =583 . c
. g=5.87 F

Figura 24: um triangulo com suas trés bissetrizes e seu incentro

O nome incentro vem do fato de que este ponto além de ser o encontro das bisse-
trizes, ¢ também o centro de uma circunferéncia inscrita no triangulo, como mostra a
Figura 24 (as bissetrizes foram tragadas usando um comando ja citado no se¢io 2).

(iv) Mediatriz: é uma reta que passa pelo ponto médio de um lado, perpendicu-
larmente. O encontro das mediatrizes de um triangulo é chamado de circuncentro.
O nome vem do fato de que o circuncentro além de ser o encontro das mediatrizes é

também o centro de uma circunferéncia circunscrita a este triangulo.
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» Janela de Algeb|» Janela de Visualizagio
= Cénica =

o g:(x-4.32) A
= Ponto
> A=(31,3.7
> B =(0.48, -1.= F
> C=(8.14,-1
» D= (432, -0.
s E=(1.79,1"
s F=(5.62, 1.
><1

°G=(4.31,1
> H=(0.26, -0.
= Reta

o d:-7.66x +0
o e 2.62x+ 5.

Figura 25: um triangulo com suas trés mediatrizes e seu circuncentro

Neste momento podemos fazer uma dinamica semelhante com a que foi feita para
as alturas. Podemos mover um vértice do tridngulo e perceber que o circuncentro vai
mudando de lugar, até que quando temos um triangulo retangulo, o circuncentro fica
no ponto médio da hipotenusa, e quando o triangulo é obtusangulo, o circuncentro fica

fora deste triangulo. A figura a seguir mostra estes dois momentos.

[]) Jelo) <]~

» Janela de Alg¢ > Janela de Visualizagao
= Ponto 3
*A=(-3,4)

> B=(-3,0)_
5C=(30) A
> D=(0,2)
* E=(-3,2)
* F=(0,0) [ ] D
> G =(-1.33,
o H = (-4, 2)
> | =(3.56, 2 ] [ 117.63°

2J=(476,. | B c K L
*K=(7,0)
LK = (10.54

Figura 26: mediatrizes e circuncentro em um triangulo retangulo e em um triangulo

[ ]

obtusangulo
E também interessante analisar estes elementos no triangulo equildtero, e perceber

que todos eles, altura, mediana e bissetriz constituem o mesmo segmento, e que a

mediatriz é a reta suporte deste segmento. A construcao é a que segue.
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» Janela de Algebra ¢ Janela de Visualizagao

= Cénica -

2 g:(x-45F+(

“9 h(x-4.57 + (!

= Poligono

-9 poll =21.22

= Ponto

A=(1,-3)

B=(8,-3)

D = (4.5, -3)

E = (6.25, 0.03)

F = (2.75, 0.03)

G = (4.5, -0.98)
> H=(2.52, -0.74

-0 1= (0.5, -0.32)

= Reta

o d:x=4.5

m

LS S SR S VN

Figura 27: cosntrucao que mostras as medianas, alturas, bissetrizes e mediatrizes no

triangulo equilatero

Observe que ponto G na Figura 27 ¢ ao mesmo tempo o encontro das alturas, das
bissetrizes, das medianas e das mediatrizes.

Outro fato interessante de se mostrar neste momento é como podemos, a partir de
trés pontos nao colineares, tracar uma circunferéncia que passe por estes trés pontos.
Considero que isto pode ser passado como atividade para os alunos e o esperado, a
partir do que foi feito com as mediatrizes no triangulo, é que eles tenham a ideia de
justamente criar segmentos ligando estes pontos e tracar mediatrizes destes segmentos,
de tal forma que o encontro destas mediatrizes é exatamente o centro da circunferéncia
procurada. Se a construcao for feita no software, percebe-se facilmente este fato. As

Figuras 28 e 29 descrevem esta situagao.
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» Janela de Alge|* Janela de Visualizagio
= Conica
o er(x-5.26 Nesta figura as retas que se
- Ponto ~..C cruzam em D s&o as media_
-9 A=(1.06, - i
trizes dos segmentos AB e AC,

-0 B= (4.56, :E A(/’ t to D & . t
5 C=(8.24, e este ponto D é o circuncentro

> D = (5.26, - do tridngulo ABC.

- E=(2.81,"

- F=(6.4, 2.
-0 G =(3.08,:

Figura 28: como determinar o ponto que serd o centro da circunferéncia que passara

pelos pontos A, Be C

Na figura a seguir temos a construgao anterior mas com a circunferéncia ja tracada.

DRSNS EEANEEQ

» Janela de Alge|* Janela de Visualizagdo
- Conica ;
-0 @1 (x-5.26
= Ponto
..... s A= (1 .06, .
----- > B =(4.56, i.
» C=(8.24,"
> D=(5.26,
-0 E = (281, .
-o F=(6.4,2.
© G =(3.08,:
- Reta
re el -3.5X-2

Figura 29: construgao da circunferéncia passando pelos pontos A, B e C
O que foi feito nas duas figuras anteriores é uma aplicacao do conceito das me-

diatrizes no triangulo, mas o software traz um recurso que é exatamente tracar a

circunferéncia a partir de trés pontos dados.
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4.2 Homotetia

Ainda sobre triangulos, um assunto muito importante é a semelhanca de triangulos,
que é uma extensao do estudo de Tales de Mileto sobre proporcao de segmentos. Tales
que ¢ um dos filosofos pré-socraticos, nasceu em Mileto, por volta de 600 a.C., que era
uma antiga colonia grega, onde hoje ¢ a Turquia.

Por definicao, temos que dois triangulos semelhantes possuem lados proporcionais e
angulos iguais, e isto é uma homotetia, que é uma transformacao que altera o tamanho
da figura mas mantém sua forma e seus angulos.

A homotetia foi citada, pois o GeoGebra possui esta ferramenta, e a intencao aqui é
mostrar como uséa-la. Para tal transformacao precisamos de um ponto qualquer que sera
o centro da homotetia e de um fator que é o quanto a figura aumentara ou diminuira.
Este fator, nos tridingulos semelhantes é o que chamamos de razao de semelhanca. Na

Figura a seguir temos a construcao.

- D =(8.42, -0.6¢
-5 D'=(13.78, 0.8 r=2
= Reta P
-~ a: =1.96x + 2.8¢
-G er -1.54x + 5.3(
» f: 0.64x + 3.62y
= Segmento
-6 b =279 =m0
5 b'=5.58 eem=tT ===
~® ¢=2.55
> ¢'=51
~@ d=2.71
-6 d'=5.43
= Triéngulo L

~o poH = 3.11 =—==Iti=——=

~@ poll'=12.45 1F:3=

Figura 30: construcao para visualizagao do conceito de homotetia

s

Note que o centro da homotetia é o ponto A e o fator é r, que estd no momento
indicando 2. A barra r é um controle deslizante, que vai modificando o fator, criando
uma dinadmica para a situacao. Observe que como o fator é 2, cada lado do triangulo
dobrou, o que estd evidenciado no lado esquerdo da janela de visualizacao, onde foi
destacado, como exemplo, o lado de medida b = 2,79 do poligono 1, cujo lado cor-
respondente (homologo) no poligono 2 mede 5,58. A figura ainda deixa claro uma
importante propriedade para figuras semelhantes, que é fato de que nestas figuras a

razao entre as areas é o quadrado da razao entre os lados. Entao, como os lados estao
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dobrando, a area quadruplicou. Os valores estao destacados no lado esquerdo da janela

de visualizagao.

Na figura a seguir temos os comandos para criar o controle deslizante (que na figura

30 é r) e para criar a homotetia.

‘rquive Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

A . [ @ D) ’ °
b 7| /i /I"f7 ",3'7 7| I\E/—r J; * 2\ . 7| ) 4B
» Janela de Algebra [#] | » Janela de Visualizagio

a=? Controle Deslizante ¢
]

# | Caixa para Exibir | Esconder Objetos
[OK] Botio

Campo de Entrada

‘\rguivo  Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

A‘
*
y

'

T
e/}

1S/

+ Janela de Algebra

» Janela de Visualizagadg
(4.3,83)

N

7

Reflexdo em Relacio a uma Reta

L]
*  Reflexdo em Relacio a um Ponto
- -
o Inversdo
.« Rotacdo em Tormno de um Ponto
'/.Iv Translagio por um Vetor

[———

Homotetia

Figura 31: comandos para criacao de triangulos semelhantes por homotetia

A sequéncia para a criacao da homotetia é:

1. marcar um ponto qualquer na janela de visualizagao
2. criar o controle deslizante

3. criar uma figura qualquer

4. clicar no comando homotetia

Ainda sobre homotetia, podemos fazer uma relacao com arquitetura, onde é ne-
cessario a construgao de figuras em perspectiva, que segundo [10] sdo técnicas para se
criar desenhos tridimensionais no plano, dando a idéia (ilusao) de profundidade. Os
desenhos em perspectiva possuem sempre pontos de fuga (um ou mais), que é o centro
da homotetia.

Na figura a seguir o retangulo A’B’C’D’ é uma homotetia do retangulo ABCD. O

ponto de fuga da perspectiva é o ponto E, que é o centro da homotetia. O retangulo
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A’B’C’D’; os segmentos CC’, BB’ e AA’ foram destacados para reforcar os planos de

frente e de fundo da perspectiva.

R A PO O £ N 22 [

b Janela d¢ » Janela de Visualizagdo

; e=13
. p0|- 6 E

- @ f: 4

- e
- tn
(@]

1]
[(=]
E:

T
=

D' A

To o

o

D A

[= N = =]

20000000 ,000

o

Figura 32: homotetia para se construir um paralelepipedo

Na secao que segue serd trabalhado algumas ideias que envolvem poligonos, relacionando-

os com outras situacoes que extrapolam a geometria plana.
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5 Poligonos

Neste capitulo nao vamos passar pela construcao dos conceitos relativos ao assunto
e ja vamos fazer uma aplicacao das ideias inerentes ao assunto. Vamos aqui analisar o
motivo pelo qual as abelhas constroem suas colmeias com favos em forma de hexégo-
nos regulares. O fato biologico em questao é que os seres vivos possuem uma grande
variabilidade genética, e por conta disto uma grande diversidade de formas de sobre-
vivéncia. No caso das abelhas, e de acordo com [8], das diversas formas de construcao
de colmeias, aquelas que as constroem com favos em forma de hexagonos regulares sao
mais eficientes ja que os hexagonos regulares otimizam o gasto de matéria prima para
armazenamento. Como este modelo de construcao é mais eficiente, pelo mecanismo de
selecao natural, descrito por Charles Darwin, em sua obra A Origem das Espécies, de
1859 (na verdade o titulo original era Sobre a Origem das Espécies por Meio da Sele¢ao
Natural ou a Preservacao de Racas Favorecidas na Luta pela Vida, e foi na sua terceira
edi¢ao que o titulo foi abreviado para A origem das Espécies) seres mais eficientes se
perpetuam, e dessa forma, abelhas que nao construiam suas colmeias no formato mais
eficiente foram desaparecendo sem deixar descendentes.

Agora vamos nos ater ao fato matemaético do por que os hexagonos regulares sao
mais eficientes. Primeiro devemos necessariamente ter poligonos que se encaixem sem
deixar buracos, ou seja, poligonos que sejam regulares (poligonos com lados congruentes
e com angulos congruentes) e cujo angulo interno seja um divisor de 360°, para que se
possa cobrir todo o plano sem deixar falhas (buracos). Desta forma temos apenas trés

poligonos com estas caracteristicas, e que serao mostrados na Figura 32.

» Janela de Algebra | » Janela de Visualizagéo
= Hexagono

= Poligono

3 pol1 =3.9

> poli0 =4
poli1 =4
poli2 =4
pol13 =4
pol14 =10.39
pol5 =10.39
pol16 = 10.39
pol7 =10.39
pol18 =10.39
pol9 =10.39
pol2=3.9
pol3 =3.9
pold =3.9
pol5 = 3.84
pol6 = 3.85
pol7 = 3.85

——in

[ I~ Y S T~ I I I S I S SR >

Figura 33: cosntrucao dos poligonos regulares que cobrem o plano
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Vale lembrar que a medida de um angulo interno de um poligono regular pode ser

—2)-180°
calculada pela férmula a; = u em que a; ¢ a medida do angulo interno e n

é o numero de lados do poligono.
Na proxima figura serao mostrados alguns poligonos regulares que nao cobrem o

plano, pois seus angulos internos nao sao divisores de 360°.

» Janela de Algebi|> Janela de Visualizagio
= Pentagono

-2 pol1' = 6.88

= Poligono

~0 pol1 =6.88 [
~% pol2 = 6.88
~% pol3 = 6.88
~2 pold = 19.31
~o pold' =19.31
~c pol5s =19.31
~2 pol6 = 19.65
~c pol7 =19.31
-2 pol8 =19.31

= Ponto

o A= (_2’ 1)

~o A'= (-1, 4.08

Figura 34: construcao de alguns poligonos regulares que nao cobrem o plano

Entao até aqui vemos que as possibilidades para cobrir o plano sao trés. Vamos
entao construir novamente estes trés poligonos, mas com mesmo perimetro, o que
significa dizer que o gasto de energia das abelhas para construirem qualquer um deles

serd o mesmo.

» Janela de Algebra| * Janela de Visualizagio

= Poligono
» poll = 6.93 C L K
pol2=9 G F

D © ©

pol3 = 10.39

A=(3,-2) M
B=(1,-2) polt pol2
D=(3-2)
E = (6, -2) B D E H

H = (8.86, -2.0; 4 3 2

. 1am A

¢ eV Y e e

Figura 35: construcao de um triangulo equilatero, um quadrado e um hexagono regular

com mesmo perimetro, e suas respectivas areas

Observe pela malha da janela de visualizagao que o triangulo equilatero tem lado
que mede 4 unidades da malha, logo seu perimetro ¢ 12, o lado do quadrado mede 3

unidades da malha, logo seu perimetro ¢ 12 e o lado do hexagono regular mede duas
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unidades da malha, logo seu perimetro é de 12 unidades. Do lado esquerdo da janela de
visualizacao, aparece as respectivas areas. Como os trés poligonos possuem o mesmo
perimetro e o hexdgono é o que possui maior area, ¢ mais eficiente construir a colmeia
em hexagonos, e desta forma abelhas com esta caracteristica se perpetuaram.

Na se¢ao que segue continuaremos trabalhando com poligonos, mas tratando de um

tipo em particular que sao os quadrilateros.

5.1 Quadrilateros

No estudo deste assunto, o aluno deve ter um bom conhecimento das propriedades
de alguns quadrilateros especiais. Se durante as aulas, o professor fizer a construcao
das figuras usando a malha da janela de visualizacao, as propriedades ficam explicitas,
de tal forma que fica de facil compreensao pelos alunos. Vamos entao comecar pelos
paralelogramos, primeiro definindo e em segundo lugar listando suas propriedades.

De acordo com [5], paralelogramo é todo quadrilatero cujos lados opostos sao pa-
ralelos. Por consequéncia disto, temos quatro propriedades que sao:

i) Os lados opostos sdo congruentes.

ii) Os angulos opostos sdo congruentes.

iii) Os angulos consecutivos sao suplementares.

iv) As diagonais concorrem em seus pontos médios.

A Figura 35 a seguir deixa todas estas propriedades bem claras.

» Janela de Algebi|» Janela de Visualizagio

oo
» C=(13,3)
o C'= (2.8, -2.1
»D=(9,-2) e o S et
> D' = (4.92, 6. AD /I BC e AB//CD
= Quadrilatero b

> poll =55
= Segmento

a=64
s b=11
»c=64 =

s d=11
=Angulo
> a=251°
s B=51°

s v = 4190409

y=129°

6=1129°

d D

Figura 36: construcao de um paralelogramo para verificacao de suas propriedades
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A figura deixa claro a 2* e a 3% propriedades citadas, e do lado esquerdo da janela
de visualizacao temos as medidas dos lados do paralelogramo, o que deixa claro a 1?

propriedade citada. A 4* propriedade serda mostrada na figura a seguir.

» Janela de Alge » Janela de Visualizagao

bd ™ =7

~o C=(14,2)
-5 D=(10, -3)
~» E=(6.5,-0.5
= Quadrilatero
-2 poll =55
= Segmento
-2 AC =15.81
-2 AE =7.91
~> BD=8.6
-2 BE=4.3
-2 EC =7.91
-2 ED =4.3
-2 a=6.4
—o k=14

Figura 37: construcao que mostra a propriedade das diagonais de um paralelogramo

Observe que pelas medidas mostradas do lado esquerdo da janela de visualizacao,
temos que o ponto E é ponto médio da diagonal AC e da diagonal BD. Logo, essas

diagonais concorrem em seus pontos médios.

5.2 Sequéncia de Fibonacci

Uma construgao interessante de se fazer neste momento é a dos consecutivos qua-
drados cujos lados sao os termos da sequéncia de Fibonacci. A sequéncia de Fibonacci é
tal que seus dois primeiros termos sao iguais a 1, e qualquer termo, a partir do terceiro,
¢ a soma dos dois anteriores. Sua lei de recorréncia é:

a; = 1
a9 = 1
Gp = Ap_1+ Gp_2,Vn EN

Desta forma a sequéncia de Fibonacci é (1,1,2,3,5,8,13,...). A construgao geométrica é

a que segue
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Janela de Algebra‘—' ’ Janela de Vlsuallzagao

= Conica = H G N
~o Kk, =12.57
@ p=1.57
» q=1.57
@ r=Tr D C F
» s=4.71 \ /
~@ t=7.85 J

- Ponto A B
2 A=(11,1)
~@ B=(12, -1)
-~ C=(12,0)
» D=(11,0)
-2 E=(13,1)
» F=(13,0)
-2 G=(13,2)
-2 H=(11, 2)
2 1=(8,2)

m

Figura 38: cosntrugao dos quadrados cujos lados sao os termos da sequéncia de fibo-

nacci, e o surgimento da espiral durea como ligacao de vértices destes quadrados

Observe que a malha quadriculada mostra que o lado do primeiro quadrado, ABCD,
é 1, o lado do quadrado BCFE ¢ 1, o lado do quadrado DFGH ¢ 2, o lado do quadrado
AHIJ é 3, e os lados dos quadrados que seguem sao os termos da sequéncia de Fibonacci.
A espiral construida na figura é chamada de espiral durea (este nome recebe algumas
outras variagoes)

De acordo com [1] o nome desta sequéncia vem de Leonardo de Pisa (1175-1250)
nascido em Pisa. Devido ao trabalho alfandegério de seu pai (Bonaccio) Leonardo de
Pisa pode entrar em contato com os procedimentos matematicos orientais e arabes, e a
partir dai escreveu sua obra Liber Abaci, onde entre outras coisas esta um estudo sobre
a sequéncia que recebeu seu nome, mas que ja era conhecida na antiguidade. Outro
ponto importante de sua obra ¢ a introducao da notacao indo-arabica , e muito se deve
a ele pela introducao destes numerais na Europa.

Trabalhando com a sequéncia de Fibonacci temos uma boa oportunidade de fazer
uma ligacao com outras disciplinas, assim como foi feito na secao anterior, no qual
analisamos a otimizacao da area pelo hexagono regular. Como a sequéncia de Fibonacci
possui caracteristicas ligadas com padroes da natureza, a biologia esta presente. Um
exemplo é a concha de Nautilus, um molusco cefal6pode que possui uma concha com

curvatura como a da espiral de ouro, mostrada na Figura 38.
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Figura 39: Concha de Nautilus

A flor do girassol, a casca do abacaxi, o crescimento de algumas plantas também
sao exemplos de onde a espiral aurea aparece. Outro fato é que um termo da sequéncia
de Fibonacci dividido pelo seu antecessor resulta em um valor préximo de um nimero

5
+2\/_%1,6e

este nimero esta presente em varias situacoes na natureza, na arquitetura e nas artes.

chamado de nimero de ouro, representado pela letra grega ¢ que vale

Pode-se também fazer uma ligacao com a Histoéria, ja que os trabalhos de Leonardo de
Pisa (Fibonacci) poe fim a um vasto periodo estéril para o saber Europeu Ocidental,
que de acordo com [1] e |7], vai aproximadamente de 450 a 1120 d.C.

Ainda sobre a figura 37, os arcos de circunferéncia que foram construidos, usaram
um comando do GeoGebra que se chama arco circular. O icone é o mostrado na Figura

que segue.
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<2 Setor Circuncircular

Figura 40: comando para construir um arco

Na secao que segue sera trabalhado circunferéncia e circulo. Alguns fatos historicos
interessantes serao abordados, e trabalhar com eles ou nao fica a critério de cada

professor.
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6 Circunferéncia e Circulo

Seguindo as ideias das secOes anteriores, uma construcao interessante, que possui
um carater geografico e historico ¢ a que mostra como Eratostenes, em 240 a.C. calculou
o comprimento da circunferéncia da Terra, raciocinio citado por [6]. Eratostenes nasceu
em Cirene, cidade na costa sul do mar Mediterraneo. Por volta de 40 anos de idade
mudou-se para Alexandria a convite de Ptolomeu III, para ser bibliotecario-chefe da
Universidade local (e também tutor do filho de Ptolomeu), ji que ele possuia interesse
e talento em varios ramos do conhecimento.

Em estudos na biblioteca, Eratostenes soube que em Siena, ao meio dia do solsticio
de verao, uma vara nao projetava sombra alguma, ou seja, o sol estava a pino. Neste
mesmo momento, em Alexandria, que fica quase no mesmo meridiano de Siena, ele
percebeu que uma vara fincada no chao projetava uma sombra de aproximadamente
7,2°. Eratostenes calculou a distancia entre Alexandria e Siena, encontrando algo em

torno de 800km. A Figura 40, construida no GeoGebra, representa tal situacao.
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- G =(8.35,

Figura 41: construcao que mostra o raciocinio de Eratostenes para calcular o compri-

mento da circunferéncia da Terra

Note que os raios de sol (pontilhados) sao paralelos, portanto o angulo § e o angulo

A, no centro da Terra sao angulos alternos internos, logo congruentes. Como a este
VN

angulo A corresponde o arco FG, em vermelho, de comprimento 800km, e que 7,2° é
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1
=0 de 360° , basta multiplicar 800km por 50, que resulta em 40000km, que é apro-

ximadamente o que Eratostenes encontrou para o comprimento da circunferéncia da
Terra, valor este que praticamente nao difere dos valores atuais, que sao proximos de
40070km.

6.1 Lunas

No secao 3 foi citado um problema classico de construcao conhecido como quadra-
tura do circulo, que consiste em construir um quadrado com area igual a de um circulo
dado. Hipocrates de Quio (440 a.C.), na tentativa de resolver tal problema, quadrou
algumas lunas, que sao regides entre circunferéncias. Com o uso do GeoGebra, serao
construidas 3 destas quadraturas de lunas feitas por Hipocrates.

A primeira delas consiste em pegar um quadrante AOB de um circulo (de centro O)
e considerando AB como didmetro, tragar o semicirculo voltado para fora do quadrante.

A Figura 42 mostra esta construcgao.
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Figura 42: quadratura de uma luna de hipocrates

N N

A luna é a regiao entre o arco AB de centro em O e a semicircunferéncia AB
de diametro AB. Esta figura pode ser construida apenas com régua nao graduada e

compasso, e ¢ demonstravel que a area desta luna é igual a area do triangulo retangulo
AOB.
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Outra quadratura de luna feita por Hipocrates trabalha com o semi-hexégono re-
gular BCDE inscrito num circulo de diametro EB. A luna fica entre este semicirculo

(externa a ele) e o semicirculo de diametro BC. A Figura 43 montra esta construgao.

LY 0 F B ol () EUIN 1B B
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@ © €
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Figura 43: quadratura de outra luna de hipdcrates

~~

A luna na Figura 43 ¢é a regiao entre o arco BC com centro no ponto médio do
~
segmento EB, e a semicircunferéncia BC com diametro BC. E demonstravel que
a area do trapézio BCDE é igual a soma do triplo da area da luna com a &area do
semicirculo de diametro BC.
Uma terceira quadratura de luna feita por Hipdcrates, e que é a mais conhecida
delas, consiste em tomar um triangulo retangulo e construir 3 semicirculos, em que

seus diametros sao respectivamente a hipotenusa e os catetos do tridngulo. Segue a
construcao.
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Figura 44: quadratura de outra luna de hipdcrates

oy

Na figura 44 temos duas lunas. Uma delas esta entre a semicircunferéncia AC de

o

diametro AC, e 0 arco AC com centro no ponto médio de BC. A outra luna esta entre
—~ ~

a semicircunferéncia AB de diametro AB, e o arco AB com centro no ponto médio de

BC. Também é demonstravel que a soma das areas destas duas lunas é igual a area

do triangulo retangulo ABC.

O calculo das areas destas lunas usando o proprio software é mais viavel através
da integral entre curvas, que é um dos recursos do software, mas que obviamente
extrapola o interesse no ensino médio. Mas apesar disto, o caminho serd mostrado com
um exemplo.

Considere que se queira calcular a area da luna entre as circunferéncias \; de centro
em B e Ay de centro em A, com intersegdo nos pontos C(1.1 , 6.75) e D(6.9 , 6.75). A
figura a seguir mostra a construcao da luna e também o resultado do calculo de sua

area, que foi de 4,67.
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,1.1,6.9]

Figura 45: calculo da 4rea da luna por integral

Os comandos sao os que seguem.

Ajuda
» Fungdes Matematicas

= Todos os Comandos
« Algebra

= Conicas
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+ Otimizagao

4+ Planilha .

m
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- Extremo
Fatores
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- Funcdo
Grau

1: IntegralEntre)

- Limite
LimiteInferior

- LimiteSuperior

- ListaDelteragdo
ListaParaPontosEixoX

Figura 46: comandos para calculo de area entre curvas

Observe que na Figura 45, na linha inferior, temos o local para a entrada das funcoes

IntegralEntre[ <Funcao>, <Funcéo=
<Valor de x Inicial>, <Valor de x

Final> ]

e também para definicao dos valores inicial e final para x.
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7 Conclusao

Esta dissertacao foi escrita paralelamente ao uso de algumas das ferramentas do
GeoGebra em sala de aula. Portanto, foi possivel propor ideias e ao mesmo tempo
colocar algumas delas em pratica.

Os objetivos do trabalho foram alcancados. Um deles foi o uso de ferramentas
tecnologicas em sala de aula, tanto pelo professor quanto pelos alunos. A manipulagao
do software pelo professor e também pelos alunos é realmente um diferencial nas aulas,
saindo assim do uso cotidiano apenas de giz e quadro, e mais interativo que uso de
videos e slids.

Outro objetivo, que era o de uso de metodologia que tornasse mais facil a compre-
ensao e visualizacao de conceitos dentro da geometria, também foi alcancado, ja que o
software realmente mostra as ideias de forma muito clara, sendo mais eficiente que os
desenhos feitos no quadro. As construcgoes feitas pelos alunos os ajudam a compreender
e memorizar as ideias trabalhadas.

Em relagao as construcoes feitas pelo professor, ¢ mais interessante e proveitoso
que sejam feitas durante as aulas e com participacao dos alunos, mas para que isto
aconteca, o professor deve realmente ter dominio das ferramentas do software para que
nao perca a atencao dos alunos. Se alguma construcao for muito complexa e longa,
pode ser levada j& pronta e apenas analisada em sala de aula com os alunos. Também
é interessante que algumas construcgoes sejam cobradas como atividade extra sala.

O software GeoGebra realmente é uma 6tima ferramenta para as aulas de matemé-
tica. E importante o professor ter em mente que esta ferramenta nao tem o carater de
lazer e diversao, mas sim que os alunos estao trabalhando com tecnologia produzindo
conhecimento, e nao como fonte de mero entretenimento. Desta forma, o software deve
ser encarado como ferramenta de estudo, e portanto, demanda seriedade e dedicacao

para tal.
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