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Resumo

Nesta dissertacao estamos interessados nos inteiros n que se escrevem na forma

2% + 2y? e 2® + 3y?. Problema proposto por Fermat em 1654. A prova do teorema
sobre os inteiros que se escrevem como soma de dois quadrados x? + y? pode ser
adaptada para determinar os inteiros que se escrevem na forma z% 4 2y% e 22 + 3y2. Neste
caso, precisamos do teorema da fatoracao tnica em produto de primos para nimeros da
forma a + bv/—2;a + b&s (53 = #) , juntamente com alguns topicos de teoria dos

numeros.

Palavras chave: Soma de dois quadrados; aritmética dos inteiros; residuos quadraticos.
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Abstract

In this work we are interested in the integers n that are written in the form
22 4 2y% and 22 4 3y%. This problem was proposed by Fermat in 1654. The proof of the
theorem about the integers that are written as the sum of two squares x? + y? can be
adapted in order to determine the integers that can be writing in the forms 2 + 2y? and
22 + 3y2. In this case, we need to use the theorem of unique factorization on the product
of primes for numbers of the form a + b\/—2; a + b (53 = #) , together with some

topics of Number Fields.

Keywords: Sum of two squares; arithmetic of integers ; quadratic residues.
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Introducao

Os niimeros primos que se escrevem na forma z? + y? foram estudados, primeira-

mente, por Fermat, em 1654, e sao abordados em varios cursos de Teoria dos Niimeros até
os dias de hoje. Em seus estudos, Fermat caracterizou os niimeros primos que se escrevem
como soma de dois quadrados e, posteriormente, outros matematicos formularam novas
demonstracoes que caracterizaram tais primos. Na atualidade, vem sendo estudados os
primos da forma rz2 4 qy?, onde 7 e ¢ sao inteiros livres de quadrados. Abordaremos os
primos na forma z? + qy? com ¢ = 1,2 e 3, buscando uma caracterizacao para tais, con-
forme Clark (2003), de forma que os leitores compreendam esta caracterizagdo. Faremos
a fundamentagao tedrica baseada em alguns tépicos elementares de teoria dos nimeros
como, por exemplo, inteiros gaussianos, reciprocidade quadratica, fatoracao unica, etc.
Posteriomente, & fundamentacao tedrica, caracterizaremos os primos na forma 2 + 32, e,
logo apés, os primos na forma x? + 2y? e % + 3y
Como este tema é alvo de muitos estudos na atualidade, é interessante apresenta-lo aos
leitores interessados, por meio deste trabalho. Serao desenvolvidas algumas etapas, as
quais tem como objetivo nos levar a caracterizacao de primos que se escrevem na forma
2% 4 qy? com ¢ = 1,2 e 3. Cada etapa depende da teoria feita anteriormente e por meio
de casos particulares conjecturaremos um resultado e o demonstraremos. Esperamos que
todos os leitores entendam o desenvolvimento de cada etapa, e juntos possamos obter uma
caracterizacao dos nimeros primos que estamos procurando.
Trataremos no Capftulo 1 sobre os conjuntos Zli] e Z[v/—2], deixando claro as suas de-
finigoes e destacando algumas de suas propriedades. Este capitulo serve de alicerce para o
resultado principal do trabalho e a teoria desenvolvida pode ser encontrada nas seguintes
referéncias bibliograficas: Vitorino e ao (2013), Dias (2001), Stillwell (2003) e Moreira
et al. (2012).

No Capitulo 2, abordaremos alguns resultados basicos de teoria do niimeros como Critério



de Euler, Lei de Reciprocidade Quadrdtica de Gauss, entre outros. Estes conceitos de
teoria dos ntimeros serao valiosos para o desenvolvimento do trabalho e podem ser encon-
trados nas seguintes referéncias bibliogréficas: Hefez (2011) e Santos (2007).

Finalmente, no Capitulo 3, trataremos do assunto principal deste trabalho conforme
(Clark, 2003). Com base na teoria formulada para a caracterizagdo dos primos que se
escrevem como soma de dois quadrados, faremos algumas adaptacoes para caracterizar-

mos os primos que se escrevem na forma 2% + 2y? e 2% + 312



Capitulo 1
Os conjuntos Z[i| e Z|\/—2]

Neste trabalho vamos usar os seguintes conjuntos:
Z=40,4+1,+2,+3,.....}

Zy={x€Z;x>0}={0,1,2,3,4,....... }.

Neste capitulo destacaremos alguns resultados sobre os conjuntos Z[i] e o Z[/—2].

Estes resultados nos auxiliarao no resultado desejado do trabalho.

1.1 O conjunto Zl|i]

Defini¢ao 1.1 O conjunto dos inteiros de Gauss (ou inteiros Gaussianos) € o

Z[i] = {a + bi| a,b € Z}, onde i* = —1.
Dados z = a + bi,w = ¢ + di € Z[i], definimos z + w € Z[i] e z.w € Z][i], por:
l.z+w=(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i
2. zaw = (a+ bi).(c + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i.

As operagoes de adi¢ao e multiplicagdo em Z[i] tem as seguintes propriedades, e

para todo z,w,u € Z[i], temos
1. Associativa da adi¢ao: z+ (w +u) = (2 + w) + u;

2. Elemento neutro da adicao: 30 € Z[i| tal que z+0=0+ 2z = z;



3. Elemento oposto da adigao: 3 — z € Z[i] tal que z + (—2) =0 = (—z) + z;
4. Comutativa da adigao: z 4+ w = w + z;

5. Associativa da multiplicacao: z.(w.u) = (z.w).u;

6. Comutativa da multiplicacao: z.w = w.z;

7. Valem as leis distributivas da multiplicacao: z.(w + u) = (z.w) + (z.u) e

(w+u).z = (w.2) + (u.2);

8. Elemento neutro da multiplicagao: 31 € Z[i] tal que z.1 = 1.z = z.

Observacao 1.1 Os elementos 0 = 0+0.i,1 = 140.7 e —a—>bi sao ditos, respectivamente,

elemento neutro da adigdo, elemento neutro da multiplicagdo e elemento oposto em Z[i].

Exemplo 1.1 Sejam z =3 —i,w =5+ 2i € Z[i], temos:
z+w=(3—1i)+ (5+2i)=8+1
zaw = (3—1).(5+42i) =17+ 1.

Definicao 1.2 Dado z = a+bi € Z[i|, dizemos que Z = a—bi € o seu conjugado em Z|i].

Exemplo 1.2 Sejam z =2 —i,w = 3 + 2i € Z[i], temos:
Zz=2+1ew=3— 2.

Exemplo 1.3 Verificar que para todo z,w € Z|i] tem-se Zaw = Z.0.

Com efeito, sejam z = a + bi,w = ¢+ di € Z[i], temos

zaw = (ac — bd) + (ad + be)i = (ac — bd) — (ad + be)i = (a — bi).(c — di) = Z.w.

Veremos, agora, algumas propriedades e resultados importantes dos Inteiros Gaus-
sianos. Por questoes didaticas, dividiremos o que vem a seguir em subsecgoes. Comecgaremos

com a definicao de norma.

1.1.1 Norma em Z|i]

Defini¢ao 1.3 A funcao N : Z[i| — Zy dada por N(z) = 2.Z,Vz € Z]i], € dita norma
em Z|i].



Observagao 1.2 Dado z = a + bi, temos N(z) = 2.2 = (a + bi).(a — bi) = a® + b*.
Exemplo 1.4 Dado z = 3+ 4i € Z[i], temos N(z) = N (3 + 4i) = 3> + 4> = 25.
Na proposigao a seguir, veremos que a norma é multiplicativa em Z[i].

Proposigao 1.1 Se z,w € Z[i], entdo N(z.w) = N(z).N(w).
Demonstracao:

De fato, temos que N(zw) = zwzw = zZww = N(z)N(w).

1.1.2 Elementos Invertiveis em Z][i]

No conjunto dos niimeros inteiros Z os niimeros invertiveis sao +1 com as operagoes
usuais. Agora, vamos definir elementos invertiveis em Z[i] e determinar o conjunto dos

elementos invertiveis de Z[i].

Definicao 1.4 Um elemento z € Zli], z # 0, é dito invertivel se eziste 0 # w € Z][i], tal

que z.w = 1.

Afirmagao: O conjunto (Z[i])* = {z| N(z) = 1} = {£1, £i} é o conjunto dos elementos
invertiveis de Z][i].

De fato, se z = a + bi é invertivel em Z[i], entao 1 = N(z.w) = N(z)N(w), dai
Nz)=1lwad+0V=1a==1, b=0oua =0, b ==41, daf z = +1, +i. Entao,
como os quatros possuem inverso temos, (Z[i])* = {z| N(z) = 1} = {£1, +i} é o

conjunto dos elementos invertiveis de Z[i].

1.1.3 Divisibilidade em Z[i]

De maneira inteiramente analoga a divisibilidade em Z podemos definir a divisi-
bilidade em Z[i]. Vamos, entao, a definigao e algumas propriedades da divisibilidade em

Zli).

Defini¢ao 1.5 Para z,w € Z[i|, dizemos que z divide w se existe u € Z[i], ndo-nulo, tal

que W = z.U.

Escrevemos que z divide w da seguinte forma: z|w.



Exemplo 1.5 Note que —1|i pois, i = (—1)(—1i) e 3+ 4i|25 pois, 25 = (3 + 4i)(3 — 47).
Vejamos algumas propriedades da divisibilidade em Z[i] na seguinte proposigao:
Proposicao 1.2 Sejam z,w,u € Zli]. Entao,
1. 1|z e z|z;
2. Se z|1, entao z =1,—1,i ou — i;
3. Se z|lw e wlu, entdo z|u;
4. Se z|w, entdo N(z)|N(w).

Demonstracao:

De fato, como z = 1.z, assim provamos 1. Se z|1, temos que existe v € Z][i| tal
que 1 = z.v, logo 1 = N(2).N(v), o que significa dizer que z € (Z[i])*, isto é,
z=1,—1,i ou —1i, com isso provamos 2. Agora, se zlw e wl|u, tem-se que existem v, s €
Z[i] tais que w = z.v e u = w.s, logo u = z.v.s = (v.5).z, ou seja, z|u. Finalmente, se
z|lw, existe v € Zli] tal que w = z.v, logo N(w) = N(2).N(v), ou seja, N(z)|N(w), o que

conclui a demonstracao.

1.1.4 Divisao Euclidiana em Z][i]

Nesta subsecao vamos descrever a chamada divisao euclidiana. Primeiramente,
vamos relembrar o conceito de divisao euclidiana, ou divisao com resto, nos nimeros in-
teiros, que é uma das quatro operacoes que toda crianca aprende na escola, e estenderemos
o conceito para os inteiros gaussianos. Sua formulacao precisa é: dados a,b € Z com
b+# 0, existem ¢, € Z coma=0bg+re0<r<|bl.

Tais ¢ e r estao unicamente determinados pelas duas condigoes acima e sao chamados,
respectivamente, quociente e resto da divisao de a por b. No conjunto Z[i] a divisao eu-
clidiana funciona da mesma forma, a tnica diferenca em relacao aos niimeros inteiros é
que a norma do resto fica compreendida entre 0 e a norma do dividendo. Dali, em Z[i]

temos a seguinte formulacao para a divisao euclidiana:



Proposicao 1.3 Dados z,w € Z[i] com w # 0, existem q,r € Z[i] com z =wq+1 e
0 < N(r) < N(w).
Demonstracao:

Basta dividir z = x + yi,w = a + bi, onde x,y,a,b € Z. Entao,

z x4y a—b  za—axbi+yai—ybi®  wa+yb ya—xb

. = 1.
w  a+bla—b a? + b? a? + b? a? + b?

rxa+yb ya—xb

Tomando m e n como os inteiros mais proximos de € , respectivamente,
b a2tz “ayp O
temos que :
xa + yb ya — b 1
m— 2 p— <.
a? + b? a? + b? 2

Se ¢ = m + ni, entao:

(z ) xa + yb . ya — xb .
r=z—wg=w(——q)|=w|———>55-m T —n)i
1 w 1 a? + b? a? + b? ’

o que implica,

1.1.5 Lema de Euclides

Utilizaremos a divisao euclidiana para demonstrar o Lema de Fuclides, mas,

primeiramente, daremos uma definigdo de primo em Z[i].

Definigao 1.6 Dizemos que p € um primo em Zl[i], quando p nao pode ser escrito como

produto de dois inteiros de Z[i] cujas normas sao maiores que 1.

Exemplo 1.6 Verificar que z =1+ € primo em Z][i].

De fato, suponha que existam w,u € Z[i| tais que 1 + i = w.u, entdo
2 = N(w).N(u). Logo, w ou uw tem norma igual a 1. Portanto, z =141 € um primo em

Zli).

Veremos, mais adiante, que os produtos de 1 + i pelos elementos de (Z[i])* sao



todos primos.

O préximo resultado nos auxilia na verificagao de primalidade em Z[i].

Proposigao 1.4 Se N(z) € primo em Z, entdo z € primo em Z][i].
Demonstracao:
Suponha que z nao é primo em Z[i]. Entdo, existem w,u € Z[i],w,u # 0, tais

que z = wu e N(w), N(u) > 1. Isto é uma contradicao pois, N(z) é primo em Z.

Exemplo 1.7 Verificar que 1 — i é primo de Zl[i].

Com efeito, como N(1 —1i) =2 e 2 € primo em Z entdo z € primo em Z]i].

O préximo resultado, Lema de Euclides, nos garante que se um primo em Z][i]

divide um produto de dois inteiros gaussianos, entao ele divide um dos fatores.

Lema 1.1 (Lema de Euclides) Se p é um primo em Z[i], com a,b € Z[i] e plab, entdo
pla ou plb.
Demonstracao:

Para demonstrd-lo, vamos fazer sucessivas divisoes euclidianas, sendo xog = a €

x1 = p. Seja xyyo 0 resto da divisao euclidiana de xy por xyy1. Temos entao as divisoes:

To = q1T1 + T2
T1 = @2Ty + T3
To = q3%3 + T4
Tp—2 = 4n—1Tp—1 + z,
Tpn—1 = GnTn + Tp+1

Observe que como xr # 0 = N(xpy1) < N(zx), podemos tomar n tal que
N(zp1) = 0, ou seja, xpp1 = 0. Logo z,|x,—1. Observe que x,|rp_1 € x,|xk. Logo,

Tp|T, € xp|x,_1, entdo indutivamente, x,|rg, Vk,0 < k < n, particularmente
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Tplro = a e xy|lxy = p. Tomando as j + 1 primeiras equacoes e realizando substitui¢oes
adequadas, temos que x; = a;T1 + Y;To = a;p + y;a; particularmente x,, = a,p + yna. Se
pla entao o lema estd demonstrado. Se p nao divide a, entao, como x,|p, x,|a e

Tp = app + Yna, entio x, € {£1,+i} e temos: x, = a,p + yna se, e somente se,

b= (z,) " (ba,p + ynab) implicando que p|b, o que conclui a demonstragao.

1.1.6 Fatoragio Unica em Z][i]

A fatoracao unica é uma das propriedades mais usadas em problemas envolvendo
nimeros inteiros. Vamos prova-la para os inteiros de Gauss. Primeiramente provaremos
que todo inteiro z de Gauss com norma maior do que 1 pode ser escrito como o produto
de um ou mais primos em Z[i]. Se N(z) =2, como 2 é primo e a norma é multiplicativa,
entdo z é primo, portanto estd provado. Considere N(z) > 2. Se z é primo a fatoragao é
imediata. Se z nao é primo, entdao z = ab implicando que N(z) = N(a).N(b), onde
N(a),N(b) > 1, e N(a), N(b) < N(z). Podemos supor, por inducao, que se N(z) < N(z),
entao = ¢é fatoravel. Logo, a e b sao fatoraveis, e portanto z o é. Para provar que esta
fatoragao ¢é unica, basta considerar as duas fatoragoes pips...pn € q1Go...Gm. Suponha, por
inducao, p1pa...pn = £q142-..qm, sendo £ um invertivel, implica que a sequéncia (p;) é uma
permutagao (a menos que sejam multiplica¢oes pelos invertiveis) da (g;). Se méx{n;m} =
1, entao o resultado é imediato. Supondo que ele vale se max{n';m'} < max{n;m}, pelo
Lema de Fuclides, vemos que para algum 4, p,|q;. Sem perda de generalidade, podemos
supor i = m. Como p, e ¢, sao primos, entao ¢,, = &'p,, onde £ é um invertivel. Logo
piP2--Pn = qiG2---Gm < P1P2-Pn-1 = E§'q1Go-.Gm—1. Por indugao, pi,pa,...,pp—1 € uma
permutacao( a menos que seja multiplicagoes pelos invertiveis) de g1, qa, ..., ¢m, portanto

a fatoragao é unica. Com isso, provamos a seguinte proposicao:

Proposicao 1.5 Seja z € Z[i], entao existem zy, zs, ..., z, € Z[i], unicos e primos, tais

que z = z1.29...2p.
Exemplo 1.8 Considere as sequintes fatoracoes
1. Para z =2, temos 2= (1+14)(1 —1i) onde 1 +1i e 1 —i sdo primos;

2. Para z =5, temos 5 = (24 14)(2 — i) onde 2+1i e 2 — i sdo primos.



1.1.7 Congruéncias Mdédulo n e o Conjunto Z,

O conceito de congruéncia de inteiros foi introduzido e estudado por Gauss e é
utilizado para enfatizar o resto da divisao euclidiana. Esta secao sera 1til pois a linguagem

de congruéncia modulo n e classes de equivaléncia serao utilizadas com muita frequéncia.

Defini¢ao 1.7 (Congruéncia médulo n) Seja n > 2 um inteiro e a,b € Z. Dizemos

que a € congruente a b mddulo n se, e somente se, n|(a —b).

Quando a é congruente a b médulo n escrevemos a = b(mod n). Caso contrério,

escrevemos a Z b(mod n). A expressao a = b(mod n) lé-se a é congruente a b médulo n.
Exemplo 1.9 Veja as congruéncias
1. 25 = 37(mod 6), pois 25 — 37 = —12 e 6| — 12
2. 13 # 22(mod 5), pois 13 — 22 = =9 e 5 nao divide — 9.
A seguir veremos uma propriedade muito interessante da congruéncia médulo n.

Proposicao 1.6 A congruéncia modulo n € uma relacao de equivaléncia em Z. Ou seja,

para todo a,b,c € Z a congruéncia modulo n satisfaz:
1. a = a(mod n);
2. Se a = b(mod n), entdo b = a(mod n);
3. Se a=0b(mod n) e b= c(modn), entio a = c(mod n).

Demonstracao:
Vide Villela (2000).

Veremos agora que o conceito de congruéncia de inteiros moédulo n pode ser

utilizado para enfatizar o resto da divisao euclidiana por n.

Proposicao 1.7 Seja n > 2. Entio a = b(mod n) se, e somente se, a e b tém o mesmo
resto na divisao euclidiana por n.

Demonstracao:

Vide Villela (2000).
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Exemplo 1.10 Os nimeros 25 e 100 deizam resto 0 na divisao por 5, logo 25 = 100(mod 5).

As seguintes propriedades adicionais das congruéncias sao muito tteis nas aplicagoes

do conceito de congruéncia.

Proposicao 1.8 (Propriedades das congruéncias) Sejam a,b,c,d € Z e sejan > 2.
1. se a=b(mod n) e c =d(mod n), entdo a+ c=0b+ d(mod n)
2. se a = b(mod n) e c = d(mod n), entio ac = bd(mod n)
3. se a = b(mod n), entdo am = bm(mod n), para todo m > 1.

Demonstracao:

Vide Villela (2000). m

Exemplo 1.11 Qual o resto da divisao de 747 por 97

Temos T° = 49 = 4(mod 9), entio 7 = 7.7 = 4.7 = 28 = 1(mod 9). Portanto,

74T = 7352 = (T 72 = 1154 = 4(mod 9), ou seja, o Testo € 4.

Seja n > 2 um inteiro. Pela Proposicao 1.6 a congruéncia médulo n é uma
relacao de equivaléncia. A classe de equivaléncia de um inteiro a na congruéncia médulo
n é chamada de classe residual modulo n ou, simplesmente, classe de residuos médulo n.

Assim, escrevemos a classe de residuos médulo n da seguinte forma:

la| ={x € Z/ x = a(mod n)} ={z € Z/ n|(x — a)}.

Exemplo 1.12 Seja n = 2. Dado a € 7Z, pela divisao euclidiana, existem q e r, unica-

mente determinados, tais que a = 2.q +1r, com 0 <r < 1. Logo,

[0] se, e somente se, a € par
[a] =

[1]  se, e somente se, a € impar.

Logo, s6 ha duas classes distintas moédulo 2, a saber [0] e [1]. Das propriedades
de relagao de equivaléncia, Z = [0] U [1], onde [0] = 2.Z = {2t/ t € Z} e
1] =2Z+1={2s+1/ s € Z}.
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Proposicao 1.9 Seja n > 2. Para cada a € Z existe um unico r € Z, com
0 <r<n-1, ta que [a] = [r]. Logo, hda n classes de residuos mddulo n distintas, a
saber, [0],[1],...,[n — 1], onde [r] =nZ +r e Z=[0]U[1]U....U[n — 1].
Demonstracao:
Seja a € Z. Dividindo a por n, existem q,r € Z unicamente determinados, com

0<r<n-—1, tais que

a=qn+r.
De a = gn+r, concluimos que a = r(mod n), ou seja, [a] = [r]|, em outras palavras existe
tal r. Agora, sejamr,s € Z tais que 0 < r,s <n—1 e [r] = [s]. Vamos mostrar que r = s.

De fato, de —(n—1) <r,s < (n—1) en|(r—s), concluimos que r —s = 0, isto é, r = s.

Portanto, r € unico.

Defini¢ao 1.8 (Conjunto das Classes de Residuos Mdédulo n) O conjunto Z,, € cha-

mado de conjunto das classes de residuos modulo n, ou seja,

Zy = {[0], (1], ... [n — 1]}

Exemplo 1.13 Vejamos para alguns valores de n o conjunto Z, correspondente.

1. Paran =2, temos Zy = {[0], [1]};

2. Paran = 3, temos Z3 = {[0], [1], [2]};

3. Paran =5, temos Zs = {[0], [1], [2], [3], [4]};

4. Paran =38, temos Zs = {[0], [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7] }

Vamos definir em 7Z,, as operagoes de adicao e multiplicacao entre seus elementos.

Defini¢ao 1.9 (Adigao e Multiplicagao em 7Z,) Sejam n > 2 e a,b € Z. Definimos

1. [a] + [b] = [a + b]

2. [a].[o] = [a.b].
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Observamos que essas definicoes nao dependem dos representantes das classes de

residuos. De fato, pelas propriedades das congruéncias, temos

a = ay(mod n) e b= by (mod n) <
a+b=ay+by(mod n) e a.b = ay.bi(mod n) <
o+ b] = [as + by] e [a.b] = [a1.by] <
[a] + [b] = [a1] + [b1] e [a].[0] = [a1].[b4].

Portanto, a adi¢ao e a multiplicacao das classes de residuos independem do inteiro
que é representante da classe.

Vejamos as tabelas das operagoes em Zj.

Exemplo 1.14 Tuabelas das operacoes em Zis

+ 0] | ] [0] | [1]
[0] | [0] | [1] [0] | [0] | [0]
[1] | 1] | [0] [1] | [0] | [1]

Proposicao 1.10 (Propriedades da adigao e multiplicagao de Z,) Sejan > 2. A

adicao e a multiplicacao de Z, tém as sequintes propriedades, para quaisquer

[al, [b], [d] € Zy, :
1. (Associativa da adigao) ([a] + [b]) + [¢] = [a] + ([b] + [¢]);
2. (Comutativa da adigdo) [a] + [b] = [b] + [a];

3. (Existéncia de elemento neutro da adi¢ao) [0] € o elemento neutro aditivo

[0] + la] = [a];
J. (Eisténcia do oposto da adigio) O oposto de [a] é [—a] tal que [a] + [—a] = [0];
5. (Associativa da multiplicagio) ([a].[b]).[c] = [a].([b].[c]);
6. (Comutativa da multiplicagio) [a].[b] = [b].[a];

7. (Ezisténcia da unidade) [1] € a unidade de Z,, tal que [1].[a] = [al;
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8. (Distributiva da multiplicacao) ([a] + [b]).[c] = [a].[c] + [b].]c].

Demonstracao:
Vide Villela (2000).

O préximo resultado nos da um critério para determinar se um elemento é in-

vertivel ou nao em 7Z,,.

Proposicao 1.11 Seja n > 2. Um elemento [a] € Z, ¢ invertivel se, e somente se,
mde(a,n) = 1.

Demonstracao:

Seja [a] € Z,, um elemento invertivel. Entdo, existe [b] € Z,, tal que

[1] = [a][b] = [ab]. Logo, ab = 1(mod n), ou seja, n|(ab—1). Portanto, existe q € Z tal que
ab—1 = gn, isto é, a(b) +n(—q) = 1. Dai, concluimos que mdc(a,n) = 1. Por outro lado,
suponhamos que mdc(a,n) = 1. Entdo, existem x,y € Z tais que ax + ny = 1. Portanto,
[1] = [az + ny] = [a][z] + [n][y] = [a][z] + [0][y] = [a][z], mostrando que [z] € o inverso de

[a].

Exemplo 1.15 Vamos obter o conjunto dos elementos invertiveis de Zy.
Para cada i € {0,1,....,9}, temos mdc(i, 10) = 1 se, e somente se, i € {1,3,7,9}. Por-
tanto, (Z10)* = {[1], (3], [7], [9]}

Exemplo 1.16 Vamos obter o conjunto dos elementos invertiveis de Z;.

Note que se i € {1,....,9,10}, entao mdc(i, 11) = 1. Portanto,

(Zn1)* = {[1], 2], ..., [10]} = Z11 — {[0]}.

Corolario 1.1 Todo elemento nao-nulo de Z,, com p primo, é invertivel.
Demonstracao:
De fato, pela proposi¢ao anterior para cada i € {1,2,.....p — 1} temos que

mdc(i,p) = 1. Portanto, (Z,)* = Z, — {[0]}.

Exemplo 1.17 Em Zs; = {[0],[1],[2]}, os inversos de [1] e [2] sdo, respectivamente,
[1] e [2], pois [1]* = [1] e [2]* = [1].

Observagao 1.3 Representaremos o simbolo [x] € Z,, por x € Z,. Por exemplo, 5 € Zs.
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1.1.8 Elementos Primos em Z[i]

Agora vamos caracterizar os primos em Z[i|. Pela Proposicdo 1.4 se N(z) é primo
em Z, entao z é um primo em Z[i] ( pois se z fatora entao N(z) fatora). Observe que todo
primo z divide N(z), portanto ele deve dividir ao menos um fator primo em Z de N(z).
Se z dividir ao menos dois nimeros distintos(absolutamente) x e y primos em Z, como
sempre é possivel tomar a,b € Z tal que azx + by = 1, terfamos z|1, um absurdo. Logo,
todo primo em Z[i] divide exatamente um primo inteiro positivo (e seu elemento oposto

da soma) em Z. Seja esse primo inteiro positivo p. Temos 3(trés) casos:

1. Se p é par, entdao p = 2. Sendo z = a + bi, entdo N(z) = a®> + b*> = 2, ou seja,

2z = +1 414, e obtemos os quatro primos 1 +¢,1 —1¢,—14+7ie —1 —1.

2. Se p = 3(mod 4). Note que z = 0,1,2 ou 3(mod 4), entao x> = 0 ou 1(mod 4).
Queremos mostrar que p é um primo em Z[i]. Suponha que p nao é primo de Zli],
entao existem z = ¢+ di,w = a + bi € Z[i], com 1 < N(z), N(w) < p?, tais que
p = zw. Como p é um inteiro primo, devemos ter w =z = ¢ — di, logo p = % + d>.
Agora, p = ¢ + d*> = 0,1 ou 2(mod 4), o que é um absurdo, pois por hipéGtese

p = 3(mod 4). Portanto, p é um primo em Z][i].

3. Se p = 1(mod 4). Dado x = 1.2..... (p%l) , temos que:

=12 (%) 1.2 (7%1) =12.... (p; 1) . <p;1) o (p—2).(p—1)

1.(p — 1) = —1(mod p).

Logo, p|z®+1 = (z +14)(z — ). Suponha que p ¢ um primo de Z[i], entao pelo Lema

de Euclides p|(x+1) ou p|(x —1). Dal, existem z1, 2o € Z[i] tais que x +i = p.z; ou

T — 1 = pzo. Mas, teriamos z; = %x + %i ou 2y = %x — %i e % nao ¢é inteiro. Logo, p
nao é primo de Z[i], dai existem z = a + bi,w = ¢ + di € Z[i], com

1 < N(z),N(w) < p?, tais que p = wz = (a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (bc + ad)i.
Como p € Z, entao bc = —ad, ou seja, a =ce b= —d oua = —ceb=d, com isso
concluimos que w = +z. Logo, como p > 0 segue que w =z ¢ N(2) = p (p = a*>+b?),
portanto concluimos que z é primo e mais 2z e seu conjugado sao os Unicos primos
em Z[i] que dividem p.

Com base no exposto acima, vimos que os inicos primos em Z|[i] sao:
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(a) O primo 1 + 7 e seus produtos pelos invertiveis.
(b) Os primos p em Z tal que p = 3(mod 4) e seus produtos pelos invertiveis.

(c) Para cada primo p em Z tal que p = 1(mod 4), os primos a + bi,a — bi e seus

produtos pelos invertiveis, sendo p = a? + b.

1.1.9 Elementos Irredutiveis em Z]i]

Em Z, os conceitos de elemento irredutivel e elemento primo coincidem, ou seja,
um elemento p é irredutivel se, e somente se, é primo. No conjunto Z[i| veremos que os
conceitos de primo e irredutivel também coincidem, isto segue do fato de que em Z[i] a

fatoracao ¢ unica.

Definicao 1.10 Um elemento z € Z[i], nao-nulo e nao-invertivel, é dito irredutivel

quando z = wu com w ou u invertivel em Zli].

Exemplo 1.18 Verificar que z = 1 +1i € irredutivel em Z]i].

De fato, escrevendo 1+ i = wu, com w,u € Z[i], temos 2 = N(w)N(u). Logo,
N(w) = 1 ou N(u) = 1 e dai concluimos que w ou u € invertivel em Z[i|. Portanto,

z =141 é irredutivel em Z[i].

Observacao 1.4 E facil verificar que os produtos de 1 4 v pelos invertiveis também sao

irredutiveis em Z[i).

O préximo resultado mostra que um elemento p é primo em Z[i] se, e somente

se, p é irredutivel em Z[i].

Proposicao 1.12 Seja p € Z[i|, com p nao-nulo e nao-invertivel. Entao p é um elemento
primo de Z[i] se, e somente se, p € um elemento irredutivel de Z][i].
Demonstracao:

Sep=wu com w,u € Z[i], entao plwu e, como p € primo, temos que plw ou p|u.
Por outro lado, ulp e w|p. Logo w ou u € invertivel, mostrando assim que p € um elemento
irredutivel de Z[i]. Por outro lado, seja p € Z[i] um elemento irredutivel. Entao p é nao-

nulo e nao-invertivel. Se w,u € Z[i] sao tais que plwu, escrevendo w = wy...w, e
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U = uy...us, com w; e u; elementos irredutiveis de Zli], temos que uma fatoragdo para ab
é

ab = wy...w,uq... U,

Como plwu, temos que wu = pz, para algum z € Z[i]. Pela unicidade da fatoragdo de
wu, temos que p = w;v ou p = w,;v, com v invertivel, para algum indice i, j. Agora, se
plw; e wi|w, implica que p|w, por outro lado se plu; e uj|u, implica que plu, o que mostra

que p € primo.

1.2 O conjunto Z[/—2]

Definicao 1.11 O conjunto dos inteiros quadrdticos ¢é dado por

Z[V=2] = {a+by=2| a,b € Z} = {a + b\/2i| a,b € Z onde i* = —1}.

Dados z = a + bv/—2,w = ¢+ d\/—2 € Z[\/—2], definimos z + w € Z[\/—2] e
z.w € Z[\/—2], por:

L z+w=(a+b/=2)+ (c+dvV=2) = (a+c)+ (b+d)vV/-2
2. zaw = (a+ by/=2).(c + dv/—2) = (ac — 2bd) + (ad + bc)y/—2.

As operagoes de adigao e multiplicagao em Z[y/—2] tem as seguintes propriedades:
Para todo z,w,u € Z[/—2], temos

1. Associativa da adi¢ao: z+ (w +u) = (z + w) + u;

2. Elemento neutro da adigao: 30 € Z[v/—2] tal que 2 +0 =0+ 2z = 2;

3. Elemento oposto da adigao: 3 — z € Z[v/—2] tal que 2z + (—2) =0 = (—2) + z;
4. Comutativa da adigao: z 4+ w = w + 2;

5. Associativa da multiplicagao: z.(w.u) = (z.w).u;

6. Comutativa da multiplicacao: z.w = w.z;

7. Valem as leis distributivas da multiplicagdo: z.(w + u) = (z.w) + (z.u) e

(w+u).z = (w.2) + (u.2);
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8. Elemento neutro da multiplicagao: 31 € Z[y/—2| tal que 2.1 = 1.2 = 2.

Observacao 1.5 Os elementos 0 =0+ 0.4/—2,1 =14+0/—2 ¢ —a — b\/—2 sao ditos,

respectivamente, elemento neutro da adi¢ao, elemento neutro da multiplicacao e elemento

oposto em Z[\/—2].

Exemplo 1.19 Sejam z =2 — /=2, w = 3+ 2y/—2 € Z[/—2], temos que:
zHw=02-vV-2)+B+2vV-2)=5+v/-2

zw=(2-+v-2).34+2V/-2) =10+ /-2

Definicao 1.12 Dado z = a + b\/—2 € Z[V—2|, dizemos que Z = a — by/—2 € o0 seu
congugado em Z[v/—2].

Exemplo 1.20 Sejam z =5 — 2v/—2,w = —1 + 61/—2 € Z[\/—2], temos:
Z=0+2v—2ew=—-1—-6y—-2.

De modo andlogo a Z[i|, podemos verificar que para todo z,w € Z[\/—2| tem-se

zaw = z.aw. Veremos, agora, algumas propriedades e resultados importantes dos Intei-
ros Quadrdticos. Por questoes didaticas, dividiremos o que vem a seguir em subsecoes.

Comecaremos com a definicao de norma.

1.2.1 Norma em Z[\/—2]

Defini¢ao 1.13 A funcio N : Z[\/—2] — Z, dada por N(z) = 2.Z,Vz € Z[\/—2|, € dita
norma em Z[v/—2].

Observacao 1.6 Dado z = a + b\/—2, temos

N(z) =27 = (a+bvV=2).(a — bv/=2) = a® + 2.b*.
Exemplo 1.21 Dado z = —3 + 2v/—2 € Z[V/—2], temos
N(z) = N(=3+2y/-2) = (-3)* 4222 =1T.

Na proposigao a seguir, veremos que a norma é multiplicativa em Z[v/—2].

Proposigao 1.13 Se z,w € Z[/—2], entdo N(z.w) = N(z).N(w).
Demonstracao:

De fato, temos que N(zw) = zwzw = zzZzww = N(z)N(w).
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1.2.2 Elementos Invertiveis em Z[\/—2]

No conjunto Z[i| os elementos invertiveis sao +1 e =+ i. Agora, vamos definir

elementos invertiveis em Z[y/—2] e determinar o conjunto dos elementos invertiveis de

7[v=3].

Definigao 1.14 Um elemento z € Z[\/—2|,z # 0, € dito invertivel se eziste
0 # w € Z[\/-2] tal que z.w = 1.

Afirmagao: O conjunto (Z[v/-2])* = {z|N(z) = 1} = {£1} é o conjunto dos
elementos invertiveis de Z[v/—2].
De fato, se z = a + by/—2 é invertivel em Z[y/—2|, entdao 1 = N(z.w) = N(2)N(w)
implicando que N(z) =1 a? +20* =1 a = +1,0 =0, daf z = +1. Entao, como os
dois possuem inverso sao £1 temos, (Z[v/—2])* = {z|N(z) = 1} = {&1} é o conjunto dos
elementos invertiveis de Z[v/—2].

1.2.3 Divisibilidade em Z[y/—2]

De maneira inteiramente andloga a divisibilidade em Z[i] podemos definir a divi-
sibilidade em Z[v/—2]. Vamos, entao, a defini¢ao e algumas propriedades da divisibilidade
em Z[v/—2] que sao semelhantes a Z][i].

Definicao 1.15 Para z,w € Z[\/—=2], dizemos que z divide w se existe u € Z[/—2],

nao-nulo, tal que w = z.u.
Denotaremos que z divide w da seguinte forma: z|w.
Exemplo 1.22 Note que 2 — \/—2|6 pois, 6 = (2 — /—2)(2 + V/—2).

Vejamos algumas propriedades da divisibilidade em Z[v/—2] na seguinte pro-

posicao:

Proposigao 1.14 Sejam z,w,u € Z[\/—2|. Entao,
1. 1|z e z|z;
2. Se z|1, entao z =1 ou — 1,

3. Se z|lw e wlu, entdo z|u;
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4. Se z|lw, entdo N(z)|N(w).

Demonstracao:

De fato, como z = 1.z, assim provamos 1. Se z|1, temos que existe v € Z[y/—3]
tal que 1 = z.v, logo 1 = N(z).N(v), o que significa dizer que z € (Z[\/—3])*, isto ¢,
z =1 ou —1, com isso provamos 2. Agora, se z|w e w|u, tem-se que existem v, s € Z[\/—_Z]
tais que w = z.w e u = w.s, logo u = z.v.s = (v.8).z, ou seja, z|u. Finalmente, se z|w,
existe v € Z[v/=2] tal que w = z.v, logo N(w) = N(2).N(v), ou seja, N(2)|N(w), o que

conclui a demonstracao.

1.2.4 Divisao Euclidiana em Z[/—2]

Assim como no conjunto Z[i|, a divisao euclidiana em Z[/—2| funciona da mesma

forma. Portanto, em Z[v/—2] temos a seguinte formulagao para a divisdo euclidiana:

Proposicao 1.15 Dados z,w € Z[\/—2] com w # 0, existem q,r € Z[\/—2] com
z=wq+1r e0 < N(r) < Nw).
Demonstracao:

Basta diwvidir z = x + yv/—2,w = a + b\/—2, onde x,y,a,b € Z. Entao,

z aty/ 2 a_b\/__g_xa—a:b\/—_2+ya\/—_2—yb(\/—_2)2 _za+2yb ya—xb
wo oa+b/—2 a—b/—2 a? + 202 T a2+ 202 a2+ 202

V=2.

xa+2yb  ya — xb

Tomando m e n como o0s inteiros mais proximos de €
a?+ 202 a?+ 20’

respec-

tivamente, temos que
Yoo yb| o 1.
a’?+ 20| — 2

_za+ 2yb
a? + 2b?

Se ¢ = m + ny/—2, entao:

2yb —yb

a? + 2b2

o que implica,



1.2.5 Lema de Euclides

Utilizaremos a divisao euclidiana para demonstrar o Lema de Fuclides, mas,

primeiramente, daremos uma defini¢ao de primo em Z[/—2].

Definigao 1.16 Dizemos que p € primo em Z[\/—2], quando p nao pode ser escrito como

produto de dois inteiros de Z[\/—2] cujas normas sao maiores que 1.

Exemplo 1.23 Verificar que z = 0+ +/—2 € primo em Z[\/—2].

De fato, suponha que ezistam w,u € Z[/—2] tais que 0 + /—2 = w.u, entdo
2= N(w).N(u). Logo, w ou u tem norma igual a 1. Portanto, z = 0+ +/—2 € um primo

em Z[v/=2].

Veremos, mais adiante, que os produtos de 0++/—2 pelos elementos de (Z[v/—2])*

sao todos primos.

O préximo resultado nos auxilia na verificagao da primalidade em Z[v/—2].

Proposicao 1.16 Se N(z) € primo em Z, entdo z é primo em Z[\/—2].
Demonstracao:
Suponha que z nao € primo em Z[\/—2|. Entdo, existem w,u € Z[\/—2], w,u # 0,

tais que z = wu e N(w), N(u) > 1. Isto € uma contradi¢cao pois, N(z) € primo em Z.

Exemplo 1.24 Verificar que 3 — /=2 ¢ primo de Z[/—2].

Com efeito, como N(3 —+/—2) = 11 e 11 € primo em Z temos z primo em

ANE))

O préximo resultado, Lema de Euclides, nos garante que se um primo em Z[/—2]

divide um produto de dois inteiros quadraticos, entao ele divide um dos fatores.
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Lema 1.2 (Lema de Euclides) Sep é um primo em Z[/—2], com a,b € Z[\/=2] e p|ab,
entao pla ou plb.
Demonstracao:
Para demonstrd-lo, vamos fazer sucessivas divisoes euclidianas, sendo xo = a €

x1 = p. Seja xy9 0 resto da divisao euclidiana de xy por xi1. Temos entao as divisoes:

To = 171 + T2
T1 = @2T2 + 23
Ta =3T3 + Ty
Tp—2 = 4n—-1Tp—1 + z,
Tpn—1 = qnTn + Tp+1

Observe que como xp # 0 = N(xpy1) < N(zg), podemos tomar n tal que
N(zpe1) = 0, ou seja, xnp1 = 0. Logo xz,|x,_1. Observe que x,|rp_1 € x,|xg. Logo,
Tp|Tn € Tp|xa_1, entao indutivamente, x|z, Vk,0 < k < n, particularmente
Tplro = a e xy|lxy = p. Tomando as j + 1 primeiras equagoes e realizando substitui¢oes
adequadas, temos que x; = a;x1 + Y;To = a;p + y;a; particularmente x,, = a,p + yna. Se
pla entdo o lema estd demonstrado. Se p ndao divide a, entao, como x,|p, x,|a e
Ty = app + Yna, entao x, € {£1} e temos: x,, = a,p + yna se, e somente se,

b= (z,) " (ba,p + ynab) implicando que p|b, o que conclui a demonstragao.

1.2.6 Fatoracdo Unica em Z[\/—2]

A fatoragao unica é uma das propriedades mais usadas em problemas envolvendo
nimeros inteiros. Vamos prova-la para o conjunto Z[v/—2]. Primeiramente provaremos
que todo inteiro z € Z[y/—2] com norma maior que 1 pode ser escrito como o produto de
um ou mais primos de Z[v/—2]. Se N(z) = 2, como 2 é primo e a norma ¢ multiplicativa,
entao z é primo, o resultado estd provado. Considere N(z) > 2. Se z é primo a fatoragao

é imediata. Se z nao é primo, entao z = ab implicando que N(z) = N(a).N(b), onde
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N(a),N(b) > 1, portanto N(a),N(b) < N(z). Podemos supor, por indugdo, que se
N(z) < N(z), entao x ¢ fatoravel. Logo, a e b sao fatordveis, e portanto z o é. Para provar
que esta fatoragao ¢é tunica, basta considerar as duas fatoragoes pips...pn € ¢1qo...Qm. Su-
ponha, por inducao, p1ps...pn = £q1G2-..@m, sendo £ uma unidade, implica que a sequéncia
(p;) é uma permutacao( a menos que sejam multiplicagoes pelos invertiveis) da (g;). Se
méax{n;m} = 1, entao o resultado é imediato. Supondo que ele vale se

max{n’;m'} < méx{n;m}, pelo Lema de Euclides, vemos que para algum i, p,|q;. Sem
perda de generalidade, podemos supor i = m. Como p,, € ¢,, sao primos, entao ¢,, = &'p,,
onde & é uma unidade. Logo pips...pn = {12 -Qm < D1P2--Pn-1 = £€'1q2..¢m_1. Por
indugao, p1,pa,...,Pn—1 ¢ uma permutacao( a menos que seja multiplicagoes pelos in-
vertiveis) de ¢, go, .., ¢m, portanto a fatoracdo é unica. Com isso, provamos a seguinte

proposicao:

Proposicao 1.17 Seja z € Z[\/—2|, entao existem zi, za, ..., zn, € Z[\/—2], tnicos e pri-

mos, tais que z = z1.29...2n.
Exemplo 1.25 Considere as sequintes fatoracoes

1. Para z =3, temos 3 = (1 ++/—=2)(1 —v/—2) onde 1 ++/—2 e 1 — /=2 sdo primos;

2. Para z =11, temos 11 = (3++/—2)(3—+/—2) onde 3++/—2 € 3—+/—2 sdo primos.

1.2.7 Elementos Primos em Z[y/—2]

Agora vamos procurar os primos em Z[v/—2]. Note que se N(z) é primo em Z,
entdo z é um primo de Z[v/—2| (pois se z fatora entdao N(z) fatora). Observe que todo
primo z divide N(z), portanto ele deve dividir ao menos um fator primo em Z de N(z).
Se z dividir ao menos dois niumeros distintos (absolutamente) z e y primos em Z, como
sempre é possivel tomar a,b € Z tal que azx + by = 1, terfamos z|1, um absurdo. Logo,
todo primo de Z[y/—2| divide exatamente um primo inteiro positivo (e seu oposto da

soma) em Z. Seja esse primo inteiro positivo p. Temos 3(trés) casos:

1. Se p é par, entao p = 2. Sendo z = a + by/—2, entao N(z) = a® + 20* = 2, ou seja,
z = ++/—2, e obtemos os dois primos 0 +v—2 e 0 — /—2.
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2. Sep =5 ou 7(mod 8). Note que x = 0, 1, .., ou 7(mod 8), entao 2> = 0,1 ou 4(mod 8).
Queremos mostrar que p é um primo em Z[y/—2]. Suponha que p nio é primo de
Z[v/—2], entdo existem z = ¢ + dv/—2,w = a + by/—2 € Z[/-2], com
1 < N(2), N(w) < p?, tais que p = zw. Como p é um inteiro primo, devemos ter
w=7%=c—dy-2,logo p=c?+2d? Agora, p=c?+2d> =0,1,2,3 ou 6(mod 8),

o que é um absurdo, pois por hipétese p = 5 ou 7(mod 8). Portanto, p é um primo

em Z[v/—2].

3. Sep= 1ou3mod4. Dado x = 1.2.....(p — 1), temos:

2 =12...(p—1).12....(p — 1) = —2(mod p).

Logo, plz? + 2 = (x + v/=2)(z — v/—2). Suponha que p é um primo de Z[v/—2],
entdo pelo Lema de Euclides p|(x + v/—2) ou p|(z — v/—2). Dali, existem

Z1,29 € Z[\/—_Q] tais que 4+ v/—2 = p.z; ou & — v/—2 = pzy. Mas, terfamos

z1 = %a: + % —20u 29 = %x — ]lj —2e % nao € inteiro. Logo, p nao é primo de
Z[\/=2], daf existem 2z = a + by/=2,w = ¢ + dv/=2 € Z[/=2], com

1 < N(z), N(w) < p?, tais que p = wz = (a+bi)(c+di) = (ac—2bd)+ (be+ad)/—2.
Como p € Z, entao bc = —ad, ou seja, a =ce b= —d oua = —c e b=d, com isso
concluimos que w = +Z. Logo, como p > 0 segue que w =% e

N(z) = p(p = a*+2b?), portanto concluimos que z é primo e mais z e seu conjugado
s30 os tinicos primos em Z[/—2] que dividem p.

Com base no exposto acima, vimos que os inicos primos em Z[/—2]| sdo:

(a) O primo 0+ v/—2 e seus produtos pelos invertiveis.
(b) Os primos p em Z tal que p = 5 ou 7(mod 8) e seus produtos pelos invertiveis.

(¢) Para cada primo p em Z tal que p = 1 ou 3(mod 8), os primos a + by/—2,
a — by/—2 e seus produtos pelos invertiveis, sendo p = a? + 20?.

1.2.8 Elementos Irredutiveis em Z[v/—2]

De maneira inteiramente andloga a Z[i] veremos que os conceitos de primo e

irredutivel também coincidem em Z[/—2], pois em Z[v/—2] a fatoragao também é tnica.
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Defini¢ao 1.17 Um elemento z € Z[\/—2|, nao-nulo e nao-invertivel, € dito irredutivel

quando z = wu com w ou u invertiveil em Z[/—2].

Exemplo 1.26 Verificar que z = 0+ /=2 € irredutivel em Z[/—2].

De fato, escrevendo 0 + v/—2 = wu, com w,u € Z[v/—2], temos 2 = N(w)N (u).
Logo, N(w) = 1 ou N(u) = 1 e dai, concluimos que w ou u € invertivel em Z[\/—2].
Portanto, z = 0+ /—2 € irredutivel em Z[/—2].

Observacao 1.7 E facil verificar que os produtos de 0 + /—2 pelos invertiveis também
s@o irredutiveis em Z[/—2].

O préximo resultado mostra que um elemento p é primo em Z[v/—2] se, e somente

se, p é irredutivel em Z[v/—2].

Proposigao 1.18 Seja p € Z[v/=2], com p ndo-nulo e nao-invertivel. Entio p é um
elemento primo de Z[/—2| se, e somente se, p € um elemento irredutivel de Z[\/—=2].
Demonstracao:

Se p = wu comw,u € Z[\/=2], entio plwu e, como p € primo, temos que
plw ou plu. Por outro lado, ulp e w|p. Logo w ou u € invertivel, mostrando assim que
p € um elemento irredutivel de Z[\/—2]. Por outro lado, seja p € Z[\/—2] um elemento
irredutivel. Entdo p é nao-nulo e nao-invertivel. Se w,u € Z[v/—2] sdo tais que plwu, es-
crevendo w = wy...w, € U = Uj...Uus, com w; e u; elementos irredutiveis de Z[\/—_Q], temos
que uma fatoragao para ab €

ab = wy...w,uy... U,

Como plwu, temos que wu = pz, para algum z € Z[\/—2|. Pela unicidade da fatoragdo
de wu, temos que p = w;v ou p = u;v, com v invertivel, para algum indice i,j. Agora, se
plw; e wi|w, implica que p|lw, por outro lado se plu; e uj|u, implica que plu, o que mostra

que p € primo.
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Capitulo 2

Reciprocidade Quadratica

Neste capitulo destacaremos o simbolo de Legendre, o critério de Euler e a Lei

de Reciprocidade Quadratica de Gauss.

2.1 Residuos quadraticos e nao-quadraticos

Definicao 2.1 Sejam m um inteiro positivo e a um inteiro com mdc(m,a) = 1. Dizemos
que a € um inteiro residuo quadrdtico (mod m) se existe x € Z tal que z* = a(mod m).

Caso nao exista tal inteiro, dizemos que a € um residuo nao-quadrdtico (mod m).

Exemplo 2.1 Residuos quadrdticos mod 7.

12=1(mod 7) | 22 = 4(mod 7) | 3% = 2(mod 7)
42 =2(mod 7) | 52 = 4(mod 7) | 6* = 1(mod 7).

Note que, como (a,7) = 1,a € {1,2,3,4,5,6}, os residuos quadrdticos (mod 7)
sao 1,2 e 4 e os residuos nao-quadrdticos sao 3,5 e 6. Podemos escrever também

RQ;={1,2,7} ¢ RNQ; = {3,5,6}.

2.2 Simbolo de Legendre

Definicao 2.2 Seja p um primo impar e a um inteiro tal que p nao divide a. O simbolo

de Legendre (2) ¢ definido por:
p

(a) 1 se a € residuo quadrdtico modulo p

—1 se a € residuo nao-quadrdtico modulo p.
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3
Exemplo 2.2 (ﬁ) =1, pois existe x € Z tal que x> = 3(mod 11); por exemplo,

r =25 ou 6.

2
Exemplo 2.3 (ﬁ) = —1, pois nao existe x € 7 tal que x> = 2(mod 11); de fato, se

r=1,2,....,10(mod 11), entao x*> # 2(mod 11).

2.3 Critério de Euler

Nesta secao, veremos um resultado importante, que nos ajudara a decidirmos se

a é um residuo quadratico ou nao.

Teorema 2.3 (Critério de Euler) Seja p um primo impar e a um inteiro positivo com
p nao dwidindo a. Entdo (2) = a%(mOd p).
Demonstracao: !

Suponha (2) =1, ou seja, a congruéncia * = a(mod p) tem solu¢ao: digamos

que T = Ty seja uma solugdo, dai (z¢)? = a(mod p). Pelo teorema de Fermat:

p—1 p—1 a

a’~' = 1(mod p) = e [(20))] 2 = (2o)" ' =1(mod p) = a2 = (];> (mod p).

a , A

Para (—) = —1, ou seja, a congruéncia x
p

cada 1 < k < p—1 existe uma unica solugio 1 <1 <p—1 tal que kl = a(mod p). Como

2 = a(mod p) ndo tem solugdo. Logo, para
2?2 = a(mod p) nao tem solugao, entio k # I(k incongruente I(mod p), pois, caso contrdrio

teriamos k* = a(mod p)(ou I> = a(mod p)). Agrupando os inteiros 1,2,3,....p — 1 em

—1
(pT) pares (k,1) com

kl = a(mod p) = 1.2.3...(p—2)(p—1) = a%(modp) = (p-)=-1= a'T (%) (mod p).

p—1

Portanto, (E) =a 2z (mod p).
p

)
Exemplo 2.4 Pelo critério de Euler, 53 ) = 51 = —1(mod 23), entio 5 é um residuo

5
nao-quadrdtico mod 23, dai (ﬁ) = —1.
Teorema 2.4 Seja p um primo impar e a,b inteiros nao divisiveis por p, entao
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1. Se a = b(mod p), entao (2) = (é) .
p p
= ()-G)-)
p p p
2
. (a—) ~ 1.
p
Demonstracao:

1. se a = b(mod p), entdo x> = a(mod p) tem sol. < x* = b(mod p) tem sol., daf,

56
<

b

y) === C) () e = () ()= (5)

75 3.52 3 52
Exemplo 2.5 Note que (—) = ( ) = ( ) . ( ) = 1, pois 10*> = 3(mod 97).

97 97 97) "\ 97
75
L 2 =
090, (97)
Teorema 2.5 Se p € um primo impar entao

—1 1, sep=1(mod 4)
( ) -1 , sep=—1(mod 4)
Demonstracao:
Pelo critério de Euler: <_1> = (—1)%(mod p). Se p = 1(mod 4), entdop—1 =
4k, k € 7Z. Logo, (‘71) = (—1)% 1(mod p) = (%) = 1. Sep = —1(mod 4),
entao p+1 =4k, k € Z, logo, p— 1 =2(2k — 1).
Logo, (%) = (—-1)*71 = —1(mod p) = <‘71> = —1.
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-5 5 -1
Exemplo 2.6 Note que | — | = ( —= | . | — | . Pelo critério de Euler,
23 23 23

s,

5
(2—3 = 5'' = —1(mod 23), entio 5 € um residuo nao-quadrdtico (mod 23), dai

5 -1
2—3) = —1. Como 23 = —1(mod 4), temos que (%) = —1. Portanto,
5 —1
(2—3> : <§) = (—1).(=1) =1, ou seja, =5 é um residuo quadrdtico (mod 23).

2.4 Lei de Reciprocidade Quadratica de Gauss
Vamos iniciar esta secao com a demonstragao do seguinte resultado:

Lema 2.1 (Lema de Gauss) Sejap um primo impar e a um inteiro com mdc(a, p) = 1.

, ) , » . o p—1
Seja s 0 numero dos menores residuos quadrdticos positivos dos inteiros a, 2a, 3a, ....., a
2
- . P - a) s
que sdo matores que 3, entao (%) = (—1)*.
Demonstracao:
. L p—1 , : ,
Considere os inteiros a, 2a, 3a, ....., 5 a(x). Sejam uy, us, ...., us 08 maiores residuos
positvos destes inteiros () que sao maiores que & e vi, vy, ....,v; 05 menores residuos po-
sitvos destes inteiros (x) que sao menores que g. Vamos mostrar que
D= ULy ey P — Ugy V1, eey V(1)
. o p—1 : :
sao exatamente os inteiros a,2a,3a, ....., 5 a(mod p). De fato, dados quaisquer dois

inteiros de (1), nenhum deles sao congruentes mod p(pois, sao menores que p—1). Ou seja,
u; # uj(mod p) e v; # vj(mod p),Vi # j. Digamos que ocorra uma dessas congruéncias,
teriamos ma = na(mod p), onde m e n sio inteiros com 1 < m,n < Z-L. Também se
p — u; #Z vj(mod p), caso venha acontecer teriamos p — ma = na(mod p), o que implica,

= —n(mod p) (impossivel). Portanto, p — uy, ....,p — Us, V1, ...., v(1) sao os inteiros (x)

em alguma ordem. Portanto,
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Sabemos que Uy, Usg, ..., Ug, V1, ...., Uy SGO 0§ menores residuos positivos de (), entdo

—1 - —1
Up.Usg... Us. V1. Va...0 = a.2a.3a... (%) 0=a"7. <pT) l(mod p).

—1

Portanto, (—1)* = a2 (mod p),e pelo critério de Euler, (%) = (—1)°.

Teorema 2.6 Se p € um primo impar entdo

(2) 1, sep==+l(mod 8)
p —1 , se p=+3(mod 8)

Demonstracao:

No Lema de Gauss, tome a = 2. Se p = 1(mod 4), digamos p = 4k + 1, temos
-1 -1 -1
pT:%:. Com01§2j§pramj§kep

temos

<2j<p—1para k+1<j5 <2k,

1, sep=1(mod8
(2) _ (1) p=1( )
—1 , se p=5(mod 8)

Se p = 3(mod 4), digamos p = 4k + 3, temos b =2k+1.
Paral < j <k temos 1 §2j§p_ epara k+1 <35 <2k+1 temos ©— <27<p-1
donde
(2) (L= 1, sep=3(mod 8)
P —1 , se p=T(mod 8)
Portanto,
(2) 1, sep==+l(mod 8)
p —1 , se p=+3(mod 8)
u

Exemplo 2.7 Note que (%) = (%) ) (%) =1.1=1, logo —2 é um residuo quadrdtico

(mod 569)( observe que, 569 = 1(mod 4) e 569 = 1(mod 8)).
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Teorema 2.7 Se p € um primo impar e a um inteiro impar nao-divisivel por p, entao,

onde
=8| 2 |25
p p 2
Demonstracao:
Pelo Algoritmo da divisao podemos obter os menores residuos positivos de
a,2a,3a, ...., w através das divisoes sequintes:

a
a=2p —J—i—?”l
p

onde 11,7y, ....... ,Tp—1 8A0 0S u; e v; definidos na demonstracio do Lema 2.1. Se
2

D — . .
somarmos, membro a membro, as 1qualdades acima obteremos

-1 2 —1
all1+2+43+. . +2°- =p g +p il I +ri 4Tt e
2 P D 2 p 2

ou seja

onde I e S sao, respectivamente, as somas dos residuos inferiores e superiores a &, isto

¢,
IT=u+us+.... +u,
e
S:/l)l—F”UQ—F....—l—Ut.
Vimos, também, na demonstracao do Lema 2.1 que 0s numeros p—1uy, ..., P — Ug, U1, ...., Uy
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—1 —1
a+2a+3a—|—....+p _L =v;+ g+ . + 0+ 5p— (up + Uy + ..o + uy)

1sto €,
p’ -1
8

=S+ sp — I.(xx)

Subtraindo, membro a membro, as equagoes (x) e (xx) obtemos
2 2

-1 —1
d 3 (a—1) = p(M —s)+21. Como, por hipdtese, a e p sao impares o termo P (a—1)

serd par e, portanto, p(M — s) também. Logo, M — s é par. Mas, se esta diferenca € par,

€ porque ambos sao pares ou ambos sao impares. Portanto, pelo Lema 2.1, concluimos

que

uma vez que M e s possuem a mesma paridade.

O préximo resultado, que se chama Lei de Reciprocidade de Gauss ja fora de-
monstrado de muitas maneiras distintas. A lei nos diz: para p e ¢ primos impares, as
congruéncias x2 = p(mod q) e 2> = q(mod p) sao ambas soltiveis ou ambas insoliveis, a
menos que p e q sejam congruentes a 3 médulo 4, caso em que uma terd solugao e a outra

nao. Vejamos, entao, esse resultado.

Teorema 2.8 (Lei de Reciprocidade Quadratica de Gauss) Sep e q sao primos impares

(g) (1%) N CIC)

Consideremos um retangulo de vértices A = (0,0), B = (p/2,0),C = (p/2,q/2) e

distintos, entao

Demonstracao:

D = (0,q/2). Marcamos, em seu interior, os pontos que pertencem ao produto catesiano
dos conjuntos{1,2,3,...,(p—1)/2} e {1,2,3,...,(¢—1)/2}. E claro que o niimero de pontos

interiores a este retangulo, cujas coordenadas sao niumeros inteiros, € igual a

() ()

Consideremos a equagao da reta que passa por A e C, isto é, y = (q/p)x. Como os
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(r—=1)
2

numeros 1,2, 3, ..., sao todos primos com p, esta reta nao contém nenhum dos pontos

interiores que contamos acima. Esta reta, y = (q/p)z, intercepta as retas x = k, paralelas

k
ao eixo y, nos pontos (K, kq/p). Como ma nao € inteiro, para
p

k

ke {1,2,3,...(p —1)/2}, o numero L—qJ ¢ numero de pontos da reta v = k que estdo
p

acima do eizo x e abaizo da retay = (q/p)x. Logo, o total M de pontos do nosso reticulado

no interior do triangulo ABC' € dado por

M = m +ﬁj ;. qf%lﬂ.

Se considerarmos, agora, as intesecoes das retas y = k, paralelas ao eixo x, com a reta
y = (q/p)z, obteremos, através de raciocinio andlogo ao anterior, que o nimero N dos

pontos, que estamos considerando, no interior do triangulo ACD ¢ igual a

N Epfgh ..... qg.fﬂ.

Portanto, temos a sequinte igualdade,

p—1g—1
M+N=" -+ —
+ 2 2

Mas, pelo Teorema 2.7,

o que implica

5
Exemplo 2.8 Vamos calcular (—) , P primo impar maior que 5.
p
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Pelo Teorema 3.7, temos <]§9> = (g) .(—1)2(1)7_1) = (2—9> . Como

( 1
5) =1 ,sep=1(mod?5)

;1 , se p = 2(mod 5)

=—1 , se p=3(mod5)

4
(—> =1 , sep=4(mod5)
K 5

entao

(5) 1, sep==+l(mod5)

p —1 , se p=+2(mod 5)

Teorema 2.9 Se p > 3 € um primo entdao

(3) 1, sep=+£1(mod 12)
p —1 , se p= +5(mod 12)

Demonstracao:

De fato, pela LRQ

Agora, note que

=1 sep=1(mod 3)
)=-1 sep=2(mod 3)

Por outro lado,

(-1 1 sep=1(mod 4)
—1  sep=2(mod 4)
Assim,
(%) =1 se, e somente se, p = 1(mod 3) e p = 1(mod 4) ou p = 2(mod 3) e

p = 2(mod 4) se, e somente se, p = 1(mod 12) e p = 11(mod 12) se, e somente se,

p = +1(mod 12). Logo, (%) = —1 se, e somente se, p = £5(mod 12). O que demonstra
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o teorema.

Teorema 2.10 Se p € um primo impar entao

p

<_1) 1, sep=1 oub(mod 12)
—1 , sep =7 ou 11(mod 12)

Demonstracao:

Pelo critério de Euler: (%) = (—1)%1(mod p). Parap =1 ou 5(mod 12), temos
-1
2

¢ par, logo <_71> = 1. Agora, para p = 7 ou 11(mod 12) temos que b

[N

que

impar, logo <%1> = —1, o que conclut a demonstracao.
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Capitulo 3

Inteiros que se escrevem na forma

x2+qy2, g=1,2 e 3.

Neste capitulo faremos a caracterizacao dos nimeros primos impares que se escre-
vem como a soma de dois quadrados e os que se escrevem na forma z? + 2y* ou z? + 3y°.
Também caracterizaremos os primos impares que nao sao soma de dois quadrados e aque-

les que nao se escrevem na forma z? + 2y? ou na forma 2 + 332

3.1 Inteiros que se escrevem na forma z? + y°

Estd secao iré tratar dos primos fmpares que se escrevem na forma 2 + y2, pro-
blema proposto e provado por Fermat em 1654. Faremos a caracterizacao destes nimeros

utilizando os seguintes passos:

Passo 1 : Concluir que um inteiro n é da forma z? + y? se, e somente se, n é da
forma N(x + yi).
Proposigao 3.1 Um nimero n é da forma (2 + y?) se, e somente se, n é da forma
N(xz +yi).
Demonstracao:

De fato, temos N(x +yi) = (v 4+ yi)(z — yi) = 2 + y?

Passo 2 : Podemos utilizar o Lema de Euclides em Z[i], como vimos anterior-

mente.
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Passo 3 : Experimentaremos valores inteiros n para ver se podemos encontrar um
padrao quanto aos que sao da forma 22 + y? e os que nao sao.

Vamos considerar a situacao para valores pequenos de n, na seguinte tabela:

n=1:2=0%+1? n =2 (primo) :2=1%+ 12
n = 3 (primo) nio é soma de dois quadrados n=4:4=2%+0°
n =5 (primo) :5 =22+ 12 n = 6 niao é soma de dois quadrados
n =7 (primo) nio é soma de dois quadrados n=8:8=2%+22
n=29:9=23%+0? n=10:10 = 3% + 12

n = 11 (primo) nao é soma de dois quadrados | n = 12 nao é soma de dois quadrados

n =13 (primo) : 13 = 3% + 22 n = 14 nao é soma de dois quadrados

n = 15 nao é soma de dois quadrados n=16:16 = 4% + 0?

n =17 (primo) : 17 = 4% + 12 n=18:18 = 3? + 3?

n =19 (primo) nao é soma de dois quadrados n =20:20 = 42 + 2?
n = 21 nao é soma de dois quadrados n = 22 nao é soma de dois quadrados

n = 23 (primo) nao é soma de dois quadrados | n = 24 nao é soma de dois quadrados

n =25:25= 5%+ (? n=26:26=>5%+ 1%
n = 27 nao é soma de dois quadrados n = 28 nao é soma de dois quadrados
n =29 (primo) : 29 = 52 + 22 n = 30 nao é soma de dois quadrados
n = 31 (primo) nao é soma de dois quadrados n=32:32 =42 4 42

No6s podemos continuar a lista, no entanto, o padrao aparente ja é facil de ima-
ginar: 5,13 e 17 sao da forma z? + y?, qualquer primo p = 1(mod 4) é da forma 2% + y?,
e qualquer primo p = 3(mod 4) nao é da forma x? + y?, por exemplo, os primos 3 e 7.

Passo 4 : Demonstrar o Lema de Fermat:
Lema 3.1 (Lema Fermat) Para p = 1(mod 4), existe algum = € Z tal que p|z* + 1.
Para demonstrar o Lema de Fermat vamos usar o teorema de Wilson.

Proposicao 3.2 Sejam a,m € Z, comm > 1. A congruéncia aX = 1(mod m) pos-
sui uma solug¢do xy se, e somente se, mdec(a,m) = 1. Além disso, © € uma solu¢do da
congruéncia se, e somente se, x = xo(mod m).

Demonstracao:
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A congruéncia acima tem uma solug¢do xq se, e somente se, m|(axy — 1), o que
equivale a dizer que a equacdo diofantina aX — mY = 1 possui solugao em naturais.
Isto ocorre se, e somente se, mdc(a,m) = 1. Por outro lado, observe que, se x e g
sao solugoes da congruéncia aX = 1(mod m), entdo ax = axo(mod m), o que implica,
x = xo(mod m) (pois, mde(a,m) = 1). Observe, ainda, que se xy € solugdo da congruéncia
aX = 1(mod m), e x = xo(mod m), entao x também € solu¢ao da mesma congruéncia,
pO1S

ar = axg = 1(mod m).

Proposicao 3.3 (Teorema de Wilson) Se p ¢é primo, entdo p|(p — 1)! + 1.
Demonstracao:

Para todol € {1,2,3,...,p—1}, pela Proposi¢ao 3.2, a congruéncialX = 1(mod p)
possui uma unica solugao(mod p). Ou seja, dado | € {1,2,3,...,p — 1} existe
j€{1,2,3,...,p— 1} tal que lj = 1(mod p). Por outro lado, sel € {1,2,3,....,p— 1} € tal
que I? = 1(mod p), entdo p|(I> — 1), o que equivale a p|(I — 1) ou p|(l + 1), 0 que s6 pode

ocorrer se Ll =1 oul =p— 1. Logo,
2.3....(p — 2) = 1(mod p),
e, portanto,

1.23....(p—2).(p—1) = (p—1)(mod p) se, e somente se, p|(p — 1) + 1.

Agora, nos valendo do teorema de Wilson, podemos demonstrar o Lema de

Fermat. De fato, se p = 4n + 1, entao

—1=123..4n=(1.2..2n).(2n + 1)...(4n — 1).(4n)) =

(1.2..2n).((=2n)....(=2).(=1)) = (1.2...2n)*(=1)*" = (1.2...2n)*(mod p).

Basta tomar x = (2n)! e daf 22 = —1(mod p). Portanto, p|z?® + 1.
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Observacao 3.1 Uma forma alternativa de demonstrar o Lema de Fermat € usando o

Teorema 2.5. Com efeito, pelo Teorema 2.5 temos:

-1
(—) =1 se, e somente se, p = 1(mod 4).
p

Portanto, de <_71> =1 concluimos que existe v € 7 tal que x* = —1(mod p), ou

seja, plz? + 1.

Passo 5 : Provado o Lema de Fermat usaremos o Lema de Fuclides para mostrar
que os primos p = 4k + 1, na classe de equivaléncia moédulo 4, nao podem ser irredutiveis

em Z[i] e concluir que todos os nimeros primos nessa classe sao da forma x? + y2.

Proposicao 3.4 Se p = 1(mod 4), entao p nao € irredutivel em Z[i]. Dai, podemos
concluir que p € da forma x* + y>.
Demonstracao:

Pelo Lema de Fermat se p = 1(mod 4), entdo existe algum x € Z tal que p|(z*+1).
Em Z[i],2* + 1 tem a sequinte fatoracio x> +1 = (x +)(x — i). Queremos mostrar que
p nao pode ser irredutivel em Z[i]. Suponha p irredutivel em Z[i]. Pelo Lema Euclideano
concluimos que p|(x+1i) ou p|(x—1). Este fato € um absurdo: pois se p|(x+1i) ou p|(z—1),
entao x+1=p.z; ou x —1 = p.29. Mas, I—’j + %z’ e I—”;” — %2’ nao $ao inteiros gaussianos, pois
certamente % nao € inteiro. Logo, p nao € irredutivel, entao existem z = x + yt,
w=a+bi € Z[i], com1< N(x+yi), N(a+b) < p? tais que p = zw = (z +yi)(a + bi).
Desde que N(p) = N(p+ 0i) = p?, isto significa que

p=N(z+yi) = (x+yi)(x —yi) = 2 + 17,
como queriamos demonstrar. [

Com isso, provamos o seguinte teorema:

Teorema 3.1 (Soma de dois quadrados de Fermat) Se p = 4k + 1 € primo, entao

p=x*+y

Passo 6 : Finalmente, vamos mostrar que se p #Z 1(mod 4), entdo p nao é da

forma 2 + 3.
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Proposicao 3.5 Se p = 3(mod 4), entao p ndo é da forma x* + y>.
Demonstracao:

Suponha p = 2%+ y?; entdo reduzindo para médulo 4 teriamos 3 = x> +1y* em Z,.
Na verdade isso ndio € possivel: os quadrados em Z4 sio 0 = 0?> =22 ¢ 1 = 12 = 3%, Dai,

2 +y* € {0,1,2}, ou seja, ndo podemos obter 3.

Conclusao 3.1 Em resumo, temos p = x*> + 4> < p = 1(mod 4).

O proximo resultado nos mostra como escrever, um nimero m composto, na

forma z?% + 3.

Proposicao 3.6 Seja m = pi.ps...pn, COM D1, P2y ..., Pn PTimos. Se ps = x4 + ys2,
Vs =1,2,...,n, entdo m = x> +y*, com x,y € Z.
Demonstracao:

Vamos mostrar por inducao finita sobre n. Com efeito, para n = 2, temos que:
sepp =a®+b% epy =+ d?, entdo m = p1.py = a’c® + a*d® + b*c? + b’ d? =
(a*c* + 2abed + V*d?) + (a*d* — 2abed + b*c?) = (ac + bd)? + (ad — be)?. Agora, suponha
valido para n = k. Devemos mostrar vdlido para n =k + 1. De fato, veja que
m = p1.p2...Pk-Pk+1 = (xQ + y2)<xk+12 + yk+12) = (xTps1 + yyk+1)2 + (TYpy1 — y$k+1)2= ou
seja, € vdlido para n = k -+ 1. Portanto, pelo principio de indugao finita é vdlido para todo

n nteiro.

Exemplo 3.1 Considere os sequintes valores de n :
1. Sen =65, temosn =65 =5.13 = (22 + 1%)(3% + 2?) = 8% + 12
2. Sen =170, temos n =170 = 2.5.17 = (12 + 13)(22 + 13)(4* + 1?) =
(124 1.1)2 4 (1.1 — 1.2)2] (42 + 12) = (32 + 12)(42 + 12) = 132 + 12,
3.2 Inteiros que se escrevem na forma z° + 2y°

Esta secdo ird tratar dos primos fmpares que se escrevem na forma a2 + 2y?, pro-

blema andlogo ao anterior. Faremos a caracterizacao destes niimeros através dos seguintes
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passos:

Passo 1: Concluir que um inteiro n é da forma 2% + 22 se, e somente se, n é da

forma N(z + yv/—2).

Proposicao 3.7 Um inteiro n é da forma 2 + 2y* se, e somente se, € da forma

N(z +yv/-2).

Demonstracao:

De fato, note que N(x + yv/=2) = (x + yv/—2)(z — yv/—2) = 2% + 24>

Passo 2 : Podemos utilizar o Lema de Euclides em Z[\/—2], como vimos anteri-

ormente.

Passo 3 : Experimentaremos inteiros n para ver se podemos encontrar um padrao

quanto aos que sao da forma x? 4 2y? e os que nao sao.

Vamos considerar a situacao para valores pequenos de n, na seguinte tabela:

n = 2(primo) : 2 = 0* + 2.1?

n = 3(primo) : 3 = 1% + 2.1?

n=4:4=2%4+202

n = 5(primo) nao é da forma x? + 2>

n=6:6=2"+21

n = 7(primo) nao é da forma x? + 2y>

n = 8 nao é da forma 2 + 2y?

n=9:9=3+20

n = 10 nao é da forma 2% + 2y?

n = 11(primo) : 11 = 3% + 2.12

n = 12 nao é da forma x? + 2>

n = 13(primo) nao ¢é da forma z? + 2y?

n = 14 nao é da forma 2% + 2y?

n = 15 nao é da forma x? + 2y°

n=16:16 = 4> + 2.0

n = 17(primo) : 17 = 3% + 2.22

n = 18 nao ¢ da forma x? + 24>

n = 19(primo) : 19 = 12 + 2.3?

n = 20 nao é da forma x? + 2y>

n = 21 nao ¢é da forma 2% + 2y

n = 22 nao é da forma x? + 2y>

n = 23(primo) nao é da forma x? + 2y*

n = 24 nao é da forma x? + 24>

n =25:25= 5%+ 2.0
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n = 26 nao ¢ da forma 2 + 2y? n=27:27=>5>+21

n = 28 nao ¢é da forma z% + 2y* | n = 29(primo) nao é da forma z? + 2y

n = 30 nao ¢é da forma z% + 2y* | n = 31(primo) nao é da forma z? + 2y

n = 32 nao é da forma 2 + 2y n=33:33=5%242.2°

n = 34 nao é da forma x? + 2y> n = 35 nao ¢é da forma 2% + 2y
n=36:36=06%+2.02 n = 37(primo) nao é da forma z* + 2y*

n = 38 nao é da forma x? + 2y> n = 39 nao é da forma 22 + 2¢>

n = 40 nao é da forma z? + 2y? n = 41(primo) : 41 = 3% + 2.42.

No6s podemos continuar a lista, no entanto, o padrao aparente ja é facil de ima-
ginar: 3,11 e 17 sdo da forma x? + 2y?, qualquer primo p = 1 ou 3(mod 8) é da forma
2?2 +2y2, e qualquer primo p = 5 ou 7(mod 8) nao é da forma z% + 2y*, por exemplo 5 e 7.

Passo 4 : Com base no passo 3, podemos conjecturar um resultado analogo ao
Lema de Fermat: Dado um niimero primo p numa classe de equivaléncia adequada (neste

caso, médulo 8), p|(x? + 2).

Lema 3.2 Se p = 1 ou 3(mod 8),p primo impar, entao existe algum x € 7 tal que
pl(z? +2).
Demonstracao:

Pelo Teorema 2.5 e 2.6, temos

(__1> 1, sep=1(mod 4)

p —1 , sep=—1(mod 4)

e que
2\ 1, sep==+1l(mod 8)
(;) B , se p = £3(mod 8)

Logo, se p = 1(mod 8), entdo (1% =1e comop=38k+1=4(2k)+ 1, dai <_71) = 1.
Entao, (%2) = (%) ) (%1) = 1. Por outro lado, se p = 3(mod 8), entdio

(% =—1le comop=8k+3=42k+1)—1, dai (%1) = 1.
Fntac <_72> B (5) (‘71) = (=1)(=1) = 1. Portanto,

—2
<_) =1, sep= 1 ou 3(mod 8).
p
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Com isso, concluimos que existe algum x € Z, tal que —2 = z*(mod p), ou seja,

pl(z? + 2).

Passo 5 : Provado o analogo ao Lema de Fermat usaremos o Lema de Euclides
para mostrar que os primos impares na classe de equivaléncia médulo 8 nao podem ser
irredutiveis em Z[v/—2| e concluir que todos os niimeros primos impares nessa classe sao

da forma 2% + 22

Proposicao 3.8 Se p = 1 ou 3(mod 8),p primo impar, entao p nao € irredutivel em
Z[v/=2|. Dai, podemos concluir que p é da forma x* + 2y>.
Demonstracao:

Pelo lema acima, se p =1 ou 3(mod 8),p primo impar, entao existe algum x € 7
tal que p|(z* + 2). Em Z[\/=2],2% + 2 tem a sequinte fatoragdo
2?2 +2 = (v + V-2)(x — V/—2). Queremos mostrar que p ndo pode ser irredutivel em
Z[/=2]. Suponha p irredutivel em Z[/—2]. Pelo Lema de Euclides podemos concluir que
p|l(z+v/—2) ou p/(x—+/—2). Este fato é um absurdo: pois se p|(z++v/—2) ou p|(x—+/—2),
entdo x++v/—2=1p.z1 ou x—+/—2 = p.zo. Mas, & +%\/—_2 e %— %\/—_2 nao pertencem ao

P
. . 1 ~ s . . ~ s . . ~ .
conjunto Z[\/—2], pois certamente 5 Nao € inteiro. Logo, p nao € irredutivel, entao existem

z=z+4+yy—2,w = c+dy—-2 € Z[\/-2], com 1 < N(z +yv/=2), N(c+ dv/-2) < p?
tais que p = zw = (x + yv/—2)(c + dv/—=2). Desde que N(p) = N(p + 0v/—2) = p?, isto
significa que p = N(x + yv/=2) = (z + yvV/=2)(z — y/—2) = 2% + 2%, como queriamos

demonstrar.

Passo 6: Finalmente, vamos mostrar que se p # 1 e 3(mod 8), p primo impar,

entao p nao é da forma z2 + 2%

Proposigao 3.9 Se p =5 ou 7(mod 8), entao p ndo é da forma x* + 2y>.
Demonstracao:

Suponha p = x? + 2y?; entdo reduzindo para mdédulo 8 teriamos 5 = x? + 2y? ou
7 = 2?+2y* em Zg. Na verdade isso ndo € possivel: os quadrados em Zg sao 0 = 02 = 42,
1=12=3 =54 =22 =6% = 7% Dai, 2*> + 2y* € {0,1,2,3,4,6}, ou seja, nao

podemos obter 5 ou 7.
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Conclusao 3.2 Em resumo, temos p = z* + 2y* < p =1 ou 3(mod 8).

O proximo resultado nos mostra como escrever, um nimero m composto, na

forma z? + 2y2.

Proposicao 3.10 Seja m = p1.pa...pn, COM P1,D2, ..., Pn PTiM0S. Se ps = x> + 2ys2,
Vs =1,2,...,n, entdo m = x> + 2y*, com x,y € Z.
Demonstracao:

Vamos mostrar por inducao finita sobre n. Com efeito, para n = 2, temos que:
se p1 = a® + 2% e py = 2 + 2d?, entdo m = p1.ps = a’c® + 2ad? + 202 + 4V*d? =
(a®c® + 4dabed + 4b%d?) + (2a2d? — 4abed + 2b%c?) = (ac + 2bd)* + 2(ad — be)?. Agora,
suponha vdlido para n = k. Devemos mostrar valido para n = k + 1. De fato, veja que
m = pr.pa..Dk-Pret = (74 20°) (Tpp1® 4+ 20k41%) = (@Tpg1 + 20Yk11)? + 2(TYps1 — Yps1)?,
ou seja, € vdlido para n = k + 1. Portanto, pelo principio de inducdo finita € vdlido para

todo n inteiro.

Exemplo 3.2 Considere os sequintes valores de n :

1. Sen =22, temos n =22 =2.11 = (0% 4 2.12)(32 + 2.1%) =
(0.342.1.1)2+2(0.1 — 1.3)2 = 22 + 2.32,

2. Sen =81, temosn =81 = 3.3.3.3 = (12 + 2.1%)(12 + 2.1%)(12 + 2.1?)(1* + 2.1?) =
[(1.142.1.1)24+2(1.1 = 1.1)?][(1.14+2.1.1)2 4+ 2(1.1 — 1.1)?] = (32 +2.0%)(3*+2.0%) =
(3.342.0.0)2 +2(3.0 — 0.3)% = 32 + 2.0%

3. Sen =66, temos n =66 = 2.3.11 = (0* + 2.1%)(1% + 2.1%)(3* + 2.1?) =
(22 4+212)(32 +2.1%) = (23 +2.1.1)2 +2(2.1 — 1.3)2 = 82 + 2.1%,

3.3 Inteiros que se escrevem na forma z? + 3y°

Esta secao ira tratar dos primos impares maiores que 3 que se escrevem na forma

2 2 F : ~ d z d . . . .
x® + 3y°. Faremos a caracterizacao destes niimeros em duas etapas: primeiro experimen-
taremos inteiros n para ver se podemos encontrar um padrao quanto aos que sao da forma

2?2 + 3y% e os que nao sao e segundo conjecturaremos um resultado e o demonstaremos.
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Passo 1 : Vamos considerar a situagao para valores pequenos de n, na seguinte

tabela:
n = 2(primo) nao é da forma x? + 3y? n = 3(primo) : 3 = 0% + 3.1
n=4:4=2%+30? n = 5(primo) nao é da forma x? + 3y?
n = 6 nao é da forma z* + 3y? n = 7(primo) : 7= 2% + 3.1
n = 8 nao é da forma 22 + 3y? n=9:9=3%+3.0?
n = 10 nao é da forma 2 + 3y? n = 11(primo) nao é da forma x? + 3y>
n=12:12=32+3.12 n = 13(primo) : 13 = 12 4+ 3.22
n = 14 nao é da forma 22 + 3y? n = 15 nao é da forma 22 + 3y
n=16:16 = 42 + 3.0 n = 17(primo) nao é da forma z? + 3y>
n = 18 nao é da forma z? + 3y? n = 19(primo) : 19 = 4% + 3.1?
n = 20 nao é da forma x? + 3y> n = 23(primo) nao ¢ da forma z? + 3y>
n = 29(primo) nao é da forma z? + 3y? n = 31(primo) : 31 = 2% + 3.3*
n = 37(primo) : 37 = 5% + 3.22 n = 41(primo) nao é da forma z* + 3y>

No6s podemos continuar a lista, no entanto, o padrao aparente ja é facil de ima-
ginar: 3,7,13,19,31 e 37 sao da forma z? + 3y, qualquer primo p = 3 ou p = 1(mod 3) é
da forma x? + 3y?, e qualquer primo p = 2(mod 3) nao é da forma z* + 3y?, por exemplo

5,11,17,23,29 e 41.

Passo 2 : Com base no passo 1, podemos conjecturar um resultado que trata dos

nimeros que se escrevem na forma x* + 3y°.

Teorema 3.2 Seja p > 3 primo. Se p = z* + 3y?, entio p = 1(mod 3).
Demonstracao:

Vamos mostrar que se p Z 1(mod 3), p > 3 primo, entdo p ndo € da forma
2?2 + 3y, Que equivale dizer: se p = 2(mod 3), entdo p nao € da forma x* + 3y*. Suponha
p = x% + 3y?; entdo reduzindo para mddulo 3 teriamos 2 = % + 3y* em Zs. Na verdade
i8s0 ndo € possivel: os quadrados em Zz sao 0 = 02 e 1 = 12 = 22. Dai, 2> + 3y* € {0, 1},

ou seja, nao podemos obter 2.

Conclusao 3.3 Em resumo, temos p = z* + 3y*> = p = 1(mod 3).
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Observacao 3.2 Na realidade para o Teorema 3.2 wale a sua reciproca: se p = 1(mod 3),
entdo p = x> + 3y>. Mas a prova deste resultado nao faz parte do objetivo deste trabalho.

Para uma prova ver Martin (2009).

O proximo resultado nos mostra como escrever, um ndmero m composto, na

forma z? + 3y2.

Proposicao 3.11 Seja m = p1.ps...pn, COM D1, P2, ..., Pn Primos. Se ps = T2 + 3ys2,
Vs =1,2,...,n, entdo m = x> + 3y*, com x,y € Z.
Demonstracao:

Vamos mostrar por inducao finita sobre n. Com efeito, para n = 2, temos que:
se pr = a® + 3b% e py = 2 + 3d?%, entdo m = pi.ps = a’c® + 3a’d® + 3b*c? + 6b*°d? =
(a*c* + 6abed + 9*d?) + (3a*d* — Gabed + 3b*c?) = (ac + 3bd)* + 3(ad — be)?. Agora,
suponha vdlido para n = k. Devemos mostrar valido para n = k + 1. De fato, veja que
m = pr.pa..Dr-Pret = (74 3Y°) (@rp1® + 3Uk+1”) = (@Tpg1 + 3yYrr1)? + 3(TYrs1 — Yrs1)?,
ou seja, € vdlido para n =k + 1. Portanto, pelo principio de inducdao finita € vadlido para

todo n inteiro.

Exemplo 3.3 Considere os sequintes valores de n :

1. Sen =21, temosn = 21 = 3.7 = (02+43.12)(22+3.12) = (0.24+3.1.1)24+3(0.1-1.2)? =
32 4+ 3.22.

2. Sen =81, temos n = 81 = 3.3.3.3 = (0% + 3.1?)(0% + 3.1%)(0* + 3.1?)(0? + 3.1%) =
[(0.043.1.1)2+3(0.1 — 1.0)?][(0.043.1.1)* + 3(0.1 — 1.0)?] = (9% +3.0%)(3* +2.0%) =
(3.3+2.0.0)2 + 2(3.0 — 0.3)% = 32 + 2.0%

46



Consideracoes finais

Este trabalho foi elaborado para servir de apoio para alunos e professores que
buscam conhecer um pouco mais sobre os niimeros primos. Procuramos abordar os temas
em linguagem simples e acessivel, valorizando os aspectos algébricos das operacoes e pro-
priedades envolvendo os ntimeros inteiros e complexos. Comegamos exibindo o contexto
histérico e ressaltamos como estao os estudos atuais do tema principal do trabalho.

No capitulo 1, apresentamos os conjuntos dos inteiros gaussianos e inteiros quadraticos
destacando suas principais propriedades e seus principais resultados, também incluimos o
conjuntos dos residuos modulo n pois, a linguagem de congruéncia e classes foram muito
utilizadas no texto.

No capitulo 2, expomos alguns fatos relevantes de Teoria dos Numeros que contribuiram
no sentido de facilitar as demonstracoes feitas nos capitulos subsequentes.

Finalmente, no ultimo capitulo concluimos que os niimeros primos impares que se escre-
vem na forma z? + 2y? sdo todos os primos tal que p = 1 ou 3(mod 8) e 0s que nao se
escrevem sao p = 5 ou 7(mod 8), j& os nimeros primos impares maiores que 3 que se escre-
vem na forma x? + 3y sao todos os primos tal que p = 1(mod 3) e os que nao se escrevem
sao p = 2(mod 3). Vimos também que, se m é um nimero inteiro composto tal que, na sua
decomposicao em fatores primos, todos os fatores sdo da forma a?+b?, a®42b ou a?+3b2,

entao m se escreve na forma x? + 2, 2 + 2y? ou 22 + 3y>.
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