UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA
CENTRO DE CIENCIAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL

FABIANO LUIZ DA SILVA

AS DIFERENTES ESTRATEGIAS DE RESOLUCAO DAS EQUACOES
ALGEBRICAS ATE O TERCEIRO GRAU

JUAZEIRO DO NORTE
2015



FABIANO LUIZ DA SILVA

AS DIFERENTES ESTRATEGIAS DE RESOLUCAO DAS EQUACOES
ALGEBRICAS ATE O TERCEIRO GRAU

Dissertacdo de Mestrado apresentada ao
Programa de Poés-Graduacdo em Ma-
teméatica em Rede Nacional, do Departa-
mento de Matemaética da Universidade Fe-
deral do Ceard, como requisito parcial para
a obtencdo do Titulo de Mestre em Ma-
temética. Area de concentracdo: Ensino de
Matemaética.

Orientador: Prof. Ms. Mario de Assis Oli-
veira

JUAZEIRO DO NORTE
2015



Dados Internacionais de Cataloga¢@o na Publicacio
Universidade Federal do Ceard
Biblioteca do Curso de Matemadtica

S58d Silva, Fabiano Luiz da
As diferentes estratégias de resolucdo das equacdes algébricas até o terceiro grau / Fabiano Luiz
da Silva. — 2015.
69 f. : il. color., enc.; 31 cm

Dissertagdo (mestrado) — Universidade Federal do Ceard, Centro de Ciéncias, Departamento de
Matemadtica, Programa de P6s-Graduacdo em Matematica em Rede Nacional, Juazeiro do Norte, 2015.

Area de Concentracio: Ensino de Matematica.

Orientagdo: Prof. Ms. Mario de Assis Oliveira

1. Equacdes algébricas. 2. Matematica — Estudo e ensino. 3. Aprendizagem. I. Titulo.

CDD 512




FABIANO LUIZ DA SILVA

AS DIFERENTES ESTRATEGIAS DE RESOLUCAO DAS EQUACOES
ALGEBRICAS ATE O TERCEIRO GRAU

Dissertaciio de Mestrado apresentada ao
Programa de Po6s-Graduacio em
Matematica em Rede Nacional, do
Departamento  de  Matematica da
Universidade Federal do Cear4, como
requisito parcial para a obtencdo do
Titulo de Mestre em Matematica. Area

de concentragdo: Ensino de Matematica.

Aprovada em: 09 / 07 / 2015.

BANCA EXAMINADORA

Blmies o Ber Gilbes o

Prof. Ms. Mario de Assis Oliveira (Orientador)
Univ. Regiopal do Cariri (URCA) e
Instituto Federal de Educar

iéncia e Tecnologia do Ceara (IFCE)

= ;
Prof. Dr. Juscelino Pereira Silva

Universidade Federal do Cariri (UFCA)
Bl omn, G i s bl I
Prof. MS. Paulo César Cavalcante de Oliveira
Universidade Regional do Cariri (URCA)







Dedico esse trabalho a Deus, pois sem Ele
nada seria possivel, aos meus pais José e
Quitéria, que nunca deixaram de acredi-
tar em mim durante toda minha vida e o
tempo que durou este curso, sempre me
dando coragem e mensagens de incen-
tivo e otimismo. A Fldvia, minha esposa,
pela compreensdo, pelo incentivo e ca-
rinho. A meus filhos: Evellyn, Emilly
e Ewerton. Que nunca lhes falte satude,

paz, amor, fé e carinho. A eles meu amor.



AGRADECIMENTOS

Ao Senhor Deus, criador do universo, que por intermédio de Jesus Cristo, capacitou-
me para a realizacdo desse trabalho.

A Flavia, Evellyn, Emilly e Ewerton pela paciéncia que tiveram durante minha
jornada.

A minha familia, em particular aos meus pais, José e Quitéria, pelo apoio e incentivo.

Ao meu orientador, Professor Mestre Mario de Assis Oliveira por ricas sugestdes.

A CAPES, que contribuiu com o apoio financeiro necessério no decorrer do curso.

Aos meus colegas de curso por todos os momentos dificeis que enfrentamos e vence-
mos juntos e também todos os momentos de alegria que compartilhamos. Em especial
aos colegas Israel, Jairo e Lucas pelos momentos que passamos juntos estudando.

Aos professores com quem convivi ao longo da graduagao, pés-graduagao e Mes-
trado: Evandro Carlos, Zélalber Gondim, Mario de Assis, Francisco Braga, Pedro, Paulo
César, Junior Moreira, Silvana, enfim a todos que direta ou indiretamente contribuiram
nesta carreira académica.

A todos os meus professores do PROFMAT que me ajudaram a crescer profissio-
nalmente durante todo o curso.

Aos meus colegas de trabalho que nunca deixaram de me apoiar e acreditar em
mim.



A matemadtica, vista corretamente, pos-
suindo apenas verdade, mas também su-
prema beleza — uma beleza fria e austera,

como a da escultura.

Bertrand Russell



RESUMO

O objetivo desse trabalho é apresentar explanacdes e estratégias de resolugdo das
equagOes algébricas do primeiro, segundo e terceiro graus, uma vez que o ensino
relativo a resolugdes dessas equacgdes tem se restringido praticamente a apresentacdo
da férmula resolutiva e as relagdes entre seus coeficientes e suas raizes. Desta maneira
procuramos demonstrar e até mesmo justificar todas as formas apresentadas para se
resolver equagdes até o terceiro grau através de métodos puramente algébricos ou
geométricos, como também, exemplificar todos os métodos que foram exibidos no
intuito de satisfazer as expectativas dos leitores, por isso, o texto foi produzido em
uma linguagem simples, acessivel a professores e alunos. Nesse contexto, espera-se
que essa proposta de trabalho estimule os professores de Matemaética do Ensino Bésico
a realizarem essa abordagem diferenciada das equacdes algébricas em questdo, pois
acredita-se que com essa abordagem ocorram reflexos positivos no processo de ensino

e aprendizagem das equagdes e da Matematica.

Palavras-chave. Equagdo. Equagdo do Primeiro Grau. Equacdo do Segundo Grau.
Equacdo do Terceiro Grau. Equagoes Algébricas.



ABSTRACT

The aim of this paper is to present explanations and solving strategies of algebraic
equations of the first, second and third degrees, since the relative teaching on the re-
solutions of these equations has been restricted practically the presentation of solving
formula and the relationships between its coefficients and its roots . In this way we
try to demonstrate and even justify all forms presented to solve equations to the third
degree by purely algebraic or geometric methods, but also exemplify all methods that
were displayed in order to meet the expectations of readers, so the text was produced in
simple language, accessible to teachers and students. In this context, it is expected that
this work proposal stimulate the mathematics teachers of Basic Education to perform
this differentiated approach to algebraic equations in question, since it is believed that
with this approach occur positive reflexes in the teaching and learning of equations
and of mathematics.

Keywords. Equation. Equation of First Degree. Equation of Second Kind. Equation
Third Grade. Algebraic equations.
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1 INTRODUCAO

Apesar dos avangos tecnolégicos que nds vivenciamos hoje, é raro ouvirmos fa-
lar de novas descobertas matematicas, principalmente no campo da matematica pura.
Contudo, é possivel utilizarmos resultados importantes que contribuiram para o de-
senvolvimento da Algebra.

A resolugao de equagdes é um dos temas estudados no ensino basico. Resolver uma
equacdo equivale a encontrar as suas raizes, isto é, encontrar um valor ¢ para a fungdo
f(x) tal que f(c) = 0. Essa busca de raizes normalmente é tratada de forma analitica, ou
seja, sdo usados métodos algébricos de forma a encontrar a solugdo exata das equagdes
isso ndo quer dizer que essa seja a Gnica maneira de resolvé-las.

Esse trabalho esta organizado da seguinte forma:

No capitulo[} iniciaremos nosso estudo sobre Equagdes Algébricas fazendo mengéo
as equagdes mais simples — as equagdes do primeiro grau — cuja resolugdo é conhecida
desde a antiguidade. Visando dar um maior significado a expressdo ax + b = 0 serd
mostrado algumas técnicas de resolucdo dessas equagdes, de forma elementar, para
que o professor do ensino basico, que venha a ler este trabalho, tenha argumentos para
explicar a seus alunos, por exemplo, que cada pessoa ja tem adquirido dentro de si
uma perspectiva acerca do assunto e que essas divergéncias devem contribuir para o
amadurecimento dos conhecimentos matematicos de cada individuo.

No capitulo 3, falaremos sobre as equagdes do segundo grau mostrando, também,
as diferentes formas que foram encontradas ao longo da histéria para resolvé-las e
enfatizando, é claro, as diferentes civilizagdes e 0s varios matemaéticos que contribuiram
de alguma forma para a sua formaliza¢do e o seu desenvolvimento. Apresentamos
problemas antigos cuja resolugdo recaem na equagdo do 2° grau, férmulas algébricas e
térmulas geométricas de completar quadrados, bem como outros métodos de resolucdo
da equagdo quadratica.

No capitulo 4, serda desenvolvido um estudo sobre as equag¢des do terceiro grau.
Relatos histéricos, férmulas e exemplos que visam mostrar a utilidade do resultado
obtido. Até mesmo porque vérios séculos se passaram até que se conseguisse resolver
as equagOes de grau trés e essa tarefa foi realizada pelos mateméticos de Bolonha, Itélia,
no século 16. Contabilizando mais de trés mil anos para que pudéssemos conhecer a
solugdo das ctibicas e entre conceitos e controvérsias o mais importante sobretudo, é re-
conhecermos o progresso consequente desta obra ao ponto desta época ser considerada

um marco importante no periodo moderno da Matematica.



2 A EQUACAO DO PRIMEIRO GRAU

Estudaremos agora alguns métodos de resolucdo das equagdes do primeiro grau,

mas, antes iremos definir quando uma sentenga aberta representa de fato tal equagéo.

Definic¢ao 2.1. Toda equagdo, na incégnita x, que puder ser escrita na forma ax +b =0,
sendo 4 e b nameros reais, com a diferente de zero, representa uma equagdo do primeiro

grau.

2.1 Relatos histéricos

Acredita-se que o surgimento da Matematica bem como o seu desenvolvimento, a
principio, tenha acontecido de maneira espontanea para suprir algumas necessidades
do dia a dia das pessoas. A criagdo de novos conceitos matematicos, como a cria¢do de
nimeros, por exemplo, ndo foi tdo simples e rdpida como se imagina, o homem teve
problemas até mesmo para realizar pequenas contagens, sem se falar das diferentes
simbologias adotadas ao longo dos tempos por cada civilizagdo.

As primeiras descobertas no campo da Matematica conhecidas atualmente sdo re-
gistros feitos em blocos de barro sumériodl, que estima-se terem sido produzidos por
volta de quatro mil anos a.C., sendo que as primeiras operag¢des que foram realizadas
com numeros foram encontradas em blocos similares aos citados e datados de 2200
anos a.C., possivelmente, dentre os documentos matemadticos mais antigos que foram
descobertos até hoje os mais famosos sejam o Papiro de Ahmes?|(ou de Rhind]) e o Papiro
de Moscoufll

Alguns dos problemas expostos neles consistiam em resolver exercicios numéricos
envolvendo um valor desconhecido, mostrando assim que naquela época estudiosos
ja se dedicavam a resolucdo de equacdes lineares com uma quantia desconhecida,
atualmente chamada de varidvel ou incognita — palavra originaria do latim incognitu,
que quer dizer coisa desconhecida.

Apesar dos egipcios ndo usarem os simbolos algébricos que conhecemos e utiliza-
mos eles também conseguiam resolver equagdes, porém, os procedimentos utilizados
se tornavam complicados e cansativos, comparados aos que usamos hoje. Os gregos,
por sua vez, davam um tratamento diferente dos egipcios e resolviam equagdes com

métodos geométricos, mas, apesar dos esforcos destas civiliza¢des foram os drabes que

! Sumérios: povos que habitavam a regido da baixa Mesopotamia (Asia), local onde atualmente estd

localizado o Iraque e dreas préximas.

Papiro de Ahmes — papiro egipcio de cerca de 1600 anos a.C., contendo 85 problemas de Aritmética
e Geometria — descoberto em 1858.

Alexander Henry Rhind — advogado e antiquério — comprou o papiro de Ahmes, no final do séc.
XIX, ap6s sua morte o papiro foi comprado pelo Museu Britanico onde estd exposto até hoje.
Papiro de Moscou, contém 25 problemas de Aritmética e Geometria, é de cerca de 1850 anos a.C.
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conseguiram ter um avango mais significativo na resolucdo destas equagdes. Para se
ter uma ideia, quando representavam um valor desconhecido em uma equacéo, eles o
chamavam de “coisa”que em 4rabe, era pronunciada como xay. Com o decorrer dos
anos, essa pronuncia foi sofrendo alteracdes, devido as tradugdes dos textos, até se

tornar x, que é como, geralmente, a conhecemos hoje.

2.2 Método da falsa posicao

Para resolver equagdes com um valor desconhecido os egipcios adotavam um
método de resolu¢do muito engenhoso e complicado para encontrar a resposta correta,
método esse que mais tarde os europeus deram o nome de “regra da falsa posi¢do”.

O método consistia na escolha de um nimero arbitrario para o valor desconhecido,
a partir dai fazia-se o cdlculo. Em seguida, comparava-se o resultado desta opera¢do
com o que deveria ser encontrado. Para finalizar, se o valor obtido fosse diferente
do esperado calculava-se um fator de correcdo para obter o valor correto de modo a
satisfazer a expressdo original.

Vejamos um exemplo.

Exemplo 2.1. Qual é o nimero que somado a sua terca parte resulta em 24?
Solucao: Pela regra da falsa posigdo, fazia-se uma hipétese (estimativa) inicial a respeito
do ntimero e verificava-se o que acontecia.

Vamos imaginar, em nosso caso, que tal nimero fosse 9. Ora, 9 somado com sua
terca parte dd 9 + 3 = 12, exatamente a metade dos 24 que deveria dar. Portanto, o
nuamero procurado é o dobro de 9, ou seja, 18.

Se tivéssemos escolhido o nimero 15, por exemplo. Terfamos 15 somado com sua

. 24
terca parte 5 resultando em 20, que nesse caso é —— vezes menor que o resultado

20
24
esperado, logo, o namero procurado é encontrado usando-se o fator de corregao 15- 20’

a partir dai, efetua-se as operagdes indicadas e encontra-se 18.

2.3 Método algébrico

A solucdo algébrica de uma equagdo do 1° grau baseia-se em dois axiomas devido
a Euclidesf]

e Principio aditivo da igualdade ou de Euclides: Podemos somar um ntmero real

a ambos os membros de uma igualdade que ela ndo se altera.

Em simbolos: dados a, b e c nimeros reais, tem-se

a=b=a+c=b+c

> Euclides de Alexandria viveu por volta do séc. III a.C., época em que produziu Os Elementos —

considerada sua principal obra.
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e Principio multiplicativo da igualdade: Podemos multiplicar ambos os membros

de uma igualdade por um nimero real ndo nulo que ela néo se altera.
Simbolicamente, dados a, b e c nimeros reais, com ¢ # 0, tem-se
a=b=a-c=b-c

Esses axiomas sdo a chave para encontrar a solugdo de equagdes do primeiro grau.
Para resolver a equagdo ax + b = 0, ou seja, encontrar o nimero que substituira a
varidvel x de maneira que essa sentenca seja verdadeira, devemos somar o oposto de b

nos dois lados da igualdade e assim obter
ax+b+ (-b) =0+ (-b),
que implica
ax =—b

Em seguida, multiplicando a expressado obtida pelo inverso do nimero 4, chega-se

Q| =

1
cax = = - (=b
ax . (=b)
que implica finalmente em

-b
X=—:
a

Exemplo 2.2. Resolva a equacdo 6x + 10 = 28, onde x é um ntimero racional.
Solucdo: Aplicando o principio aditivo, vamos adicionar (—10) aos dois membros da
equagao

6x +10 = 28

dai,
6x + 10 + (~10) = 28 + (=10)

em seguida isolar o termo que contém a incégnita x no 1° membro.
6x+10-10=28-10
6x =18
Aplicando, agora, o principio multiplicativo, vamos multiplicar os dois membros
da equagdo por o

que resulta finalmente em

descobrindo assim o valor numérico de x.
Como 3 € , temos que 3 é a solugdo da equagdo 6x + 10 = 28.
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24 Método geométrico

Se uma equacdo algébrica do 1° grau tem uma raiz positiva, ela podera ser escrita
como ax = b, com a e b positivos. Geometricamente, o segmento de medida x forma
uma propor¢do com os trés segmentos de comprimentoa, be 1, ouseja,a:b=1:x
(de fato, essa ultima igualdade leva a ax = b), de modo que x pode ser construido com
régua e compasso de forma simples, mostrada na Figura 1, onde a abertura do angulo
em O é qualquer (0° < O < 180°), OA =a, OB =0b,AC =1e o ponto D é marcado de

modo que CD seja paralelo a AB . Entdo, BD = x, é a solugéo.

Figura 1 - Solucdo geométrica da equagdo do 1° grau

Fonte: O autor

De fato, por semelhanga de tridngulos ou equivalentemente pelo Teorema de Tales|
(AB//CD, construgao), temos

OB~ 0D b bix

OA OC a _a+1

donde resulta que
a-b+x)=b-(a+1),

que implica
ax =b.

Exemplo 2.3. Resolver a equagdo 4x=12, usando régua e compasso.
Solucao:

i) Utilizando uma régua construa uma semirreta de origem O, a qual chamaremos
der.

6

Tales de Mileto, fil6sofo e matematico, viveu por volta do séc. VII a.C.
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ii) A partir de O, construa outra semirreta (s) distinta da anterior de tal forma que
a abertura (dngulo) formada entre elas esteja entre 0° e 180°.

iii) Sobre r marque o ponto A que dista 4cm de O.

iv) Sobre s marque o ponto B que dista 12cm de O.

v) Sobre r, novamente, marque o ponto C, tal que AC = 1cm, com A entre O e C.

vi) Finalmente marque sobre s o ponto D, tal que CD seja paralelo a AB.

Figura 2 — Solugdo geométrica da equagao 4x = 12

i) 4 A

Fonte: O autor

O segmento de comprimento BD é a solugdo procurada e mede 3cm.

Na maioria dos casos, os alunos sdo ensinados a resolver esse tipo de equagdes por
métodos formais e podem ndo entender o procedimento que estao utilizando, boa parte
deles sdo ensinados a utilizar o método da transposi¢do onde aplicam mecanicamente
o fato — muda de lado, inverte a operagdo, ficando, muitas vezes, sem compreender o
porqué desta “regra”.

A resolugdo de uma equagdo do 1° grau estd ligada diretamente com nogdes basicas
de outros contetidos como razdo, proporcdo e regra de trés simples, os alunos que
aprendem a resolvé-la terdo maior facilidade em compreender outros contetidos que
estdo relacionados com este, consequentemente, terdo maior facilidade em prosseguir
com seus estudos.

Vale ressaltar, que os alunos que utilizam outros métodos intuitivos para resolver
equagoOes do 1° grau, as vezes, sdo incentivados a tentar encontrar a solu¢do de uma
dessas equagdes por tentativa e erro. Esse método pode trazer beneficios, como por
exemplo, desenvolver no aluno uma melhor no¢do de equivaléncia entre os dois lados

da equagdo garantindo assim, maior facilidade em aplicar métodos mais formais. Ou,
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algum maleficio, como por exemplo, perder muito tempo procurando pela solugdo uti-
lizando ntiimeros inteiros para encontra-la quando a resposta é, digamos, um racional.
Cabe entdo ao professor, fazer o intermédio do saber do aluno e o conceito formali-
zado desse assunto para que o estudante ndo encontre dificuldade em trabalhar com

questdes que envolvam esse tema.



3 A EQUACAO DO SEGUNDO GRAU

Falaremos um pouco sobre a histéria das equagdes do segundo grau destacando
algumas civilizagdes, como os babil6nios e os gregos, que utilizavam técnicas para
resolver alguns tipos de equacgdes. Serdo apresentados, também, diferentes métodos
(algébricos e ndo algébricos) para a obtencdo de raizes, como por exemplo, o método
que foi criado pelo matemético hindu Sridhara — primeiro matemaético a estabelecer

uma férmula resolutiva (solugdo por radicais) para tais equagoes.

3.1 Contexto histérico

O primeiro registro de equagdes do segundo grau que se tem noticia até hoje foi
encontrado em uma tabua de argila, produzido pelos povos da Babilonia hd aproxima-
damente, 1700 anos a.C., onde sua resolugdo era dada na forma de palavras, ou seja,
eles ndo usavam uma férmula para determinar sua solugéo.

Considerando que os babil6nios utilizavam um sistema de numeragdo sexagesimal
(base 60) e que o alfabeto ainda ndo era conhecido, os problemas envolvendo equagdes
eram resolvidos usando uma notagdo diferente da utilizada hoje.

Vejamos.

Exemplo 3.1. Encontrar o lado do quadrado sabendo que sua drea menos a medida do
lado é igual a 14,30 (base 60).
Solu¢ao: Usando a notagdo em base decimal e nomeando x como sendo o lado do
quadrado, podemos escrever:

x* —x =870

([14,30]60 = 14-60' +30-60° = 14-60+30 = 840+30 = [870];9). A solucdo apresentada, de
acordo com os babilonios, seria assim: “Tome a metade de 1 (coeficiente de x) que é 0,5
e multiplique por ela mesma (0,5 0,5 = 0,25). Some isto a 870 (termo independente) e
encontramos 870,25 que é o quadrado de 29,5. Agora some 0,5 a 29,5 e o resultado é 30,
olado do quadrado procurado”. Esse procedimento é utilizado até hoje e o conhecemos

como método de completar quadrados.

Outro problema bastante conhecido em Matemdtica consiste em encontrar dois

nuameros, digamos x e y, dada sua soma s e seu produto p. Dai, podemos escrever:

X+y=s
X-y=p
Isolando y na 1? equagdo, encontramos

y=s—-x
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substituindo o valor encontrado na 2° equagdo, tem-se
xy=p=x-(s-x)=p=x*-sx+p=0

Para solucionar esse tipo de equagdo precisavam encontrar dois ntimeros positivos

cuja soma € s e o produto é p, entdo, usavam a seguinte regra:

Eleve ao quadrado a metade da soma, subtraia o produto do valor encontrado e extraia a raiz
quadrada dessa diferenca. Em seguida, some ao resultado a metade da soma. Isso dard o maior

dos niimeros procurados. Subtraia-o da metade da soma para obter o outro niimero.

Por ndo utilizarem ntiimeros negativo os babilonios dividiam as equagdes em trés
tipos:

x> +sx=p, x*=sx+p e x*+p=sx

Os gregos (500 a 200 anos a.C.), por sua vez, fizeram avancos na resolugdo desse
tipo de equagdes com estudos ligados a Geometria, eles resolviam alguns tipos de
equagdes do segundo grau apenas com régua e compasso, representando ntimeros
como quantidades geométricas, como dreas e comprimentos.

Dos matemdticos gregos que se destacaram na histéria e que produziram traba-
lhos importantes para o desenvolvimento de equag¢des do segundo grau podemos
citar Euclides que desenvolveu técnicas de resolucdo de equagdes do segundo grau
e Diophantof| por introduzir alguns simbolos criando outra representacéo para essas
equag¢des em uma época onde a solucdo ainda era apresentada em forma de discurso,
dentre outros.

Os hindus também realizaram trabalhos nessa drea. Utilizando o método de com-
pletar quadrados e métodos puramente algébricos, desenvolveram a férmula que co-
nhecemos hoje como férmula de resolucdo das equagdes quadraticas ou férmula de
Bhaskara, que recebeu esse nome nédo por ter sido criada por ele, mas, por ter sido pu-
blicada em uma de suas obras, na realidade esse feito deve-se a outro indiano, Sridhar
Acharya (870 - 930 d.C.) ou Sridhara que é como o conhecemos.

”O habito de dar o nome de Bhaskara para a férmula de resolugdo da
equacdo do segundo grau se estabeleceu no Brasil por volta de 1960.
Esse costume, aparentemente s6 brasileiro (ndo se encontra o nome de
Bhaskara para essa formula na literatura internacional) ndo é adequado

embora ndo se deva negar a importancia e a riqueza da obra de
Bhaskara ndo é correto atribuir a ele a conhecida férmula de resolugédo
da equacdo do 2° grau.”(ZAGO et al, 1996, p.54).

A primeira referéncia histérica a niimeros negativos ocorre num livro chinés cuja a forma mais antiga
data da Dinastia Han (202 a.C. - 220).

Diophanto de Alexandria, foi um importante matemaético grego do século II e é considerado por
muitos estudiosos como o “pai da Algebra”.
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Os arabes, por sua vez, deram uma grande contribui¢do para o avango no estudo de
varias areas da Matemadtica e também para o estudo dessas equagdes traduzindo para
sua lingua, o drabe, manuscritos hindus e gregos como por exemplo “Os Elementos”de
Euclides que trata-se de uma colegdo de 13 livros escritos pelo préprio Euclides por volta
de 300 anos a.C., trazendo consigo uma série de defini¢des, postulados, proposi¢des e
demonstracdes abordando vérias areas de conhecimento como a Geometria Euclidiana
e a Teoria dos Ntmeros. E o segundo livro mais publicado em todo o mundo chegando
a uma marca de aproximadamente mil edi¢des, perde somente para a Biblia.

Os chineses nédo ficaram para trds e também desenvolveram trabalhos a procura da
solucdo das equagdes do segundo grau, a estratégia criada por eles intitulada como
método fan-fan, publicado por Zhu Shijie (conhecido também por Chu Shih-Chieh) em
1303, apresentado em sua obra ”"Ssu-yuan yt-chien”que significa “precioso espelho dos
quatro elementos”, baseia-se em aproximacdes sucessivas de raizes.

No continente europeu, a partir do século XV, muitos matematicos expuseram
trabalhos relacionados a resolugdo das equag¢des quadraticas, dentre eles, podemos citar
o francés Francois Viete (1540 - 1603) que utilizou simbolos para representar equagoes,
onde até entdo, ndo se usava uma férmula para obter as raizes dessas equagdes. A

representacdo criada por ele era a seguinte:
Bin A d&rea + Cin A + D éiguala 0.

Mais tarde, outro matemadtico também de nacionalidade francesa, de nome René
Descartes (1596 - 1650), criou uma maneira mais pratica para representar os simbolos
adotados por Viete, a partir desse fato, acabamos utilizando até hoje a representagdo
ax? + bx + ¢ = 0 que recebemos dos europeus e a solugdo fornecida pelos hindus.

3.2 Tipos de equacao do segundo grau

Defini¢ao 3.1. Chama-se equacdo do segundo grau, na incognita x, toda equagao que
puder ser escrita na forma ax? + bx + ¢ = 0, sendo a,b,c € R coma # 0.

Observe que se tivéssemos a = 0, terlamos uma equagdo do primeiro grau da forma
bx + ¢ = 0, que poderia ser resolvida com um dos métodos apresentados no capitulo 2.

Classificamos, entdo, as equagdes do segundo grau em completas ou incompletas.
A equagdo ax? + bx + ¢ = 0 seréd dita completa quando b e ¢ forem diferentes de zero.
Quando essa equagdo apresentar seus coeficientes, b = 0 ou ¢ = 0 ou ainda, quando
ambos b = c = 0, diremos que ela estd em sua forma incompleta.

Quando a equagéo tiver a forma ax®> = 0 apresentard sempre raizes nulas, uma vez
que, se o produto de dois numeros é igual a zero (a-x* = 0), entdo: a = 0, x> = 0 ou

a = x* = 0. Logo, podemos concluir que suas raizes serdo x’ = 0 e x” = 0.
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Se as equagdes sdo da forma ax* + ¢ = 0 devemos isolar a incégnita para encontrar

suas raizes, dai:

axl+c=0=ax’ == =—-=x==+,[—-,

IS N

. x .4 , . c , o,
esse tlpO de equacgao possuira duas raizes reais se —— for um ntimero pOSlthO, nesse
a

caso, suas raizes serao:

~ ‘o c . , .
e ndo terd raiz real caso —— S€ja um numero negatlvo.
a

Porém, se as equagdes tiverem a forma ax* + bx = 0 basta colocar a incégnita em
evidéncia, que teremos
x-(ax+Db)=0

para o produto ser igual a zero, basta que um dos fatores o seja, assim:
x=0 ou ax+b=0
Dai, chegamos a
b
x=0 ou x=—--
a
que sdo as raizes da equacao.

Exemplo 3.2. Resolver as equagdes do segundo grau incompletas.
a) 2x* +8x =0

b)3x2-12=0
A7x>=0
Solugao:

a)2x>+8x=0 & x-(2x+8)=0 & x=0 ou 2x+8=0 & x=0 ou x = —4.

b)3x2-12=0 e 32 =12 e ¥ = = e x¥* =4 e x=+Vi =
x = 2.
A7x2=0 ¢ x¥*=0 < x=0.

A partir daqui passaremos a tratar apenas da resolucdo de equagdes do segundo

grau completas.
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3.3 Métodos de resolucao de equagdes do segundo grau completas

Existem varios métodos para se encontrar as raizes de uma equagdo do segundo
grau. Entretanto, mostraremos apenas aqueles, que por sua simplicidade e elegancia,
podem ser demonstrados por meio de manipulagdes algébricas, através de construgdes
geométricas utilizando somente régua e compasso ou usando métodos graficos ou
ainda, por meio de técnicas de aproximacdo de raizes. Sendo assim, desejamos que
o leitor conheca as relagdes existentes entre a Algebra e a Geometria na resolucdo das

equagdes do segundo grau.

3.4 Método algébrico de Sridhara

A maneira encontrada por Sridhara para resolver as equagdes do segundo grau é

encontrar dois niimeros x e y cuja soma seja s e cujo produto é p. Usando simbolos,

xX+y=s
X-y=p

s
+a e y=5-a com a > 0, temos:

podemos escrever:

S

F dox =
azendox = 5

que implica

2 2

2_ 5 [T —4p

at= op=a= T

Logo, concluimos que os valores de x e y sdo:
2 2
s s —4p s s —4dp
= — 4+ —_- — —
T2 i Y72 4

Note que se a < 0, os valores de x e y sdo permutados.

Os matematicos dessa época ja sabiam que essas equagdes poderiam apresentar no
maéximo 2 raizes.

Sridhara ao enunciar a regra que originou a férmula atual para a resolucdo de
equagdes do segundo grau batizou sua descoberta como “férmula geral para resolucao

da equacdo polinomial do segundo grau”.

Exemplo 3.3. Determinar as dimensdes de um terreno retangular de drea 160m? sabendo
que seu perimetro é 56m.

Solugdo do problema: Seja x o comprimento do terreno e y a sua largura e lembrando

que o perimetro de um poligono é dado pela soma de seus lados, podemos escrever:

2x +2y =56 x+y=28
ou
x -y =160 x-y =160
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Aplicando o método descrito acima, observamos que: s = 28 e p = 160, dai

2_4
s, /s 28 [28 -4 -160 4160 L, (784640 _ V3B = 144 6 = 20
2 4
24 _ [282-4-160 4160 /7844640_14 VBB 14— 628

3.5 Método de resolucdao convencional

Outro matemaético indiano que também expds uma técnica para encontrar as raizes
desse tipo de equagdes foi Bhaskara [ que utilizou o método de completar quadrados
usado pelos babilonios.

Dada a equagédo ax> +bx+c=0. Se a multiplicarmos por 44, teremos:
40%x* + 4abx + 4ac = 0

Observe que s6 teremos um trindmio quadrado perfeito se adicionarmos um termo
igual a b* aos dois lados da equagdo. Entdo:

4a*x* + 4abx + dac + b* = b
Reorganizando, temos:

4a*x* + dabx + b* = b* — dac

Ou seja,

(2ax + b)* = b* — 4ac
Portanto,

2ax +b = + Vb2 — dac
Dai,

2ax = —b + Vb? — 4ac

e isolando a incégnita temos:

‘e —b+ Vb? - 4dac
- 2a !

que é a férmula resolutiva de equagdes do segundo grau.

Podemos fazer vérias manipulagdes diferentes, da aplicada por Bhaskara, com a
equacao do segundo grau e encontrar uma dedugdo alternativa para a férmula resolu-

tiva da equagdo do segundo grau.

Exemplo 3.4. Vamos encontrar a solu¢do da equacdo x> — 5x + 6 = 0.

Solucao:
b+ Vb2—dac  —(-5) £ (-5 -4-1-6 5+1 _
= 5 = 71 == dai x=2oux=3.

3 Bhaskara foi um matematico, professor, astrélogo e astrdonomo indiano do século XII.
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3.6 Método da semi-soma e do produto

Dada a equacao do segundo grau ax* + bx + ¢ = 0, com a,b,c € R e a # 0 podemos
usar uma manipulagdo diferente da que foi utilizada anteriormente e encontrar outra
expressdo para determinar as raizes dessa equagao.

Dividindo tudo por 4, temos:

b
P4 x+ <=0
a a
e fazendo
s=_ 2 o ,oC
Y P=3
uma vez que
b b
S=——=—2§=—— =— —-25 = —.
2a a

podemos escrevé-la da seguinte maneira
2 -
x°=2sx+p=0

Como a solugdo da equagdo do segundo grau pode ser encontrada através da
féormula

_ —b+ Vb2 —4ac

X 2a

temos:

—(—28) £ \/(-25)2-4-1-p
X =

2-1
25+ f4s2—4-p
rE 2
2s + /4(s2 = p)
r= 2
25 £24/s2—p
r= 2

finalmente chegamos a

Mostrando, assim, outro modo de se resolver uma equagao do segundo grau.

Exemplo 3.5. Resolver a equagdo 2x> — 7x + 3 = 0, usando este método.
Solucao: Dividindo a equagdo por 2 encontramos

7 7
x2—§x+§:0 ou x2—2-1x+§:0
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7
fazendo s = P= % e aplicando esses valores na férmula que foi deduzida, temos:

x—z+ (Z)z—§:>x—z+ Q—ESX——+ 49_24=>x—z+
47 V\4 2 47 V16 2 27V 16 4

Portanto as raizes sdo:

W~ 01

3.7 Meétodo da soma e da diferenca de quadrados

Dada a equagdo do segundo grau ax* +bx+c=0,coma,b,c € Rea # 0, vamos
encontrar uma expressao que determine suas raizes, digamos x’ e x” em fung¢do de seus
coeficientes.

Sabemos que

(' +x7)* = () +20x” + (x”)?

(x/ _ xn)Z — (x/)Z —2¢'x" + (x/r)Z
Subtraindo membro a membro a primeira identidade da segunda, obtemos:
’ \2 ’ m2 _ 7 ’ \2 Pt 7\2
(X +x")y = =x") =4x'x" = (X +x") —4x'x" =(x" —x")
Fazendo x’ +x” =s,x' —x” =d e x’ - x” = p, podemos formar o seguinte sistema de
X —x"=d
X' +x"=s

Somando as duas equagdes temos:

equagdes do primeiro grau

d+s

2 =d+s=x" =
X S X 5

substituindo o valor encontrado em qualquer uma das equagdes acima, obtemos

, s—d
2
b c )
Comox' +x”" = ——ex’-x” = —, fato que esta provado no Apéndice A, temos:
B p q p p
A b* — 4ac
(X +x7) —4x'x” = (¢ — ") = (—5) - 4; =’ =d== —

portanto

/

_ b+ Vb* - 4ac o —b — Vb? — 4ac

2a € 2a
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Exemplo 3.6. Encontrar a solucdo da equacdo 3x* — 30x + 72 = 0.
Solugdo: Aplicando a férmula encontrada, temos: a =3, b = —=30 e ¢ = 72. Dai,

b+ VP2 —4dac  —(-30)+ /(=302 -4-3-72 30+ V36 _

2a 2-3 6 6
b= Vb2 —dac  —(-30)— /(-30)>-4-3-72 30 - \/%_4
- 24 - 2-3 6

3.8 Método alternativo

Quando resolvemos uma equagdo do segundo grau pelo método convencional
encontramos a expressdo b? — 4ac que comumente é chamada de discriminante da
equagdo e representada pela letra do alfabeto grego A (delta). De acordo com esse
discriminante, temos trés casos a considerar:

1° caso: Quando temos b*—4ac > 0 a equagdo apresenta duas raizes reais e diferentes,

assim representadas:

. b+ VA , -b- VA
X =—eX = ———
2a 2a

2° caso: Quando temos b* — 4ac = 0 a equagdo tem duas raizes reais e iguais.

b
2a

3° caso: Quando b?—4ac < 0 o valor da expressdao VA nao existe em R, ndo existindo,
portanto, raizes reais. As raizes da equac¢do sdo ntimeros complexosﬂ
Dada expressdo A = b* — 4ac.

Podemos reescrevé-la da seguinte maneira b> — A = 4ac e fatorando obtemos
(bi \/K)-(b¢ \/K):Za-Zc,
dividindo tudo por 2a - (b F \/Z), encontramos

bi\/Z_ 2c
2a b¥ VA

finalmente multiplicando essa tltima expressdo por (-1), temos:

-bF VA 2c

20 _px VA

Os ntimeros complexos foram introduzidos na Algebra durante o século XVI por alguns matemaéticos
como Gerolamo Cardano e Rafaello Bombelli, quando foi assumida a existéncia de raizes quadradas
de ntimeros negativos. Esse conjunto é representado pela letra C e contém o conjunto dos niimeros
reais R.
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Note que o lado esquerdo dela é a formula resolvente da equagdo ax* + bx + ¢ = 0,

dai
2c
x =

b+ VA
é a solugdo da equagdo ax?> + bx + ¢ = 0, coma,b,c € R e a, b e ¢ diferentes de zero.

Se nédo tivéssemos o conhecimento da férmula resolutiva da equacdo do segundo
grau, poderiamos encontrar a férmula acima através do método algébrico de completar
quadrados.

Demonstragdo: Multiplicando a equagdo ax? + bx + ¢ = 0 por 4c, temos:

4acx® + 4cbx + 4c* = 0.
Adicionando e subtraindo b?x* ao primeiro membro dessa equacdo chegamos a
4acx® + 4cbx + 4 + bPx* — b*x* = 0.
Reagrupando os termos dessa equacdo podemos escrever
dacx® — b*x* + 4cbx + 4c* + b*x* = 0.

Colocando o fator —x? em evidéncia nos dois primeiros termos e fatorando os trés
ultimos, encontramos
—x*(b* — 4ac) + (bx + 2c)* = 0.
logo,
2012 _ 2
x°(b° — 4ac) = (bx + 20)°.
extraindo a raiz quadrada em ambos os lados, temos

+x Vb? — 4ac = bx + 2¢

ou
ix@—bx:%:;wc(im-b):%
Assim concluimos que a solugdo sera:
_ 2c
T pe VR dac

Exemplo 3.7. Resolver a equagdo 3x + 7x + 4 = 0 aplicando a férmula encontrada.

Solugdo: Comoa = 3,b =7 e c = 4, temos que:

A=b*—4ac=7>-4-3-4=49-48=1

dai,
. 2c 24 8
b+ VA -7x+V1 —7#1
portanto as raizes sdo: x’ = -3 € x” =-1.

Observemos que esse método ndo é vdlido para todos os tipos de equagdes do
segundo grau, especificamente para as equagdes incompletas que puderem ser escritas
nas formas ax? + bx = 0 ou ax* = 0.
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3.9 Método de Viete

Vietef| encontrou uma maneira diferente para resolver a equagdo do segundo grau
ax> +bx+c=0,coma,b,c € Rea# 0. O modo baseia-se em relacionar a equagdo
em questdo com uma equagdo do tipo ay? + p = 0, onde p é um ntimero que depende
de a,b e c de modo que qualquer solucdo dessa equacdo determinard uma solugédo da
equagdo ax® + bx + ¢ = 0.

Podemos observar que a equagéo ay* + p = 0 admite duas solugdes:

y—w/Eey —se——_

Escrevendo x = y+m, onde y e m sdo incognitas auxiliares. A equagdo ax*+bx+c =0
pode ser escrita como
aly+m)* +b(y+m)+c=0

e, desenvolvendo, encontra-se
a(y* + 2my +m*) + b(y + m) +c =0
ay* + 2amy + am* + by + bm + ¢ = 0.
Reescrevendo essa igualdade como uma equacédo na incégnita y, obtemos

ay* + (2am + b)y + am* + bm + ¢ = 0.

Podemos transformar essa equacdo numa equacgao do 2° grau incompleta, anulando

o coeficiente de y, para isso, basta escolher m = ~% obtendo assim a equagdo
a

Agora aplicando um dos métodos que foi mostrado na se¢do 3.2/ temos

b? b
ay +a(4 2)+b(—5)+c:0

b b?
2 _—— — =
ay +4a 2a+c 0
12
ay2+4ac4a b ~ 0

5> Frangois Viete (1540 - 1603), foi um advogado e matematico francés
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. b* — 4ac

== 402
Vb? — 4ac
y=t—75—

2a
Lembrando que m = —5, equex =y+m temos que as solucdes da equagdo
ax* + bx + ¢ = 0 sdo dadas por:
yeyime 2 Vb2 —dac
B PR

que é a férmula resolutiva de uma equacdo do segundo grau.

Exemplo 3.8. Vamos encontrar as raizes da equagdo x* — 7x + 12 = 0.

Solucao:

Se estamos querendo saber quais sdo as raizes dessa equagdo usando o método de

Viéte devemos fazer x = y + m e substituir na equacdo dada. Ou seja:

(y+m)*=7(y+m)+12=0
Desenvolvendo teremos:
V+2my+m*—7y-7m+12=0
V+Q2m-7)y+m*—7m+12=0
Fazendo m = ;, para anular o coeficiente de y, temos que:

2+4;—9—%+12=O=>y2—i=0=>y=i

Como x = y + m, vem que:

X===

NI~
N[ =

Portanto as raizes sdox’ =4 e x” = 3.

3.10 Método geométrico de completar quadrados

Considere a equagao:

x>+ bx =c,ondec >0

N —

Utilizando o método geométrico de completar quadrados iremos interpretar a

equagdo acima como um somatério de dreas. Sendo assim, x> representard a area

de um quadrado de lado x e bx serd a drea de um retangulo com dimensdes b e x,

conforme a figura abaixo.



Figura 3 — Método geométrico de completar quadrados

4 X 4

| T

X

Fonte: O autor
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Observe que na Figura 3 o retdngulo de dimensdes b e x estd representado como 4

retangulos menores de dimensdes — e x e que a area hachurada é igual a c.

4

Como podemos observar, ao completarmos o quadrado maior estaremos formando

2
b . :
quatro quadrados menores de lados — e com drea medindo | —| cada um. Sendo assim,

4 4

a drea dos quatro quadrados menores é dada por:

2 > > 2
N
4 16 4 2

2
b
Portanto, a drea total do quadrado externo serd igual a c + (E) e a medida de seu

lado serd a raiz quadrada dessa area, que é igual a:

Como

2
2-Z+x = =+ c+(k)

~—_———
lado do quadrado externo
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O valor procurado (x) é o lado do quadrado externo subtraido de duas vezes o lado

do quadrado menor, ou seja:

X == c+92—2-9=>x——2+ c+é2
S 2 4 27 2

Exemplo 3.9. Aplicando o método descrito acima encontre as raizes da equacdo do
segundo grau x* + 2x = 3.

Solucdo :

2 2
J_r c+ =52 3+ =1+ Vi=-1+2

As raizes procuradas sdo, portanto, 1 e —3. Embora nédo faga sentido falar num
quadrado de lado -3, pois, ndo hd comprimentos negativos.

3.11 Meétodo geométrico alternativo de completar quadrados

Considere novamente a equacao:
x>+ bx =c,ondec >0

O método alternativo consiste em dividir o retdngulo de dimensdes b e x em dois

: b . - .
retangulos menores de dimensdes yexe ndo mais em quatro, como foi visto anterior-

mente. Veja a Figura 4 abaixo.

Figura 4 — Método geométrico alternativo de completar quadrados

Fonte: O autor
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Como a drea hachurada representada na Figura 4 é igual a c. Se completarmos o

quadrado maior, estaremos formando um quadrado menor de lado > Cuja 4rea serd
b\’ b\’
igual a (E) . Logo, a area total do quadrado maior é igual a c + (E) .

2
b
Como podemos encontrar essa drea fazendo (x +5] teremos:

x+éz—c+k2=>x+é—+ c+92:x——é+ c+y2
2) 7 \2 2 - 2 27 2)’
que é a solugdo da equagdo do segundo grau x> + bx = ¢, onde ¢ > 0.

3.12 Método grafico de um sistema de equacdes
Dada a equagéo ax® + bx + ¢ =0, coma,b,c € R, a # 0 e ¢ # 0. Temos que:

x(ax+b):—c=>ax+b:—§.

c . s ~
Fazendo f(x) = ax + b e g(x) = —— podemos construir os gréficos das fung¢oes f(x)
x
e g(x) no mesmo plano e verificar se existem pontos de intersec¢do entre os gréficos,
se houver, esses pontos de interseccdo representam a solucdo da referida equagdo do

segundo grau, caso contrario a equagdo ndo possuird solucao.

Exemplo 3.10. Vamos resolver a equacdo x* + 2x — 15 = 0, usando o método gréfico.

Solugao: Para isso, faremos o seguinte:

1
x2+2x:15<=)x(x+2):15<:>x+2:?5

Sendo f(x) =x+2e g(x) = %, basta agora construir os graficos das fungdes f(x)
e ¢(x) no mesmo plano e teremos a solugdo da equagéo x* + 2x — 15 = 0, onde x’ = 3
e x” = =5 sdo as raizes da equacdo. Vejamos abaixo a visualizagdo geométrica na
Figura 5, que pode ser feita utilizando um software de matematica dindmica como o

GeoGebrafl

6 GeoGebra é um aplicativo de matemética que combina conceitos de geometria, dlgebra e cdlculo. Ele

é gratuito e foi desenvolvido por Markus Hohenwarter da Universidade de Salzburg para educagdo
matematica nas escolas.
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Figura 5 — Construcdo dos gréficos de f(x) e g(x) e seus pontos de intersec¢do

Fonte: O autor

3.13 Método de Leslie

No século XVIII o inglés Sir John Leslie (1766 - 1832), em sua obra Elements of
Geometry, apresentou o seguinte procedimento:

Dada uma equacdo quadrética na forma x? — bx + ¢ = 0, sobre um sistema de
coordenadas cartesianas, marcam-se os pontos A(0,1) e B(b,c). Constréi-se o circulo
de didmetro AB. As abscissas dos pontos em que esse circulo cortar o eixo x (eixo

horizontal), se cortar, sdo as raizes da equagdo quadrética dada.

Figura 6 — Grafico do método de Leslie

c B = (b,c)

A=(0,1)

M Nb

Fonte: Revista do Professor de Matemadtica, n.43, p.25
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Com efeito, a equagdo da circunferéncia construida é dada por:
b 2+( _c+1)2_ b 2+(c+1 _1)2
2) "W 2] T2 2

b |(bY
equandoy:O,tem-sexz—bx+c:Ooux:Ei (E) —c.

Exemplo 3.11. Resolver a equagdo x? —3x + 4 = 0, usando esse método.
Solucao: Para isso, precisaremos de régua e compasso.
i) com a régua e o compasso em méos trace um sistema de coordenadas cartesianas;
ii) marquemos os pontos A(0, 1) e B(3, 4);
iii) construiremos, agora, o circulo de didmetro AB. Facamos o seguinte:

—meca a distancia de A até B e marque um ponto (C) em sua metade;

— com o compasso centralizado nesse novo ponto e abertura igual a metade da
distancia de A até B, desenhe o circulo.

Figura 7 — Grafico do método de Leslie (x> — 3x + 4 = 0)

B

Fonte: O autor

Como as abscissas dos pontos em que esse circulo cortar o eixo x (eixo horizontal),
se cortar, serdo as raizes da equagdo dada, vemos que essa equagdo ndo possui raizes

reais.
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3.14 Método de Descartes

No ano de 1637, René Descartes (1596 - 1650) desenvolveu um método geométrico
para encontrar a solucdo positiva de equagdes do segundo grau representadas nas

formas:
X2=bx+c? xX¥*=c*-bx e x*=bx-c?
sempre com b e ¢ positivos.
e Vamos encontrar a solugdo da equagao x* = bx + c?.

O método desenvolvido por ele para resolver esse tipo de equagdo consiste em

tracar um segmento LM de comprimento ¢ e em L traca-se uma perpendicular LN de

: b . N
comprimento 5 Com centro em N constréi-se um circulo de raio LN e traga-se a reta
passando por M e N que corta o circulo no ponto O e no ponto P (P estd entre M e N).

Conforme indica a Figura 8. O segmento OM é a solugdo positiva da equacao.

Figura 8 — Método de Descartes (x* = bx + ¢* e x* =c¢* —bx)

M

Fonte: Revista do Professor de Matemadtica, n.43, p.24

De fato, no tridngulo retdngulo MLN, retdngulo em L, da figura acima, temos que:
(NM)* = (LN)* + (LM)*

N - _
Como LN = X LM = c e sabendo que LN = ON (sdo raios do circulo). Se OM = x,

temos que: NM = OM — ON = x — g Logo,

(NM)? = (LN)* + (LM)?
2 2
-yt

2
o b : "
que implicard em x> = bx+¢* ou x= -+ (E + 2, onde a raiz positiva é dada por:

x—k+ 92+02
2 2 '

NI S
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Hoje, sabe-se que a outra raiz é —PM.
Com efeito, como NM = NP + PM, se considerarmos o tridngulo retangulo MLN,

retingulo em L e nomearmos PM = x, teremos:

(NM)? = (LN)? + (LM)?

2 2
— b b . b .
dai, -PM = E + (E) + ¢% e a outra raiz serd x = E - (E) + ¢2, entretanto, essa raiz

ndo foi considerada por Descartes na época por ser negativa.

Exemplo 3.12. Resolver a equagdo x* = 3x + 4, usando esse método.

Solugao: Vamos resolver geometricamente. Precisaremos de régua e compasso.

i) com a régua e o compasso em maos trace um segmento LM = 2;

ii) em L trace uma perpendicular LN de comprimento 1, 5;

iii) com o compasso centralizado em N construa um circulo de raio 1, 5;

iv) trace agora uma reta passando por M e N, essa reta cortard o circulo em dois pontos:
O e P (com P entre M e N);

v) com a régua mega 0s segmentos OM e PM. As raizes serdao OM = 4 e —PM = —1.

Conforme indica a figura abaixo.

Figura 9 — Solugdo geométrica da equagdo x* = 3x + 4

(M =4

PM =1

Fonte: O autor
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e Vamos resolver a equagdo da forma x* = ¢* — bx.

O método desenvolvido por ele para resolver esse tipo de equacdo é o mesmo
utilizado para encontrar a solugdo da equacdo x* = bx + ¢>. Nesse caso, continuaremos
usando a Figura 8. O segmento PM é a solugdo positiva da equacao.

De fato, no tridngulo retangulo MLN, retangulo em L, temos:

(NM)* = (LN)* + (LMY’
— b — - -
Como LN = > LM = c e sabendo que LN = NP (sdo raios do circulo). Se PM = x,

temos que: NM = NP + PM = x + g Logo,

(NM)? = (LN)* + (LM)?
b\ _ (b
[ro3) )+
2 2
que implicard em x*> = ¢> —bx ou x = —g + A /(g) + 2, onde x = —g + (g) +c2 é

a raiz positiva da equacdo dada.
A outra raiz é —OM.

b
Com efeito, como NM = OM—-ON e ON = 5 5e considerarmos o tridngulo retangulo

MLN, retangulo em L e nomearmos OM = x, teremos:

(NM)? = (LN)? + (LM)?

2 2
—_— b b b b

i — = —— — 2 i 3 = —— — — 2

dai, —-OM 2i (2) + ¢% e a outra raiz serd x > (2) + 2,

Exemplo 3.13. Resolver a equagdo x> = 16 — 6x, usando esse método.

Solugao: Vamos resolver geometricamente. Precisaremos de régua e compasso.
i) com a régua e o compasso em maos trace um segmento LM = 4;

ii) em L trace uma perpendicular LN de comprimento 3;

iii) com o compasso centralizado em N construa um circulo de raio 3;

iv) trace agora uma reta passando por M e N, essa reta cortard o circulo em dois pontos:
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O e P (com P entre M e N);
v) com a régua meca os segmentos OM e PM. As raizes serdao ~OM = -8 e PM = 2.

Conforme indica a figura abaixo.

Figura 10 - Solugdo geométrica da equacdo x> = 16 — 6x

)

OM =8
PM =12

JI'J

Fonte: O autor

e Vamos resolver agora a equagdo x* = bx — ¢%.

A estratégia desenvolvida por ele para resolver esse tipo de equagao seria a seguinte:

construimos um segmento LM de medida ¢, em L tracamos uma perpendicular LN de
.. b — T
medida 5 €em M tracamos uma reta paralela a LN. Com centro em N e raio LN

constréi-se um circulo. Se houver intersec¢do desse circulo com a reta paralela a LN a
distancia de cada ponto de interseccdo ao ponto M representa uma solugdo da equagao
x% =bx -2

Pode ocorrer trés casos, como indica a figura abaixo.

1° caso: a equagdo x* = bx — ¢? ndo possui raiz real.
2° caso: a equagdo x* = bx — ¢? possui apenas uma raiz real (raiz dupla).

3° caso: a equagdo x> = bx — ¢ possui duas raizes reais e distintas.
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Figura 11 — Método de Descartes (x* = bx — ¢?)

1°caso 2°caso 3 caso

Fonte: O autor

Vamos analisar cada um deles.

1° caso: Nada a demonstrar. ;
2° caso: Observe inicialmente que NP = LM, ou seja, ¢ = > Como o segmento

PM = x é solucdo, temos:

e
5=
A
5] =
12
i
12
_Z = _C2
b - 20°
e
oy )
1 277
2
by Jbb_
2 2
- vy ; ™
Por construgao temos PM = 5 Pois, PM é tangente ao circulo e paralelo a LN logo,
X =bx—c?

3° caso: Vejamos porque o valor da raiz pode ser a medida do segmento MQ ou a

medida do segmento MR.
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i) Vamos analisar o segmento MR primeiro.

Marcaremos sobre o segmento MR o ponto Z talque NZ seja paralelo a LM. Dessa

forma, teremos NZ = LM =ce LN = MZ = g

Figura 12 — Método de Descartes (x* = bx — ¢?)

/

I
I
I
1
N

Fonte: O autor

Observando a figura acima, temos: NR = g (raio) e ZR = MR — MZ.

Se considerarmos MR = x, como o tridngulo RZN é retangulo em Z, usando o

Teorema de Pitadgoras, temos:

(NR)* = (NZ)* + (ZR)?

(NR)? = (NZ)? + (MR — MZ)?

B =c+l-3)

ii) Para a outra raiz ser MQ, observemos o seguinte:

QZ = MZ - MQ.
Vamos usar novamente o Teorema de Pitdgoras, dessa vez no tridngulo NZQ,

— b —
retingulo em Z. Observe que NQ = 5 (raio). Se considerarmos agora MQ = x,

teremos:
(NQ)* = (NZ)* + (QZ)’

(NQ)* = (NZ2)* + (MZ — MQ)?
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92—c2+ B—xz
2) 2
bV (b,
R
b\ (b)Y
-
2
que implicard em x*> = bx — ¢ ou ngi (g) -

Por construgdo vemos que MR > MQ, logo:

— b b\? _
= — —| =2 = — —
MR 2+ (2) > e MQ 5

2
b) .

Exemplo 3.14. Resolver a equagdo x* = 5x — 4, usando esse método.

ey
—_
N

Descartes forneceu as duas raizes porque sao positivas.

Solugao: Vamos resolver geometricamente. Precisaremos de régua e compasso.
i) com a régua e o compasso em maos trace um segmento LM = 2;

ii) em L trace uma perpendicular LN de comprimento 2, 5;

iii) com o compasso centralizado em N construa um circulo de raio 2, 5;

iv) trace agora uma reta passando por M que seja paralela a LN;

Figura 13 - Solugdo geométrica da equagdo x* = 5x —4

I

MR =14
MQ =1

)

4

L 5 [M

Fonte: O autor

v) com a régua mega os segmentos MR e MQ. As raizes serdo MR = 4 e MQ = 1.

Conforme indica a figura acima.
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3.15 Método geométrico de Nelson Tunala

Em 1988, o professor Nelson Tunala do Centro Tecnolégico do Exército, do Instituto
Militar de Engenharia e do Departamento de Matematica da Faculdade Moacyr Bastos,
todos no Rio de Janeiro, apresentou um método geométrico para resolver equagdes do
segundo grau do tipo x> + bx + ¢ = 0 usando apenas régua e compasso.

Suporemos c # 0. Caso contrario, se ¢ = 0, as raizes da equagao seriam 0 e —b.

Ele dividiu suas solu¢des em dois casos:

1° caso: ¢ > 0

Neste caso, as raizes x’ e x” da equacgdo do segundo grau tém o mesmo sinal e

x| + x| = |bl
|- 7l = ¢

O problema consiste em determinar dois segmentos de reta cuja soma seja |b| e cujo
produto seja c.

Sendo assim, tracemos uma reta r e, sobre ela, marquemos os segmentos MN = c,
NO = 1 (com N entre M e O) e OP = |b| tal que OP seja adjacente a NO. Agora tracemos
dois semicirculos de diametros MO e OP. Por N levantamos uma reta s perpendicular
a r, determinando um ponto Q no semicirculo de didmetro MO. Desse modo, no
triangulo MQO, retangulo em Q, temos (NQ)* = MN - NO = ¢+ 1 = c assim NQ = L.
Pelo ponto Q tracemos a reta ¢, paralela a 7, determinando um ponto U no semicirculo

de diametro OP. Finalmente por U, tracemos a reta v, perpendicular a 7, determinando
um ponto G em r. Como indica a figura abaixo.

Figura 14 — Método de Nelson Tunala (c > 0)

Fonte: Revista do Professor de Matemadtica, n.12, p.33
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Os segmentos OG e GP representam os valores absolutos das raizes da equagio do
segundo grau x* + bx + ¢ = 0, com ¢ > 0.

De fato, GU = NQ = +ce (GU)? = OG- GP. Temos OG-GP = ¢ (produto das raizes)
e, além disso, por construgdo, |b| = OG + GP.

Entdo, OG e GP sio dois segmentos cuja soma é |b| e cujo produto é c.

Seb<0,x = OG e x” = GP sdo as raizes.

Seb>0,x =—-0Gex” = —GP sdo as raizes.

Observacao: Se a reta t, suporte de @, nao intersectar o semicirculo de didmetro
OP, isto ¢, se Ve > %Ibl, as raizes sdo imagindrias e a constru¢do ndo permite deter-
mind-las. O mesmo ocorre, em particular, no caso degenerado b = 0 (com c > 0).

2° caso: ¢ < 0.
Nesse caso, as raizes tem sinais contrdrios e sendo x’ a raiz de maior valor absoluto,
devemos ter
x| = |x”| = |bl
x| - x| = |el
O problema consiste em encontrar dois segmentos de reta, cuja diferenga seja |b| e
cujo produto seja [c|.
De modo anédlogo, na construgdo acima, determinaremos os pontos M, N, O e P
numa reta r e o ponto Q. Temos como antes N_Q = +/c. Translademos o segmento N_Q
numa direcio paralela a s até o ponto O obtendo o segmento OU. Tracemos uma reta

passando por U e I (centro do circulo determinado pelo didmetro OP), encontrando

outro didmetro GH no mesmo circulo.

Figura 15 - Método de Nelson Tunala (c < 0)

il 7 / \
P ;
I."' .-l".

i i

I | I

i |
M i i !
- —— =t

c { ! (]
H\ / IH

P

|
=
¥
i

Fonte: Revista do Professor de Matemadtica, n.12, p.35
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Os segmentos UH e UG representam as raizes da equagdo x2+bx+c=0,comc > 0.
Com efeito, UH — UG = |b| (diametro).
Por outro lado, sendo ou tangente e UH secante ao circulo de didmetro @, temos:

(OUY* = (NQ)* = |c| = UH - UG

Entdo, UH e UG sdo dois segmentos cuja diferenga é [b| e cujo produto é |c|.

Seb<0,x =UHex"” =-UG.

Seb>0,x =-UHex” = UG.

Observacdo: Neste caso, o problema sempre tem solugdo. Se b = 0, temos o caso
degeneradoem que I = O = G = H (o centro do circulo de raio I é zero) e as raizes serdo
OUe -OU.

Exemplo 3.15. Resolver a equagdo x? + 6x + 5 = 0, usando esse método.

Solugdo: Vamos resolver geometricamente. Precisaremos de régua e compasso.

i) com a régua e o compasso em méos desenhe uma reta 7;

ii) sobre r trace os segmentos MN = 5, NO = 1 (com N entre M e O) e OP = 6 tal que
OP seja adjacente a NO;

iii) com a ajuda da régua divida os segmentos MO e OP ao meio e com 0 compasso
centralizado nesses pontos desenhe dois semicirculos no mesmo semiplano;

iv) por N trace uma reta s perpendicular a 7, determinando o ponto Q no semicirculo
de didmetro MO;

v) por Q trace uma reta t, paralela a r, determinando o ponto U no semicirculo de
diametro OP;

vi) por U trace a reta v, perpendicular a r, determinando o ponto G em 7;

vii) com a régua meca os segmentos OG e GP. As raizes serdao —~OG = -1 e —GP = —5.

Conforme indica a figura abaixo.
Figura 16 — Solugdo geométrica da equagéo x* + 6x +5 =0

8 i

M ] NI 101 | ] P i

Fonte: O autor
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Todos esses métodos de resolugdo de equagdo do segundo grau usando régua
e compasso apresentados aqui podem servir para motivar os alunos nas aulas de
geometria, desenho geométrico e também serem usadas como curiosidade em aulas
de matemadtica de modo geral. Depois, pode-se pedir aos alunos que encontrem uma
justificativa algébrica para cada uma das solu¢des dadas de maneira que aproximard a
Algebra da Geometria ajudando a despertar o interesse deles por Matemética.



4 A EQUACAO DO TERCEIRO GRAU

Antes de iniciarmos esse estudo sobre equagdes do terceiro grau falaremos um pouco
sobre os Babilonios que, novamente, deram sua contribui¢do para o desenvolvimento
desse tema. Faremos um resumo sobre a histéria das equagdes do terceiro grau dando
énfase ao grande mistério que envolveu a descoberta e a divulgacdo de sua férmula
resolutiva, destacaremos para isso os esforcos realizados por alguns matematicos da
época que se empenharam a fim de encontrar tal solu¢do. De antemdo, definiremos

quando uma sentenca aberta representa uma equacao do terceiro grau.

Defini¢ao 4.1. Chama-se equagdo do terceiro grau, na incégnita x, toda equagdo que
puder ser escrita na forma ax® +bx>+cx+d=0,sendoa,b,c,d € Rcoma # 0.

Observe que se tivéssemos a = 0, terfamos uma equacgado do segundo grau da forma
bx*> + cx +d = 0, que poderia ser resolvida com um dos métodos apresentados no

capitulo anterior.

4.1 Uma breve histéria das equacdes do terceiro grau

Os babilonios, entre 1800 e 1600 anos a.C., também foram capazes de desenvolver
trabalhos a procura da solu¢do de equagdes do terceiro grau. Em seus estudos acabaram

construindo um método de resolugdo para equagdes do tipo ax® + bx? = c. A estratégia
2

_ T ~ a .
usada por eles consistia em fazer a multiplicacdo dessa equagao por = obtendo, assim,

(o (3] -2
b b) B

em seguida, procuravam os valores que satisfaziam aquela equagdo em uma tabela de

a equagao

quadrados e cubos de ntimeros naturais (1) com uma coluna para os valores de n? + n>.

Para exemplificar esse procedimento vamos resolver a equagdo 2x° + 3x* = 81.
2 92
o a0 2 .
O fator multiplicativo serd B3 = gy due transforma a equacdo acima em

2 -

Observando o valor de n, que satisfaz essa condi¢do, na tabela abaixo, concluimos

que

%=2=>2x=6=>x=3

é a solugdo da equagdo 2x° + 3x* = 81.
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Tabela 1 — Valores de n?, n® e n> + n®, comn € N en < 30

n | nr | P [ nP+n®]
1 1 2
4 8 12
9 27 36
16 64 80
125 150

36 | 216 252
49 | 343 392
64 | 512 576
81 | 729 810
100 | 1000 | 1100

O| R J|O\| O = W N I
N
Q1

—_
(e

900 | 27000 | 27900
Fonte: O autor.

(e

Por volta do século XV, o frei Luca Pacioli — renomado professor universitdrio de
matemadtica — teria afirmado que ndo podia haver regra geral para a solu¢do de proble-
mas do tipo “cubo e coisas igual ao ntimero”, ou seja, x° + px = g e muitos matematicos
daquela época, dentre eles Cardano, acreditavam nessa afirmacao. Pois bem, apds todo
o trabalho drduo de se encontrar uma férmula resolutiva para as equagdes quadraticas
chegava a hora de descobrir ”se existia”uma férmula que resolvesse as ctbicas.

Entre os matematicos daquela época, Scipione del Ferro (1465 — 1526) que foi pro-
fessor da Universidade de Bolonia e cuja vida pouco se sabe, se mostrou contrdrio ao
pensamento do frei, conseguindo obter o0 método de resolucdo dessas equagdes que
claramente ndo corresponde ao caso mais geral, mas, como explicaremos a diante,
pode-se transformar qualquer ctibica geral numa que tenha o formato daquela de del
Ferro, de modo que podemos reduzir o problema original, dificil, a um outro mais
simples, que sabemos resolver. Del Ferro, nunca publicou seu método de resolugao,
no entanto, antes de morrer, ensinou a dois dos seus discipulos: Annibale dela Nave e
Antonio Maria Fior.

Naquele tempo era comum as chamadas “Disputas Matemdticas”que normalmente
tinham o seguinte formato: cada um dos duelantes propunha uma série de problemas
ao adversdrio, que deveriam ser resolvidos num prazo previamente acordado, ao fim
do qual seria declarado vencedor aquele que mais problemas conseguisse resolver cor-
retamente. Essas "batalhas”eram travadas, geralmente , em pragas publicas, igrejas ou
na corte de algum nobre ou principe apreciador do conhecimento, fato esse que justifica
o porqué de algumas descobertas importantes ndo serem publicadas de imediato. E no
ano de 1535, Fior desafia Nicolld Fontana (1500 — 1557).
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“Em 1512 os franceses saquearam Brescia, sua cidade natal. Sua mde
buscou reftigio para seu filho na igreja, mas os soldados também invadi-
ram o santudrio, e a crianga foi ferida no rosto. O ferimento lhe causou
uma gagueira permanente, que lhe valeu o apelido de Tartaglia (gago,
em italiano), pelo qual se tornou conhecido.”(MILIES: 1994, p.15).

Nesse confronto, cada um deles elaborou uma lista com trinta problemas para seu
oponente e foi combinado que o perdedor deveria pagar trinta banquetes ao ganhador.
Fior, em posse do segredo que recebera de Scipione del Ferro, baseou seus problemas
envolvendo, de uma forma ou de outra, equagdes ctibicas. Tartaglia, no entanto, fez
sua lista bem mais diversificada. Dias antes do encontro final, precisamente na noite
de 12 para 13 de fevereiro, ocorreu a Tartaglia, como deduzir a férmula para a Equacdo
do Terceiro Grau, que lhe foi de grande utilidade para vencer este duelo.

Chegada a data da decisdo, Tartaglia havia resolvido todas as questdes propostas por
Fior, enquanto este, ndo tinha conseguido resolver a maioria das questdes enunciadas
por Tartaglia.

Noticias da vitéria de Tartaglia chega aos ouvidos de Girolamo Cardano (1501 -
1576), personagem principal desta histéria, ja que a férmula para resolver Equagdes
Cubicas leva seu nome.

Cardano por vérias vezes tentou adquirir a férmula descoberta por Tartaglia e esse
por sua vez sempre se recusou a entregé-la. Foi entdo que ele teve a ideia de convidé-lo
a sua casa com o pretexto de apresenté-lo ao vice-rei e comandante-chefe espanhol em
Mildo, Afonso D’Avalos, ja que Tartaglia tinha feito algumas descobertas sobre o tiro e
fortificagdes. Logo em seguida Cardano lhe persuadiu a revelar o segredo da solugdo
das Equacgdes Ctibicas. Tartaglia consentiu em lhe ensinar a regra de resolugdo, embora
de maneira enigmaética e sob forma de versos, em troca do juramento solene de que,
Cardano jamais publicaria esse segredo.

De posse da "Receita”que conduziria a Solugdo da Equacao, ja que lhe fora revelado
por versos, Cardano, ap6s alguns esforgos, conseguiu demonstrar a valide da regra para
resolver a equacdo x° + px = g. Motivado por esse conhecimento, Cardano incentivou
seu fiel discipulo, Ludovico Ferrari (1522 — 1565), a trabalhar com a mesma ideia na

solugdo das Equagdes Quadrticas, o qual conseguiu demonstra-la.

Os estudos de Girolamo Cardano e Ludovico Ferrari, proporcionaram
grandes avancos na Teoria das Equacdes, como reconhecimento das
raizes multiplas, relacdo entre coeficientes e raizes, aceitacdo de raizes
negativas, irracionais e imaginarias. Tais progressos na drea eram moti-
vos suficientes para publica¢do de um livro sobre o assunto. No entanto,
ojuramento feito a Tartaglia impediu essa realizagao (LIMA: 1991, p.14)

De acordo com o relato histérico, em 1544, Cardano e Ferrari resolveram fazer
uma visita a Anniballe della Nave, conseguindo dela uma permissdo para examinar
os manuscritos deixados por Scipione del Ferro, no qual registrava, entre outras, a

Solugdo da Equagao Cubica. Cardano entdo, se sentiu desobrigado do juramento feito
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a Tartaglia, pois entendeu que a férmula ja existia hd trinta anos. Entdo, em 1545,
publicou "ARS Magna”, sua notdvel obra, de grande significado e repercussao.

A obra de Cardano, "ARS Magna” foi aprovada pelos entendidos, mas provocou
uma indignacdo em Tartaglia, que era esperado. O fato é que em 1546, Tartaglia publica
"Quesiti e Inventioni Diverse”, obra na qual ele faz questdo de contar suas rela¢des com
Cardano, acusando-o asperamente, sobre a quebra do solene juramento.

Intrigas e controvérsias a parte, o importante diante de tudo isto, é que estes ho-
mens foram fundamentais, com suas genialidades, para a progressao matemdtica. A
férmula da solucdo para a Equacdo do Terceiro Grau, conhecida como “Férmula de

Cardano”pode também ser chamada de Férmula de Scipione — Tartaglia — Cardano.

4.2 A férmula de Cardano

Como mencionado antes, mostraremos que qualquer equagédo ctibica pode ser ex-
pressa na forma x° + px + g = 0 mediante uma mudanga de variavel conveniente.

Consideremos a equagdo geral da ctibica:
ax> +bx* +cx+d =0,

em que a,b,c,d € Rea # 0. Fazendo x = y + 6, com 6 a ser determinado, segue que
a(y +06)°> +b(y +6)* + c(y + 0) +d = 0. Expandindo cada parcela e reagrupando os termos

comuns, encontramos

ay® + (3ad + b)y* + (3a0” + 2b6 + )y + ad® + bd* +cd +d = 0.

—_——
b ¢ a

b
Vamos impor que 3a6 + b = 0. Para tanto, tomemos 6 = ~35 Assim,

2
, b b P
C —3a(—3—a) +2b(—§)+0——§+c

, b\ b\ b 26 be
d —a(—g) +b(—3—a) +C(—§)+d—w—3—a+d.

b :
Portanto, para 6 = ~35 transformamos a ctibica na equagdo
a

b? 20 be
ay3+(—§+c)y+(ﬁ—§+d):0.

1
Finalmente, multiplicando toda a equagdo por o obtemos a forma reduzida:

v +py+q=0,

em que
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_1(b) e _393_19(5)+z
P=73\4 PR VAV 3\a)\a) a

Exemplo 4.1. Vamos eliminar o termo quadratico da equagdo x> — 3x* + 6x — 8 = 0.
Solucao:
Fazendo x = y + 0, segue que (y + 6)°> = 3(y + 0)* + 6(y + 6) — 8 = 0.
Expandindo cada parcela e reagrupando os termos comuns, encontramos
¥+ (30 = 3)y* + (3% — 60 + 6)y + 6 — 36" + 66 — 8 = 0.

~—_——— —_———
b o a

Vamos impor que 36 — 3 = 0. Logo, basta tomar 6 = 1.
Assim, ¢’ =3ed = —4.

Portanto, para 6 = 1, transformamos a ctibica x3=3x>+6x—-8=0na equagao

v +3y—-4=0.
4.3 Solugdo de Cardano para® +py =g (p,q > 0)
Veremos agora a ideia de Cardano para determinar uma solucgdo para a equagao

y3 +py=gq, com p,q>0. (4.1)

Notemos o cuidado de Cardano ao manejar os termos de modo que os resultados
intermedidrios sejam sempre quantidades positivas.
Consideremos a identidade (a — b)® = a® — 3a%b + 3ab?> — 1, coma,b e Rea>b > 0,

que pode ser escrita na forma
(a—b)® +3ab(a - b) =a® - b°.
Comparando esta tltima sentenca com a equagdo (4.1), encontraremos uma solugao

p = 3ab
q=a3—b3'

Neste caso, y = a—b serd uma solugdo de (4.1). Ora, dep = 3ab segue que p® = 27a°0*

se acharmos a e b tais que

e, consequentemente,

4p3
40°p® = . 4.2
a’b > (4.2)

Por outro lado, de g = a® — b?, temos que ¢* = (a°® — b%)? e dai

a® - 2a°p° + b° = 4%, (4.3)

Somando as equagdes (4.2) e (4.3), obtemos:
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4p3 4p3

a® + 200 + 18 = > + == > donde segue que a° +1° = [q? + .

Logo, temos o sistema de equagdes
4;93

S+ = +—
¢ T+ 57

a3—b3:q

O R O

Portanto, uma solucdo da equagdo ctbica na forma reduzida (4.1) é

N RN T

Exemplo 4.2. Vamos aplicar a férmula de Cardano para resolver a equagdo do terceiro

cuja solugdo é

grau x> — 3x% + 6x — 8 = 0.
Solucao:

Como vimos, apés a mudanga de varidvel x = y + 1, transformamos a equagdo
x® — 3x? + 6x — 8 = 0 na sua forma reduzida y° + 3y — 4 = 0.

Aplicando a férmula de Cardano a equagdo y> +3y =4, em quep =3 e g = 4,

1; <§>2+<§f+d%— @)ﬂ@f
y= 4 \Ea - V51

Como a solugdo procurada é dada por x = y+1, temos que x = 2 é solugdo da ctibica
X —3x%+6x-8=0.

Para determinarmos as outras raizes, lembremos que

encontramos:

Yy

——=X1+Xp+X3 € —— =X1°X2"X3
a a

Logo,xs+x3=1 e xp-x3=4.
Portanto, x; e x3 sd0 as raizes da equacdo x> —x+4 = 0 cujas solugdes sdo 0s nimeros

1+iV15 1-iV15

5 e Xz = 5

Nota: provaremos essa igualdade no apéndice B

complexos x; =

1
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44 Solugdo de Cardano para > =py+q (p,q>0)

Esta secdo é muito semelhante a anterior. Aqui, Cardano lanca mao de outra
identidade, a fim de garantir quantidades positivas ao longo de todo o caminho que
leva a solucgéo.

Consideraremos agora a equagao:

Yy’ =py+gq, com p,q>0. (4.4)

Dessa vez faremos uso da identidade (a + b)® = a® + 3a®b + 3ab® + b*, com a,b € R e

a > b >0, que pode ser expressa na forma
(a+b)® =3ab(a + b) +a° + b°

Comparando esta tltima sentenca com a equacao (4.4), vemos que uma solugao de

(4.4) serd y =a+ b, em que a e b sdo tais que

p = 3ab
g=a®+b>

Agindo de modo anélogo, segue de p = 3ab que p® = 274°b® e, em consequéncia,

4 3
400 = 2—’”7. (4.5)
Por outro lado, de g = a® + b?, obtemos
a® +2a°p® + b° = ¢* (4.6)

Subtraindo a equagdo (4.5) da equacéo (4.6), temos que
3

4p
6 _ 9313 416 = g2 — P
a® =2a°b° +b° =q 7 daf a° - b 7

Logo, temos o sistema de equagdes

cuja solugdo é

AL T T

Assim, como y = a + b, segue que

S N E RN
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Exemplo 4.3. Vamos aplicar a férmula de Cardano para resolver a equagdo do terceiro
grau x> — 6x% + 10x — 8 = 0.
Solugao:

Fazendo a mudanga de varidvel x = y + 2, transformaremos a equagdo da ctibica
x® — 6x* + 10x — 8 = 0 na sua forma reduzida y°® — 2y — 4 = 0.

Aplicando a férmula de Cardano a equagdo 1> =2y +4 ,em quep =2 e g = 4,
encontramos:

Como a solugdo procurada é dada por x = y + 2, temos que x = 4 é solugdo da
equagdo x° — 6x* + 10x — 8 = 0.

Para determinarmos as outras raizes, lembremos que
b
——=X1+Xp+X3 € —— =X1°X2"X3
a a

Logo, x, +x3=2 e xp-x3=2.
Portanto, x, e x3 sdo as raizes da equagdo X2 —-2x+2=0 cujas solugdes sdo os

nimeros complexosx, =1+i e x3=1-1.

4.5 Solugdo daequacio i’ +py+g=0,comp,g€R

Nesta secdo buscaremos uma solugdo para a ctbica reduzida cujos coeficientes p e
g sdo numeros reais quaisquer.
Seja a equacao
v +py+g=0, com p,geR (4.7)
Seguindo o modus operandi das se¢des anteriores, tomemos a mesma identidade
(a +b)® = a® + 3a%b + 3ab® + b?, com a,b € R. Reescrevendo-a na forma

(a+b)® —3ab(a +b) — (@> +b°) =0,

e comparando com a equagdo (4.7), observamos que y = a + b serd uma solugdo desde

que sejam satisfeitas as equagdes

p=-3ab e q=-(°+"0d.
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Dessas relacoes segue o sistema de equagdes

a®+b=—g

33:_3)3
a’b (3

Os numeros a° e b%, sob as condi¢des do sistema acima, sdo as raizes da equagdo do

3
segundo grau u? — (—q)u + (—g) = 0. Assim,

el Y \/(q2+4(g)3):—%i (2 +(5):

Portanto,

Consequentemente,

S RN KRN TN

é a solugdo que procurdvamos.

2 3
A partir desse ponto, denotaremos por D o discriminante (g) + (g) na expressao
acima.

Exemplo 4.4. Aplicando a férmula de Cardano vamos resolver a equagdo do terceiro
grau x> + 4x* — 91x — 490 = 0.

Solugao:
Nesse caso, temos:
__b_ 4
Y ) 3
1(b 1 289
=—|-] +-=—-=-42-91=-—",
P 3(a) 3 3

i 2 . 1 9826

(3 6 =)+ -
p=(3) +(5) = (=) +(-5) =0
Assim, fazendo a mudanca de varidvel x = y — 3 obtemos a equagdo reduzida

289 9826
3_ 7 _ =
y=3Y-—; =0

Aplicando a férmula de Cardano, encontramos:

S RN KRN TN
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4913 4913 34
+V0+ \/ =3

Como a solugdo procurada é dada por x = y — 5 temos que x = 10 é solugdo da
equagdo x° + 4x* — 91x — 490 = 0.

Para determinarmos as outras raizes, lembremos que

—— =X1+Xp+X3 € — =X1°X2"X3
a a

LOgO, Xo+x3=-14 e x,-x3=49.
Portanto, x; e x3 sdo as raizes da equagdo x* + 14x + 49 = 0 cujas solugdes sdo 0s

nameros X, = x3 = 7.
4.6 Critério para classificacdo das raizes da ctibica

2 3
Assim como na equagao do 2° grau, o valor do discriminante D = (g) + (g) da
féormula de Cardano estid diretamente relacionado com o ntimero de raizes reais da

equagdo do terceiro grau.
Estudaremos agora a relacdo entre o sinal desse discriminante e os tipos de raizes
da equacgdo

v +py+g=0, com p,g€R (4.8)
1° caso: Trés raizes reais e distintas.

Sejam 1, y» e y3 as raizes dessa equagdo. Das rela¢des de Girard, temos que:

b
y1+yz+y3:—E=>y1+yz+y3=0,
Yiyz2 + 1Ys + YaYs = g = N2+ NYs+Yys=p e

d
Yiy2ls = =2 = NilaYs = =4
Da primeira relagdo obtemos que y; = —(y; + y2). Usando isto na segunda e na
terceira relacdo encontramos

P=y1iv2— (1 +12)* e 9=y + 1)

2 213
, _ (1Y (3)3 _ | nye(va + 1) Viya — (V1 + o)
A551m,D_(2) + 3) S|l + 2 .

Expandindo cada parcela e reagrupando os termos comuns, encontramos

(1 = ¥2)*Qur + 12)*(v1 + 21)°
108
Portanto, se D < 0, a ctibica (4.8) possuira 3 raizes reais e distintas.

D=- — D <0.
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2° caso: Trés raizes reais, onde pelo menos duas sdo iguais.
Vamos supor que y; = y,. Entdo,

_(y1 — 12)*Qy1 + 12)*(1 + 210)? _

D= 108

0.

Suponhamos agora que y; = y;. Da primeira relacdo de Girard y; + y, + y3 = 0
decorre que y, = —2y; e entdo

_(y1 — 12)*Qy1 + 12)* (1 + 210)? _
108 B

D= 0

Finalmente, suponhamos que 1, = y3. Como y; + 1> + y3 = 0 segue que y; = —2y5.
Logo,

_(y1 — 12)*Quy1 + 12)*(1 + 212)? _
108 B

D= 0.
Portanto, se D = 0, a ctibica (4.8) possuira 3 raizes reais com pelo menos duas delas
idénticas.

3°caso: Uma raiz real e duas raizes complexas.

Sejam y; = m +ni, y, = m —ni e y3 = k as raizes da equagdo y° + py + g = 0 com
m,k € Ren € R". Notemos que se um ntimero complexo w é raiz de um polindmio
com coeficientes reais, entdo seu conjugado, w, também o é.

Mais uma vez, usando as relagdes de Girard, temos que
Vi+ya+ys =0=k=-2m,

Vi + s+ s =p = m*+n*+2mk=p e

Vil = — = k(m2 + nz) = —q.

2

Substituindo o valor de k nas duas tltimas equagdes, obtemos p = n? — 3m* e

g = 2m - (m* + n*) que substituidos em D nos dé

D= (B + (3) = [tz

2+ n2 = 3m2 |
2 3 2

3

Expandindo cada parcela e reagrupando os termos comuns, encontramos

B 81m*n? + 18m*n* + n®

D
27

= D >0.

Portanto, se D > 0, a ctbica (4.8) possuira uma raiz real e duas raizes complexas
conjugadas.
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4.7 A solugdo algébrica de Viete

Exibiremos agora as ideias de Viete para solucionar a ctibica reduzida.

Consideremos a equagao:

v +py+q=0, emque p,g€eR (4.9)
e facamos y =z — %, com z # 0.
Entdo, de (z - E)B +p (z - ﬂ) + g =0, obtemos (z°)* + qz° — P = 0.
’ 3z 3z 27 X
Agora, tomando z* = ¢ (sigma), obtemos a equacdo do 2° grau o® + go — P_ =0,

donde o = —g (ﬂ) (P) Em consequéncia, z = i/ gi w/ -~ -
Portanto,

Essa formula equivale aquela descoberta por del Ferro. Vejamos por qué.

Suponhamos que, antes da raiz quadrada, usemos o sinal negativo, ou seja,

T e

Olhando apenas para o termo fraciondrio, multiplicamos tanto o numerador quanto

et KRR
o denominador por\/ >+ ( 5] 5]

Dessa forma,

B N N TR
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im y = |-d - (ﬂ) (E N /_
Assim, y = \/ > 5] *13 \/ > que é a mesma férmula

obtida por del Ferro.
Obviamente, obteriamos o mesmo resultado se escolhéssemos o sinal positivo antes

da raiz quadrada.

4.8 A solucdo trigonométrica de Viete

Nesta se¢do, mostraremos a solugdo desenvolvida por Viete para calcular as trés
raizes reais da ctbica y° + py + g = 0 no caso em que a férmula de Cardano falha, isto
é, no caso em que o discriminante D é negativo, por meio da Trigonometria.

Consideremos a equagao
¥ +py+q=0, com p,geR (4.10)

Neste método, iremos procurar solugdes reais da forma y = k - cos 0, com k > 0.
Note que o caso k = 0 ocorre quando y = 0 é uma solugdo da ctibica (4.10), daig = 0.
As outras duas raizes sdo as solugdes da equagdo y* = —p.

Fazendo a substitui¢do y = k - cos 0, com k # 0, obtemos

(k- cos 0)° + p(k-cos ) +g=0

k- cos® 0 +pk-cos 0+q=0

cos 9+£ c059+i—0 (4.11)

k> k3
Ora, como cos (36) = 4cos® 0 — 3cos 6 segue que
cos (30)

4
Asequagodes (4.11) e (4.12) tém a mesma estrutura. Logo, podemos fazer as seguintes

3
cos® 0 — 7608 0 - =0. (4.12)

identificacoes:

p 3 q _ cos (30)
k2 4 k3 4

) 4p 4q
Dai, k* = —5 e cos (30) = -

Estas duas altimas equagdes (em k e 0) terdo solugdo real se, e somente se, tivermos
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p<0 e —k—Z <1
ou, equivalentemente
164
p < 0 e 7 <1
4p 16 , 9y (Y
De k* = 3 ¢ & < 1 concluimos que (5) - (5) <0.

Como visto, na sec¢do 4.6, sendo D < 0, a ctibica (4.10) possuira trés raizes reais.

N, fid .
Sendo assim, primeiro calculamos k = ~3 Em seguida procuramos os valores

4q

de 6 compreendidos entre 0° e 360° satisfazendo cos (30) = — R

Sendo eles 01, 0, e 03, teremos as trés solugdes da ctibica (4.10), dadas por

yi=k-cos01, ya=k-cos0, e y3=k-cos0O;

4
No célculo dos valores de 0, podemos tomar 0, = 3 " Arecos (——q) donde segue que

k3
0, = 01 +120° e O3 = 0, + 240°.

Como p e q sdo conhecidos, podemos calcular os valores de k e 0.

Exemplo 4.5. Vamos resolver a equagdo y°> — 6y + 4 = 0 pelo método trigonométrico de
Viete.
Solugao: Vamos calcular o valor do discriminante D para verificar se a equacgdo acima

possui apenas raizes reais.

o-(4f ] - 4+ (4 -4-2-<

Observando a equagédo y° — 6y + 4 = 0 temos que p = —6 < 0 e g = 4, dai

4
k = 1/_gpzzx/i

Em seguida procuramos os valores de 6 compreendidos entre 0° e 360° satisfazendo

49 _ V2

BT

Dai, 30 = 135° ou 30 = 225°. Podemos utilizar qualquer um desses valores, para

cos (30) =

facilitar os cdlculos usaremos o primeiro. Logo, 0 = 45°.
Entdo, y1 = k-cos 0; =2 V2-c0s45° = 2 ¢ uma solugao real da equacdo y°>—6y+4 = 0.

As outras raizes sdo:

Yo=2 V2 - cos 165° ~ —-2,732050807 e y3;=2 V2 - cos 285° ~ 0,732050807.
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4.9 Uma solucao das equagdes do 3° grau

Esta solucdo foi desenvolvida por Carlos Gustavo Moreira, mestre e doutor em
Matematica pelo IMPA, mas que, na época, contava com apenas 14 anos de idade. Ela
foi publicada na RPM (Revista do Professor de Matematica) n° 25, em 1994.

Consideremos a sentenca
Y= x1+ Vx
onde x; e x, sd0 as raizes da equagdo x> — Sx + P = 0 e, portanto satisfazem as condi¢des
X1 +x,=S5 e xyx, =P.

Elevando ambos os membros a terceira poténcia, vem:

v =2+ 33 - (Y + )
N———
Yy

y3 =X1+X2+ 3‘</X1X2 "l
¥ -3VPy-5=0
Comparando esta equagdo com a cubica reduzida i + py + g = 0, percebemos que
elas tétm a mesma estrutura. Logo, podemos fazer as seguintes identificacdes:

p=-3VP e qg=-S

de forma que temos o sistema
3

N,
X1 +X2=—q

Os ntimeros x; e x,, sob as condi¢des acima, sdo as raizes da equagdo

3
2 _P
x°+qgx > 0

R R R )

Como y = {/x1 + V/x,, segue que

A

Embora seja a mesma férmula encontrada por del Ferro, a maneira como foi dedu-

isto é,

zida delineia um roteiro bem simples para se resolver uma equacéo ctibica geral:

1. Transformar a ctbica geral ax® + bx* + cx + d = 0 na sua forma reduzida:

v +py+q=0;
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3
2. Resolver a equagdo quadrética associada ¢* + go — (g) =0;
3. Escrever a solucdo da ctbica reduzida: y = «/o; + /02, em que 0 e 0, sdo as

raizes da equagdo quadratica associada;

4. Calcular as raizes da ctbica original: x = y — —

3a’
Exemplo 4.6. Vamos resolver a equagdo x* — 3x* — 3x + 9 = 0 usando esse método.
Solucao:
Nezse caso, temos:
6:—3—a :;l,
1(b c 1 ) B
P—‘g(;) taT T3 =l
3
2 (b 1(b\fey 4 2 ., 1 B
q—ﬁ(;) ‘5(5)(5)*75*‘59 T3 (PR ee =
IV 4 (E) = 22 4 <2y
= (2) +(5) =22+ (-2 = -4
p=() +(5) =2+ 2

Assim, fazendo a mudanga de varidvel x = y + 1, obtemos a equagdo reduzida
v —6y+4=0.

Resolvendo a equacdo quadratica associada o2 + 40 + 8 = 0, encontramos
o1=-2+V-4 e 0,=-2—- V-4

Logo, uma solucdo da ctbica reduzida é dada por:

y:i/—2+ \/—_4+i/—2—\/—_4:2

Portanto, uma raiz da cibica x> —=3x*> —3x+9=0é x; = 3.
Para determinarmos as outras raizes da equagédo y® — 6y + 4 = 0, lembremos que
b d
2 =1ty2+Yys e 2 =Yi1-Y2- Y3

Logo, yo+yz3=-2 e yr-y3 =—2.

Portanto, y, e y; sdo as raizes da equagdo y* + 2y — 2 = 0 cujas solucdes sdo os
ntimeros y, = -1+ V3 e y3 = -1 - V3.

Sendo assim, temos que x, = V3 e x3 = — V3 sdo as outras raizes da equagao
x*—3x*-3x+9=0.



5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho apresentamos alguns métodos de resolugdo de equagdes algébricas
que foram desenvolvidos ao longo dos tempos.

As férmulas das equagdes de primeiro e segundo grau foram mais faceis de serem
encontradas, pois, varios povos ja trabalhavam com essas equagdes. Para as equagdes
de grau trés, apenas nos séculos XVI e XVII, foram encontradas as férmulas para re-
solvé-las por radicais. Em alguns momentos usamos recursos computacionais, pois
entendemos que assim o ensino fica mais ilustrativo e dindmico. Embora sejamos fa-
voraveis ao uso das tecnologias no ensino de matematica, ressaltamos que é importante
ter o conhecimento matemdtico até mesmo para termos condi¢des de analisar critica-
mente os resultados obtidos. As tecnologias devem ser utilizadas como recurso para
agilizar os calculos, mas elas ndo podem ser encaradas como o objeto central do ensino.
Os conceitos mateméticos continuam tendo e merecendo grande importancia.

Finalizamos o trabalho na concepg¢do de que as equacgdes algébricas do primeiro,
segundo e terceiro graus sdo de facil compreensdo, especialmente para estudantes do
Ensino Médio. Entretanto, ndo entendemos a razao da omissdo do estudo sobre as
equagdes do terceiro grau. Reconhecemos a eficdcia das novas técnicas que solucionam
tais equagdes, mas, ndo devemos negar a elegancia de uma resolugdo alternativa para
essas equagoes.

Esperamos que este trabalho sirva como material de pesquisa ou estudo para o pro-
fessor do ensino bdsico interessado em incrementar suas aulas com tépicos alternativos

dentro da matemaética.
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APENDICE A - RELACOES ENTRE OS COEFICIENTES E AS RAIZES DA
EQUACAO DO SEGUNDO GRAU

Vamos demonstrar agora que a soma (S) das raizes de uma equacdo do segundo

b . c o
grau é —— e seu produto (P) é igual a -, resultado que foi utilizado para demonstrar o
a a

Método da soma e da diferenca de quadrados.

Vimos que as raizes da equagdo do segundo grau ax*> + bx + ¢ = 0, com a,b,c € R

b+ VA , -b-+VA
—eXx = —

,onde A = b? — 4ac é o discriminante da
2a 2a

ea # 0sdox =
equagao.
Temos o seguinte:

y_~b+ VA -b-VA b+ VA-b-VA_ 2b_ b

S=x"+x"= = —=

2a 2a 2a 2a a
P_x/ x//_ _b'i-\/K _b_\/K _bZ_A_bZ—b2+4ﬂC_@_E
- B 2a 2a O 4q2 402 T 42 g

como queriamos demonstrar.



APﬁNDICEB-i/2+ x/§+i/2— V5=12

Vamos mostrar que i/Z + V5 + i/Z - V5=1.
Observando que

1+ V5 1+3v5+15+5v5 16+8+5
2 |~ 8 =—5 =2+ V¥

1 1-—
tem-se +2\/§ =\ 2+ \/5 e, analogamente, 2\/5 = \3/2 — \/5

Somando membro a membro as duas igualdades acima, obtém-se

i/2+ \/§+i/2—\/§=1.



	Folha de rosto
	Dedicatória
	AGRADECIMENTOS
	Epígrafe
	RESUMO
	ABSTRACT
	Lista de ilustrações
	Lista de tabelas
	INTRODUÇÃO
	A EQUAÇÃO DO PRIMEIRO GRAU
	Relatos históricos
	Método da falsa posição
	Método algébrico
	Método geométrico

	A EQUAÇÃO DO SEGUNDO GRAU
	Contexto histórico
	Tipos de equação do segundo grau
	Métodos de resolução de equações do segundo grau completas
	Método algébrico de Sridhara
	Método de resolução convencional
	Método da semi-soma e do produto
	Método da soma e da diferença de quadrados
	Método alternativo
	Método de Viète
	Método geométrico de completar quadrados
	Método geométrico alternativo de completar quadrados
	Método gráfico de um sistema de equações
	Método de Leslie
	Método de Descartes
	Método geométrico de Nelson Tunala

	A EQUAÇÃO DO TERCEIRO GRAU
	Uma breve história das equações do terceiro grau
	A fórmula de Cardano
	Solução de Cardano para y3+py=q   (p,q>0)
	Solução de Cardano para y3=py+q   (p,q>0)
	Solução da equação y3+py+q=0, com p,q R
	Critério para classificação das raízes da cúbica
	A solução algébrica de Viète
	A solução trigonométrica de Viète
	Uma solução das equações do 3º grau

	Considerações Finais
	REFERÊNCIAS
	APÊNDICE A – RELAÇÕES ENTRE OS COEFICIENTES E AS RAÍZES DA EQUAÇÃO DO SEGUNDO GRAU
	APÊNDICE B – [3]2+5+[3]2-5=1?

