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RESUMO

Neste projeto buscou-se apresentar ferramentas tecnoldgicas de apoio pedagdgico que
podem ser desenvolvidas por meio do Software GeoGebra voltadas para o ensino da
Fungao Quadrética e Geometria Espacial tendo como publico alvo docentes e discentes
do Ensino Médio. Na primeira parte do trabalho desenvolveu-se aplicagdes (aplicativos)
direcionadas ao ensino da Funcao Quadratica conectando-se o processo de producao
de um aplicativo ao ensino, fazendo uso de atividades como: construcao de protétipos
(foguetes), experimentacao, produgao e publicagao de midia. A segunda parte, destina-se
ao desenvolvimento de aplicativos com foco na geometria espacial a partir da geometria
dinamica, proporcionada pelo Software GeoGebra, visando a insercao de educadores e
educandos nessa realidade interativa. Os aplicativos produzidos almejam favorecer a
compreensao do usudrio no estudo da funcao quadratica e na construcao de formas
geométricas espaciais bésicas. Portanto, espera-se que estes, a partir do uso/andlise
das aplicacoes desenvolvidas, possam maximizar o seu entendimento, além de buscar
desenvolver outras aplicacoes tendo por base alguns cédigos-fonte presentes no trabalho.

Palavras-chave: Geogebra. Geometria  Espacial. Funcao Quadratica.
Desenvolvimento de Aplicacoes.



ABSTRACT

In this project we sought to provide technological pedagogical support tools that can
be developed through software GeoGebra focused on the teaching of Quadratic Function
and Spatial Geometry having as target teachers and students of high school. In the
first part of this work developed applications directed the teaching of Quadratic Function
connecting the production process of an application to education, making use of activities
such as prototyping (rockets), experimentation, production and publishing media. The
second part is intended for application development with focus on spatial geometry
from the dynamic geometry, provided by GeoGebra software, aiming at the inclusion
of educators and students in this interactive reality. The produced applications aim to
promote understanding user in the study of quadratic function and the construction of
basic spatial geometric shapes. Therefore, it is expected that these, from the use / analysis
of developed applications, can maximize their understanding, and seek to develop other
applications based on some source code present in the work.

Keywords: Geogebra. Spatial Geometry. Quadratic Function. Application
Development.
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1. INTRODUCAO

A revolugao tecnoldgica, a partir da ultima década, chegou a muitas salas de aula
permitindo aos docentes e discentes fazerem uso de simuladores, laboratorios virtuais
e a utilizacao de tecnologias portateis como tablets e smathphones que funcionam
como terminais instantaneos de consulta a contetudos disponiveis remotamente, além da
utilizacao de softwares que permitem uma dinamizacgao inclusive das relagoes, através das
rede sociais, blogs, grupos, dentre outros, e é nesse turbilhao que se encontra o professor,
muitas vezes resistente as mudancas, tendo dificuldades em assumir outra postura frente
aos desafios dessa educagao na era da tecnologia, FERRETTI [9].

O desafio atual de ensinar requer do professor um aprimoramento do método e busca
por novas maneiras que transcendam a forma tradicional de ensinar um dado contetdo,
desempenha um papel crucial no fazer pedagogico docente. Tendo grande relevancia o
interesse do educador na busca de novas abordagens para o enriquecimento do processo
de ensino-aprendizagem.

Simular, construir modelos e experimentar sao formas de aprimorar um método de
ensino, contudo a experimentacao, a simulacao e a construcao de modelos precisam estar
aliados a teoria. Conforme cita GASPAR [10], a atividade experimental tem vantagens
sobre a tedrica, contudo apenas o experimento nao é capaz de fazer o aluno encontrar
o caminho. O autor enfatiza que é necessaria a juncao da teoria com a pratica para a
producao do conhecimento cientifico.

Um método que pode aumentar a eficiencia do processo, é a utilizagao de softwares que
viabilizem principalmente ao aluno do ensino médio, na matematica, o entendimento de
teoremas e defini¢oes, aproximando o objeto de estudo de seu cotidiano. Para MACHADO
[16], a dificuldade do ensino da matemética pode estar no fato de que a ciéncia é tida
como o ambiente das abstragoes que enfoca os aspectos formais e se divorcia da realidade.

Os softwares de natureza matematica podem servir de base a uma proposta pedagogica
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vivenciada em sala de aula para motivacao da aprendizagem levando a ruptura da postura
passiva do aluno, OLIVEIRA [18].

O ensino de muitos componentes curriculares na educacao bésica passa por sérios
problemas, a formacao precaria dos professores influenciados por livros didaticos
produzidos a partir um amontoado de macetes, derivados de cursinhos pré-vestibulares que
valorizam mnemotécnicas e supervalorizam as formulas em detrimento da real educagao
cientifica necessaria a formagao dos estudantes, como afirma PTASSI [19].

A falta de uma abordagem mais investigativa fazendo referéncias as situacoes
problemas que podem ser formuladas a partir da observacao direta pelos alunos no dia a
dia dos mesmos, pode comprometer a formagao do raciocinio do educando, uma vez que
o conteudo ¢é visto apenas de forma passiva.

A experimentagao constitui-se nesse sentido uma abordagem diferenciada. Além
de trazer muitos beneficios para a construcdo do conhecimento, as experimentacoes
e simulagoes em ambientes virtuais por meio de softwares tornam o processo mais
diversificado, como também mais interativo, onde o educando é visto como agente do
aprendizado.

As atividades experimentais podem constituir uma boa estratégia para auxiliar nessa
mudanca desde que a abordagem seja diferente da tradicional. Para CARVAHO [5], o
objetivo geral numa atividade em laboratoério aberto é mobilizar os alunos para a solugao
de um problema cientifico e, partir dai, leva-los a utilizar-se da metodologia cientifica
para chegar a solugao, as implicagoes e conclusoes dela advindas.

Uma das barreiras encontradas pela maioria dos educadores diz respeito a materiais
que atendam as necessidades de cada grupo, sejam pela dificuldade de compra dos mesmos
ou mesmo pela completa auséncia de recursos. FERREIRA [8] propoe que o professor
busque alternativas a auséncia de laboratorios bem equipados através da utilizacao de

material de baixo custo ou de custo algum Como afirma KAPTISA [12].

“...Para que um estudante compreenda um experimento, ele préprio
devera executa-lo, mas ele entendera muito melhor se, além de realizar
o experimento, ele construir os instrumentos para sua experimentacao”.

Para o estudante, a oportunidade de experimentar e presenciar um fendomeno e

ainda relacionar este com o estudo de alguma funcao, permite modelagem a partir dos
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dados oriundos a experimentacao através de parametrizacoes tornando o ambiente de
aprendizagem algo mais diversificado e empolgante.

Para BARBOSA [1], o ambiente de aprendizagem da modelagem pode se configurar
através de trés niveis no qual os alunos sao convidados a indagar e/ou investigar, por

meio da matematica, situacoes oriundas de outras areas da realidade.

e Nivel 1- a problematizacao de algum episédio real: A partir das informagoes
qualitativas e quantitativas apresentadas no texto da situagao, o aluno desenvolve

a investigacao do problema proposto.

e Nivel 2- Apresentacao de um problema aplicado: Os dados sao coletados pelos

proprios alunos durante o processo de investigacao.

e Nivel 3- Tema gerador - Os alunos coletam informagoes qualitativas e quantitativas,

formulam e solucionam o problema.

As Orientagoes Curriculares para o Ensino Médio evidenciam um caminho para
se trabalhar a Modelagem Matematica na escola e a conceituar como a “habilidade
de transformar problemas da realidade em problemas matematicos e revolvé-los
interpretando suas solugoes na linguagem do mundo real”.

Segundo as Orientagoes Curriculares Nacionais, é necessario que o estudante aprenda

a relacionar as varidveis relevantes na hora de construir um modelo [3].

“...selecionar varidveis que serao relevantes para o modelo a construir;
problematizar, ou seja, formular o problema tedrico na linguagem
do campo matematico envolvido; formular hipdteses explicativas do
fenbmeno em causa; recorrer ao conhecimento matematico acumulado
para a resolucao do problema formulado, o que, muitas vezes, requer
um trabalho de simplificacdo quando o modelo originalmente pensado
e matematicamente muito complexo; validar, isto é, confrontar as
conclusoes tedricas com os dados empiricos existentes; e eventualmente
ainda, quando surge a necessidade, modificar o modelo para que esse
melhor corresponda a situagao real” .

A modelagem matematica pode ser um processo rico e criativo, que deve ser valorizado
pelos miultiplos aspectos favorecidos por esta pratica. Sendo assim, indicada para tentar
superar a crise no ensino, pois é capaz de responder a pergunta que tanto atrapalha

o processo de ensino da matemaética; Porque tenho que aprender isso? Apresentando
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uma forma de construcao de conhecimento que flui de maneira natural e nao por
imposigao, facilitando o entendimento e as relagoes com o cotidiano do aluno, como afirma
CALDEIRA [4].

A ideia de levar uma atividade experimental para o computador pode ser concebida por
meio da utilizacdo do GEOGEBRA [11] que, sendo um software de geometria dinamica,
torna possivel ver o que ocorre com o objeto de estudo a medida que o tempo passa, sendo
ainda possivel reverter, acelerar ou retardar o tempo da visualizacao ja que é possivel fazer
animagoes no Mmesmo.

Para Tavares e Santos[21]:

As animagoes sao um poderoso aliado na exposicao de fenémenos que
variam com o tempo. Por maior que seja a capacidade de explanagao
de determinado mestre, ele esbarrard sempre nas dificuldades de expor
um fenémeno fisico dindmico, através de giz e quadro negro, representar
a dinamica de um evento em uma sequencia de instantadneos como os
desenhos de uma animagao. Apenas um artista grafico com grande
habilidade conseguiria esta concatenacao de desenhos, em tempo ttil
de uma aula normal.

Este trabalho tem como um dos objetivos oferecer ferramentas de suporte pedagdgico
ao ensino de dois componentes curriculares do Ensino Médio: a Funcao Quadratica e a
Geometria Espacial basica, cuja proposta é a construcao de Aplicacoes no Software livre
GeoGebra, que proporcionassem ao aluno um aprofundamento desses componentes de
forma dinamica e interativa.

O ensino da Geometria Espacial, busca contribuir para o desenvolvimento de
habilidades que promovam o discente tanto na matematica quanto em outras areas do
conhecimento, contudo um aluno que ao final do ensino médio tem como preocupacao
maior o ENEM, acaba associando esta parte da Geometria a um conjunto de macetes e
formulas cuja aplicacao é questionavel podendo ser ineficiente. Da mesma forma o estudo
da funcao parabdlica pouco relaciona-se a gama de fenomenos nos quais esta fungao esta
presente.

A construcao das aplicagoes no GeoGebra tem por finalidade servir como ferramentas
de apoio aos docentes e discente no processo de ensino e aprendizagem daqueles
componentes, tendo em vista a possibilidade de tornar a relacao com o conhecimento

mais eficiente e prazeroso.
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A primeira parte desse trabalho é composta por 2 capitulos . No capitulo 2, buscou-
se uma referéncia ao método matematico e no capitulo 3, apresentou-se um misto de
atividades que vao desde a construcao de dispositivos (foguetes) em materiais reutilizaveis,
atividade pratica extra sala de aula, producao e publicacao de midia no Youtube,
finalizando com a producao de aplicacoes no GeoGebra, relativo a estruturas parabdlicas
e lancamento de foguetes.

Através das atividades desenvolvidas no Capitulo 3 buscou-se uma forma de mostrar
através de alguns fenomenos fisicos e quimicos outra abordagem para o ensino da funcao
quadratica, em uma aplicagao distinta - o lancamento de foguetes - construidos a partir
de materiais reutilizaveis. E a posterior virtualizacao desenvolvida a partir dos dados
coletados pelas turmas, que apds tratamento matematico, produziu uma simulacao no
GeoGebra para o lancamento de projéteis.

Na segunda parte, procurou-se oferecer ao professor de matematica ferramentas
para construir virtualmente formas geométricas espaciais, enfatizando a transicao do
bidimensional para o tridimensional e a estrutura de geometria dinamica 3D do software
GeoGebra, levando em conta a abordagem do estudo dos sélidos feita no Ensino médio
(Prismas, Piramide, Cilindro, Cone e Esfera) além de mostrar a construcao de alguns
desses solidos por revolucao. O capitulo 4 é destinado as nocoes preliminares sobre
geometria espacial, no capitulo 5 mostra-se através da geometria analitica, os sistemas de
coordenadas e, finalizando a segunda parte, no capitulo 6, mostra-se o desenvolvimento
de aplicagoes no GeoGebra direcionada a Geometria Espacial no Ensino Médio.

A seguir, sao apresentadas as consideragoes finais e as referéncias utilizadas para
elaboracao deste trabalho, finalizando os Apéndices: No Apéndice A, encontra-se a folha
de céalculo da atividade construcao e lancamento de foguetes, no Apéndice B, mostra-se
em alguns passos o ingresso no portal do Geogebra e no Apéndice C, o passo a passo de

construcao da atividade Parabolas.



PARABOLAS: EQUACOES,
REPRESENTACAO E
EXPERIMENTACAOQO



Esta parte do trabalho relaciona-se ao estudo da Funcao quadratica, tema da educacao
basica que o aluno tem contato desde o 9° Ano do Ensino Fundamental. Nos dois capitulos
que se seguem, apresentam-se atividades que podem ser desenvolvidas por professores e

alunos objetivando melhor entendimento desse tema.



2. TRATAMENTO MATEMATICO

Neste capitulo buscou-se explorar um pouco da teoria sobre a funcao quadratica,
fazendo referéncia a uma nota historica, a construcao do grafico, deslocamentos e aplicacao

desta funcao em outras areas do conhecimento.

2.1. UM PROBLEMA MUITO ANTIGO

O primeiro registro conhecido da resolucao de problemas envolvendo o que hoje
chamamos de equacao do 2° grau data de 1700 a.C. aproximadamente, feito numa
tabula de argila através de palavras. A solucao era apresentada como uma “receita
matematica” e fornecia somente uma raiz positiva.

Os mesopotamicos enunciavam a equagao e sua resolucao em palavras, mais ou menos
do seguinte modo [20]:

Qual € o lado de um quadrado em que a drea menos o lado dd 8707 (o que hoje se
escreve: x? —x = 870).

E a “receita” era:

Tome a metade de 1 (coeficiente de x) e multiplique por ela mesma, (0,5 x 0,5 =10,25).
Some o resultado a 870 (termo independente). Obtém-se um quadrado (870,25 = 29,5%)

cujo lado somado a metade de 1 vai dar (30) o lado do quadrado procurado.

Um problema parecido pede que se determinem os lados de um retangulo conhecendo
o semiperimetro s e a area p.

Com efeito, se um dos niimeros procurados é z, o outro é s — x e seu produto é
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p=x(s—x)=sr—=x

logo

2 —sr+p=0

O conhecimento para encontrar as raizes da equacao ¢ milenar, contudo até o final
do século XVI nao se usavam formulas para os valores das raizes pelo fato de nao se
representarem os coeficientes da equagao por letras. Segundo Elon [13], isto comegou a
ser feito a partir de Francois Viete, matematico francés que viveu de 1540 a 1603. Antes
era utilizada uma receita de como proceder em exemplos com coeficientes. A receita era
assim enunciada pelos babilonicos:

Eleve ao quadrado a metade da soma, subtraia o produto e extraia a raiz quadrada
da diferenca. Some ao resultado a metade da soma. Isso dard o maior dos niumeros
procurados. Subtraia-o da soma para obter o outro numero.

Na notagao atual, esta receita(regra) nos fornece as raizes

5y (5) —5VGE)
ZE—Q 5 p € S $—2 5 P

Observacao 1. Os numeros complexos so vieram a ter sua admissao na Matemdtica no
século XVI, com a formula para as raizes da equagao de terceiro grau, que fornecia as

raizes reais por meio de uma expressao contendo raizes quadradas de niumeros negativos.

Observagao 2. Ao procurar, por exemplo, dois niumeros cuja a soma € 6 e o produto €

9, encontram-se os numeros 3 e 3. Entao € um unico niumero, e nao dois. Para nao ter

114

que acrescentar a receita “...ou um numero cujo dobro é s e o quadrado € p”, preferiu-se

sequir o costume, que se adota em Matemadtica desde aqueles tempos, sequndo o qual a
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palavra “dots” as vezes significa “dois ou um”. Para garantir que o resultado de fato

signifique “dois”, diz-se “dois numeros diferentes”.

2.2. DEFINICAO

Uma funcao f : R — R chama-se quadréatica quando existem nimeros reais a,b e c,
com a # 0, tais que f(x) = az? + bx + ¢ para todo x € R.

Os coeficientes a, b e ¢ da fungao quadratica f ficam inteiramente determinados pelos
valores que essa funcao assume. Assim, se az? + bz +c = a’x*> + bz + ¢ paratodo z € R
entdo a = a’,b = b e ¢ = ¢ que permite identificar uma funcao quadrdtica com um
trinomio do segundo grau. Um trinomio é o mesmo que um terno ordenado de nimeros
reais (a, b, c), com a # 0.

A cada trinémio corresponde a uma funcao quadrética definida por z — ax? 4 bx + c,

essa correspondéncia é biunivoca e tal correspondéncia é, pela defini¢cao, sobrejetiva.

2.3. A FORMA CANONICA DO TRINOMIO

Counsidere o trinomio

b c
ar’ +br+c=a {xZ—i——x—l——} :
a a
As duas primeiras parcelas dentro do colchete sao encontradas no desenvolvimento do

b\ 2
quadrado (x + 2—) . Completando-o podemos escrever:
a

b b? b? c
2 _ 2
ar +b{E+C—(L|:I +2.%$+4—(12—4—(12+a:|

ou:

ar’ +br+c=a

+£ 2_4&0—62
v 2a 4a? '
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Esta maneira de escrever o trinomio do segundo grau é chamada forma canoénica.

No Brasil, aparentemente por causa de um pequeno erro cometido em um dos
primeiros livros didaticos escritos aqui a equacao para obtencao das raizes de uma equagao
quadrdtica na forma az? + bz + ¢ = 0 é chamada de férmula de Bhaskara® [23].

Uma consequéncia imediata é que esta forma leva diretamente a féormula que da as

raizes da equacio ax® + bz + ¢ = 0. Sendo a # 0, tem-se as seguintes equivaléncias

+———=0 (2.1)

b
b b? — 4ac
— =4 2.
<=>:L‘+2a 7 (2.3)
_ 2_ 4
. b+ b ac (2.4)

2a

A passagem da linha (2) para a linha (3) s6 tem sentido quando o chamado

discriminante* A = b* — 4ac > 0, caso contrdrio significa que a equacdo nao possui
solucao real.

2.4. GRAFICO DA FUNCAO QUADRATICA

O gréfico de uma funcao quadrética é uma parabola.
Definicao 1. Dados um ponto F e uma reta d que nao o contém, a pardbola de foco F

e diretriz d € o conjunto dos pontos do plano que distam igualmente de F e de d.

!matemaético indiano do século XII
2denominacdo dada pelo matemético inglés James Joseph Sylvester, em 1851
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Figura 1: Graficos da parabola

(7 w2}
{xr,r7)

Fonte: A matematica do Ensino Médio Volume 1, pdgina 140[13]

A reta perpendicular a diretriz, baixada a partir do foco, é chamada eixo da parabola.
O ponto da pardbola mais proximo da diretriz chama-se vértice dessa parabola e é o ponto
médio do segmento cujas extremidades sao o foco e a intersecao do eixo da parabola com
a reta diretriz.

Uma das caracteristicas da parabola é que a distancia do foco a qualquer ponto da

curva ¢ igual a distancia desse ponto até a reta diretriz.

Exemplo 1. Dada a funcio quadrdtica f(z) = z*

, cujo grdfico € a pardabola com foco
1 1
F = (0, Z) e cuja diretriz € a reta horizontal y = T seja P = (x,2%) pertencente ao

1
grafico de f e Q = (x, _Z) o pé da perpendicular baixada por P em relacao a d - Figura

1(b).

Partindo da definicao, da informacao PF = PQ), ilustrada na Figura 1(a) e tratando-
se de numeros positivos, para verificar a igualdade das distancias, basta eleva-las ao

quadrado
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para todo = € R.

Assim, para fins comprobatérios para todo a # 0 e x € R, vale a igualdade

1)’ 1)’
2 o AN _f o 1
x~+ <aw 4@) (a:z: +4a>
Sendo P = (x,az?) ponto do grafico de f(x) = ax?, onde F = (0,1/4a) é o foco e

L, o
y = —— € a reta diretriz.
4a

Conforme seja a > 0 ou a < 0, a pardbola y = az? tem sua concavidade voltada para

cima ou para baixo.

24.1. DESLOCAMENTOS

Horizontal

2 ¢ uma

1 1
parabola cujo foco é o ponto F' = (m, 4—) e cuja diretriz é a reta horizontal y = s
a a

Para todo a # 0 e todo m € R, o grafico da fungao quadrética f(z) = a(x — m)

Que pode ser verificado para todo x € R

(z —m)?+ {a(x —m)?— %} 2 — [a(z — m)? + %P

O grafico de f(z) = a(zr — m)? resulta no grafico de g(x) = az? pela translagao
horizontal (z,y) — (x +m +— y), a qual leva o eixo z = 0 no eixo x = m.
Vertical
Dados a,m,k € R, com a # 0, o grafico da fungio quadratica f(z) = a(z —m)?> +k é a
1

pardbola cujo foco ¢ o ponto F' = (m, k+ ) e cuja diretriz é a reta horizontal y = k— o
a
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Figura 2: Grafico do deslocamento horizontal da parabola

v, /
\lj =ax /

3
(x,a{r —m)")

Fonte: A matemdtica do Ensino Médio Volume 1, pagina 142[13]

Figura 3: Grafico do deslocamento vertical da pardabola

\2
y=alr-m)*+k

m 9 l
F={mk+
(m 4”)

Fonte: A matemdtica do Ensino Médio Volume 1, pdgina 143[13]

A partir da expressio da diretriz acima e da fungao quadrética f(x) = az® +bx +c a

diretriz da parabola é a reta horizontal

_4ac—b2—1
y= 4a

cujo foco é o ponto

b dac—b*+1

F=(-2
2a’ 4a

Assim
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az® +bx +c=a(r —m)* +k,

onde

12
b . k:(4ac b%)
2a 4a

m =
O ponto do grafico de f(x) = az? + bx + ¢ mais préximo da reta diretriz é aquele de

: b . .
abscissa © = ~5g’ neste ponto f(z) atinge seu valor minimo quando a > 0 e seu valor
a

maximo quando a < 0.

2.5. APLICACOES NOS MOVIMENTOS

A funcao quadratica é usada para modelar matematicamente o movimento
uniformemente variado de um corpo. Neste tipo de movimento, cujo exemplo importante
se aplica a queda dos corpos livre da resisténcia do ar, sujeitos apenas a acao da forca
gravitacional. Considerando que o corpo desloca-se sobre uma linha reta, sua posicao

num dado instante ¢ é dada pela abscissa f(t)

1
ft) = 5@152 + bt +c

Nesta expressao: a chama-se aceleragdo, b, velocidade inicial v(0) e ¢ a posi¢ao inicial
do corpo(considerado ponto material).
Em qualquer movimento, no qual f(t) representa a posigdo do corpo no instante ¢, o

quociente

f(t+h)—f(t)  espacgo percorrido
h ~ tempo de percurso
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¢ chamado velocidade média (v,,) do corpo entre os instantes t e t + h. Se tomarmos
um intervalo de tempo cada vez menor, tao pequeno quanto se deseje de modo que h se

aproxime de zero, entao v, se aproxima de at + b e dizemos que

v(t)=at+b

¢ a velocidade do ponto (instantanea) no instante ¢(no movimento uniformemente
variado).

O movimento variado pode ocorrer também no plano. Um exemplo disso é o
movimento de um projétil (uma bola, uma pedra, um foguete, etc.) langado por uma
forca instantanea e a partir do langamento, sujeito apenas a acao da forga gravitacional
(forcas dissipativas desprezadas).

No plano do movimento, a origem do sistema de coordenadas é associado ao ponto de
lancamento do projétil e cujos eixos QY é a vertical e OX a horizontal que passa pelo

ponto considerado.

Figura 4: Grafico do langamento de projéteis

1 ;
y= —2_q't‘a +wate ——————— ——

- — — — — — — — —

[ FO N —

0 m r=ut

Fonte: A matemdtica do Ensino Médio Volume 1, pdgina 159[13]

O vetor v = (v, v9) representa a velocidade de langamento do projétil, cuja primeira

coordenada vy fornece a velocidade da componente horizontal do movimento (projegao
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sobre o eixo horizontal OX). P(z,y), a posi¢do do projétil no instante ¢, sendo = =
vit, tal posicio. A aceleragao (deve-se tnica e exclusivamente a forga gravitacional),
considerada constante de valor igual a —¢g. Negativa pois o sentido da mesma é oposto
ao da componente vertical OY e a velocidade inicial vertical vale vy (componente vertical
do vetor v).

Se v; = 0, entdo para todo t, z = v;.t =0, e P = (0,y), com

L,
y:—agt + vyt

Neste caso, a trajetoria do projétil é vertical.

x
Para todo v; # 0, temos que z = v;.t e t = —, substituindo este valor na expressao

U1
de y, obtem-se
2.07 ()
g
- __J_ 2.5
“= =32 (2.5)
b — V2 (2.6)



3. ATIVIDADES COM PARABOLAS

Este capitulo é dedicado a trés atividades relacionadas a aplicacao da funcgao
quadratica. A primeira, propoe a construcao de um aplicativo no GeoGebra no qual
os alunos devem relacionar algumas estruturas arquitetonicas a forma das parabolas,
encaixando-as nas estruturas por meio da manipulagdo dos controles deslizantes do
GeoGebra. A segunda atividade, construcao e lancamento de foguetes, refere-se
principalmente a trajetéria assumida pelos projéteis, que, estabelecidas algumas condigoes
de contorno, tem forma parabdlica, além da promocao das atividades em grupo. Por fim,
a terceira atividade mostra a producao de outro aplicativo em GeoGebra, baseada nos
dados coletados pelos grupos na atividade 2 (folha de atividades - Apéndice A), cuja
intencao ¢é a virtualizacao daquela atividade, podendo o aluno, através dos controles no
aplicativo, repetir, parar, pausar e mudar as condi¢oes para a observacao do fenomeno

lancamento de projéteis.

ATIVIDADE 1: ESTRUTURAS PARABOLICAS - CONHECENDO O

SOFTWARE GEOGEBRA

Na atividade buscou-se relacionar o ensino da funcao quadratica por meio da utilizacao
do software GeoGebra. O publico alvo, foram 2 turmas de alunos da Rede de Ensino
Privada. Alguns alunos ja conheciam o software, mas nao haviam desenvolvido atividades

no mesmo. Assim, a atividade no primeiro contato com o software procurou-se mostrar
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algumas ferramentas do GeoGebra que permitem a manipulacao dos elementos de uma
funcao.

OBJETIVOS DA ATIVIDADE

Incentivar a participagao/interagao do aluno;

Incentivar o uso de recursos tecnoldgicos para o desenvolvimento cognitivo do aluno;

e proporcionar maior integracao dos alunos;

e promover o trabalho em grupos;

Criar didlogo entre os alunos e entre grupos
Ao final da atividade o aluno devera

e Perceber o formato das parabolas em algumas estruturas construidas pelo homem;
e Perceber a influéncia fungoes quadraticas no design de estruturas;

e Utilizar o GeoGebra na construgao de graficos de fungoes quadraticas tendo como

pano de fundo fotografias de alguns monumentos do mundo;
e Relacionar o formato de estruturas com uma fungao quadratica;
e Fazer o ajuste dos coeficientes a, b e ¢ da fun¢ao quadrética f(X) = axx*+b*xx+c

para aproximar o formato do grafico ao da estrutura escolhida;

DESENVOLVIMENTO

A atividade foi realizada em 3 etapas, utilizando-se uma carga horaria de 4 aulas.

ETAPA 1: ESCREVENDO FUNCOES NO GEOGEBRA

1. O professor apresenta o software GeoGebra e algumas ferramentas que serao

utilizadas para realizagao desta etapa da atividade.
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2. Os alunos sao convidados a digitarem no campo de entrada do GeoGebra algumas

funcoes parabdlicas,

y=a%y=28x%y=(-1/20)2*,y =222 +3z ¢ y=—2>+4x+10

e verificar o que ocorre com o grafico das mesmas.

€7 GeoGebra = | 5 ]

Arquivo Editar Exbir Opges Ferramentas Janela Ajuda

. .. || e » - a=2 -
b Janels de Aigebra ] | = Janela de Visualizagio
= Cénica D;L... AC~
3 cy=x [
4 dy=Bxt
4 ey = 005"

Enfrar...

B =254 3%
giy =k s dn+10

Entrada

Figura 5: Detalhe da Janela de Visualizagao exibindo vérias fung¢oes quadraticas.

3. Para diferenciar uma funcao da outra pediu-se para modificar a cor e a espessura
dos objetos;
Execucao
A. Com o botao direito do mouse, clique sobre o objeto escolhido e no menu pop Up,
escolha propriedades - Figura 6.
B. Selecione a aba Cor, modifique a cor para Vermelha e em seguida clique na aba

Estilo e modifique a espessura da linha para 5 - Figura 7.
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©F Preferéncias

Hea EE®

b4
1 e

Cf":_f" Basico | cor | Estilo [ Aigebra | Avangade | Programagze
5 d
=i Mome: 9
> 1 Definicio: [y = -« « 4x + 10
<+ 9
Legenda

¥ Exibir Objeto
#| Exibir Rétulo: | Nome

Exibir Rastro

Fixar Objeto

Definir como Objeto Auxiliar

Figura 6: Detalhe da Janela Preferéncias para a funcao g.

ddsico| Cor | Esu, .0 | Cop| Estio

2 EEEp Espessura da Linha
| By
ar

1
L 3

Figura 7: Detalhe das Abas Cor e Estilo.

4. Para observar cada fungdo separadamente, clicou-se na Janela de Algebra nos

controles Exibir/Esconder Objetos;

Y B

¥ Janela de Algebra

Warzio, esconde os objetos gCﬁniI:a
Cy=x

..... T diy=8x®

-----

cheio, mostra os objetos g O OFy=2X+3x

I J gy=2x+4x+10

A
._

El*.ﬁ|

Figura 8: Detalhe da Janela de Algebra para Exibir/Esconder Objetos

ETAPA 2: ADICIONANDO CONTROLES

1. Criando uma nova janela;

Execucao

No menu arquivo, Escolha Nova Janela ou pressione juntas as teclas Ctrl e N.
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2. Criando os controle deslizantes;

Execucao
A. No Campo de Entrada, digite a = 5 e pressione Enter;

B. Repita o procedimento para b= 5 e c=10.

Nota: Vocé pode criar os controles deslizantes diretamente pela Barra de
Ferramentas - Figura 9. Neste caso, escolha nimero, ajuste o intervalo e clique

em aplicar - Figura 10.

E— Controle Deslizante @
= & it
‘.) C =
. = 2 ~ ~ Angule E =
lizagdo a=2 =
. Caontrole Deslizante Inteiro [7] Aleatério (F9)
[ ] : 5
~ Caixa para Exibir / Esconder Objetos Intervalo | Canirale Deslizznte | Animagio
5 pum—
QK| Botio min: |-5 max: | 5 Incrementa: |0.1
1 a=1 Campo de Entrada
Cancelar

Figura 9: Barra de ferramentas Controle deslizante Figura 10: Caixa de criacio do Controle deslizante

Observagao 3. Caso vocé tenha digitado no Campo de FEntrada, vocé deverd
modificar as propriedades dos controles. Clique com o botao direito do mouse sobre
o controle e escolha propriedade, na guia Controle Deslizante, modifique min:

para -5, max: para 5 e Incremento: para 0.01.

3. Construindo a fungao;

Execucao
No Campo de Entrada digite, y = a * x2 + b * x + ¢ e pressione Enter;
Nota: Inicialmente nada é observado, pois os wvalores dos controles sao grandes,

modificando-se os controles, o resultado ¢ observado na tela.

Observacao 4. E dado a liberdade para o aluno analisar o que acontece com a

funcdo a medida que os parametros sao modificados.

4. Adicionando Figuras no GeoGebra;
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Execucao
A. Pesquisar no Google Imagens o tema monumentos parabdlicos;
B. Selecionar algumas imagens (cada aluno escolhe uma imagem);
C. Salvar a imagem numa pasta especifica;

D. Adicionar a imagem:

na janela do GeoGebra clique em Editar — Inserir

Imagem de — Arquivo.

Geolhebra

Lo =

Deslaser

Coplar

Exibir | Esconder Objetos
Exibir/ Escondes Ritdos
Apagar

Arguivo @Eﬂbﬂ Opghes Feramentas Janela Auda

CirieZ

G

TG
Clrie G2l
Dopdwrlar

-

Copiar para drea de Transterbnoa CirbeShiftsC \ ]
(]

L]
4t Ingew Imagam da L Arquing
é i T
Argd da Teantserdoos
& Proptisdases CHri+E
Seleaanar Tuds Ch=4
Seleconar Camada Aual CaL 1
Selecionar Duscendentos CiiteShils)
Seleconar Ascendentes il 3
Frelrier Seligan [« 1]

A ]

3

Figura 11:

Detalhe do menu Editar — Inserir Imagem de — Arquivo.

5. Posicionando a imagem;

Foi sugerido ao aluno que posicionasse a imagem a partir da origem, para entao

encaixar a parabola na mesma. Podendo ser feito de dois modos.

Execucao

Modo 1. Clique sobre a imagem, mantendo o botao do mouse pressionado, arraste

até que o ponto azul inferior esquerdo da imagem coincida com a origem dos eixos;

Modo 2. Clique e mantenha pressionado o botao do mouse no ponto inferior

esquerdo da figura e arraste este até a origem dos eixos, faca 0 mesmo para o ponto

a direita, posicionando-o sobre o eixo X.
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Figura 12: Detalhe da janela de atividade.

6. Ajuste os controles deslizantes a, b e ¢ de forma a encaixar o grafico da fungao na

figura inserida.

Observacao 5. Caso os controles nao estejam visiveis na Janela de Visualizagao,

clique em Exibir/Ocultar na Janela de Algebra.

Nota: O desafio desta etapa consiste em descobrir a fun¢ao quadrdtica cujo grdafico melhor

se encaixa a forma arquitetonica da figura.

ETAPA 3: APRESENTACAO/UTILIZACAO DA APLICACAO FINAL

A partir das imagens pesquisadas pelos alunos na etapa 2, foram escolhidas 4 imagens
- Figura 13. Utilizando ideia de encaixar o grafico da funcao na forma arquitetonica foi
desenvolvida uma aplicacao em GeoGebra visando do aluno, uma melhor compreensao
entre o grafico da func¢do quadrética e os parametros a, b e ¢, (Passo a passo da construgao

da aplicacao, Apéndice C).

A: Arco Parabdlico da Dufferin Street West, Toronto - Canadé

B: Arcos Parabdlicos sob o terrago da Casa Mila, Barcelona - Espanha
C: Altar Igreja de Sao Francisco de Assis, Belo Horizonte - Brasil

D: Salao Central do Palau Guell, Barcelona - Espanha
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Figura 13: Arcos Parabdlicos, Google Imagens.

APRESENTACAO DA APLICACAO FINAL

A aplicacao conta com duas janelas de visualizacao, a Janela de Visualizacao 2 exibe
os controles da aplicacao, a Janela de Visualizagao mostra a figura que, a partir da escolha
na Janela a esquerda, serve de pano de fundo a atividade. Ao Iniciar a aplicacdo, o aluno
entra em contato com uma interface um pouco diferente, considerando que ele ira clicar

muito mais que escrever - Figura 14.
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Figura 14: Detalhe da Aplicagdo ao ser iniciada.

UTILIZACAO

1. Na Janela de visualizacao 2, o aluno escolhe uma figura para iniciar a atividade;
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Podendo clicar nos botoes de navegacao para ver outras figuras - Figura 15.

b Janels de Visualizacho 7 (=]

Foto 3

Fardbola aproximada
relacionade & constricao

Anostagines

Figura 15: Detalhe da Janela de Visualizacdo 2 com os controles.

2. Uma vez selecionada a figura, o aluno devera fazer o ajuste dos parametros a, b e ¢;
Observe que o parametro a tem um ajuste mais sensivel nos botoes < e >.

3. Ap0s conseguir fazer com que o grafico da fungao quadratica associada se encaixe

na figura, o aluno devera anotar o resultado da func¢ao no campo relativo a figura;
4. O aluno devera repetir os procedimentos 1 a 3 para as outras Fotos, Figura 16;

5. O professor pede aos alunos comprovem os resultados, digitando-se cada um deles

no Campo de Entrada para suas respectivas Fotos.

6. Ao final da atividade, através de um didlogo informal, o professor propoe aos alunos

os seguintes questionamentos a respeito da atividade:

(a) O que vocé percebeu ao fazer ajustes nos parametros a, b e ¢ da fungao

quadratica?

(b) A atividade melhorou sua percep¢ao em relagao a parte grafica da funcao

quadratica?

(¢) O que chamou mais sua atencao em relagdo a utilizacdo do GeoGebra

combinando imagens e gréaficos de funcoes?
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Figura 16: Detalhe da Janelas de Visualizacdo mostrando a paribola e a func¢ao associada.

Dado o critério utilizado ao final da atividade, as respostas dos alunos traduziram o
grau de aceitagao da atividade. Sendo uma conversa informal, verificou-se que a maioria
achou a atividade interessante, enriquecedora ou ainda que contribuiu para o aprendizado
mais rapido do topico. Quanto ao uso do GeoGebra a maioria achou a proposta
interessante, pois ainda nao tinham utilizado elementos externos fotos misturados com

equagoes, o que lhes d4 uma nova perspectiva do uso da fungao quadratica.
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ATIVIDADE 2 - PRATICA: CONSTRUCAO E LANCAMENTO DE
FOGUETES

Ao ensinar um dado contetiido, muitos professores se deparam com a pergunta - Onde
eu aplico isso? Esta atividade nao tem pretensao de responder a pergunta, e sim fornecer
uma saida pedagdgica a professores de Fisica e Matematica, e tenta mostrar de forma
pratica um caso particular de aplicacao da fungao quadratica.

Realizada em grupos, a construcao de foguetes a partir de materiais reutilizaveis e
posterior lancamento segundo a reacao quimica entre o bicarbonato de sédio NaHCO3 e
o acido acético (vinagre) C H3COOH cujo produto gera HyO e CO; em grande quantidade
que tém o papel de propulsor dos protétipos construidos, busca através da experimentacao,
chamar a atencao do estudante para os mais variados fenomenos nos quais a matematica

é aplicada.

OBJETIVOS DA ATIVIDADE

e Utilizar formas geométricas para construir prototipos de foguetes a partir de

materiais reutilizdveis (garrafas pet);

e Aplicar conceitos fisicos e quimicos relacionando-os com o conhecimento

matematico;

e Analisar a trajetoria e as possiveis causas das variagoes no movimento apds cada

lancamento;

e Relacionar o angulo de lancamento e a velocidade com as quantidades de combustivel

utilizado;
e Determinar a fungao quadratica aproximada relacionada ao movimento do foguete;
e Desenvolver a colaboracao e a participacao dos alunos em cada etapa da atividade;

e Promover o trabalho em grupo;

DESENVOLVIMENTO

A atividade foi realizada em trés etapas e em duas escolas da rede particular de ensino

de Santarém, Colégio Batista de Santarém e Colégio Dom Amando - tabela abaixo.
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Participacao dos alunos na atividade
Ensino Médio - 3° Ano

Escola n° de turmas | Grupos/turma | total de alunos
Colégio Batista 2 6 38
Colégio Dom Amando 4 16 96

Tabela 1: Participacao dos Alunos

ETAPA 1: CONSTRUCAO DOS PROTOTIPOS

Na fase de construcao levou-se em consideracao o perfil do foguete que se desejava
construir, utilizaram-se garrafas vazias de refrigerante de 600 ml (2 unidades para cada
foguete construido), fita isolante e cem gramas de areia com ilustram as Figuras 19 e 20.
Nesta fase as turma 3° A e B do Colégio Batista de Santarém e turmas 3° A a D do
Colégio Dom Amando, construiram seus prototipos semelhantes a representacao artistica
da Figura 17.

Figura 17: Representagao artistica do foguete feito a partir de garrafa pet de 600 ml.

Na construcao da base de lancamento de inclinagao variavel, foram utilizados tubos
e conexoes de PVC, abracadeiras e base de madeira para fixagdo e apoio do conjunto,

Figura 18.

Figura 18: Base de lancamento dos foguetes.

Observacao 6. Foi construida apenas uma base de lancamento devido aos custos do
material empregado na mesma, os custos foram rateados entre todos os alunos, tornando

o projeto prdtico e de baixo custo.
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ETAPA 2: LANCAMENTOS

Na fase de lancamento, os grupos com seus protétipos construidos realizaram seus
lancamentos no campo de futebol das escolas, apds cada langamento media-se o alcance

de cada foguete e anotava-se para uso futuro, Figura 19.

Figura 19: Detalhes da construcao e lancamento dos foguetes com as turmas da escola Colégio Batista de Santarém.
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Ao término da atividade cada grupo recebeu uma folha de célculo, Apéndice A, na
qual, a partir dos dados obtidos no lancamento, determinou-se os demais elementos para

se obter a funcao quadratica relacionada ao movimento do foguete.

Figura 20: Detalhe da construgdo dos protétipos na escola Colégio Dom Amando.

Observagao 7. Na escola, Colégio Dom Amando, a atividade culminou com a producao

e publicagao no youtube de um video por turma, Figura 20 e Figura 21.
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Figura 21: Detalhe do video publicado no youtube por uma das turmas.
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Os videos publicados podem ser visualizados através dos links:
http://youtu.be/eQTjoQRLaEE

http://youtu.be/ WDbpOVI4R,

http://youtu.be/hEJxfs02Go

ETAPA 3: EXPERIMENTO - RESULTADOS E ANALISE

Munidos de Bicarbonato e vinagre os grupos lancaram os foguetes, e com auxilio de
uma trena fizeram a medi¢ao do alcance(distancia horizontal percorrida durante o voo)
dos foguetes, cujo valor foi a base para o célculo dos demais dados.

Os dados calculados foram: Velocidade de Lancamento, Altura Maxima atingida e
Tempo de Voo. Tais valores no experimento sao estimativas, pois partindo das equagoes
sugeridas na folha de cédlculos do Apéndice A, utilizaram-se determinadas condigoes de
contorno e que na pratica nao necessariamente podem ocorrer.

A aproximagao do tempo de voo real poderia ter sido feita a partir do uso de um
crondémetro e posterior comparac¢ao ao valor encontrado (ndo se pensou nesta situagao
durante o experimento), ja a altura maxima e a velocidade de langamento seriam mais
complexas de serem determinadas sem o uso de aparatos tecnoldgicos. Os valores por

grupo e por escola encontram-se na Tabela abaixo.

Tabela 2: Valores calculados por grupos - Colégio Dom Amando

Grupo | Velocidade de Lan¢amento(m/s) | Altura Maxima(m) | Tempo de Voo(s)
1 11,7 3.35 1,70
P 15,34 5.9 2.3
3 14,0 5.0 2.02
4 15,65 6.12 228
5 20,5 10,3 2,9
6 14,38 5,06 2,05
7 19,74 9,5 2,8
8 15.0 5.63 2.19
9 17,1 7,02 3,01
10 10,1 2,45 1,3
11 11,4 3.25 1,61
12 19,1 8.8 2.7
13 16,0 2,24 2,32
14 16,58 6,87 2,35
15 14,76 5,45 2.1
16 16.8 6.81 2,43
Média 15,51 5,86 2,25

Fonte: do Autor


http://youtu.be/eQTjoQRLaEE
http://youtu.be/WDbpOVl4R_g
http://youtu.be/hEJxf_802Go
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Tabela 3: Valores calculados por grupo - Colégio Batista de Santarém

Grupo | Velocidade de Lancamento(m/s) | Altura Maxima(m) | Tempo de Voo(s)
1 23,7 4.5 2,90
2 25,65 6,9 3,2
3 28,02 7.0 3.5
4 19,63 412 2.18
5 22,75 8.3 2,04
6 31,8 7,3 3,85
Média 25,26 6,35 3,01

Fonte: do Autor

Apds a determinacao dos 3 valores destacados na tabela, os grupos calcularam os
parametros a e b, a partir das equagoes determinadas em (2.5) e (2.6), de uma fungao
quadratica na qual uma das raizes vale zero.

As fungoes quadraticas representando os lancamentos tém para o parametro a valores
proximos de zero, enquanto que o parametro b, pela escolha do angulo de lancamento
45°, tem valor sempre igual a 1.

Foram realizados 22 lancamentos, numa andlise direta dos valores das tabelas acima,
percebeu-se que os langcamentos realizados no Colégio Batista tiveram resultados de valor
mais expressivos para a Velocidade de lancamento, fator importante a ser considerado na
proxima atividade, possivelmente devido uma melhor afericao do angulo de lancamento,
pois sendo a base articulada, a nao observancia da inclinagao no ato do lancamento,
interfere diretamente no resultado. Outro fator que pode ter contribuido foi a vedacao e o
ajuste no encaixe do foguete a base, considerando que os lancamentos no Colégio Batista
foram realizados primeiro e em menor quantidade e a base utilizada nas duas escolas foi
a mesma.

Na Escola Colégio Batista de Santarém a atividade teve carater multidisciplinar em
Fisica e Matematica, pois o professor das duas cadeiras era o mesmo, seguem alguns
comentarios da atividade feitos pelos alunos.

Tabela 4: Comentéarios de alunos sobre a atividade Col. Batista

Colégio Batista de Santarém

Aluno 1 | Muito legal na questao criatividade e interacao do grupo. Aprendemos
a construir foguetes e relacionar a matematica a um fenéomeno real.
Aluno 2 | Extremamente proveitosa, tanto no aspecto ludico, como no aprendizado,
tendo em vista que aliou a pratica aos conhecimentos da Matematica e
da Fisica aumentando assim o aprendizado da turma.

Aluno 3 | Sucesso! Esse tipo de atividade préatica e ao ar livre é uma forma
inovadora para fazer com que os alunos se interessem pela matéria
e ponham em pratica o que aprenderam na sala de aula, torna a

matematica e a Fisica mais atraente para se aprender.
Fonte: Folha de Avaliacdo da Atividade, Apéndice A
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No Colégio Dom Amando nao foi possivel reunir os professores das duas disciplinas,
mesmo assim o trabalho manteve as caracteristicas de multidisciplinaridade, contudo para
os alunos ¢ visivel a separacao quando nao ha participacao dos professores das disciplinas
envolvidas, o destaque foi a possibilidade da realizacao de uma tarefa na qual se percebeu
a aplicagao direta de um dado contetido e a utilizagao do trabalho em grupo para a
construgao de algo com um objetivo definido, além da ludicidade como afirmaram alguns

alunos nos comentérios da tabela abaixo.

Tabela 5: Comentérios de alunos sobre a atividade - Col. Dom Amando

Colégio Dom Amando

Aluno 1 | A atividade foi muito dinamica pois pudemos perceber os fenémenos na
pratica e dessa maneira se tornou interessante pois desperta curiosidade
e vontade de fazer e entender.

Aluno 2 | A atividade foi extremamente importante e divertida, pois ofereceu a
chance da turma de participar de um exercicio pratico fora da sala de
aula, diminuindo o stress e aumentando o bem-estar e o conhecimento
dos alunos.

Aluno 3 | Foi muito divertido e interessante também, pois aprendemos mais sobre
o assunto de forma pratica, o que ainda nao havia sido realizado com a
nossa turma.

Aluno 4 | Foi altamente produtivo, além de ter sido uma experiéncia tinica, da qual

todos lembrarao, pois trabalhamos de maneira conjunta.
Fonte: Folha de Avaliacao da Atividade, Apéndice A
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ATIVIDADE 3: APLICACAO - LANCAMENTOS DE FOGUETES NO
GEOGEBRA

Como ponto de partida os alunos tiveram contato com outras duas aplicagoes em
GeoGebra relacionadas ao tema, Figuras 22 e 23, servindo estas de referéncia a aplicagao

a ser desenvolvida.

Y] 3 prbn gt (o]0
i Oogies Feraneiss Sela NsSh o

DEENoERENEZEE

]

Hpor = 12.5m
Aleance = 17.5m

Clique em jogar depais clique em forga para escoiher a forga

Entada a

Figura 22: Fungdo Quadrética no golfe Figura 23: Fungao Quadratica no futebol

A aplicagao foi desenvolvida com base na experimentacao (Atividade 2) e destina-se a
professores que desejam ilustrar suas aulas tanto de fisica quanto de matematica no estudo
da fungdo quadrética e/ou langamento obliquo e a alunos para auxiliar na compreensao
do estudo da funcao quadratica por meio desse exemplo préatico no qual ele pode interagir
e fazer inferéncias a respeito deste fenomeno.

Participaram da elaboragao e desenvolvimento desta atividade apenas as 2 turmas do
Colégio Batista de Santarém. Apods discussao nos grupos sobre a interface da aplicagao,
chegou-se ao consenso que esta deveria conter duas janelas(levou-se em consideragao a
interface sugerida na Figura 22), uma para a representacao do langamento e outra para
os controles, afim de nao misturd-los ao grafico da aplicagao. Os controles deslizantes
para os parametros V (velocidade de lancamento) e §(angulo de langamento) deveriam ser
livres e o usuario deveria controlar que parametros adicionais que desejaria exibir, além
de outras informacoes como a funcao do movimento e os vetores.

No desenvolvimento da aplicacao cuja interface é ilustrada na Figura 24, foram
utilizadas como limite do parametro velocidade o valor 25 m/s (média dos valores da
velocidade de langamento - Tabela 2) e o angulo variando de 1° até 89°, para dar ao
usuario a possibilidade de verificar oque ocorre com os outros resultados quando o angulo
¢ modificado. Esta interface conta com duas janelas de visualizacao, sendo a 1* para os

controles e a 2% para a observacao do fenomeno.
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Figura 24: Detalhe da aplicacdo langamento de foguetes no GeoGebra.

O painel de controle do langamento apresenta caixa de selegao exibir/ocultar objetos
cuja finalidade destina-se a trajetéria, ao vetor velocidade e suas componentes horizontal
e vertical, além de um tnico botao para langar o foguete. A caixa de texto escura informa
ao usuario as condigoes iniciais e ao término do lancamento mostra a fungao quadratica
obtida a partir das condi¢oes definidas, bem como a altura maxima que o projétil atingiu,
o alcance e o tempo de voo do mesmo.

As condigoes de contorno para os lancamentos desprezam as forcas de resisténcia e
atribuem o valor do parametro g (aceleragao da gravidade local) para 9, 8m/s?.

A janela de visualizacao 1, mostra o foguete e a dinamica do lancamento, é possivel
perceber nesta janela que foram inseridos alguns elementos complementares como a
rotagao do foguete durante o voo do mesmo sem levar em conta que a rotacao geraria
forgas que interfeririam na forma da trajetéria. Ha ainda nesta janela, controle de zoom(+
e -) e de navegacao, que poderiam ser acessados diretamente com as ferramentas que o
GeoGebra disponibiliza. A insercao de tais controles foi feita para dar ao usuario um
controle mais sensivel, algo que no GeoGebra é um tanto dificil de ser realizado para um
usuario pouco experiente.

A finalizacao da atividade, parte referente a programagao avangada no GeoGebra, foi
realizada pelo professor, a versao final da aplicacao foi apresentada aos grupos no final de
Junho de 2014.



GEOMETRIA ESPACIAL -
APLICACOES NO GEOGEBRA
DESTINADAS AO ENSINO



Esta parte do trabalho relaciona-se ao estudo da Geometria Espacial, tema da
educacao basica estudado desde o Ensino Fundamental, estudo das formas e medidas de
capacidade, aparentemente para os alunos é um conteido inédito visto apenas no tultimo
ano do Ensino Médio. Nos 3 capitulos que se seguem, apresentam-se o desenvolvimento
de ferramentas que podem ser utilizadas por professores e alunos objetivando melhor

entendimento do tema.



4. NOCOES PRELIMINARES

Este capitulo faz uma abordagem tedrica da geometria espacial destacando postulados
importantes para a compreensao da geometria, bem como a nocao de forma e calculos de
volumes e areas a luz de alguns autores que referendam esta parte do trabalho.

Sendo seres de um mundo tridimensional, torna-se relativamente facil a percepcao de
objetos reais, ainda que sua espessura, largura e comprimento sejam minimos, contudo é
comum alguns estudantes atrapalharem-se quando precisam relacionar forma planas e /ou
espaciais. E possivel que esse embaraco esteja relacionado a forma como ocorre o estudo
da geometria nos Ensinos Fundamental e Médio, talvez por falta de conhecimento técnico
por parte dos docentes ou possivelmente por falta do componente curricular desenho
geométrico, que buscava dar a nocao construtiva e relacionava as construgoes geométricas
com os postulados que as regiam.

Na maioria dos livros didaticos, o estudo da Geometria Espacial tem como ponto de
partida a Geometria Plana e seu conjunto de postulados. Nesse contexto escolheu-se um
conjunto de postulados para o espago levando em conta as propriedades basicas de ponto,

retas e planos.
De acordo com CARVALHO|6]

Postulado 1. Por dois pontos do espaco passa uma e somente uma reta.

Postulado 2. Dada uma reta do espaco, existem pontos que pertencem a reta e pontos

que nao pertencem a reta.

Postulado 3. Por trés pontos do espaco nao situados na mesma reta passa um e somente

um plano.

Postulado 4. Dado um plano do espaco, exitem pontos que pertencem ao plano e pontos

que nao pertencem ao plano.

Postulado 5. Se dois planos possuem um ponto em comum entao eles possuem pelo

menos mais um ponto em comum (e portanto pelo menos uma reta em comum,).

Intuitivamente é possivel notar que um ponto é capaz de separar uma reta, uma reta é
capaz de separar um plano em dois semi-planos. Assim pode-se perceber que a propriedade

de separacgao aplicada ao espago feita por um plano traduz -se no fato de que o espaco



CAPITULO 4. NOCOES PRELIMINARES 53

tenha uma dimensao a mais que o plano. O teorema a seguir (cuja demonstracdo, pode
ser encontrada na pégina 8 de [6]) ilustra a divisao do espago em duas regides chamadas

Semi-espacos.

Teorema 1. Todo plano divide o espaco em dois semi-espacos que tém a Sequinte
propriedade: se dois pontos A e B estao em um mesmo semi-espaco, entao o sequimento
AB estd contido nesse semi-espaco e nao corta o plano; se os pontos A e B estio em

semi-espacos distintos, o segmento AB corta o plano.

As construgoes de piramide e prisma seguem de [14] e [6].

4.1. CONSTRUCAO DE PIRAMIDES

Considere um poligono plano A;A,...A, e um ponto V exterior ao plano do
poligono(Potulado 4), trancando os segmentos VAj,..,VA,. Cada dois vértices
consecutivos de A;A,...A, determinam com V triangulos. Estes triangulos em conjunto
com o poligono A;As5...A,, delimitam uma regiao do espago que é a piramide de base
AiAy. . A, e vértice V.

Figura 25: Uma piramide heptagonal

Fonte: do Autor

Toda Regiao do espaco delimitada por um conjunto de poligonos planos, que satisfazem

as condigoes a seguir é chamada de poliedro e os poligonos sao chamados faces do poliedro.

e A interse¢ao de dois poligonos é vazia ou é um vértice comum aos dois ou é um lado

(aresta) comum aos dois;
e Cada lado de um poligono é lado de exatamente mais de um outro poligono.

A piramide é um caso particular de um poliedro, piramides triangulares - tetraedros,
apresentam a particularidade que qualquer de suas faces pode ser considerada a base da
piramide. A palavra poliedro em matematica é utilizada tanto para indicar a regiao do

espaco quanto para indicar a colecao de poligonos que limita esta regiao.
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4.2. CONSTRUCAO DE PRISMAS

Seja A A,...A,, um poligono contido em um plano «, e seja B;, um ponto qualquer
nao pertencente a «. Por Bj traga-se um plano paralelo a «. Pelos demais vértices
A, ..., A, tracam-se retas paralelas a Ay B; cortam [ nos pontos By, B», ..., B,,, tomando
segmentos consecutivos dois a dois, A B; e A3 By, por exemplo. O quadrildtero A; By By A,
é plano e é um paralelogramo visto que A; Ay e By B; estao em planos paralelos. Assim
os paralelogramos determinados, juntamente com os poligonos A;A,...A, e B1Bs...B,
determinam um poliedro chamado prisma de bases A1 A,...A,, e B1Bs...B,,, 0s segmentos
A1B1,A3Bs, ..., A, B, sao chamados de aresta laterais sao todas paralelas e de mesma
medida, aresta laterais consecutivas formam paralelogramos chamados faces laterais do

prisma.

Figura 26: Constru¢do de um prisma

Fonte: do Autor

CASOS NOTAVEIS

1. Quando a aresta lateral for perpendicular ao plano da base, o prisma e chamado de

reto, caso contrario é obliquo;
2. Quando o poligono da base é regular o prisma denomina-se prisma regular;

3. Quando o poligono da base é regular de n lados, com n— oo, o prisma tende a um

cilindro circular;

4. Quando a base de um prisma é também um paralelogramo o prisma é chamado

paralelepipedo;

5. Quandro o paralelepipedo ¢ reto e tem a medida de aresta da base igual a da aresta

lateral, é chamado de cubo;
6. Quando a area do poligono de uma das bases — 0, o prisma denomina-se piramide;

7. Quando o poligono da base da piramide é regular de n lados, com n— oo, a piramide

tende a um cone circular
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As nogoes de Volume e drea sdo encontradas em [14].

4.3. NOCAO INTUITIVA DE VOLUME

Segundo LIMA [14], uma ideia intuitiva de volume, nao se tratando necessariamente
de uma definicao matematica, é a quantidade de espaco por ele ocupada, e a forma de
medi-la é através da comparacao com uma unidade, o resultado dessa comparacao sera
um numero, a medida do volume. Métodos diretos sao importantes didaticamente para
formalizar a ideia de volume levando em conta objetos concretos do dia-a-dia, contudo
tornam-se inapropriados quando precisa-se medir volumes de objetos muito grandes ou
muito pequenos como a lua ou um atomo, por exemplo, o que nos leva a busca por um

conceito formal de volume.

4.4. VOLUME DE UM BLOCO RETANGULAR

E chamado de bloco retangular um sélido formado por seis retangulos: suas faces. Eles
constituem 3 pares de retangulos paralelos e de mesma area. Este bloco fica inteiramente
determinado quando se conhecem trés de suas arestas que concorrem num ponto(Vértice).

O cubo é um caso particular de bloco retangular, no qual todas as arestas tém mesma
medida, um cubo de aresta uma unidade é o cubo unitario; por definicao seu volume ¢é
1. Para n inteiro maior que um, o cubo C tem volume dado por n?, basta decompor as
arestas em unidades, isto é decompor cada aresta em ¢ partes iguais e verificar a existéncia

de ¢® cubos de volume 1/¢* assim se C é um cubo cuja aresta ¢ um ntimero racional 75’

1
pode-se decompo-lo p? cubos unitérios de volume — o volume de C' serd
q

1 3
Volume de C = p? x — = (1—9)
q q

O que dizer entao, de um cubo cuja aresta é a diagonal de um quadrado de lado 17
De fato, em termos fisicos é impossivel representa-lo, mas existem nimeros racionais que
aproximam os valores do volume desse cubo, seja por falta ou por excesso, de tal forma

que podemos escrever

Volume de C = (aresta de C)?
4.5. AREA DO CILINDRO E DO CONE
Para um aluno do Ensino médio é conveniente assumir, por exemplo, que a area de

um cilindro reto pode ser encontrada através da soma das areas dos dois circulos de raio

R (7 R?) com a superficie lateral que pode ser encontrada ao cortar o cilindro ao longo da
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perpendicular relativa a base, obtendo-se assim um retangulo de medidas h X 27 R cuja
area vale 2w Rh.

Da mesma forma, um cone reto de altura h, com base num circulo de raio R, tem a
superficie formada pela drea do circulo(m R?) mais a superficie lateral, obtida a partir do
corte perpendicular a base. Quando um cone é reto, costuma-se chamar a linha sobre
qual se fez o corte de geratriz (g) ao realiza o corte obtem-se um setor de um circulo de

raio g que subtende um carco de circunferéncia 27 R

Figura 27: Cone e planificagao

9
e
Fonte: do Autor

A drea lateral A do cone é igual a area desse setor obtida fazendo-se a proporcao entre
a area desse setor e o comprimento do arco que o mesmo subtende. Ver [15] pagina 160.
A  2rR R

= — = —, onde A =7Ryg.
2rg g

g2

4.6. EXPRESSAO GERAL DO VOLUME E DA AREA NA APLICACAO
DA SECAO 6.2

VOLUME

Os dois Teoremas seguintes sao necessarios para a obtencao da expressao que determina
o volume na aplicacao da secao 6.2, cujas demonstracoes podem ser encontradas nas pagina
56 e 91 de LIMA [14].
Teorema 2. Dois circulos quaisquer sao figuras semelhantes e a razao de semelhanca é

a razao entre seus raios.

Teorema 3. O volume de um cone, € igual a um terco do produto da altura pela drea da

base.

1
V= ghArea da base (41)

Em [2] na pagina 208, a proposigao relaciona a drea de um poligono regular com o raio

de inscricao do mesmo.
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Proposicao 1. A drea de um poligono reqular de n lados, inscrito numa circunferéncia

de raio R ¢

1 o
A= éRQn.sen (360 ) (4.2)

n

Ainda em [14] nas péginas 89 e 90 destacam-se a razdo entre as area de duas figuras

semelhantes e o volume de um cone.

Lema 1. Seja K um cone de vértice P, altura H e base Fy situado no plano horizontal
Ily. Seja Moutro plano horizontal, entre P e Ily. Indicando como F a secdo 11N K e
como h' a distancia entre P e 1l, isto ¢, a altura do cone de base F' e vértice P. Tem-se

a relagao

area(Fp) A H\®
area(F) A’

A \w

Figura 28: Semelhancas
P

/]

Fonte: do Autor

A partir da Figura 28, dos Teoremas 2 e 3, da Proposicao 1 e do Lema 1 citados,

pode-se afirmar que

H =N +h, h é a altura da figura na aplicacao.

A razao de semelhanca k é obtida diretamente de
H

substituindo na equagao (4.3)

ki =h+h = kW —W=h = HWk-1)=h
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, h
W= G (4.4)
A A
E:kQ = A/:ﬁ (4.5)
V
— =k V=KV
v -

Sendo V' o volume total e V' o volume da figura da ponta V' =V’ 4+ Vp, Vi é o volume

do tronco.

BV =Ve+ V' = V=V (K¥-1) (4.6)

Substituindo as equagoes
(4.1), (4.4) e (4.5) em (4.6)

1
v%:§yﬁ(ﬁ—4) = Vr=

_h

A
WPk

(K- 1)

Wl

Vp = é;h@?+k+1) (4.7)

W

Na Aplicacao o que define se o sélido é um prisma, um cilindro, um cone, uma piramide
ou um tronco, é o parametro s que ajustado no painel de controle da aplicacao, Figura
43. O raio a ser modificado é multiplicado por esse parametro s, assim

i k(T 2)e R =R = k !
— = eorema 2) e R = R.s ==
R S

A partir da Proposicao 1 e da equagao (4.7)

R2.5en(360°/n).n
1 ——————— 1 1
Vp=-.—2—— h. (—+—+1)

3 S% s2 s

1 o
Vi = E.Rz.sen <360 ) nho(s2+s+1)
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AREA LATERAL

A partir dos teoremas, proposicao e lema da secao anterior, buscou-se mostrar nesta
parte, uma expressao geral para a area do grupo de sélidos regulares retos (cilindro,
prismas, cones e troncos) cuja base tem lado de medida ¢, que podem ser formados

ajustando-se convenientemente os parametros R, h,n e s na aplicacao.

Figura 29: Area lateral

projecao da face AEG
no plano da base

L m e

Fonte: do Autor

No triangulo ECD
a = R.cos(180°/n) e {=2R.sen(180°/n) (4.8)

Os triangulos AED e AD’E’ sao semelhantes, logo

H 1 W
wos 7oy
1
H=W+h = h’.(——l):h o=
s 1—s5

Os triangulos A’EG e A’1J sao semelhantes e a razao entre suas areas vale

%:1 = A=A

2
S
A éarea lateral do tronco é dada pela diferenca

Ap=n(A-A) = A, =An(l-s*) area lateral (4.9)

Com
A= %é.g (4.10)
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a area de uma face lateral. A altura relativa ao vértice A’ no triangulo A’EG vale g,
trantando-se de um sélido regular g é o mesmo para todas as faces, entao no triangulo

AFD

h\
F=H+d* = g:\/(;> + R?.cos?(180°/n)

1—s

h.s 2 5 o o _ h? 2 fos2 o
g= \/(ﬁ) + R2%.cos?(180°/n) = g= \/(1—3)2 + R2.cos?(180°/n)

g= \/ﬂf—:)? + R2.cos?(180°/n) = %_S\/W + R2.(1 — s)%cos?(180°/n) (4.11)

Substituindo (4.10), (4.8) e (4.11) em (4.9) temos:

180° 1
80 ) ——/h? + R2.(1 — s)%c0s2(180°/n).n. (1-5%)
n —s

1
Ap = §2R.sen (

Arp =n.(1+ s).R.sen (1?0) \/{(1 — 5).R.cos <1io)} 2 + h2




5. GEOMETRIA ANALITICA

Neste capitulo procurou-se ilustrar os sistemas de coordenadas Cartesianas, Cilindricas
e Esféricas, estabelecer relacoes entre os sistemas, bem como mostrar produgao de
rotacoes, transformacoes lineares e composicoes. As operagoes discutidas neste capitulo
serao aplicadas no préximo capitulo advinda da necessidade de criacao de um sistema de

coordenadas que simule R? no plano.

5.1. SISTEMA DE COORDENADAS CARTESIANAS NO ESPACO

A ideia de um sistema de coordenadas permite a localizagao de um objeto (ponto, reta
ou plano) mais rapidamente. Utilizando-se apenas uma dimensao, pontos sobre uma reta
por exemplo, pode-se apenas avangar ou retroceder (para a direita ou para a esquerda,
por exemplo) sobre a mesma, ji num sistema bidimensional é possivel além da esquerda
e direita utilizar as referéncias acima e abaixo (pontos em um plano xOy, por exemplo)
numa representacao do plano no qual acrescenta-se uma reta obliqua a um sistema de
coordenadas xQy, passando pela origem pode-se dar a ideia de para frente (para fora
do plano) ou para traz (para dentro do plano) estabelecendo assim um sistema com 3
dimensoes Oxyz.

Esse sistema tem como referencial trés planos mutuamente perpendiculares que se
interceptam em trés retas mutuamente perpendiculares e num ponto comum O. Os
planos mencionados sao denominados planos coordenados, as retas sao denominadas eixos
coordenados e o ponto O é a origem do sistema. Os planos coordenados dividem o espaco
em oito regioes denominadas octantes.

A convencao mais utilizada em sistemas estabelece que os sentidos para direita, para
cima e a frente da origem sao positivos, enquanto que os sentidos opostos sao negativos
(Figura 30 e Figura 31)

Entre os autores nao ha consenso em relacao a determinacao da ordenacao dos octantes,
de forma que a escolha da ordem a partir do primeiro seguiu-se os deslocamentos para traz,
para esquerda, retornando para frente, para baixo, novamente para traz, para esquerda e

finalizando para frente.
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Figura 30: Sistema de coordenadas cartesianas

Fonte: do Autor

Figura 31: Sentido arbitrario da ordenacao dos octantes no sistema de coordenadas cartesianas

}x/ 1* octante : 2 oetante o ,x/ 4 octante 4,

5° octante

8 octante

6° octante 7° octante

Fonte: do Autor

5.2. SISTEMA DE COORDENADAS CILIDRICAS

As Coordenadas Cilindricas [7] - Figura 32 representam um ponto P no espago por
ternas ordenadas (7,6, z) nas quais:
r e # sao coordenadas polares para a projecao vertical de P sobre o plano zy; z é a
coordenada vertical cartesiana.
Relacionando coordenadas cartesianas e cilindricas:
x = reos(0),y = rsin(0),z = z

=t gty () =
T
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Figura 32: Detalhe do ponto em coordenadas cilindricas

p -

Fonte: do Autor

5.3. SISTEMA DE COORDENADAS ESFERICAS

Seja P = (x,y,z) um ponto do espago, onde x,y, z sdo suas coordenadas em relagao
a um sistema de eixos ortogonais OXY Z - Figura 33.
—)
Considere r = d(O, P), ¢ o angulo que o vetor O P faz com o semieixo positivo OZ, ¢ €
—

[0, 7], e 8 0 angulo que o vetor OP’ faz como o semieixo positivo OX.

Figura 33: Ponto P representado pelas coordenadas esféricas (r, 6, )

Fonte: do Autor
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Dizemos que (7,0, ) sdo as coordenadas esféricas do ponto P. Como r = d(O, P),

temos:
z=rcospep=d(0O,P)=r senp
Logo,
x = p cosh =1 senp cosh e y = p senll = r seny senb.

Isto é, se (1,6, ) sdo as coordenadas esféricas do ponto P, entdo as suas coordenadas

cartesianas (z,y, z) sao dadas por:

x =1 seny cost
=r seny senf

2 =T cosp

5.4. ROTACOES

APLICACOES LINEARES DE R" EM R™

Dado o sistema de eixos ortogonais OXYZ, considere um novo sistema OX1Y; 72, onde
os eixos OX; e OY; sao obtidos girando os eixos OX e OY em torno O, no plano OXY,
de um angulo ¢ no sentido de OX para OY. Por sua vez, o eixo OZ; resulta de OZ
invertendo-se apenas sua orientacao. Se as coordenadas dos vetores u e v no sistema
OXYZ sao u = (a, B,7) e v = (¢/, B',7') entao as coordenadas desses mesmos vetores no
sistema OX,Y;Z; sao

u = (acosp — Bseny, aseny + Beosp, —7)

v = (d'cosp — B'senyp, ' senp + ' cosp, —7')

O produto interno de u e v, calculado no sistema OXYZ é < u,v >= ad’ + 5" + 7.
Se tomarmos coordenadas no sistema OX;Y;Z; teremos, mediante simplificacdo como

ilustrado em [14]:
< u,v >= (acosp — Bseny)(a’cosp — B'sen)

+(aseny + Beosp)(a'seng + B'cosp)
+(=1 (=)

=ad + 86 + 7.
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OPERADORES DE ROTACAO
Definicao 2.

Chama-se operador de rotacio a um operador de R? que efetua a rotacio de cada vetor
de R? por um dangulo fixro de amplitude 6 a um operador de R3 que efetua a rotacao de
cada vetor, em torno de uma semirreta com origem na origem do referencial, designada

eixo de rotagao, por um angulo fixo de amplitude 0, que se mede na base do cone descrito

pelo vetor.

Figura 34: Cone de rotagao

Z = eiro de rotagio

cone do vetor

----------- s Plano XY« « o oG s 0 0 0 0 e
""""""""""""" . eiro Y

o X : - ¢ 0 v i s a4 s s

Fonte: do Autor

O sentido adotado para a medida do angulo é no sentido oposto ao dos ponteiros do

rel6gio (anti-horério) a partir da origem do eixo.

5.5. ROTACOES EM R2

Seja 6 € R.
T :R? — R?
(x,y) — (z cost —y senb, x send + y cosb)

A matriz canodnica de T é
cosd —senb
A= ( senf cosf )
5.6. ROTACOES EM R?

Rotacao em torno do semieixo positivo dos xz, com angulo 6
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T:R?— R3

(,y,2) = (x,y cosh — z senb,y senb + z cosh)

A matriz canodnica de T é

10 0
A= 0 cosf@ —senb
0 senb cos0

Rotacao em torno do semieixo positivo dos yy, com angulo 6
T:R?— R3
(x,y,2) — (x cosl + z senl,y, —x senf + z cosb)

A matriz candnica de T é

cosd 0 senb
A= 0 1 0

—senfl 0 cosO

Rotacao em torno do semieixo positivo dos zz, com angulo 6

T:R>— R?

(x,y,2) = (x cosh —y senb, x senf + y cosb, z)

A matriz candnica de T é

cos) —senf 0
A= senf cost 0
0 0 1

OPERADORES DE HOMOTETIA

Definicao 3.

Seja k € R escalar ndo negativo. Chama-se operador de homotetia de razao k ao operador
linear T : R™ — R™ definido por T (z) = k.

Se 0 < k <1, T diz-se uma contracao.
Se k> 1, T diz-se uma dilatacao.
Homotetia de razao k,k > 0

T:R" — R"”

(x1;29;. .5 x) = (kxy; koo . . k)

A matriz canodnica de T é
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COMPOSICAO DE APLICACOES LINEARES

A cada matriz A € M,,«, (R) associa-se a aplicagao linear T : R"” — R™ cuja matriz
canonica é A.
Definicao 4. Sejam T4 : R* — R* ¢ Tz : R¥ — R™ aplicacées lineares. Define-se a
composi¢ao de T com Ty, e escreve-se TgoTa, como sendo a aplica¢ao x +— Tg (T4 (x)),

para cada x € R™,

TpoTs(x)=Tg(Ta(z))

Proposicao 2. A matriz canonica da composicao TgoTy € Tpa.

TBOTA :TBA

Observacao 8. Quanto a composicao de aplicacoes:
(a) A composicao de aplicagoes lineares ndao é comutativa.
(b) E possivel efetuar a composicao de um niumero finito de aplicacoes lineares.

(c) A composicao de aplicagoes lineares € associativa.



6. PRODUZINDO ROTACOES NO GEOGEBRA

Neste capitulo, mostra-se como produzir um sistema de coordenadas R3 no GeoGebra
2D, e a producao de trés aplicagoes voltadas ao ensino da Geometria Espacial do Ensino
Médio, sabe-se que atualmente a janela de visualizacao 3D do GeoGebra realiza o que a
maior parte desse capitulo se propunha a fazer, contudo este trabalho iniciou-se quando
a versao do GeoGebra 3D ainda era beta. Ao final desse capitulo apresentam-se duas
aplicagoes desenvolvidas no GeoGebra 3D, uma voltada ao estudo dos cones, cilindros e
esferas produzidas a partir da rotagao em torno de um eixo e outra voltadas ao estudo de
piramides e troncos.

O GeoGebra a partir da versao beta 4.9.251.0 apresenta a Janela de Visualizacao 3D,
permitindo a geracao de solidos espaciais, tais como Prisma, piramides, cubo, esferas,
cilindro e cone dentre outras, permitindo ainda que o usuario possa com o auxilio de
6culos para visualizacao 3D observar tais solidos tridimensionalmente, porém com algumas
limitacoes para usudarios pouco familiarizados com o ambiente tridimensional.

Na tentativa de contornar este problema buscou-se fazer uma adaptacao do GeoGebra
para a construcao e manipulacao de alguns sélidos, tais como o cubo, o tetraedro, o
octaedro, os prismas de base regular, piramides, cone e cilindro. Para obtencao do efeito
desejado utilizaram-se elementos de geometria plana com auxilio vetores, cores e estilo de
linhas para dar a ilusao de profundidade.

Na mudanca do plano para o espaco, faz-se necessaria a alteracao do sistema cartesiano
de coordenadas OXY para um sistema de coordenadas OXYZ, dentre eles se destacam:
sistema de coordenadas cartesianas em R?, cilindricas e esféricas. Cada um deles com

particularidades especificas.

6.1. SISTEMA DE EIX0OS COM ROTACAO BASEADO EM
COORDENADAS CIiLIDRICAS - USO DE CONTROLES
DESLIZANTES

PASSO A PASSO

1. Crie os angulos «, 8 e 7. Na barra de ferramentas escolha, controle deslizante e

clique na Janela de Visualizacao, Figura 35.
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Figura 35: Detalhe do controle deslizante

G

Controle Deslizante
Clique na janela de visualizagdo para especifica

Fonte: do Autor

2. Na caixa de dialogo Controle deslizante, modifique para Angulo, verifique o nome

() e clique em aplicar, Figura 36.
Figura 36: Detalhe do controle «

Controle Deslizante

Mimero
@ Angulo

Inteiro Aleatdrio (F9)

Intervale | Controle Deslizante | Animacio

min: |0° max: 360" Incremento:

| Aplicar Cancelar

Fonte: do Autor

3. Repita o procedimento para criar os controles 3 e 7.

Observacgao 9. Caso os controles nao estejam visiveis, na janela de Algebm, clique

sobre os angulos(bola branca) para exibi-los - Figura 37;

Figura 37: Detalhe da indicagao mostrar ocultar objetos

D= o=l
» Janela de Algebra (%] | » Janela de Visuali§
= Angulo (466.6.3)

0=45amm vISIVEL
B -45° %
Dv=45° S el

VISIVEL -

.

L J -

.
| ~»
&

v

Fonte: do Autor
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4. Crie as matrizes de rotacao.

Observacgao 10. No Geogebra as matrizes sao criadas como listas.

Até a data atual nao foi desenvolvido, no GeoGebra, uma ferramenta para esse

recurso, no Campo de Entrada, parte inferior da tela do Geogebra digite:
R*{X} : {{17 07 0}7 {07 COS(OC), —SGI’I(O[)}, {07 SGH(OJ), COS(Q)}}

R {y}: {{cos(h),0,sen(5)},{0,1,0}, {—sen(53), 0, cos(f)}}
R*{Z} : {{005(7)7 _Sen(7)7 0}’ {Sen(7)> COS(7)7 0}7 {07 0, 1}}

5. Multiplique as 3 matrizes, digite:
R {x,y,z} ' RxRyRz
6. Separe as colunas da matriz I3, digite:

ex: {{1}.{0}.{0}}  ey:{{0}.{1}.{0}} ez:{{0}.{0},{1}}

7. Multiplique a matriz R {z,y, 2z} pelas matrizes e_z,e_y e e_z para isolar as colunas
1, 2 e 3 da matriz R_{zyz}, digite:

el:R {xyz} ex
e2: R {xyz} ey
e3:R {xyz} ez

8. Crie os vetores representantes dos eixos x,y e z, digite:

e_{ixox} : (Elemento[Elementole_1, 2|, 1|, Elemento[Elementole_1, 3|, 1])
e_{ixoy} : (Elemento[Elemento|e_2, 2|, 1|, Elemento[Elementole_2, 3|, 1])
e_{ixoz} : (Elemento|Elementole_3, 2], 1], Elemento|Elemento[e_3, 3], 1])

9. Na janela de Algebra, clique sobre os vetores para exibi-los;

10. Clique nos controles dos angulos para modificar os valores dos mesmos e ver o que

ocorre com Os €ixos.

11. Salve a aplicacao como cilindricas.
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6.2. DESENVOLVENDO UMA APLICACAO - PRISMAS, CILINDROS E
CONES

A sequencia de 1 a 9 revela os passos para a construgao de sélidos geométricos
espaciais, de base poligonal regular, podendo-se alterna-los entre prismas, cilindros,
piramides, cones e troncos. O objetivo da aplicacdo foi de produzir uma ferramenta
grafica dinamica que possa ser utilizada tanto por professores quanto alunos a fim de
tornar o ensino/aprendizado da geometria mais visual, menos decorativa e sem apelo
excessivo a formulas.

1. No arquivo cilindricas salvo, no Campo de Entrada, crie um angulo € = 360°.

2. Crie os pontos de referencia P_1,P 2e P_3 utilizando os vetores

e_{ixoX}, e {ixoY} e e {ixoZ} respectivamente.

3. Crie um controle deslizante n que indicard o nimero de lados do prisma de base

regular.

4. Crie outro controle deslizante r que serd o tamanho da semi-diagonal maior do

poligono regular da base do prisma.

5. Modifique a propriedade do controle n para min: 3, max: 30 e incremento: 1; e do

controle r para min: 0.1, max: 5 e incremento: 0.1

6. Crie uma lista [1 : Sequéncia[5r cos(t) P_1 + 5r sen(t) P_2,t,0°,¢,360°/n]
que plotara a sequéncia de pontos que dara origem ao poligono regular da base do
prisma.

7. Crie o poligono da base, bastando para isso unir os pontos da lista anterior.
No Campo de Entrada digite:

[2 : SequéncialSegmento|Elementolll,t], Elemento|l1,t + 1]],¢,1,n].
poll : Poligono[Sequéncia[FElementolll,t],t, 1, n]].

8. Crie mais dois controles, h =5 e s = 1 e modifique as propriedades de s para min:

0, max: 1 e incremento: 0.1.

9. Crie mais 4 listas

[3 : Sequéncials 5 r cos(t) P_1+ s 5 r sen(t) P2+ 2h P_3,t,0° ¢,360°/n], que

criara a sequéncia de pontos da outra base do prisma.

Na sequeéncia acima s relaciona o prisma com a piramide, s = 0 — piramide, s = 1 —

prisma, enquanto h, a altura do prisma ou piramide.
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[4 . Sequéncia[Segmento|Elemento|l3,t], Elemento[l3,t + 1]],t,1,n]|, cria o

poligono da base.

pol2 : Poligono[Sequéncia|Elementoll3,t],t, 1, n]].

[5 : Sequéncia|Segmento[Elementolll,t], Elemento[l3,t]],t,1,n], une os pontos

das bases um a um.

16 : Sequéncia[Poligono|Elemento|l9,t]],t,1,n], cria as faces laterais.

10. Modifique os controles n,r, s e h e veja o resultado.

Para rotacionar o sélido modifique os controles «, 8 e 7.

Figura 38: Janela de visualizagdo da aplicacao

7 oonm e ciclindenggh

ditaivy EoRW Exibw OpBed Ferbvanlid Al Sjedh

P s P - . . . -
-A | I .: I_: o .‘. AR _r s
[ ml| - y

= %

1
L]
L]
L
1

1] A\ S E L
& B [P1NL 1SN0 (2N 1OML [0S, 2ITLI-2D,
& B [, 1N O, 2V LS AT AT
& W= (UL 225 058 158 325

Tm (X7 2A8, 384 L4 270}
& W= [N 0PSB 0TS DY)
& W= [N A5 1, 100 (0, 2L F
Luga Gacméres

b

Fonte: do Autor

CUSTOMIZANDO A APLICACAO - CRIACAO DE UM PAINEL DE

CONTROLE

1. No menu Exibir, escolha a opcao Janela de Visualizagao 2;

2. Selecione todos controles da Janela de Visualizacao 1, em seguida clique com o botao

direito sobre um deles e escolha propriedades no menu que aparece;

3. Na janela Preferéncias escolha a guia Avangado;

4. Na opcao Localizacao, desmarque a caixa Janela de Visualizagao e marque a

caixa Janela de Visualizacao 2;
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10.

11.

Feche a janela Preferéncias e clique na janela de visualizagao 2;

No campo de entrada digite: a_{rea base} = r? sen(360°/n) n/2, esta expressao

calcula a area da base do sélido;

Digite também: r sen(180°/n) n (1 + s) sqrt(h* +
r? (cos(180/n))? (1 — s)?), para drea lateral;

a_{rea lateral}

Finalizando digite: a_{total} = a_{rea lateral} +a_{rea base} . (1+ s*), para area

total e v_{olume} = r? sen(360°/n) n h (s* + s+ 1)/6, para calcular o volume;

Observagao 11. As expressies acima calculam a area da base (Apgse), a drea lateral

(Ajaterar), drea total (Aiorar) € 0 volume (V) de qualquer um dos sdlidos a serem

formados.

. Na janela de visualizacao 2, crie dois retangulos, pinte-os de cores diferentes e

modifique as linhas dos mesmos conforme Figura 39 e 40;

Figura 39: Detalhe da janela de visualizagao 2 Figura 40: Mudanga de camada

- ©7 Prefes

- cones e ciclindros1.ggb.
| B

| Basico | controle Deslizants | cor | Estilo)

Condigao para Exibir Objeto(s)

O Tz Cores Dinamicas

vermelho:

Verde

SEUN Azul

e RGB ~
w

Cixox Camada: | 2 v
i Descrigio: | Modo Automitico ~

Permitir Selecio

= Localizagio

("] Janela de Visualizacio [¥] Janela

Fonte: do Autor Fonte do Autor

Observacao 12. Alguns controles poderao ficar atrds dos elementos criados para
evita isso, abra a janela Preferéncias, clique no controle e na aba Avang¢ado

modifique a Camada para 2.

crie os demais elementos indicados pela setas, exceto os textos dinamicos pois

requerem uma atencao especial - Figura 41.

Para criar os textos dinamicos proceda da seguinte forma:

(a) Escolha a ferramenta Texto e clique no local aguardado;
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(b) Na caixa Texto digite: Area \ lateral=, clique Objetos e escolha
a_{rea lateral}, marque a opcao Férmula BTEX e clique OK - Figura 42.

Figura 41: Criagao dos elementos do painel
Figura 42: Detalhe do texto dindmico

PAINEL DE ROTAGAO

n
e O £ Texto {_Jﬂi-
B
—_— eireulos
v Editar
[ PO v
Area\lateral:\
h=2
——
Altura pe—— .
R V|Farmula LaTeX ~ | Simbolos = | Objetos ~
texrtos estiticos

e et ——
Raio [«T T T T T T T a

s=1 a_1

* Visualizar a2
Poliedro : Cubo e - a3
. Area luteral = & pesisiei

3 a_{total}
b
retangulo b 5
Area da base = 2.598 ]
Area Lateral = 14.697 o
res N~ teqios dindmicos J Ajuda OK Cancelar

Area Total = 19.803 =— - L

Volume = 5.196 /

Fonte: do Autor
Fonte: do Autor

(c¢) Repita os dois tltimos procedimentos para os outros textos.

Observacao 13. O texto que indicarda o nome do poliedro foi dividido em 7 campos:

Campo ®: Na caiza Texto digite, Poliedro: \ Prisma(base \ , selecione a op¢ao
Objetos n, \ lados), marque a op¢ao Formula BTEX e em avancado, Condi¢cdo
para Exibir Objetos digite: (n # 4) A (n # 100) A s = 1.

Campo @: Na caiza Texto digite, Poliedro: \ Tronco \ de \ Piramide, marque
a op¢ao Formula BTEX e em avancado, Condi¢ao para Exibir Objetos digite:
(n>0)A(n<100)A(s#1)A(s#0).

Campo ®: Na caiza Texto digite, Poliedro: \ Piramide(base \ , selecione a opg¢ao
Objetos n, \ lados), marque a op¢ao Formula BTEX e em avancado, Condi¢cao
para Ezxibir Objetos digite: (n > 0) A (n < 100) A (s # 1) As = 0.

Campo @: Na caiza Texto digite, Poliedro: \ Cone, marque a op¢do Formula BTEX
e em avanc¢ado, Condi¢cao para Exibir Objetos digite: n = 100 A s = 0.

Campo ®: Na caiza Texto digite, Poliedro: \ Tronco \ de \ Cone, marque a
opcao Formula BTEX e em avancado, Condi¢ao para Exibir Objetos digite:
n=100A (s >0)A (s #1).

Campo ®: Na caiza Texto digite, Poliedro: \ Cilindro, marque a op¢do Férmula
BTEX e em avancado, Condigao para Exibir Objetos digite: n = 100 A s = 1.
Campo @: Na caiza Texto digite, Poliedro: \ Cubo, marque a op¢ao Fdrmula

BTEX e em avancado, Condi¢ao para Exibir Objetos digite: n = 4 Ns =
LA (r sqrt(2) = h.
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12.

13.

14.

Coloque todos os campos criados uns sobre 0s outros.

Insira as agoes nos botoes: clique com o botao direito sobre o botao “+” e escolha
Propriedade na Janela Preferéncias, na guia Programacgao na aba Ao clicar
digite: n=n+1;

(13 2

repita a operacao para o botao e digite: n=n-1;

as elipses verde (duas - uma sobre a outra) tem os seguintes cédigos para iniciar e

parar a animacao:

(a) No campo de entrada digite: v_{ai} = 0;

(b) clique com o botao direito sobre a elipse verdel escolha Propriedades
na janela Preferéncias, escolha Avangado em Condigoes para Exibir
Objetos digite: v {ai} = 0 e na guia Programacgao digite:

IniciarAnimacao[vy], tecle Enter, v_{ai} = 1, clique em OK.

(c) clique na elipse, o movimento inicia-se, com o botao direito sobre a elipse
verde2, escolha Propriedades na janela Preferéncias, escolha Avangado em
Condigoes para Exibir Objetos digite: v_{ai} = 1 e na guia Programacao

digite: IniciarAnimagaolvy], tecle Enter, v_{ai} = 0, clique em OK.

Figura 43: Janela da aplicacao

£°F cone: e ciclindrosl.ggh

MArquive Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda

= — T =
NSRS o] = PN == B > o

* Janela de Visualizagdo 2 =] | » Janela de Vissalizagdo [x]
PAINEL DDE Rt')]".-l.t‘.';lﬂ

Area Total = 24

Voleme = 8

Enlrada 3| @

Fonte: do Autor
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6.3. SISTEMA DE EIXOS COM ROTACAO BASEADO EM
COORDENADAS ESFERICAS - COM PONTO DE VISUALIZACAO
LIVRE

PASSO A PASSO

1. No campo de entrada defina a ampliagao(zoom=>5);

E necessdrio modificar o controle — Intervalo: min = 0.1 ¢ max = 5.

2. Crie o ponto de visualizagao (Visual3D);

Escolha a ferramenta ponto e clique em qualquer lugar (exceto sobre os eixos) da

janela de visualizagao.

Figura 44: Detalhe do botdo ponto

. —

Fonte: do Autor

3. Modifique a propriedade nome para Visual3D;
Clique com o botao direito sobre o ponto e escolha propriedades.

4. Defina os novos eixos X e Y (representado pelos nimeros xa e ya) como x e y do
ponto Visual3D;
No campo de entrada digite za = z(Visual3D) e tecle Enter, ya = y(Visual3D) e
tecle Enter.

5. Defina o angulo tetha(6), angulo de rotagao no novo plano X0Y através das relagoes
trigonométricas seno e cosseno;

No campo de entrada digite: sinf = sen(ya) e tecle Enter, cosf = cos(ya) e tecle
Enter.

Para escrever 6 clique no botao

Figura 45: Detalhe do campo de entrada

Entrada: | $

Fonte: do Autor

6. Defina o angulo phy(y), angulo de rotagao no plano perpendicular ao novo plano

X0Y através das relacoes trigonométricas seno e cosseno;

7. No campo de entrada digite: siny = sen(xa) e tecle Enter, cosp = cos(xa) e tecle
Enter.
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8. Crie o plano perpendicular ao novo plano x0y;
No campo de entrada digite:

Xy = —zoom cosyp cosf

9. Apenas para visualizagao dos eixos de rotagao crie os vetores que indicarao as

direcoes dos eixos ortogonais x, y e z;

(a) Crie o ponto O na origem, no campo de entrada digite: O = (0,0), tecle

Enter.

H
(b) Digite as coordenadas do ponto X para criar o vetor OX | digite:
X = (x(O) + zoom siny, y(O) + xy) tecle Enter (o X deve ser maitsculo).

(c) Digite: u = Vetor[O, X] tecle Enter.

N
(d) Digite as coordenadas do ponto Y para criar o vetor OY | digite:

Y = (x(O) + zoom cosy, y(O) + zoom siny cosf) tecle Enter.
(e) Digite: v = Vetor|[O, Y] tecle Enter.

N
O mesmo vale para o ponto Z para criar o vetor OZ , digite:

Z = (x(0), zoom sinf + y(O)) tecle Enter.
(f) Digite: w = Vetor|O, Z] tecle Enter.

10. Fazendo o teste do novo sistema de coordendas;
Clique e mantenha pressionado o botao sobre o ponto Visual3D e movimente-o

para ver o resultado.

6.4. DESENVOLVENDO UMA APLICACAO - PARALELEPIPEDOS

1. Crie o ponto Central.
Escolha a ferramenta ponto e clique em qualquer lugar (exceto sobre os eixos) da

janela de visualizagao.

2. Modifique o nome em propriedades para C.
No campo de entrada defina o comprimento, a altura e a profundidade maximas:
largura = 5(eixo X), altura = 5(eixo Y), profundidade = 5(eixo Z), e modifique o

intervalo para min = 0 e max = 5.

3. No campo de entrada defina o ponto A como:
A Transladar[C,wprofundidade/sqrt(2)], este procedimento criard a

profundidade do sélido.
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10.

11.

12.

13.

14.

. Faga a reflexdo do ponto A em relagao a C digite: A’ : Reflexao[A, C].

. No campo de entrada defina o ponto B digite:

B : Transladar|A, ulargura/sqrt(2)], este procedimento criard a largura do sélido.

. Faga a reflexao do ponto B em relagao a A, digite: B; : Reflexao[B, A].

Faca a translagao de B na diregao da largura: B’ : Transladar|B,wprofundidade).

. Faga a reflexdo do ponto B’ em relagao a A’digite: B” : Reflexao[B’, A'].

Nota: FEsta operacao pode ser realizada através do botao

Figura 46: Detalhe da ferramenta Reflexdo em relagdo a um ponto.

A5

*#cdd Reflexdo em Relagdo a um Ponto
Selecione primeiro o objeto e, depois, o centro da reflexdo
T

ABC

—
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5| ]

Fonte: do Autor

Clique sobre o ponto B’ e em seguida sobre A’
No campo de entrada defina o ponto D como:

D : Transladar[A,valtura/sqrt(2)], este procedimento criard a altura do sélido.
Faga a reflexdo do ponto D em relacao a A: D : Reflexao|D, A.

Faca a translagdo de D na direcao da altura: D’ : Transladar[D,wprofundidade)].
Faca a reflexdo do ponto D’ em relagdo a A’: D” : Reflexao[D’, A’).

Defina os poligonos diametralmente opostos:

poll : poligono[D, B, D', B4] e pol2 : poligono|D,, B”, D" B'].
Defina os outros 4 poligonos para fechar o sélido.

Nota: E possivel faze-lo utilizando a ferramenta poligono, figura 47

Figura 47: Detalhe da ferramenta Poligono.
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d T

e

Fonte: do Autor
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Para isso, clique no ponto de partida e va clicando na sequencia de pontos; para
fechar o poligono clique no ponto de partida. Apos fechar a figura clique, mantenha

pressionado e arrasta-se o botao Visual3D, para ver o resultado.

FAZENDO AJUSTES

A. Mudando a cor dos poligonos que compoem o sélido.

1. Na janela de dlgebra desloque a rolagem até Quadrilatero.
2. Clique com o botao direito sobre poll e escolha propriedades

3. Na guia Cor clica-se na cor desejada e arraste o controle Transparéncia para 100

Figura 48: Detalhe da Janela de Algebra em destaque Quadrildtero e a guia Cor.
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Fonte: do Autor

4. Na guia Avancado, em Condigoes para Exibir Objeto(s) escreva:
Angulo[D’ , B1, D] < 180° (a representagao de grau tem que ser a do painel, que

aparece quando se clica no botao «).

Figura 49: Detalhe da caixa Preferéncias em destaque a guia Avangado.

[ e — . —r
L — —ﬁi'—'nlﬁv_ﬁs_ilnlﬁ K| A
i plEjp(ofT|o[¢ | x v |ow
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Bésiwl Cor | Estilg| Avancado | Programagio ol || =lalv =] Il ne
Condicio para Exibir Objetols) s|clx|*|*[|i|m e
Angule[D' B_1,0] < 1607 al

Fonte: do Autor

Nota: O angulo deve ser medido no sentido anti-hordrio.

Movendo a figura pode se observar o resultado.

5. Repita os procedimentos 1 a 4 anteriores para os demais poligonos.
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Figura 50: Sentido indicado para a escrita do angulo.

Fonte: do Autor

B. Mudando o estilo das linhas dos poligonos que compoem o sélido

1. Na janela de Algebra, desca a barra de rolagem até Segmento e clica-se com o botao

direito sobre esta palavra;
2. No menu selecao, escolha propriedades;
3. Na guia Cor, escolha preto;

4. Posicione o mouse sobre a uma linha e a descricao da mesma é exibida

Figura 51: Detalhe da indicagao dos seguimentos a serem selecionados.

D

N

Segmento d": Segmento [0, B] de Quadrilatero pol1
Segmento d'1: Segmento [D°, B] de Quadrilatero pol3

Fonte: do Autor

5. Clique com o botao direito sobre o poligono escolhido (Poll) e na guia
Programacéo clique em Ao Atualizar e digita-se o texto: Se[Angulo[D’, B_1, D] <
180°, De finir EstiloDaLinhald', 0], De finir EstiloDaLinhald', 2]]

Figura 52: Detalhe da caixa Preferéncias em destaque a guia Programacao.

Elasmo| Curl EshJal Avancade| Frogramacio
Ao Clicar| A0 Atualizar | JgvaScript Global
1 | SelAngule[D’, B_1, D] =< 180" DefinirEstioDaLinhala.0lDefinirEstloDaLinhala, 21
Codigo GeoGebra - ', oK Cancelar

Fonte: do Autor
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Entendendo o codigo:

(a) Se, entdo, se ndo — estrutura condicional;
(b) Se[Angulo[D’, By, D] < 180°] — condicao;

(¢) DefinirEstiloDaLinhald,0] — propriedade a ser assumida pela linha d’
caso a condi¢ao retorne VERDADEIRO (logo apds a virgula), valor ZERO
significa linha NORMAL;

(d) DefinirEstiloDaLinha|d', 2|rightarrow propriedade a ser assumida pela linha
d' caso a condicao retorne FALSO (logo apos a segunda virgula), valor DOIS
significa linha TRACEJADA;

Figura 53: Detalhe estilo da linha apés modificagao.

Fonte: do Autor

6. Repita os procedimentos 5c e 5d para as outras linhas dos demais poligonos e veja

o resultado.

6.5. FORMAS GERADAS POR ROTACAO

Uma forma prética de simular eixos com rotacdo pode ser encontrada em [17], que
descreve, através de video-aulas, formas de criar um sistema de eixos com rotacao e

simulagao de sélidos por revolugao.

Figura 54: Detalhe da janela de aplicagao 3D.

o=

Fonte: do Autor
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No GeoGebra, crie trés pontos, digite no campo de Entrada: A1 = (=3,2), A2 =
(—3,5) e A3 =(-3,8).
Estes ponto serao os centros das circunferéncias, que controlarao os angulos a, 3 e 7.

Figura 55: Detalhe da ferramenta circulo.
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Fonte: do Autor

Na barra de ferramentas escolha Circulo dados Centro e Raio, apds escolha clique
sobre cada um dos pontos A_1, A_2 e A_3 definindo o raio como 1.

Crie 3 pontos auxiliares: F_1 = (=2,2),F 2 = (=2,5) e F.3 = (—2,8) e com a
ferramenta Ponto em Objeto crie mais 3 pontos: A, B e C.

Figura 56: Detalhe dos circulos criados.
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Fonte: do Autor

Com a ferramenta Seguimento definido por dois pontos, Ligue os centros aos
pontos criados sobre as circunferéncias. Com a ferramenta Angulo, estabeleca de cima

para baixo, angulos com o vértice nos centros das circunferéncias - Figura 57.

Figura 57: Detalhe das ferramentas segmento e angulo Figura 58: Detalhe da selegao
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Fonte: do Autor Fonte: do Autor

Selecione todos os itens, clique com o botao direito sobre uma das opgoes na Janela
de Algebra e escolha Exibir Rétulo - Figura 58.
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Modifique as cores, para destaque, dos angulos « para vermelha, 3 para verde e v para
azul. Em seguida copie o estilo para lados dos angulos.

Exceto os pontos A, B e C, selecione e oculte todos os pontos. Na janela de Algebra
exceto, os objeto pontos (A, B e C) e angulos defina os demais com Objetos Auxiliares -
Figura 59.

Nota: Os retangulos em vermelho mostram as funcgoes cor e exibir/ocultar Objetos

Auziliares.

Na Janela de Visualizacao 2, Crie os 3 vetores (2/,4' e z') que representardao o novo
sistema de coordenadas ortognais.

No Campo de Entrada digite:

/

' = (cos(a) sen(y), —cos(a) sen(B) cos(y) + sen(a) sen(y))
Yy = (—sen(a) sen(B) sen(y) + cos(a) cos(vy),cos(a) sen() sen(y) + sen(a) cos(7))
2! = (—sen(a) cos(f), cos(a) cos(B))

Copie o estilo dos angulos para os vetores criados.

Figura 59: Detalhe dos circulos criados Figura 60: Detalhe do sistema de eixos
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Fonte: do Autor Fonte: do Autor
Clique sobre o ponto nas circunferéncias movimente-os e veja o resultado - Figura 60.

6.6. GERANDO FORMAS POR ROTACAO

1. Crie 3 controles deslizantes

Controle ® - comp (comprimento) defina o Intervalo min: 0, max: 10 e

incremento: 0.1.

Controle @ - larg (comprimento) defina o Intervalo min: 0, max: 10 e

incremento: 0.1.

Controle ® - n (n° de lados) defina o Intervalo min: 1, max: 60 e incremento:
1.



CAPITULO 6. PRODUZINDO ROTACOES NO GEOGEBRA 84

2. Crie um poligono limite, No campo de Entrada digite: Poligono|[(0, 0), (0, comp),
(larg, comp), (larg, 0)] esse poligono serd nomeado automaticamente como poll,

os pontos desse poligono devem ser J, K, L e M;

3. Clique na ferramenta Ponto em Objeto e insira 4 pontos no interior do poligono

criado anteriormente;

4. Na Janela de Visualizacao 1, crie 4 listas:

(a) L_1 = Sequéncia[Girar[(x(J), 0), (i 6)°], i, 0, n]
(b) L_2 = Sequéncia[Girar[(x(K), 0), (i 6)°], i, 0, n]
(c) L_3 = Sequéncia[Girar[(x(L), 0), (i 6)°], i, 0, n]
(d) L_4 = Sequéncia[Girar[(x(M), 0), (i 6)°], i, 0, n]

5. Na Janela de Visualizacao 2, crie 13 listas, sendo as quatro primeiras definirao as

projecoes espaciais das 4 anteriores

(a) L_5 = Sequéncia[x(Elemento[L_1, i]) x’ 4+ y(Elemento[L_1, i]) y’ +
y(J) 2z’,1i, 1, n].

(b) L_6 = Sequéncia[x(Elemento[L_2, i]) x’ + y(Elemento[L_2, i]) y’ +
y(K) z’,1i, 1, n].

(c) L7 = Sequéncia[x(Elemento[L_3, i]) x’ + y(Elemento[L 3, i]) y’ +
y(L) 2z, i, 1, n].

(d) L_8 = Sequéncia[x(Elemento[L_4, i]) x’ + y(Elemento[L_4, i]) y’ +
y(M) z’,1i, 1, n].

(e) L9 = Sequéncia[Poligono[Elemento[L_5, i], Elemento[L 6, i,
Elemento[L_7, i], Elemento[L_8, il]], i, 1, n], determina a projegao espacial
da figura da Janela de Visualizagao 1.

(f) L_{10} = Sequéncia[Poligono[Elemento[L_5, i - 1], Elemento[L_5, i,
Elemento[L_6, i], Elemento[L_6, i - 1]], i, 2, n], determina a projegao
espacial da figura da Janela de Visualizagao 1 unindo dois pontos adjacentes
da lista L_5 com a lista L_6.

(g) L.{10a} = Sequéncia[Poligono[Elemento[L_5, i|, Elemento[L_5, i -
59], Elemento[L_6, i - 59], Elemento[L_6, i]], i, 60, n], fecha o tltimo
poligono da lista anterior.

(h) L_{11} = Sequéncia[Poligono[Elemento[L_5, i - 1], Elemento[L_5, i],

Elemento[L_8, i], Elemento[L _8, i - 1]], i, 2, n], determina a projecao
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espacial da figura da Janela de Visualizacao 1 unindo dois pontos adjacentes
da L _ 5 com a lista L _ 8.

L_{11a} = Sequéncia[Poligono[Elemento[L_5, i], Elemento[L_5, i -
59], Elemento[L_8, i - 59], Elemento[L_8, i]], i, 60, n], fecha o tltimo

poligono da lista anterior.

L_{12} = Sequéncia[Poligono[Elemento[L 6, i - 1], Elemento[L_6, i],
Elemento[L_7, i], Elemento[L_7, i - 1]], i, 2, n], determina a projecao
espacial da figura da Janela de Visualizacao 1 unindo dois pontos adjacentes
da L_6 com a lista L_7.

L_{12a} = Sequéncia[Poligono[Elemento[L_6, i|, Elemento[L_6, i -
59|, Elemento[L_7, i - 59], Elemento[L_7, i]], i, 60, n], fecha o tdltimo
poligono da lista anterior.

L_{13} = Sequéncia[Poligono[Elemento[L_7, i - 1], Elemento[L_7, i],
Elemento[L_8, i], Elemento[L_8, i - 1]], i, 2, n], determina a projecao
espacial da figura da Janela de Visualizacao 1 unindo dois pontos adjacentes
da L_7 com a lista L_8.

L_{13a} = Sequéncia[Poligono[Elemento[L_7, i], Elemento[L_7, i -
59], Elemento[L_8, i - 59], Elemento[L_8, i]], i, 60, n], fecha o tltimo

poligono da lista anterior.

6. Oculte as listas Ly até Lg, feche a Janela de Algebra, modifique os controles e

veja o resultado.

Figura 61: Detalhe da Janela da Aplicacao.
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Fonte: do Autor
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6.7. A NOVA VERSAO DO GEOGEBRA - JANELA DE VISUALIZACAO
3D

Na versao 5.0 do GeoGebra, a construgao de sélidos geométricos, principalmente
os mais utilizados no Ensino Médio, ja é uma realidade, contudo o usuario pode ter
dificuldades para tracar os mesmos se nao observar as dicas nos botoes de escolha. O
software traz a janela de Visualizacao 3D, que pode ser acessado diretamente na tela

inicial ou a partir do menu Exibir.
Figura 62: Selecdo de janelas.
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Fonte: do Autor

Ao escolher a Janela de Visulizacao 3D, a barra de ferramentas é alterada exibindo
algumas func¢oes importantes como: Intersecao de superficies, construcao de planos,
piramides, prismas, cones, cilindros e esfera. A janela mostra o conjuntos de eixos

ortogonais e o plano xOy.

Figura 63: Janela de Visualizagao 3D.
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6.8. CILINDROS, CONES E ESFERAS - GEOMETRIA DINAMICA

A aplicacao propoe de forma dinamica, a construcao dos sélidos elementares, buscando
ilustrar aos professores e alunos do ensino médio a construcao desses sélidos de forma que
o utilizador da aplicacao possar inferir no processo de construcao dos mesmos - Figuras

64, 65 e 66.

Figura 66: Geracao de esfera

Figura 64: Geracdo de cone Figura 65: Geracao de cilindro

R

Fonte: do Autor .
Fonte: do Autor Fonte: do Autor

A interface da aplicac@o limita o utilizador a construcao dos sélidos cone, cilindro e
esfera, mostrando a criagao dos mesmos através da revolucao de uma superficie em torno
de um eixo.

Figura 67: Aplicacao Geometria Espacial.
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Fonte: do Autor

Para construgao das superficies foi utilizado em conjunto coordenadas cilindricas e
esféricas e o comando Superficie (Surface) do Geogebra. O exemplo a seguir mostra como
produzir uma casca esférica de raio r de forma dinamica, sendo t e u os parametros que

controlam dinamicamente os angulos d e 7.

Superficie[rsen(u)cos(t), rsen(t)sen(u), rcos(u),t,0,d, u, 0, ]
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Da mesma forma, as duas expressoes ilustram a producao dinamica de uma superficie

cilindrica de raio r e altura h e uma superficie conica de abertura fixa e altura h.

Superficie[rcos(u), rsen(u), t,u,0,0,t,0, h]
Superficie[tcos(u)sen(e)/cos(e€), tsen(u)sen(e) /cos(e), t,t,0, h,u, 0, 0]

Para motivar os alunos, o professor pode utilizar o recurso visualizacao 3D, Figura
68, com auxilio de 6culos especiais de lentes vermelha e azul - Figura 69 e iluminacao
adequada do local dao a nogao de profundidade que as imagens 3D realizam.

Figura 68: Visualizagdo com 6culos
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Fonte: do Autor

TRABALHANDO COM LISTAS

No Geogebra as listas sao chamadas pelo comando Sequéncia, podem ser de grande
utilidade quando se deseja contruir de forma dinamica, por exemplo, uma piramide de
base regular, cuja quantidade de lados deve variar de acordo com o desejo do usuério.
Nos 5 passos seguintes exemplifica-se uma aplicagao para a construcao de uma piramide,
cujo resultado estd ilustrado na Figura 70.

1. No Geogebra, defina o controle n = 30, a piramide terd no maximo 30 lados.

2. No campo de Entrada escreva:
listal : Sequéncia[(bcos((360°/n)i), bsen((360°/n)i)), 1,0, n]
Neste exemplo, 5 representa o raio da circunferéncia cujo poligono da base esta

inscrito, n o n°® de lados do poligono e i a quantidade de vértices.


http://mundodanoticia.net/tudo-sobre-oculos-3d/tudo-sobre-oculos-3d/
http://mundodanoticia.net/tudo-sobre-oculos-3d/tudo-sobre-oculos-3d/
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3. constréi-se o poligono, digite: base : Poligono[Sequéncia| Elemento(listal, |, i, 1, n]

4. Determina-se o vértice da piramide, no exemplo chamamos de ponto V, cuja

coordenada no Geogebra vale V' = (0,0, 10), poderia ser outro valor.

5. constréi-se a piramide, digite: piramide : Piramide[base, V]

Nota: Nao esqueca de exibir o controle n e a Janela de Visualizacao 3D.

Figura 70: Aplicagao Construindo piramides.
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Fonte: do Autor

Com algumas alteragoes e a insercao de um painel de controle é possivel fazer uma

aplicacao voltada ao estudo de piramide e troncos.

Figura 71: Aplicagao piramides e troncos.
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7. CONSIDERACOES FINAIS

Ao expor a proposta do uso do GeoGebra buscando-se melhorar o ensino da funcao
quadratica, alguns alunos nao demonstraram conviccao que, de fato, essa abordagem
seria inovadora, pois alguns ja conheciam e haviam utilizado o software antes e nao se
empolgaram com o mesmo. Foi um problema conseguir que tais alunos mantivessem o
foco no software no momento da apresentacao deste aos demais alunos da turma, dadas
as opgoes que a internet disponibiliza quando um aluno esta realizando uma atividade via
computador.

O contato inicial mostrou-se significativo somente apds a apresentacao da ferramenta
curinga do GeoGebra - o controle deslizante. Os alunos comegaram a visualizar algumas
possibilidades para o uso dessa ferramenta. Percebeu-se entdo que o problema central
durante a primeira atividade, que durou cerca de uma aula, foi o 1° contato que alguns
alunos tiveram com o software - A questao da abordagem, que segundo relato dos alunos, o
“prof. A” gostava de usar o software em sala, mas s6 mostrava os graficos de forma estatica
e o software nao passava de um plotador, um segundo quadro branco, que era utilizado
para agilizar a construcao de graficos e mostrar raizes para comprovar os resultados do
livro didatico. O problema que se percebeu, estava no foco, o envolvimento dos alunos
ficava em segundo plano e o GeoGebra nao conseguia cumprir seu papel em mostrar a
construcao grafica de forma dinamica e interativa.

A atividade visava no aluno outro nivel de percepcao, ja que buscou aliar
conhecimentos relativos a funcao quadrética e graficos a possibilidade de manipulagao
da curva por meio dos controles, nessa situagao o aluno sentiu-se como um projetista que
ao realizar a obra preocupou-se além da funcionalidade, com a estética. Saber que uma
determinada obra de engenharia fora construida tendo por base uma curva que pode ser
representada por uma funcao quadrética tornou a atividade interessante.

A adicao de figuras de fonte externa, construcao de painel de controle, bem como
a possibilidade da escolha de qual elemento pode ou nao ser relacionado, mostrado ou
ocultado, foi o que mais chamou a atengao dos alunos na atividade, mudando assim o
paradigma de muitos em relagdo ao uso do GeoGebra, que pensavam ser apenas “mais

um plano cartesiano no computador”.
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A Atividade de construcao e lancamento de foguetes por sua vez, além da ludicidade,
e da participacao interativa foi considerada pelos alunos como integradora. Percebeu-se
que apéds a realizacao, os grupos estavam mais participativos, trocavam mais informagoes,
demonstravam mais interesse pelos contetidos que norteavam a atividade, e competitivos
de uma forma amistosa, sobre o foguete que fora lancado mais distante, e a discussao
sobre as possiveis causas do sucesso/insucesso relacionando-as a fatores externos como
vento e chuva ou fatores internos como a quantidade de terra (lastro) na ponta do
foguete, aerodinamica, posicionamento da base. Até a decoracao do foguete foi levada
em consideracao.

A partir da atividade percebeu-se nos alunos um aumento de associatividade de
conteudos trabalhados a situagoes, fenomenos ou coisa do cotidiano. Como toda atividade
que transpoe as paredes da sala de aula, essa atividade, para muitos, foi considerada
inovadora pois estavam finalizando o ciclo da educacao basica e ainda nao haviam aplicado
conceitos da fisica e/ou matematica.

A etapa de construcao, funcionou como ponto de empolgacao para os grupos que
tentavam entender a funcao das partes do protétipo e qual o papel que cada uma
desempenhava no resultado final. Do ponto de vista pratico a ideia era mostrar que
com materiais simples, possiveis de ser encontrados em qualquer lugar, é possivel tornar
o ensino de um dado componente mais atraente para o aluno.

Na etapa de langamentos, o que se buscou foi que os alunos compreendessem o aspecto
fisico da atividade e conseguissem formar a ideia matematica que a norteava, para aqueles
que nao conseguiram tal percepc¢ao, restou a atividade em si, que lhes rendeu uma boa
diversao e entrosamento com os colegas. Pode-se pensar que de alguma forma a atividade
mostrara o retorno esperado.

Na atividade de desenvolvimento de um aplicativo que retratasse de forma
fisico/matemédtica o experimento langamento de foguetes, percebeu-se durante a
construcao que a grande maioria dos alunos nunca havia tido contato com alguma
linguagem voltada para a programacao, ainda que num nivel elementar como é o
caso do GeoGebra, onde alguns comandos podem ser aplicados diretamente a objetos
(Programacao Orientada a Objetos).

A possibilidade de aprender sequéncias simples como iniciar/parar uma animagao,
armazenar um valor, tornar um objeto visivel/oculto, escrever um texto dinamico
aumentou o apreco dos estudantes pelo GeoGebra. Para o professor é satisfatério perceber
que ao utilizar um novo método de ensino, o contetido é melhor compreendido pelo aluno,
e mais empolgante ainda, é sentir o aumento de interesse por parte destes alunos em

relacao a ferramenta responsavel pelo novo método.
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A produgao de um aplicativo mais elaborado no GeoGebra, produzido por alunos do
ensino médio, é possivel principalmente se o professor mostrar exemplos de aplicativos
similares, em termos de utilizagao, layout e contetido relacionado. Desta forma, foram
apresentados dois outros materiais desenvolvidos pelo professor para uma andlise das
funcoes utilizadas no desenvolvimento dos mesmos, procurando servir de ponto de partida
para o desenvolvimento do aplicativo proposto na atividade. A percepgao que se teve em
relacao aos alunos com essa abordagem variou de uma turma para outra. Alunos que ao
utilizar o computador haviam se deparado e “tentado entender” um codigo fonte, uma
linguagem ou algoritmo, tiveram maior predisposicao no entendimento dos comandos,
funcgoes e até mesmo a programacgao do GeoGebra.

O GeoGebra oferece a ferramenta protocolo de construcao, muito 1util para quem esta
comecando. No entanto, quanto mais complexo é o aplicativo mais dificuldade se tem
de analisd-lo. Assim ficou a cargo do professor a correcao dos “bugs” que o aplicativo
apresentou e a programagao que mesmo no nivel elementar, para muitos é vista como uma
lingua estrangeira de dificil aprendizagem. O que se percebeu nesta parte do trabalho é
que um professor com poucos conhecimentos nesta area tera dificuldades de desenvolver
aplicativos mais sofisticados no GeoGebra, mas podera usar a maioria dos recursos que o
software apresenta e se tiver tempo podera garimpar aplicativos prontos no GeoGebratube
- http://tube.geogebra.org/ .

No desenvolvimento deste projeto, a primeira parte teve como pano de fundo o
estudo da Funcao Quadratica, a partir do estudo de fenomenos de natureza fisica, bem
como a influéncia deste tipo de funcao na arquitetura. A participacao discente foi mais
efetiva, através de trabalhos em grupos cujo objetivo era integrar os alunos, socializar o
conhecimento e construir protétipos a serem lancados.

O resultado desta parte, cuja coleta de dados apds a experiencia de lancamento dos
foguetes nao apresentava um rigor académico, buscava-se apenas medir as distancia
para calculos dos resultados vide folha de calculo Apéndice A. De fato a ideia de
desenvolvimento das aplicagoes no GeoGebra veio desta parte do trabalho.

A segunda parte foi destinada ao ensino da Geometria Espacial, cujo objetivo era
mostrar dinamicamente a construcao de soélidos a partir da rotacao em torno de um
eixo, ou ainda por meio de projecoes do plano para o espaco, através da utilizacao de
elementos de geometria analitica e vetores, num total de 5 aplicacoes, sendo 3 aplicacoes
desenvolvidas no GeoGebra2D e 2 no GeoGebra3D.

Construir um sélido para ser utilizado como recurso didatico requer algum tempo do
planejamento do professor que em geral sente a necessidade de diversificar suas aulas
mas nao tem muita habilidade em construir modelos ou nao quer (acha desnecessério)

dispender recursos financeiros para a compra de tais materiais. A partir dessa ideia,


http://tube.geogebra.org/
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atrelado ao fato de que o computador é uma ferramenta importante para o professor
na atualidade, pensou-se numa forma do professor utilizar o GeroGebra como recurso
tecnoldgico para mostrar a construcao de alguns sélidos.

A ideia da construcgao dos sélidos cone, cilindro e esfera por rotacao vem da limitagao
que o GeoGebra oferece hoje na producao parcial destas formas. Entao construi-las
dinamicamente pareceu uma boa ideia para a produgao do aplicativo. O que se sugere
ao professor é que esta parte do trabalho seja utilizada como aula de empolgacao nos
estudo destas formas geométrica. As piramides e troncos também foram incorporadas no
trabalho como aplicativo pelo mesmo fato anterior - as limitacoes da versao do GeoGebra.
A comprovacao de calculos de drea e volumes de formas é outro ponto de destaque para
os aplicativos.

A dinamica do desenvolvimento de softwares muda em ciclos cada vez menores, o
estudo realizado para a tra nsicao do plano para o espago que se fez no capitulo 6 mostrou-
se complexa para um aluno de Ensino Médio e atualmente, devido a evolucao do software,
pode ser considerada inadequada. Porém nos permite ter uma ideia que a representacao
tridimensional do espago é governada por leis matematicas, muito util no Ensino Superior.

Para o professor ou aluno que busca aventurar-se neste campo do desenvolvimento
de software, tem-se que ter em mente a necessidade da atualizacao de seus produtos.
Fazer um upgrade nas aplicagoes do Geogebra deixando-as mais interativas, da outra
perspectiva para um usuario comum, que tenha pouco contato com esse software, e dessa
maneira sinta-se mais a vontade em utiliza-lo, motivando-o a buscar outros materiais que
podem ser encontrados no GeoGebratube, podendo inclusive, analisar o cédigo-fonte das
aplicagoes, estimulando assim a pesquisa e o desenvolvimento de um ensino mais interativo
e participativo.

A partir da proposta inicial que era desenvolver aplicacoes no GeoGebra que
contemplassem os topico do ensino médio relacionados a Fungao Quadratica e Geometria
Espacial foram desenvolvidas ao todo treze aplicacoes, das quais oito foram comentadas
no corpo do trabalho, estas aplicagoes poderao ser encontradas no GeoGebraTube ou
disponibilizadas em um CD de dados entregue junto com a versao final da dissertacao.
O que se buscou, com este trabalho, foi uma possibilidade de melhorias no ensino da
Geometria Espacial e Funcao Quadratica através do desenvolvimento de aplicagoes no
Software de geometria dinamica GeoGebra.

Futuramente, pretende-se verificar a viabilidade de transformar aplicacoes no
GeoGebra em aplicativos independentes para smathphones e tablets, estender o
desenvolvimento de aplicagoes a outros conteudos do ensino médio, como a trigonometria
e combinatoria, e desenvolver aplicagoes de geometria para serem utilizadas em aulas de

Célculo.
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APENDICES



A. FOLHA DE RESPOSTAS DA ATIVIDADE CONSTRUCAO E
LANCAMENTO DE FOGUETES

Professor: Eliesio Alves da Silva ][ Data: 03/04/2014 ]‘ Série: 32 EM Turma: 32

:
Ns:

Alunos(as):

Prof. Eliesio Alves da Silva — FISICA 3° ANO EM
CONSTRUQAO E LANCAMENTO DE FOGUETE QUfMICO

OBJETIVO

Utilizar os principios da dinamica e as equagoes cinematicas para relacionar a altura
atingida por um projétil com o alcance (distancia medida horizontalmente durante o voo

do projétil) do mesmo, conhecendo o angulo de lan¢amento.

DESENVOLVIMENTO
CONSTRUCAO DOS PROTOTIPOS
1. Os alunos do 3° Ano formarao grupos de no maximo 5 alunos;

2. Os grupos em reuniao em sala de aula dividirao as tarefas sobre quem traz qual

material para a confeccao do foguete;

3. Na data combinada entre a turma e o professor a ser anotada pelos alunos, estes

receberao em sala de aula, instrugoes para a confecgao do foguete;

4. Apos confecgao sera realizado os lancamentos dos protétipos dos grupos na area do

campo de futebol.

Observacao: Neste dia serd permitido o uso de mdquinas fotogrdficas e celulares

para filmar ou fotografar o evento (apenas o evento).
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MATERIAL NECESSARIO

e 2 garrafas pet 600 ml ou 1 litro (nao é aconselhavel garrafa de 2 litros);

e 100 g de areia devidamente acondicionada;

Fita isolante (preferencialmente) ou durex;

2 pacotes de bicarbonato sédico

1 frasco de vinagre (qualquer cor)

PREENCHIMENTO DOS DADOS, CALCULO DOS RESULTADOS E
CONCLUSOES

Apos realizacao do langamento, o grupo é responsavel em anotar os resultados e limpar
o local do lancamento;

Na aula seguinte ao dia do evento, os grupos entregarao a ficha de avaliagao do evento
na qual devera mostrar o calculo dos resultados obtidos e conclusoes.

A partir do alcance (d) e do angulo de langamento (#),na atividade, fixado em 45°
determinar:
a) Velocidade de langamento.
b) O tempo de voo.

c) a altura maxima atingida.
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Onde necessitar utilizar g = 9,8m/s? e sendb°® = cosd5° ~ 0,7

V2. sen26
0 para 0 = 45° a equacao fica reduzida

O alcance é dado pela expressao d =
_W

g

r_‘ Calculo item a !- (_1 Calculo item b |L

ad

S J

A expressao que relaciona o tempo de voo (t) com a velocidade de langamento (V) é
dada por d = Vj.cos(0).t

A altura maxima relaciona-se com a velocidade de langamento (Vj)e com o angulo de
(Vo.senf)?

2.9

H Conclusées do grupo ‘L

langamento (), pela expressao h =

_l Calculo item ¢ L

y, /

FUNCAO QUADRATICA ASSOCIADA AO MOVIMENTO DO
FOGUETE NAS CONDICOES IDEAIS

Escolhido convenientemente o posicionamento da origem do sistema de coordenadas
20y como o ponto de lancamento temos:

A equacao da parabola é dada por

y=f(x)=ax®+bx+c (A.1)

onde por conveniéncia ¢ = 0.
As raizes da equacgao associada sao x =0e z = d.

Verificando: )
. , . d vj;.sen26
Das equacoes da cinemética xy = — =

2 2.]g]
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Considerando

(v.senf)? <v§.sen20) 2 <v§.sen29)
——=a.|(— ) +b| ——— A2
2.1¢| 2.9 2.9 (4.2)

Substituindo xy e yy em (A.1) e resolvendo teremos:

v= 10 = (g ) 4 (1)

2.(vg.cos0)?

A equacao do movimento no plano do seu foguete vale:

fx) =

COMENTE SOBRE A ATIVIDADE




B. O PORTAL GEOGEBRA

A preferéncia pelo Software

Atualmente o portal GeoGebra.Org tras na sua home (www.geogebra.org), uma
interface com um design leve e ao mesmo moderno, despertando o interesse em quem
o acessa pela primeira vez. Além disso, o site enumera 3 justificativas para que justificam

a busca por este software.

O Gesliis =+ [
* PR = 8- A oD % K =

GeaGebra

Mavegue pelos materials Comece a criar Balxe agora

GEOGEBRA

E SOFTWARE DE MATEMATICA MULTIPLATAFORMA QUE DA A
TODOS A OPORTUNIDADE DE EXPERIMENTAR AS

PERCEPQ@E'S EXTRAORDINARI}}S
QUE A MATEMATICA TORNA POSSIVEL

2% estudantes o adoram porque.. Os professones o adoram pofgue.. As escolas 0 adoram porgue

Figura 72: Pagina inical do site oficial do GeoGebra em Potugués
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O site destaca, nesta parte, a importancia do geogebra para os estudantes e 4 razoes

pelas quais o software é adorado pelos mesmos.

OS ESTUDANTES O ADORAM PORQUE...

ELE TORNA A MATEMATICA TANGIVEL

O GEOGEBRA CRIA UMA CONEXAO ENTRE GEOMETRIA
E ALGEBRA DE UM MODO INOVADOR E VISUAL- OS
ESTUDANTES PODEM FINALMENTE VER, TOCAR E
EXPERIMENTAR A MATEMATICA

0S ESTUDANTES O ADORAM PORQUE...

ELE TORNA A MATEMATICA

DINAMICA, INTERATIVA E
DIVERTIDA

O GEOGEBRA OFERECE AOS
ESTUDANTES UMA MANEIRA NOVA
E EXCITANTE DE SE APRENDER
MATEMATICA QUE VAI ALEM DO
QUADRO E GIZ

OS ESTUDANTES O ADORAM PORQUE...

ELE TORNA A MATEMATICA ACESSIVEL E
DISPONIVEL

O GEOGEBRA PERMITE QUE OS ESTUDANTES SE
CONECTEM COM A MATEMATICA A QUALQUER
HORA E EM QUALQUER LUGAR - NA ESCOLA, EM
CASA, ONDE QUER QUE SE ESTEJA

Figura 73: Péaginas motivos pelos quais os estudantes adoram o GeoGebra
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Da mesma forma, o site destaca a importancia do geogebra para os professores com 3

boas razoes pelas quais o software é adorado por eles.

ELE PERMITE QUE OS5 PROFESSORES
CONTINUEM A ENSINAR

ELE POTENCIALIZA O TRABALHO DO
PROFESSOR

ELE PERMITE QUE OS

PROFESSORES SE CONECTEM @
UM COM OS5 OUTROS o

Figura 74: Paginas motivos pelos quais os professores adoram o GeoGebra
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H& ainda um destaque feito pelo site mostrando a importancia do GeoGebra para as

escolas e o motivo do aprego do software por elas.

ESTUDANTES
QUE OBTEM
MELHORES

RESULTADOS

ESTUDANTES ESTUDANTES
QUE USAM O MAIS
GEOGEBRA MOTIVADOS

Figura 75: Pédginas motivo pelo qual as escolas adoram o GeoGebra

Testando o Software

Se o individuo nunca usou o Geogebra e gostaria de experimenté-lo sem ter que instaléa-

lo em sua maquina, basta ele acessar o link comege a criar na pagina inicial.

Comece a criar

Na pégina crie vocé mesmo existe diversas opcoes que podem ser experimentadas

pelo usuario, a interface disponivel online par o usuario é a mesma do software.

T GeoGebra =/ € GeoGebrs = b C=l - S |
L=_N, [ web.geogebra.org/app/ el —
S e el

[ <, Procurar por Materiais do GeoGebra ]

Crie vocé mesmo

3 S ==

Algebra Geometria Elaniiha; cle
Calculos

B<- & -

Janela CAS Janela 3D Probabilidade
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Escolhendo, por exemplo a opgao Janela 3D voceé tem acesso as mesmas ferramentas

de criacao 3D (sdlidos , planos e etc.);

¥

i

E
ream
|- Il | }

Figura 76: Pagina da web visualizando a Janela 3D do GeoGebra

Utilizando o TubeGeoGebra

Outro destaque, é o GeoGebraTube, acessado a partir de tubegeogebra.org ou clicando
diretamente no link Materiais, onde o usudrio tem acesso a uma grande quantidade de

materiais disponibilizada por usuérios do GeoGebra de todo o mundo.

pryr—— « ok

€ ——— ] Alam + n

GeoGelbra

Exmmlopoe s
Canduite &
Explaring Taylor Pohmomials ? Orthodax churches
Actities for reguiar § Arimation: Expanding squans
geometny
Day 2 Area under @ cumve » Foots of o complex numbes
Cross Product 1 Zoppeln - sterceiec

Farris Wheel Caminl Sider

Dy 2 Rectangles and Trapez

Figura 77: Péagina inicial do TubeGeoGebra
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Neste exemplo, escolhido um material, a pagina direciona o usudrio a quatro

possibilidades - Ir para a versao do estudante ou baixar, embutir e compartilhar.

o i oy - w1

- (_‘ﬂ [

GenGebra s

Figura 78: Pé4gina de materiais do GeoGebra

Ao clicar em baixar o usudrio precisa se concordar com os termos da licenga nao-

comercial do GeoGebra, e entao escolher uma das 4 possibilidades, recomenda-se a 1%:

Arquivo GeoGebra(.ggb).

S ——

+ C [ nlegeosths

. =
GeaGebra

O s vooik quer batuar?
# [ GONDKMEN O T TG D (b T

o0 Gty

"
"
"
¥

Figura 79: Detalhe baixar arquivo, pagina de materiais do GeoGebra
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Baixando e Instalando o Software

Atualmente o software encontra-se na versao 5.027.0, para baixar o arquivo de
instalacao do GeoGebra na sua maquina, clique no link Download, na péagina de
downloads voce pode escolher entre as opgoes: - GeoGebra para Tablets ou GeoGebra

para Desktops. Ha ainda previsao para uma versao para smathphones.

¥ enlkay ny nr
5 0 [ wwwgnspsnmeng ok aulE

GetGebra Dt Conteh [

A I~

[\ w'm

N e
fix) \._.-r@t...f I“

EIN:

GeaGebra para Tablats GaoGebed para Desklops GealGebra para Smartphones
Eim b
FEm o
[T T

Figura 80: Detalhe da pdgina Download do GeoGebra

Nesta parte do trabalho escolheu-se a versao para Desktops com sistema operacional
Windows. Apds baixa-lo, executa-se o aquivo de instalacao GeoGebra- Windows Instaler

5.027.0.exe.
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£ Geoebr nsaller

(2 GeoGebra Installer

Welcome to the GeoGebra 5 Setup Wizard

Clhique em Préino para contrur.

kb Tl

GeaocGebra

GaoGebra 50.27.0 {Noverber § 2014) B>

Before begrning the nstalation of GeoGebra §, pease choose 3 lnguage:

Acordo dalicenga
Por faver,revejs os termos da cenga antes dé nstalr o GeoGebra 5.

ressonaPage Do gara v et Go e

(GeoGebra « Dynamic Mathematics for Everyane
gl o

LicensE
Youare free to copy, dstrbute and tansmit Geoliebra free of charge
forron-conmercal purposes (see conditions and detals bekon).

PROECTORECTOR
*MatusHoherwarter (s USH 2001

ILEAD DEVELOPER
N s (K 207)

pevRL0ERs
* Gabor Arcan (Hungary 2003-)
*olasBence o 1012
*Mathey Botser (Frarce 2008)
* maud Debbele (X 201
*Cacte e rance 010
el i B 3001

GCecocGebra

‘cordapera nstal o GeoGebea 5.

GaoGebra 5.0.27.0 November 9 2014) )

€2 GeoGiehr nstaller

BE~=)

Setup Type.
Choose the setp typ tha st suts your neecs.

Please seect a selup tipe.

 stndrd

W

 Custon

GCeacGebra

GeoGebra 5.0.27.0 (November 9 2014) <Nt Ipstaer

g@ nstaled. Reconmendd fo advanced users.

Figura 81: Detalhes das caixas de instalcdo do GeoGebra

Ao finalizar o processo de instalacao o software questiona o usudrio quanto a existéncia

de conta no GeoGebraTube bem como a integao de criagao de uma conta, nao sendo

obrigatorio o registro para utilizacao do mesmo.

€2 Geofiebra stallr (i ]
Instalando
Por Fer espee enquant  Geobea S st sen nstlad,
O e panfr
- n
_Q Mt deabe
GeoGebra 5.0.27.0 (November 3 2014) <for || fréuno > Cancel

€2 GeoGebra nstaler o f
O Completando o Assistente de Instalagdo do
| GeoGebra 5
Q QGeoGetra s i nstado nosey computer
m Cigue en Terminar pura fechar este asistente,
O W Eieat Geoiera 5
GeoGebra 5.0.27.0 {November 3 2014) Teminar Cancela

£ Gectebn

Acquivo Edtar Exbir OpcBes Faramentss Janela Auda

AR EODRRCED

» Jameia do Agatra ]| 1 Janela do Visualzagho
¢

E

4

£ bt robecebalibe

Geabebra Account

8 cos
n Facebook
u Twitter

n
Forgot Password? [

Create Account [ Sgnn

Microsoft

o@ 2

ol
L]
]

- 1 i

Figura 82:

Detalhes da finalizagdo da instalag@o e inicio da utilizagdo do GeoGebra



COSNTRUCAO DA APLICACAO TRABAHANDO COM

PARABOLAS

1. Defina os controles

(a) No campo de entrada digite: foto = 4, tecle enter, m = 0, Enter; a = 5,

Enter; b = 5, Enter e ¢ = 5, Enter.

(b) Selecione os controles a, b e ¢, clique com o botao direito sobre os mesmos

e escolha propriedade;

I *"S Il - 1. g =P ]
¥ Janela de Algebra [=] | »

MNdmero

a=5
h- -
ce  Selecio
Exibir Qbjeto
&4 Exibir Ritulo
4. Apagar

Vi Propriedades.. |

Figura 83: Detalhe do menu popUp selecao

(c) Na Janela preferéncias, clique na aba Avancado e em localizagao desmarque
a opgao Janela de Visualizagao e marque Janela de Visualizagao 2 (isto fard

com que os controles fique na segunda janela).

(d) Modifique também a camada para 2;

2. Crie o Layout
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‘He B

= Himao
a

Biigice | Consie Dusiznein | Coe | Entie | Posigho | %angacy]

b Camada 0 w
£

Desode Modo Adpmdioo -

o Pareatr Salegdo

LoCaiziels
I 4] Janela de Viswalizacdo Janela de-'.l'u:u:lu-:h!l

Figura 84: Detalhe da caixa preferéncias Avangado

(a) No menu Exibir, escolha Janela de Visualizacao 2;

irquive il [Edgir] w,

‘a o '_. Jansla o
| : t:: Fianilha

Janeia cu Al —- :
M Eottam.
:': b | Jarela de Visuslizacs CiriShite

c=5 [.ﬂ.? Jamela de Visuslizacha 2 -:wsum]

= Profoooio o8 Construgdo Ciri+Shift+L

Tedade
4 Camgo de Envada

Lawoul

Figura 85: Detalhe do menu Exibir Caixa de visualizagao 2

O layout devera ter a aparéncia a seguir;

| Aripiey N

Lmkada
|
B 1afell 36 AlSHtiE = = Janelsde Vinealrscao 7 ¥ Jlanall dé VilusdSschk)
T L I_' | B
a=5
b=5
£=5

Figura 86: Detalhe do janela do GeoGebra exibindo as duas janelas de visualizagao

Caso a Janela de Visualizacao 2 encontre-se na parte superior, clique e segure sobre

o texto janela de visualizagao 2, em seguida arraste-a a posicao desejada e solte-a.
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Ernirada

* Japela de Visualizacho 2
| &

Himigro

Figura 87: Detalhe da acdo de arrastar a janela de visualizagao

(b) Clique no botao exibir ou esconder os eixos para oculté-los;

Enfrada:

» Janela de Algebra (i) |LESDIr ou esconder o eixos ||+ janela ge visu
- }

= Humerd E_ J_ 5

a=5
) b=5
I cm§

4.3, 6.3)

Figura 88: Detalhe do botao exibir/ocultar eixos

3. Crie os elementos visuais da janela de controle
(a) Na Janela de Visualizacao 2, desenhe um poligono de quatro pontos - poll;

(b) Na janela de dlgebra selecione Ponto, Quadrildtero e Segmento- segure a
tecla shift, clique sobre a palavra Ponto, Quadrilatero e Segmento e escolha Exibir

Rotulo para oculta-los;
(c) Clique apenas sobre Ponto e escolha Exibir Objeto para oculta-los.
4. No campo de entrada, modifique as coordenadas dos pontos A, B,C' e D, digite:

D = (—4,6.5), tecle Enter, A = (z(D),y(D) — 3) tecle Enter, C' = (z(D) +5,y(D))

tecle Enter, B = (2(C), y(A)) tecle Enter.

5. Na Janela de Algebra, modifique a cor do poligono, clique no botao cor (janela de

visualizagao 2), escolha violeta, selecione os segmentos ¢; e d, modifique a cor dos
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» Janela de Algebra' = |

Mumero
a=5
=5
cwg
= Ponio
4 = |-422, 616)
4 B= (034, E.14)
& Co= (04, 3.58)
& D= {424, 3.58)

Cluadrildbero =)
4 poll= 1182
Segmento
2 B =458
& by
Belegan

- I:I -
2 d=3 Cooddenadas Polares

" Exibir Objeto

§~- Exibir Rétulo | |

4 Habiltar Rasiro
Apagas

SF Proprisdades

Figura 89: Detalhe do menu exibir/ocultar rétulos
mesmos para cinza e aumente a espessura da linha, repita (0] procedimento para as

linhas a; e by com a cor preta.

¢ Janela de Algebra (] | = Janela de Visualizaclo 2

Himero m —_—
a=5 I
b=5 BT 7 EEm
=5 H EEE
Ponto | ]
A=(4, 35
B=(1,35 ¥ Cinza
C=(1,6.5)
0= (-4, 6.5)
= Quadrildbero
4 pol1=15
< Bgriila
3 2, =85

g b,=3

) 1:1-5
4 d=3

Figura 90: Detalhe do menu espessura da linha

6. Modifique a cor do fundo da Janela de Visualizacao 2
Clique com o botao direito do mouse sobre uma parte vazia da Janela 2 e na opcao
outros modifique Cor para azul claro.
7. Insira as fotografias
(a) Insira as fotos na Janela de Visualizagao;

No menu Editar, clique em Inserir Imagem de — Arquivo
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Figura 91: Detalhe do menu Janela de Visualizagao 2

i !El:li‘tal

ﬂ '
| i

Coplar para Area de Transleréncia Ciri+Shifi=w

Ins erir Imagem de

L4 Arguive

Figura 92: Detalhe do menu Inserir — Imagem de

(b) Selecione a pasta que contem a figura e insira-as (na aplicacdo foram

utilizadas 4 figuras).

£} Abrir

VT em

<5
Itans
Recentes

Area de
Trabalho

Documentos

A

-

Computador

figuras

e fig1 = figld i figdéb
- g2 Efigls =

= figd e figis il fig2T
= figd = 917 il fig2Ta
= gt = figld il fig28
= figh = 919 ] fig20
= g7 e fig20 il fig20
- figh = 921 [l fig31
= figh o fig22 Sl figd2
= g0 & fig22a & fig33
= fig11 o fig23 il figdd
= fig12 & fig2d4 & fig3s
= figi2a & fig25 |l figd5a
= 0013 & fig26 &l fig3sh
= figi2a & fig2fa = figd6

Norme do arquive.  Bg26cjpg

Arquivos do tipo:

nnpEeEnrENeERnDInNPEnNn

figa?
fig3Ta
fig3g
fig3ga
fig3go
fig38c
fig3gd
fig3s
fig39a
figdn
figd1
figd2
fig43
figdd
fig4s

NN rnrNrNrnEnNnnn

figed
figbla

Imagem (jpg. jpeg. .png, .of, .bmp, .

figEob
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figT1
figr2
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e
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Cancilar

Figura 93: Detalhe da caixa Abrir

(c) Alinhe a figura sobre o eixo na posigao (0,0), clique sobre a figura e arraste

até a posicao desejada.
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(d) Faga uma copia da figura para a Janela de Visualizacao 2, clique sobre a
figura na Janela 1 pressione as teclas Ctrl + C, clique na Janela 2 e pressione as
teclas Ctrl + V.

(e) Reduza a imagem, clique no ponto indicado e arraste-o até o tamanho

desejado e posicione no local adequado.

Figura 94: Detalhe da acao reduzir com o mouse

(f) Defina quando a imagem deve aparecer na tela, clique sobre a figura, escolha
propriedades, na guia Avancado em Condic¢oes para Exibir digite: foto = 1 e tecle

Enter (a imagem ird sumir, para reexibi-la digite no Campo de Entrada: foto = 1).

) Preferénciaz - (2) -
ADNEEES

'Ta'ﬂzT ~| | | Bésico | Cor | Estio | Posigio, Avangade
figl, L Condi¢30 para Exbir Objeto(s)
= Himers 1 foto & 1
J a

Figura 95: Detalhe da guia avangado para a figura

(g) Repita o passo (f) para a figura figl da Janela de Visualizacao;

(h) Repita os passos (a) a (f) para as outras trés imagens.

8. Acrescente os botoes de navegagao
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(a) Clique na ferramenta controle deslizante e escolha botao;

oncl a2 |+

2= Conbrole Deslizanbe

[#]# Caixa para Exibir | Esconcef

[oK] Botdo

a=1] Campo o8 Enlrada

Figura 96: Detalhe do botao controle deslizante

(b) Crie 4 botdes na Janela de Visualizagao 2, dois ao lado da figura e 2 ao

lado do controle a;

(c) Modifique a propriedade estilo do botao, clique com o botao direito do mouse

sobre este escolha propriedade, na aba estilo, escolha a imagem adequada;

" % | el =Rk
::I el =] aﬁ}o - J
s - Bisico | Testo | Cor| Estile
& bt l
Albis : Tamanha oo Bolio
Imagem
figl Fos Largura 44 | pe
fig1
1
4 fg?
» T2, IMagEns
Muamera
i a 48 - Esooiner d
4 b

Figura 97: Detalhe da aba estilo

9. Insira o codigo dos botoes

(a) Clique com o botao direito sobre o botdo a direita da foto e na aba

Programacao, na aba Ao clicar, digite:

Se[foto > 3, foto < 4] — garante que ao clicar o botao o controle nao passa de 4.
Apagar(i] — Apaga o controle temporario

foto = foto+ 1 — incrementa o controle foto em uma unidade.
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modifique os controle para o valor zero.

(b) No botao a esquerda da foto, inclua o cédigo:

Se[foto > 0, foto < 1] — garante que ao clicar o botao o controle nao seja inferior a

Apagar|i] — Apaga o controle temporério
foto = foto — 1 — decrementa o controle foto em uma unidade.

m = 0 modifica o controle para o valor zero.

(c) No botao a direita do controle acrescente o cédigo na aba Ao clicar a =

a + 0.001 - produz um aumento minimo de 0.001 sobre o valor atual do controle a.
(d) No botao a esquerda do controle acrescente o cédigo na aba Ao clicar a =
a—0.001
10. Faga ajuste e acrescente a Parabola

(a) Na Janela de Algebra clique com o botao direito sobre o controle foto, escolha
propriedades, na aba Controle deslizante, modifique o Intervalo para: min = 1;

maxr = 4 e Incremento =1

(b) Entre com a equacao da pardabola. No Campo de Entrada digite: d : y =

a*xQ—l—b*m—l—cetede enter.

(c) Modifique a programacao Ao atualizar dos controles a, b e ¢ acrescentando

o codigo: m =1
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(d) Clique sobre a Conica d modifique a cor da mesma para amarela e modifique

a Condicao para Exibir Objetos (aba Avangado), digite: m = 1.

11. Acrescente os textos

(a) No menu Texto, clique em texto e clique na Janela de Visualizacio 2 e digite

Ajuste de Parametros e clique em OK.

£ Texin ===
Ediar
Akt o Pardmaros
ABC |Férmun LaTex Simbolag = | Obawios -
ViR
|AEC Teato I

Apate de Pty

L]

a1 Insenr imagem | 1

':ﬂr'l'l:lt-i]- o Auda 0K Gancely

Figura 98: Detalhe do botao texto e dos parametros

Modifique a cor, tamanho e posicao.

(b) Acrescente o texto: “Pardbola \ aproximada \ relacionada \ & \ construgao”

— sem aspas, marque a opc¢ao Férmula ETREX.

Nota: Em BTpXuma contrabarra indica espaco e duas mudanca de linha

(c) Acrecente o texto equagao da pardbola.

Na caixa Texto, escolha em Objetos, d, marque a caixa Férmula LaTeX e modifique

a cor do texto para Vermelho e negrito.

(d) Acrescente o texto Anotagoes.

12. Acrescente os campos de anotagoes
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FPardbela aproximaeda

relacionads & construgho

w=10

Anatacies

Figura 99: (a) Detalhe da janela editar texto (b) janena de visualizagéo 2

Na Caixa de Entrada digite: foto 1: CampodeTexto[];
Crie mais 3 campos, foto 2, foto 3 e foto 4

Posicione-os conforme Figura 99(b).

13. Para Finalizar, feche a Janela de Algebra, ajuste as Janelas de Visualizacao e

experimente a aplicacao.
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