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Resumo

Nosso trabalho, a respeito dos fundamentos da Geometria Hiperbdlica, apresenta
o desenvolvimento histérico desta geometria a partir da polémica em torno do quinto
postulado de Euclides. Abordamos também a axiomatica de Hilbert e alguns resultados
da Geometria Neutra, antes de introduzir a Geometria Hiperbodlica e suas infinitas pa-
ralelas. Apos a discussao a respeito de seus conceitos e teoremas bésicos, é apresentado
o Modelo do Semiplano Superior, forma de inserir a Teoria de Grupos e a Transfor-
macao de Mobius, ferramentas algébricas facilitadoras para a introducao da métrica e
da Trigonometria Hiperbolica. O objetivo deste trabalho é fornecer aos professores de
Matematica e Fisica do Ensino Médio a oportunidade de um primeiro contato com a

Geometria Hiperbolica.

Palavras-chave: Geometria, Geometrias Nao-Euclidianas, Geometria Hiperbdlica,

Ensino.






Abstract

Our work, about the foundations of Hyperbolic Geometry, presents the historical
development of this geometry from the controversy around the fifth postulate of Euclid.
It will also be treated the Hilbert axiomatic and some results of Neutral Geometry,
before introducing the Hyperbolic Geometry and its infinite many parallels. After
the discussion of its basic concepts and theorems, we present the Upper Half Plane
Model, way to use the Group Theory and the M6bius Transformation, algebraic tools to
facilitate the introduction of the metric and Hyperbolic Trigonometry. The objective of
this work is to provide high school teachers of Mathematics and Physics the opportunity
for a first contact with Hyperbolic Geometry.

Keywords: Geometry, Non-Euclidian Geometries, Hyperbolic Geometry, Teaching.
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1 Introducao

Quéo reais sdo os objetos de estudo da Matematica? E uma pergunta de carater
filosofico, mas que nao faz muito sentido para um Matematico, por considerar bastante
real e palpavel aquilo que estuda. Neste trabalho, procuraremos demonstrar que esta
pergunta tem alguma relacao com o tema tratado, Geometria Hiperbdlica.

Questionamentos sobre a razoabilidade aparecem com certa frequéncia na Matemé-
tica. Muitas vezes, como no caso do estudo das Geometrias Nao-Euclidianas, aconteceu
de a Matemaética antecipar-se estudando um objeto que, num primeiro momento, nao
parecia ter aplicacao pratica nem sentido epistemoldgico, dando margem a questiona-
mentos dessa natureza. Assim, estudar uma Geometria Plana, que tem como cenario
uma superficie com curvatura, contrariando a visao kantiana de o espaco fisico ser eu-
clidiano, péde parecer um tanto insensato de inicio, mas revelou-se inspirador e real
com o desenvolvimento da Fisica Moderna.

O conhecimento da Geometria Hiperboélica por professores de Matemética ou de
Fisica do Ensino Médio, para depois transmiti-lo aos seus alunos, mesmo que de forma
superficial, precisa fazer parte da formacao desses docentes, na perspectiva pessoal da
atualizagao profissional quanto a riqueza da Historia da Ciéncia, nem que seja pela
simples constatagao da realidade objetiva da conformacao do espago, mas ainda para
verificar que a ciéncia nao é algo acabado, mas estd em constante evolucao, fruto do
trabalho humano.

Este trabalho de Geometria Hiperbodlica sera apresentado sob o ponto de vista do
desenvolvimento histérico desta geometria. No capitulo 1, serao descritos os postula-
dos de Euclides, a polémica em torno do postulado das paralelas e a infrutifera busca
de eminentes matematicos a fim de prova-lo como um teorema, com o consequente
surgimento de uma geometria neutra em relagao a ele. Apresentar-se-a o surgimento
da Geometria Hiperbodlica, a partir da negagao deste controverso postulado e a veri-
ficacao de que ele é a chave para a descricao do espaco fisico, como foi estabelecido
por Riemann, ao generalizar o estudo dos espagos n dimensionais, fornecendo a ferra-
menta mateméatica da Geometria Diferencial que inspirou Albert Einstein e as Teorias
da Relatividade.

O capitulo 2, Geometria Hiperboélica, descrevera como as infinitas paralelas se apre-

sentam nessa geometria, além da demonstracao de algumas das consequéncias de sua
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18 Introdugao

ocorréncia. Serao também tratados os conceitos de curvatura e de area, tao importan-
tes para diferenciar essa geometria da tradicional euclidiana. Para o desenvolvimento
de resultados concretos nesse novo ambiente, sera apresentado o Modelo do Semiplano
Superior H e uma introdugao a Teoria de Grupos, ferramenta algébrica que facilita
o tratamento dos objetos geométricos e permite o estabelecimento da métrica hiper-
bolica. O encerramento deste aprendizado elementar de Geometria Hiperbolica, para
professores do Ensino Médio, procurara se estabelecer nao s6 com um breve relato sobre
Trigonometria Hiperboélica, mas também com a demonstracao da versao do Teorema

de Pitagoras nessa geometria.



2 Uma Ciéncia Axiomatica

2.1 De Euclides a Hilbert

Na antiguidade, egipcios, babildonicos, indianos e chineses utilizavam a matematica
para resolver problemas praticos de um modo intuitivo e experimental. Para tanto,
lancavam mao de receitas, de modo a enfatizar o “como” e nao o “porqué” da solucao
ser efetiva.

Os gregos, a partir de Tales de Mileto, no século VI a.C., comecaram a tratar a
geometria por meio de abstracoes — pontos, retas, triangulos, circulos, planos, sélidos
—, a partir da construcao de proposicoes sujeitas a provas consistentes, calcadas no ra-
ciocinio l6gico dedutivo. Isto se deu provavelmente no berco da filosofia ocidental por
influéncia dos debates dialéticos. A preocupacao com tais provas era de encontrar o
“porqué” de se poder generalizar determinada solucao. Nesse contexto é natural se uti-
lizar do Método Axiomatico, voltado ao estabelecimento de axiomas ou postulados e, a
partir destes, formularem-se proposi¢oes que devem seguir logicamente aos postulados.
Em certos momentos, definigoes sao necesséarias. A obra Os elementos, de Euclides
de Alexandria (cerca de 330-275 a.C.)[3], foi composta com cinco postulados e cinco
noc¢oes comuns, numa organizagao de resultados novos ou ja conhecidos, culminando
num trabalho monumental.

E natural que, para se estabelecer um sistema axiomatico, as palavras e os simbo-
los usados no discurso tenham de ter um significado tnico e universal e, além disso,
alguns termos nao definidos devam também ter uma aceitagao geral. No livro I de Os
elementos, Euclides, ao discorrer sobre Geometria Plana, refere-se aos entes indefinidos

— pontos, retas e planos —, por meio das seguintes assertivas:

1. ponto é um lugar tnico no espago, que nao tem dimensao;

2. linha é um comprimento sem largura;

3. as extremidades de uma linha sao dois pontos distintos;

4. uma linha reta é uma linha que jaz igualmente com os pontos dela mesma;

5. uma superficie é o que tem somente comprimento e largura;

19



20 Uma Cliéncia Axiomaética

6. os extremos de uma superficie sao linhas distintas;

7. uma superficie plana é uma superficie que jaz igualmente com suas linhas retas.

A esses elementos — pontos, retas e planos —, Euclides aplica as seguintes nogoes do

senso comum:|5]

1. dois entes iguais a um terceiro sao também iguais entre si;

2. ao adicionarem-se partes iguais a entes iguais, os resultantes se equivalem;
3. 0 mesmo ocorre ao subtrairem-se partes iguais de entes iguais;

4. entes que coincidem entre si sao iguais;

5. o todo é maior do que suas partes.

A visao moderna desta Geometria, considerada matematicamente consistente apos
20 séculos de evolugao, tem na figura de David Hilbert (1862-1943) seu precursor mais
notorio. Sua estrutura geométrica de incidéncia estabelece a respeito dos indefinidos —

pontos, retas e planos —, uma relagao de pertinéncia, além das seguintes defini¢oes:

1. dois pontos definem uma reta e, se forem distintos, a reta é tinica;
2. se existe uma reta, entao existem dois pontos distintos;

3. existe pelo menos um ponto que nao pertence a reta definida por dois pontos

distintos. Esses trés pontos definem um plano tnico.

O que esta sendo descrito como espago geométrico, de Fuclides a Hilbert, é uma
distribuicao de pontos completamente homogénea em que funcionam nocoes comuns “de
incidéncia”, “de estar entre” e “de congruéncia”, dando lugar a uma funcao distancia.
Estabelece-se, ai, um espago métrico se a fungao distancia se preserva, ou seja, se

satisfeitas as trés condigoes seguintes:

1. a distancia entre dois pontos ¢ a mesma, independente de qual ponto seja esco-

lhido como partida;

2. a distancia entre dois pontos é sempre maior ou igual a zero. Se a distancia for

zero, os dois pontos nao sao distintos;

3. a distancia entre dois pontos distintos, adicionada a distancia entre um deles e
um terceiro, é sempre maior ou igual & distancia entre o outro e o terceiro. A

isso se denomina desigualdade triangular.
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Isto posto e escolhendo-se uma unidade de medida, pode-se estabelecer um sistema
de coordenadas, o que permite a aplicagao das ferramentas analiticas do calculo para a
descricao do espaco. A homogeneidade desse espaco fica evidente ao se observar que a
nocao de “estar entre”, envolvendo trés pontos, s6 ocorre se os pontos forem colineares,
ou seja, se ocorre a hipdtese da igualdade na desigualdade triangular e vice-versa. A
noc¢ao de congruéncia corrobora ainda com a preservacao da funcao distancia.

Para descrever o desenvolvimento matemético neste trabalho, seré usada a notagao
P e jﬁ para declarar que o ponto P pertence a reta j@, AxBxCouCxBx A
para declarar que o ponto B esté entre os pontos A e C, AB = CD para declarar
que o segmento AB é congruente ao segmento CD, ZAPB = /CQD para declarar
que o angulo de vértice P e semirretas P_Zl e ﬁ é congruente ao angulo de vértice
Q e semirretas Q? e @, ANABC = ADFEF para declarar que o triangulo ABC é
congruente ao tridngulo DEF, mZA para referenciar a medida do angulo ZA e AB

para referenciar a medida do segmento AB.

2.2 Os cinco postulados de Euclides

Euclides estabeleceu a Geometria Plana sobre cinco postulados fundamentais, que

sao:

Postulado 1

Para todo ponto P e para todo ponto Q, nao idéntico a P, existe uma tnica reta
que passa por P e Q. Isto significa que uma reta é determinada, de maneira tnica por
dois pontos, sendo denotada por % Os pontos P, Q — e todos os que ficam entre eles

— determinam o segmento PQ.

Figura 2.1: Segmento PQ

Postulado II

Para todo segmento AB e para todo segmento C'D existe um tnico ponto E na reta
fﬁ tal que A x B x E ocorra e o segmento C'D seja congruente ao segmento BE. Isto
significa que se pode estender o segmento AB, determinando o ponto E, de modo a

que o segmento BE seja congruente a um dado segmento CD.
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L T &
C D
bt . & =
A B E

Figura 2.2: Segmento AB prolongado com o segmento C'D determinando o segmento
AE

Os postulados I e II podem ser referidos como os postulados da régua e envolvem
nocoes “de incidéncia”, “de estar entre” e “de congruéncia’.

Postulado III

Para todo ponto O e para todo ponto A, nao idéntico a O, existe um circulo de
centro O e raio OA.

Figura 2.3: Circulo de centro O e raio OA

O postulado III pode ser referido como o postulado do compasso. Como a régua dos
postulados I e II nao tem marcagao, a no¢ao de congruéncia é garantida pelo compasso,
mas além, esta al embutida a assuncao da homogeneidade desse espaco que permite a
nocao de transporte de segmentos.

Postulado IV

Todos os angulos retos sao congruentes entre si.
O postulado IV, apesar de ser 6bvio e elementar, esconde uma particularidade, pois

implica no espago continuo, sem vazios. Por exemplo, o contrario do que acontece



Os cinco postulados de Euclides

23

4

Figura 2.4: Angulos retos ZBAD e ZCAD

com um tordide. No espaco que o tordide determina ha angulos retos que nao podem
ser sobrepostos. E o caso dos angulos formados entre os meridianos do toréide e os
seus circulos mais interno e mais externo. Esses angulos sao “encurvados” em diregoes

opostas, nao sendo congruentes |7].

Postulado V

Para toda reta 1 e para todo ponto P, nao pertencente a |, existe uma tnica reta m
que passa por P e é paralela a 1. Cabe ressaltar que retas paralelas sao aqui entendidas

como retas coplanares que nao se intersectam.

P
~ 4 -

Figura 2.5: Retas paralelas 1 e m

Aqui, o quinto postulado de Euclides esta descrito como Diadochus Proclus (411-
485) o apresentou em seu trabalho de andlise de Os elementos, no século V, comu-
mente chamado de postulado de Playfair, pois foi assim enunciado num trabalho de
John Playfair (1748-1819) sobre Geometria Euclidiana, em 1795. No original, Euclides
estabeleceu o quinto postulado, declarando que se duas retas (r e s) sdo intersectadas

por uma outra reta (t) transversal a elas, de modo que a soma dos angulos internos
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de um mesmo lado da transversal for menor do que dois angulos retos, entao as duas

retas (r e s) se intersectam em algum ponto neste mesmo lado da transversal (t).

Figura 2.6: r e s se intersectarao em algum ponto a direita de t7?

Além do uso de varios termos nao definidos anteiormente, como menor, por exem-
plo, e da aparente maior complexidade deste postulado em comparacao aos quatro
anteriores, a controvérsia gerada em torno dele, culminou nas inimeras tentativas de
diversos matematicos de prové-lo como um teorema — usando para a prova, apenas os
quatro primeiros postulados —. Isto se deve nao s6 ao fato de os matematicos acusarem
Euclides de que, para simplificar suas provas, empregou um teorema nao provado, mas
também devido ao proprio Euclides ter retardado seu uso o quanto pode, a fim de pro-
var as proposigoes em Os Elementos, mesmo que isso tornasse tais provas mais simples.
Fuclides usou o quinto postulado pela primeira vez em sua vigésima nona proposi¢ao
[7].

Levando em conta a impossibilidade de estender os segmentos indefinidamente para
garantir que eles se intersectam em algum lugar — dado o fato de esta intersecgao poder
ocorrer muito, muito longe —, deve-se notar ainda que o quinto postulado, da maneira
como foi declarado por Euclides, é muito mais um critério de nao paralelismo e pode
ser entendido meramente como instrugoes para a construcao de tridngulos [6].

Finalmente, cabe ressaltar a convergéncia do trabalho de Euclides com o conceito
de area. Euclides procurou uma maneira de comparar areas de figuras, reputando-as
iguais caso possuissem a mesma area. O Livro I culmina na prova do Teorema de
Pitagoras, usando o conceito de area dessa forma. A area assume um papel central na
matematica grega pela falta de uma simbologia algébrica que desse conta de tomar o
quadrado de uma quantidade qualquer [7]. Talvez, se René Descartes (1596-1650) fosse

contemporaneo de Proclus, a matematica teria se poupado de mil anos de atraso.
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2.3 O surgimento das Geometrias Nao-Euclidianas

Nessas tentativas de demonstragao do quinto postulado a partir das nocoes pri-
mitivas e dos quatro primeiros postulados, as quais perduraram por mais de dois mil
anos, matemaéticos notéaveis utilizaram-se de suposi¢oes que equivaliam logicamente ao
quinto postulado, num raciocinio circular e vicioso, nao alcangando sucesso na prova
ou demonstracao. Alguns outros, assumiam axiomas equivalentes ao quinto postulado,
como Alexis—Claude Clairaut (1713-1765), que para tornar a geometria mais simples
aos estudantes, estabeleceu um axioma declarando que retangulos existem. O que fal-
tou a esses matemaéticos foi avancar além de sua intuigao para perceber que a geometria
bidimensional de Euclides tem como cenédrio uma superficie sem curvatura, perfeita-
mente plana em todas as direcoes. Nessa superficie euclidiana, de curvatura nula, o
quinto postulado fica perfeitamente estabelecido como Euclides o propos, ou ao seu
equivalente Playfair, ou seja, por um ponto fora de uma reta passara somente uma
paralela a essa reta.

A nocao de curvatura de uma superficie ¢ uma propriedade tratada pela Geometria
Diferencial, estudo da Geometria que usa os recursos do Célculo. Esse novo ramo da
Geometria foi iniciado por Carl Friedrich Gauss (1777-1855), o qual, ao negar a natureza
absoluta da Geometria Euclidiana, estabeleceu em 1827, em seu Teorema Egrégio, que
a curvatura é uma propriedade intrinseca da superficie [4]. Essa propriedade intrinseca
— curvatura — serd abordada de forma simplificada mais adiante, neste trabalho.

No caso de a superficie em questao apresentar curvatura, a negacao do quinto postu-
lado torna-se um axioma que se junta aos quatro primeiros para estabelecer geometrias
independentes e consistentes conhecidas como Geometrias Nao-Euclidianas. Da inde-
pendéncia do quinto postulado em relagao ao outros quatro decorre a impossibilidade
de prové-lo como um teorema, resultando na construgao destas geometrias. Negar o
quinto postulado de Euclides, estabelecendo que por um ponto fora de uma reta nao
passa nenhuma paralela d& surgimento & Geometria Eliptica, da qual a Geometria
Esférica é um caso particular. Se, por outro lado, for estabelecido que por tal ponto
passam pelo menos duas paralelas, o que surge é a Geometria Hiperbdlica, tema deste
trabalho.

A Geometria Eliptica Plana tem como cenério uma superficie com curvatura posi-
tiva, o que implica em uma superficie finita, fechada em si mesma, como a superficie
de uma esfera (no caso de a curvatura ser constante), ou de um elipséide. Sobre essa
superficie, a menor distancia entre dois pontos é chamada de geodésica, que correspon-
deria & reta na Geometria Euclidiana. Todas as diferentes geodésicas dessa superficie
se cruzarao em dois pontos antipodais, sendo portanto impossivel a ocorréncia de para-
lelas. O conceito de geodésica, nao é exclusivo dessa geometria e sera aplicado também
na discussao da Geometria Hiperbolica.

Por sua vez, a Geometria Hiperboélica Plana se desenvolve sobre uma superficie com

curvatura negativa. Nesta superficie, por um ponto nao pertencente a uma geodésica
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passam pelo menos duas geodésicas que nao intersectam a primeira e que sao, portanto,
paralelas a ela.

O primeiro matematico a publicar sobre Geometria Hiperbolica, em 1829, foi Ni-
kolai Ivanovich Lobachevsky (1792-1856) num artigo escrito em russo para a revista
Mensageiro de Kazan, que nao atraiu muita atengao e em que nomeava sua geometria
de imaginaria, dado seu carater contrario ao senso comum. Apesar dos ataques que
recebeu, continuou a publicar outros artigos em russo culminando com um tratado
em alemao, em 1840. Apesar de ter sido eleito, em 1842, para a Sociedade Cienti-
fica de Gottingen, por recomendacao de Gauss que louvava veladamente seu trabalho,
Lobachevsky nao desfrutou em vida de um reconhecimento generalizado.

Contemporaneo de Lobachevsky, Janos Bolyai (1802-1860) publicou, na Hungria,
em 1832, um trabalho independente no qual desenvolveu o que chamou de Ciéncia
Absoluta do Espacgo. O artigo veio a piblico como anexo no livro de seu pai, Farkas
Bolyai (1775-1856), referido como Tentamen. O pai orgulhoso, que ja havia dedicado
muito de seu tempo na tentativa de provar o quinto postulado, enviou um exemplar
a Gauss, seu antigo colega de faculdade, com quem mantinha uma correspondéncia
ativa. Mas, para desapontamento do pai e desespero do filho, Gauss, apesar de aprovar
o artigo, respondeu que elogiar o trabalho de Janos seria elogiar a si mesmo, por ja haver
encontrado resultados semelhantes bem antes, sem ter publicado nada, segundo consta,
a fim de nao contrariar o estabelecido por Immanuel Kant (1724-1804) a respeito da
natureza euclidiana do espago fisico [6]. Como provam as correspondéncias de Gauss,
ele teria precedido seus concorrentes no estabelecimento desta nova geometria, porém
para seu proprio deleite apenas. Embora nao se possa afirmar peremptoriamente que
haja alguma ligacao entre os trabalhos de Lobachevsky e as descobertas de Gauss,
cabe, no entanto, ressaltar a amizade deste e de seu antigo professor Johann Christian
Martin Bartels (1769-1836), o qual veio a trabalhar na Universidade de Kazan. O
mesmo se pode dizer da relagao de amizade de Gauss e Farkas Bolyai, pai de Janos [8]
[14].

Ao tomar o contexto da Geometria Diferencial estabelecida por Gauss, cujo foco
eram as propriedades de regides infinitamente pequenas de uma superficie, Georg Frie-
drich Bernhard Riemann (1826-1866), em sua palestra denominada Sobre as Hipdteses
que Servem de Fundamento a Geometria, como requisito para sua admissao como pro-
fessor contratado na Faculdade de Filosofia de Gottingen, em 10 de junho de 1854,
generalizou a teoria das superficies curvas com qualquer ntimero de dimensoes e esta-
beleceu as relagdes métricas desses espagos [11].

O trabalho de Riemann teve alguma influéncia na inspiracao de Albert Einstein
(1879-1955), fornecendo-lhe a abordagem mateméatica necessaria para o desenvolvi-
mento da Teoria Geral da Relatividade, de 1916 [8]. Quando, em 1905, Einstein esta-
beleceu a Teoria da Relatividade Restrita, tornando indissociaveis espago e tempo, era

necessaria uma ferramenta de calculo que tratasse dessas quatro dimensoes (trés do
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espago e uma do tempo). A questdo é mais profunda do que simplesmente a aplicagao
de uma métrica para o espaco fisico, pois implica ainda na deformacao do continuum
espago—tempo. A conclusao de ser essa deformacao a causa da gravidade devido &
presenca de massa, demolindo a hegemonia newtoniana de um século e meio no pen-

samento cientifico, trouxe consigo um maneira mais generalizada e precisa de explicar
a realidade [8].

2.4 Os axiomas de Hilbert

Ao tomar-se os axiomas de Euclides com extremo rigor 16gico e matemético, pode-se
verificar que este negligenciou alguns pontos — como o estabelecimento de que: pontos
e retas existem; nem todos os pontos sao colineares; qualquer reta tem pelo menos
dois pontos; e as retas e os circulos sao continuos, ou seja, nao tém buracos ou vazios;
alétm de basear algumas de suas provas apenas em diagramas (desenhos feitos com
régua e compasso) — que embora exatos, poderiam nao ser gerais. Todas as falhas
acima apontadas s6 foram matematicamente corrigidas depois do aparecimento tanto
das Geometrias Nao-Euclidianas quanto da Teoria dos Conjuntos de Georg Cantor
(1845-1918), por Moritz Pasch (1843-1930), chamado de pai do rigor na Geometria,
e por David Hilbert (1862-1943). Este, em seu trabalho Fundamentos de Geometria,
de 1899, estabeleceu um conjunto de axiomas, que, com algumas modificacoes, sao

descritos a seguir [6].

Axiomas de incidéncia

I-1: Dados dois pontos distintos, existe uma tnica reta passando por esses pontos.

Este axioma é exatamente o mesmo que o primeiro axioma de Euclides.
I-2: Qualquer reta possui pelo menos dois pontos.

I-3: Existem pelo menos trés pontos distintos e nao colineares, ou seja, que nao
pertencem a mesma reta. Este axioma garante que, além da existéncia de no minimo

trés pontos, dada uma reta, um deles nao pertence a ela.

Axiomas de separacao

S—1: Se Ax B * C ocorre, entao A, B e C sao trés pontos distintos e colineares e

C * B x A também ocorre.

S—2: Dados dois pontos distintos B e D, existem pontos A, C e E pertencentes a
% de modo que A* Bx D, BxCx D e B* D x E ocorrem. Veja a figura 2.7.
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Figura 2.7: Como consequéncia de S—2 a reta ¢ infinita e sem vazios
S—3: Dados 3 pontos distintos e colineares, apenas um deles esté entre os outros
dois.

Este axioma tem algumas consequéncias importantes. A primeira delas é que as
retas nao sao fechadas em si mesmas, como os circulos. Assim, ao se assumir este
axioma, fica eliminada a possibilidade de a Geometria FEuclidiana acontecer em uma
superficie com curvatura positiva. O cenério é uma superficie plana e infinita. Como
ressaltou Riemann, se a curvatura do espago do Universo for positiva, entao ele é
limitado. Além disso, se C'* A * B ocorre, dado o que declara os axiomas S—2 e S—3,
toda semirreta f@ tem uma semirreta oposta 1@ Desse modo, uma propriedade
interessante, estabelecida por alguns autores como um axioma, ¢ a separagao da reta,
que estabelece: dados C' x A x B em 1 (hipotese), qualquer ponto P, pertencente a 1,

estara ou na semirreta B ou na semirreta 1@ . A prova desta propriedade:

Demonstracao. 1. P pertence a E, ou nao. Portanto, temos de provar que se P
nao pertence a 1@ , entao deve pertencer a 1@ . Nao resta outra possibilidade

para a posicao de P.

2. Nesse caso, de P nao pertencer a zﬁ7 temos que P x A x B ocorre pelo axioma
S-3.

3. Considerando-se que P e C sao pontos distintos, novamente pelo axioma S-3,
temos uma de trés possibilidades para a posicao relativa entre P, A e C. Ou
C x Ax P ocorre, ou C' x P x A ocorre, ou P x C' x A ocorre. A primeira das
possibilidades é um raciocinio absurdo, ja que se C'x Ax P ocorresse, P pertenceria
a semirreta lﬁ, contrario ao que foi estabelecido em 2. Supode-se, entao, que

C % A x P ocorre, para verificar se alguma contradi¢do é encontrada.

4. Mais uma vez pelo axioma S—3, temos uma de trés possibilidades para a posigao
relativa entre P, B e C. Ou C * B x P ocorre, ou C * P x B ocorre, ou P+ C x B

ocorre.

5. A possibilidade C' * B x P deve ser descartada, pois combinada com P x A x B,
como declarado no passo 2, da como resultado que Ax B*C' ocorre, contradizendo
a hipotese (C' x A x B).
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6. A possibilidade C' x P x B deve ser descartada, pois combinada com C *x A x P,
como declarado no passo 3, da como resultado que Ax Px B ocorre, contradizendo
o passo 2 (Px A% B).

7. A possibilidade P+C'x B deve ser descartada, pois combinada com C'x Ax B, como
declarado na hipotese, da como resultado que A x C' x P ocorre, contradizendo o
passo 3 (C' x A x P).

8. Como foi obtida uma contradicao nas trés possibilidades, C' x A x P nao ocorre.

9. Assim, do passo 3, s6 sobram as possibilidades C'x Px A ou PxCx A, concluindo-se
que P pertence a semirreta oposta z@ .
m

S—4: Para toda reta | e para quaisquer trés pontos A, B e C, nao pertencentes a I,
tem-se:
a) se A e B estdo do mesmo lado de 1 e B e C estao do mesmo lado de 1, entao A e C
estao do mesmo lado de I;
b) se A e B estdao em lados opostos de 1 e B e C estao em lados opostos de 1, entdao A

e C estao do mesmo lado de 1.

Este axioma é conhecido como o da separacao do plano e garante que essa Geo-
metria é bidimensional. Além disso, faz com que o quinto postulado tenha sentido da
maneira como Euclides o descreveu, pelo fato de nele se mencionarem duas retas que
se encontram em um dos lados de uma transversal. A reta define, entao, dois semi-
planos distintos e que nao tém nenhum ponto em comum. Pode-se definir, ainda, uma
regiao, chamada de interior de um angulo, como sendo a interseccao de dois dos quatro
semiplanos, definidos por duas retas concorrentes. Assim, o interior de um tridngulo
pode ser definido como a interseccao de seus trés angulos.

A propriedade seguinte foi usada por Euclides sem uma prova formal.

Teorema de Pasch: Se A, B e C sao pontos distintos e nao colineares e 1 é uma
reta qualquer que intersecta AB em um ponto entre A e B, entao, 1 também intersecta
AC ou BC. Se C pertence a 1, entdo, | intersecta ambos AC e BC.

Demonstracao. Para provar esse teorema, deve-se observar que A e B pertencem, por
definicao, a lados opostos de 1. Se C pertence a 1, nao h& nada a provar, Se C nao
pertence a I, entao, C estd em um dos lados de 1. Se C estd do mesmo lado que A,
entdo, 1 intersecta BC' e néo intersecta AC. Se C esta do mesmo lado que B, entéo, 1

intersecta AC' e nao intersecta BC. Veja a figura 2.8. 0



30 Uma Cliéncia Axiomaética

Figura 2.8: Teorema de Pasch

Outro importante teorema é o das Barras Cruzadas.

Teorema das Barras Cruzadas: Se a semirreta 1@ esta entre as semirretas 1@
e z@, entao, a semirreta E intersecta o segmento BC. Veja a figura 2.9.
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Figura 2.9: Teorema das barras cruzadas

Demonstracao. Para se provar este resultado, deve-se verificar que, pela hipotese, D
estd no interior do dngulo ZCAB. Seja E um ponto de modo que E % A x C' ocorra.
Como jﬁ intersecta o segmento EC no ponto A, entre C e E, estes pontos (C e E) estdo
em lados opostos da reta 1@ O ponto B esta no interior do angulo ZDAFE, entao, B
e E estao do mesmo lado de ﬁ e B e C, em lados opostos. Seja G um ponto entre
B e C, que pertenga a jﬁ G esta no interior do angulo ZCAB. Entao, G pertence
a semirreta 1@ ou a semirreta oposta a ela. Supondo, por absurdo, que G pertenca
a semirreta ﬂ), entao, G nao esté no interior do angulo ZC' AB, contradizendo o que

foi colocado antes. Portanto, G pertence a semirreta E n

Axiomas de congruéncia

C—1: Sejam A e B pontos distintos. Seja A’ um outro ponto qualquer. Entao,

para cada semirreta r que parta de A’, existe um tunico ponto B’, sendo B’ # A’ e
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AB = A'B’. A figura 2.10 mostra essa situacdo. Esse axioma garante que a métrica
no plano euclidiano é a mesma em qualquer lugar, ou seja, podem-se transportar os

segmentos em qualquer dire¢ao, sem que haja deformacao.

Figura 2.10: Axioma do transporte do segmento

C—2: Qualquer segmento é congruente a si mesmo e se AB = C'D e AB = EF,
entdo, CD = EF.

C—-3: Se AxBx(C' e A'«B'sC" ocorrem, AB =~ A'B’ e BC = B'C", entao, AC = A'C".

C—4: Seja um angulo ZBAC qualquer. Seja uma semirreta 1@ ualquer, par-
tindo de um ponto qualquer, A’. Entao, existe uma tnica semirreta A’C’, em um dos
lados da reta A’B’, de modo a que Z/B'A'C' =2 /BAC. Este axioma garante que os
angulos também possam, como em C—1 para segmentos, ser transportados sem sofrer

deformacao. A figura 2.11 mostra essa situagao.

C-5: Todo angulo é congruente a si mesmo e se /A = /B e LA = /C, entao,
/B = /C. Este axioma para os angulos é o correspondente ao axioma C—2, para os

segmentos.

E interessante perceber as ideias por tras dos axiomas. Até aqui, em relacio a
segmentos e angulos, estao colocadas nocoes de reflexividade, transitividade e simetria
que permitirao construir uma forma de descrever consistentemente esse espaco, foco
da Geometria Euclidiana, o plano com curvatura nula.

O natural, ou 6bvio, agora, seria introduzir um axioma para os angulos que corres-
pondesse ao axioma C—3, para os segmentos. Seria um axioma que envolvesse a soma
de angulos. Este axioma, no entanto, nao sera necessario, posto que pode ser provado

usando o proximo axioma.



32

Uma Cliéncia Axiomaética

Figura 2.11: Axioma do transporte do angulo

C—6 - Primeiro caso de congruéncia de triangulos (LAL): Em um tridngulo,
se dois lados e o angulo incluso entre esses lados, forem congruentes a dois lados e ao
angulo incluso entre esses lados de outro triangulo, respectivamente, entao, esses dois

triangulos sao congruentes.

Este axioma faz a juncao dos axiomas de congruéncia de segmentos e angulos. Por
definicao, dois triangulos sao congruentes quando existe uma relacao de congruéncia
entre os angulos e os segmentos correspondentes. Isto implica em uma correspondéncia
entre as posicoes relativas dos vértices dos dois triangulos. Entao, num modo simplista
de descrever, um triangulo poderd deslizar no plano para encontrar seu parceiro de
congruéncia, mas nao poderd saltar para fora dele a fim de ser virado e atingir o
mesmo objetivo, a menos que o tridngulo em questao seja isésceles, como seréd visto
adiante.

Essa ideia simples de superposicao foi tomada por Euclides para provar o primeiro
caso de congruéncia de triangulos ao invés de tomar esse caso como axioma. Nao se
trata de uma ideia imprecisa, pelo contrario, mas o outro caminho tem uma peculiar
distingao em termos de logica e de elegancia [6].

Com esse conjunto de axiomas estabelecido, é possivel provar a proxima proposicgao,

a respeito de triangulos isosceles.

Proposicao: Se em um AABC, AB = AC, entdo, /B = /C.

Demonstracao. A prova dessa proposicao se faz ao se comparar dois tridngulos em que
os vértices assim se correspondam: A com A, B com C e C com B. Sob essa correspon-

déncia, dois lados e o angulo formado por eles no triangulo AABC sao congruentes a
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dois lados e ao angulo formado por eles no triangulo AAC B, por construcao e pelo
axioma C-5. Assim, AABC = AACB, pelo caso LAL, o que implica na congruéncia
dos angulos /B e ZC. O

A definicao seguinte permite se comparar segmentos e angulos.

Definicao: Referindo-se a figura 2.12, se A * C % B ocorre, considera-se que AB >
AC. Considera-se, ainda, que, se a semirreta @ esta no interior de ZPOQ, ZPOQ >
/POR.

Figura 2.12: Comparagao de segmentos e angulos

Definigao: Um éangulo seréd chamado agudo se for menor do que um reto e obtuso,

caso seja maior.

Axiomas de continuidade

Logo na primeira proposicao em Os elementos, para construir um triangulo equila-
tero, Euclides toma, sem prova subjacente, o ponto de interseccao entre dois circulos.
Sem poder fundamentar suas conclusoes em diagramas e desenhos, uma ciéncia axio-
mética nao pode prescindir de um embasamento logico que lhe dé consisténcia. Para
dirimir essa divida, e outras de mesmo carater, Hilbert propos a assuncao de trés pro-

priedades.

PC-1 Propriedade de continuidade circulo—circulo: Se um circulo tem um
ponto dentro e um ponto fora de outro circulo, entao, os dois circulos se intersectam

em dois pontos.

PC-2 Propriedade de continuidade reta—circulo: Se uma reta passa por um

ponto dentro de um circulo, entao, a reta intersecta o circulo em dois pontos.
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PC—-3 Propriedade de continuidade segmento—circulo: Se uma extremidade
de um segmento esta dentro de um circulo e a outra extremidade esta fora dele, entao,

o segmento intersecta o circulo em um ponto.

Axioma de paralelismo

Com os axiomas estabelecidos até aqui é possivel desenvolver-se uma geometria,
chamada Geometria Neutra, que nao assume o quinto postulado de Euclides ou o pos-
tulado das paralelas de Hilbert. Os resultados dessa geometria sao validos tanto na
Geometria Euclidiana como na Geometria Hiperboélica, mas nao sao validos na Geo-
metria Eliptica, devido ao fato de, nesta geometria os axiomas de separagao nao serem
véalidos. Para completar a axiomatica da Geometria Fuclidiana, temos o tltimo axioma

de Hilbert, a seguir.

Axioma euclidiano das paralelas de Hilbert: Para toda reta |l e para todo
ponto P, nao pertencente a 1, existe uma tnica reta m que passa por P e é paralela a
1. Veja a figura 2.13.

Figura 2.13: Reta m paralela a reta 1 por P

Para que se tenha uma exata dimensao da importancia e independéncia do quinto
postulado de Euclides, das paralelas, ou o seu equivalente acima descrito, verificando-se
quais resultados seriam passiveis de prova sem ele, devem-se tomar algumas proposicoes

da Geometria Neutra, em que nao ha o axioma das paralelas. E o que sera feito a seguir.

2.5 Geometria Neutra

O objetivo do estudo da Geometria Neutra, num trabalho de Geometria Hiperboélica,
é verificar qual é o papel do postulado das paralelas para se entender sua independéncia
em relacao aos outros postulados. Antes de aprofundar este tema, duas defini¢oes se

fazem necessarias.



Geometria Neutra 35

Definicao: Dadas duas retas 1 e I’ cortadas por uma reta transversal t, como
na figura 2.14, chamam-se angulos internos aos angulos ZA'B'B, /ABB', /C'B'B
e ZCBB'. Os angulos (ZABB' ¢ ZC'B'B) e (LA'B'B ¢ ZCBB') sao chamados de

angulos alternos internos.

e /
. A /
s t
L T
-y
-‘_\ "—;—*_\_‘_\_\_\q— I
R I.' T -
— G
\“ ,l'l —a__
e —
S Wi
~ -
P = G al, o I
¥ . - ———- -8 — -

Figura 2.14: Definicao de angulos alternos internos

Definicao: Duas retas, distintas e coplanares, sao ditas paralelas se nao se inter-

sectam.

Tendo em vista a peculiaridade das retas paralelas na Geometria Hiperbolica — pe-
culiaridade a ser tratada mais adiante —, devemos ressaltar o fato de esta ser uma das
definicoes mais importantes deste trabalho. Os objetos principais de estudo da Mate-
matica s&o os numeros e o espaco. Antes de aprofundar o tema a respeito da Geometria
Neutra, cabe estabelecer as bases que permitirao tratar medidas de segmentos e angu-
los, ou seja, entrelagar os dois objetos de estudo da Matematica de modo a facilité-lo,
apesar de nao ter sido esta a abordagem de Euclides, ao escrever Os elementos. As
dificuldades dos gregos em lidar com segmentos incomensuraveis, ou seja, com os nime-
ros reais, e a sua algebra puramente geométrica, além da posterior falta de apreco dos
romanos pela Matemaética, impediram o desenvolvimento deste campo, e das ciéncias,
com maior rapidez. Isso, sem mencionar a monopolizagao do conhecimento pela igreja,

na Europa, na Idade das Trevas [4].

Axioma de Dedekind: Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831-1916) estabele-
ceu, em 1871, o que pode ser considerado como a reciproca do axioma de separagao
S-3. O conjunto de todos os pontos de uma dada reta | € uma uniao disjunta ¥; U X9,
de dois conjuntos nao vazios, de modo que nenhum ponto de um subconjunto esta

entre pontos do outro subconjunto. Entao, existe um tnico ponto O de 1, tal que um
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dos dois subconjuntos é uma semirreta a qual tem como ponto inicial o ponto O e o
outro subconjunto é a semirreta oposta. Isto garante que a reta 1 nao tem buracos.
Tomando-se ainda, um segmento qualquer como unidade de medida, existem pontos
tnicos P e Q, com P*xO % (@, que distam aquela unidade de medida de O. Veja a figura
2.15.

unidade

=1 = 0 Q 22

unidade

Figura 2.15: Axioma de Dedekind

O axioma de Dedekind permite estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre os
pontos de uma reta e os nimeros reais. Assim, a cada ponto corresponde exatamente
um nimero real, que se pode chamar de coordenada do ponto, e vice-versa. A distancia
entre dois pontos quaisquer seré o valor absoluto da diferenca entre os ntimeros corres-
pondentes. Da mesma forma, podemos fazer corresponder a cada angulo, um ntmero
real entre 0 e 180, ou seja, dada um reta 1 definindo dois semiplanos, para cada ntimero
real entre 0 e 180, hé exatamente uma semirreta em cada semiplano, a qual define um
angulo com tal medida.

Isto posto, e com as defini¢oes prévias estabelecidas, pode-se proceder ao Teorema

dos Angulos Alternos Internos.

Teorema dos Angulos Alternos Internos: Se duas retas, cortadas por uma
transversal, formarem um par de angulos alternos internos congruentes com relagao a

esta transversal, entao, as duas retas sao paralelas.

Demonstracao. Para provar este teorema, novamente com referéncia a figura 2.14,
toma-se como hipotese que as retas | e I’ se intersectam em um dos lados da transversal
(essa intersecgao ocorreria no ponto D), o que é um absurdo, pois sao paralelas. Como
o axioma S-4 garante que a reta t <d_>eﬁme dois lados disjuntos, utilizando o axioma
C-1, encontra-se o ponto E na reta B'C’, no lado oposto a D em relacao a t, de modo
que B'D = B'E. Isto equivale a construir o triangulo AB'BE, reflexdo do triangulo
AB'BD em relagao a t, obtendo um outro ponto de intersecgao (E), violando o axi-
oma I-1. Nesse caso, B'E = BD e, como o segmento BB’ é congruente a si mesmo,
AB'BD = ANBB'E, pelo caso LAL, ja que, por hipotese, ZEB'B = /DBB’. Entao,
/DB'B =2 /EBB’. Mas, como Z/DB'B é o suplementar de /EB'B, /ZEBB' deve
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ser suplementar de ZDBB’, pois angulos congruentes tém suplementares congruentes.
Entao, o ponto E pertence a 1, o que leva l e I’ a ter dois pontos de intersec¢ao (D e E)

— um absurdo. Assim, | e I’ sao paralelas. m

Isso significa que duas retas perpendiculares a uma mesma reta sao paralelas, pois
formam angulos alternos internos congruentes com ela.

Outra consequéncia importante ¢ que existe uma tnica perpendicular (r) a uma reta
qualquer (1) passando por um ponto qualquer (P). A demonstragao deste corolario

deve ser dividida em duas partes.

Demonstracao. Primeira, considera-se o ponto P pertencente & reta 1. O axioma C—4,
garante que a perpendicular existe. Para provar ser tinica a perpendicular por P, supoe-
se que existam duas perpendiculares (r e 1) a 1 por P. Veja a figura 2.16. Assim, r e 1’
formam um angulo « entre si. Mas r e ', por defini¢ao, formam angulos retos com I.
Entao, como os angulos que r e r’ formam com 1 sao retos e suplementares, nao sobra

espago para o angulo «; portanto, r e r’ coincidem.

Figura 2.16: A perpendicular por um ponto em uma reta é tnica

Agora, considera-se o ponto P como nao pertencente a reta 1. Veja a figura 2.17.
Para provar a existéncia da perpendicular a 1 por P, sejam dois pontos distintos em
I, A e C.Se PA ¢ perpendicular a 1, esta provada sua existéncia. Por outro lado, se
PA nao é perpendicular, no semiplano oposto ao que contém o ponto P, através do
axioma C—4, define-se a semirreta ﬁ, com /PAC = ZCAD. Através do axioma
C—1, define-se o ponto P’ na semirreta E, com AP = AP’. Os triangulos APAB e
AP'AB sio congruentes (LAL). O ponto B ¢ a interseccio de PP’ com 1 e é chamado
de pé da perpendicular a 1 por P. Como os angulos ZPBA e ZP'BA sao congruentes e
suplementares, conclui-se que PP’ é perpendicular a 1. Para provar que PP’ é a tnica
perpendicular a 1 passando por P, supoe-se que existam duas retas perpendiculares a
1, passando por P. O teorema dos angulos alternos internos garante que essas perpen-
diculares coincidem, pois os angulos alternos internos sao retos e ambas passam por

P. [l
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Figura 2.17: A perpendicular por um ponto fora de uma reta é tnica

Ainda mais importante, se 1 é uma reta qualquer e P qualquer ponto nao perten-
cente a |, existe pelo menos uma reta paralela a 1 passando por P. Para se demonstrar
este resultado, basta verificar que, como demonstrado acima, s6 h4 uma perpendicular
a 1 passando por P, a qual pode ser chamada t (transversal). Novamente, s6 ha uma
perpendicular a t passando por P, e esta pode ser chamada m. Entao, | e m sao pa-
ralelas. Nao é possivel, como sera visto adiante, provar que esta reta m, paralela a 1,
é unica. Isso seria equivalente a provar o postulado Playfair ou o quinto postulado de
Euclides. Por isso foi declarado que existe pelo menos uma paralela e nao exatamente
uma. Com a ressalva de ser colocado a posteriori, ¢ um resultado que deixa antever o

desenvolvimento de outra geometria diferente da euclidiana.

Definigao: O angulo suplementar de um angulo qualquer de um tridngulo é cha-
mado de angulo externo a este triangulo. Os dois outros angulos do triangulo, que
nao aquele do qual foi tomado o suplementar, sao chamados de angulos internos nao
adjacentes a este angulo externo. Todo triangulo possui seis angulos externos, sendo

trés pares de angulos congruentes.
Teorema do Angulo Externo: Um angulo externo de um triangulo é sempre

maior do que qualquer um dos angulos internos nao adjacentes a ele. A figura 2.18

apresenta a situagao e sera referida na demonstragao do teorema.

Demonstracao. Para provar que ZACD é maior que ZA e que ZB, toma-se um deles
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Figura 2.18: Teorema do angulo externo

por vez. Considera-se, entao, que ZBAC = ZACD. Se isso for verdadeiro, pelo
teorema dos angulos alternos internos, z@ ¢é paralela a @7 contradizendo a hipotese
que essas retas se cruzam em B. Supoe-se, entao, por reducao ao absurdo, que ZBAC >
ZACD. Entao, existe uma semirreta /ﬁ, entre /@ e 1@, de modo a que LZCAE =
ZACD. Esta semirreta intersecta BC no ponto G, pelo teorema das barras cruzadas.
Mas, ainda de acordo com o teorema dos angulos alternos internos, E e C? sao
paralelas, contradizendo a hipotese de essas retas se cruzarem em G. Portanto, ZBAC
nao é congruente e nem maior do que ZACD), s6 restando ser menor. Para o angulo
/ABC' o raciocinio é idéntico, mas deve-se tomar o angulo externo ZBCF, que é

congruente a ZAC'D, pois sao opostos pelo vértice. O

Uma consequéncia desse teorema é que se um tridngulo tem um &angulo reto ou

obtuso, os outros dois angulos devem necessariamente ser agudos.

Proposigao: Em um tridangulo AABC, o maior lado fica oposto ao maior angulo
e vice-versa, ou seja, AB > AC < ZACB > /ABC. Veja a figura 2.19.
Se AB > AC, entdo, ZACB > /ABC.

Demonstragao. Para provar que ZACB > /ABC, toma-se um ponto D em AB de
modo que AD 2 AC, ja que por hipotese, AB > AC. Como LADC é externo ao
ABCD, ZADC > ZABC', um angulo interno nao adjacente ao ZADC. O ANADC' é
isosceles por definicao, entao, ZACD = ZADC. Portanto, ZACD > ZABC' e mais
ainda, ZACB > ZABC', como se desejava demonstrar.

Reciprocamente, se ZACB > /ABC , entdo, AB > AC.

Para provar que AB > AC, nega-se que AB seja maior do que AC. Nesse caso,

AB s6 pode ser igual ou menor do que AC. Se AB < AC, entdo, pelo que foi provado
anteriormente, ZACB < /ABC, contradizendo a hipotese. Se AB = AC, entdo, o
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Figura 2.19: Relacao entre angulos e lados no triangulo

ANABC éisosceles e ZACB = ZABC, novamente contradizendo a hipotese. Portanto,
s6 resta a possibilidade de AB > AC. O

Proposigao: O menor segmento unindo uma reta a um ponto fora dela é o seg-

mento perpendicular.

Demonstracao. Para provar esta proposicao, referindo-se a figura 2.20, tome um ponto
P, nao pertencente a uma reta l. Seja r a perpendicular a | passando por P e Q, o pé
desta perpendicular. Seja R um ponto qualquer de 1, distinto de Q. Seja S um ponto
em 1 de modo que S *Q * R ocorra. O ZPQS é reto, ja que r é perpendicular a 1. Pelo
teorema do angulo externo, este angulo (ZPQS) é maior do que ZPRQ), e portanto,

baseado na proposicao anterior, PQ < PR. O

As duas proposigoes anteriores serao importantes mais adiante, ao tratar-se dos

quadrilateros de Saccheri.

Proposigao — Desigualdade triangular: Se AB, BC e AC sao os comprimentos
dos lados AB, BC' e AC' de um AABC' qualquer, entao, AC < AB + BC. Veja a figura
2.21.

Demonstracao. Para provar essa proposicao, deve-se lancar mao do axioma C-1, fa-
zendo com que o segmento BC' seja replicado sobre a semirreta 1@, a partir de

B, definindo o ponto D. Forma-se, entao, um ABCD, isésceles, e portanto, com
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Figura 2.20: O menor segmento entre um ponto e uma reta é o segmento perpendicular

C

Figura 2.21: Desigualdade triangular

/BCD = /BDC. Temos que AD = AB + BD e BD = BC, por construcdo. Subs-
tituindo, temos AD = AB + BC. A semirreta C@ esta entre as semirretas 671 e @,
pois ZACD > ZBCD, por construcao. Entao, ZACD > ZADC, pois este tltimo é
congruente a ZBCD. Portanto, AD > AC, pela proposi¢cao anterior. Mas como AD
= AB + BD, conclui-se que AB + BC > AC. n

Como ja foi mencionado, todos os resultados da Geometria Neutra, mostrados até
aqui, sao validos tanto na Geometria Euclidiana quanto na Geometria Hiperbolica. No
entanto, para a Geometria Eliptica, esse conjunto de axiomas nao convém, ja que o
axioma S—3 nao vale, nem os teoremas dos angulos alternos internos, pela inexisténcia
de paralelas, e do angulo externo, pois um triangulo pode ter dois angulos retos nesta
geometria.

Propoe-se agora assumir o axioma das paralelas de Hilbert para provar um resultado
importante o qual mostra uma diferenca entre as Geometrias Euclidiana e Hiperbolica.

Esse resultado refere-se a soma dos angulos internos de um triangulo.

Proposicao — Soma das medidas dos dngulos de um tridngulo: A soma das

medidas dos angulos de qualquer triangulo é 180°, desde que seja assumido o axioma
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euclidiano das paralelas de Hilbert.

A figura 2.22 auxilia na prova desta proposi¢ao.

Figura 2.22: Soma das medidas dos angulos internos

Demonstracao. Assim, seja um triangulo AABC qualquer. Toma-se a paralela a reta
/ﬁ que passa por B. Os angulos alternos internos com respeito as transversais j@ e %
sdo congruentes, como assegura o Teorema dos Angulos Alternos Internos. Os angulos

formados no vértice B somam 180° e sao exatamente os angulos do triangulo. O

Um corolario importante desta proposigao é o fato de — lembrando que, agora, se
esta assumindo o axioma euclidiano das paralelas de Hilbert — a medida de um angulo
externo de um triangulo ser igual a soma das medidas de seus dois angulos internos nao
adjacentes. Como a soma dos trés angulos internos é 180° e a soma de um externo com
seu adjacente externo também é 180°, basta cancelar a medida deste angulo adjacente

externo nos dois lados desta igualdade para obter o resultado.

Quadrilateros de Saccheri

Giovanni Girolamo Saccheri (1667-1733) foi um padre jesuita e matematico itali-
ano que dedicou boa parte de seu tempo em andlises criticas da Geometria Euclidi-
ana, principalmente do axioma das paralelas, numa abordagem cujo objetivo era obter
consequéncias contraditorias da negacao desse axioma. Ao nao conseguir obter tais
contradigoes, ja que estava no caminho certo e suficientemente perto de desenvolver as
Geometrias Nao-Euclidianas, fez pressuposicoes injustificadas alegando que a hipotese
do angulo agudo, descrita a seguir, era absolutamente falsa devido a ser repugnante
a natureza das linhas retas. Publicou, pouco antes de sua morte, a obra Fuclides ab
Omni Naevo Vindicatus (Euclides liberto de todas as falhas). Cabe reparar na ironia
deste titulo. Se Saccheri tivesse sucesso no seu intento, ao contrario de libertar Eucli-
des de falha, estaria, na verdade, mostrando que ele cometeu um erro de redundéancia,
pois teria estabelecido um postulado passivel de prova. De qualquer maneira, o titulo

escolhido ndo causou maiores polémicas junto aos inquisitores da igreja catolica [6].
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Definigao: O quadrilatero convexo LJABDC, em que os angulos adjacentes a base
/A e /B sio retos e os dois lados AC' e BD sao congruentes, é chamado de quadrilatero

de Saccheri. Veja a figura 2.23.
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Figura 2.23: Quadrilatero de Saccheri

Nao é dificil provar, por congruéncia de triangulos, as seguintes afirmagoes:
e os angulos de topo, ZC e ZD, sao congruentes;

e a reta ligando os pontos médios da base e do topo é perpendicular a ambos esses
lados;

e as diagonais, AD e BC, sao congruentes.

Se for assumido o axioma euclidiano das paralelas de Hilbert, os angulos de topo
serao retos. Por outro lado, se for assumido que os dngulos de topo possam ser ambos
agudos ou obtusos, implicitamente esta se negando este axioma. Foi o que fez Saccheri,
na busca por alguma contradi¢cao nas duas hipoéteses que nao a euclidiana. Saccheri

nomeou estas trés hipoteses conforme segue:

e Hipotese do angulo reto: mZC' = mZD = 1 angulo reto. Nesse caso, AB = CD.

e Hipdtese do angulo obtuso: mZC = m/ZD > 1 angulo reto. Nesse caso, AB >
CD.

e Hipodtese do angulo agudo: mZC = m/D < 1 angulo reto. Nesse caso, AB <
CD.

Nao s6 para se provar as afirmacgoes acima sobre as medidas da base e do topo,
mas também para se demonstrar nao se sustentar a hipétese do angulo obtuso, faz-se
necesséria a introdugao do Teorema de Saccheri-Legendre. Antes porém, um teorema

e trés proposicoes também necessarias.
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Teorema: Existe uma correspondéncia biunivoca entre os pontos de uma reta e os
ndmeros reais.

Esta bijecao é também chamada de sistema de coordenadas para a reta em questao.
Em conjuncao com o axioma de Dedekind, este teorema permite associar a cada ponto
da reta um tnico numero real, que sera a coordenada do ponto em relacao a reta. O
ponto da reta associado ao nimero zero é a origem do sistema de coordenadas. Assim,
seja um segmento AB, em que a e b sejam as coordenadas de suas extremidades A
e B. A medida do segmento AB sera dada por AB, o valor absoluto da diferenca
das coordenadas a e b. A ordenacao dos nimeros reais garante a consisténcia dessa

abordagem.

Proposicao 1: Todo segmento tem um tnico ponto médio.

Demonstracao. Para demonstrar a existéncia do ponto médio, considere um segmento
AB, com as coordenadas dos extremos sendo a e b. Considere, ainda, um ntmero m de-
notado por “TH’ O axioma de Dedekind e o axioma S—3 garantem que existe um ponto
M com esta coordenada. Deve-se provar que M esté entre A e B e que AM = MB.

Os comprimentos de AM e M B sao dados por:

a+b a b
AM =|a—m |=| a— =] = — = |
2 2 2
b b
MB=|m—bl=| 22 _q=) &2
2 2 2
O que significa que AM = MB e, como o ntmero %’ esta entre a e b, o ponto M

estd entre A e B (A% M x B).
Para provar a unicidade do ponto médio, supoe-se a existéncia de um outro ponto

médio M’, com coordenada m’, de modo a que AM’ = M’'B. Assim, se a < m’ < b,

entao a - m’ = m’ - b. Ouseja,m’:“TH’. Eseb <m’<a,entaob-m’=m’ - a.
Ou seja, m' = “T*b Como tém a mesma coordenada %’, M e M’ sao o mesmo ponto e
o ponto médio é tnico. O

Proposicao 2: Dado um triangulo ABC, existe um triangulo AEC cuja soma das
medidas de seus angulos é igual & soma das medidas dos angulos do triangulo ABC,
mas que possui um angulo de medida menor ou igual & metade da medida de um dos

angulos do triangulo ABC.

Demonstracao. Para demonstrar a proposigao, seja um triangulo ABC e seja o ponto

D o ponto médio do segmento BC. Na semirreta zﬁ define-se o ponto E, de modo
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que AD = DE, através do axioma C-1. A figura 2.24 mostra essa situacio. Deve-se

mostrar primeiro que:

m/AEC + m/ACE + m/EAC = mZABC +~m/BAC +m/ACB

Da congruéncia dos triangulos ADB e EDC, tem-se que ZABD = /ECD e /BAD =
/ZCED. Entao, vem:

m/ABC +m/BAC +m/ACB = m/ECD +m/BAD +m/DAC + m/ACB

m/LABC +m/BAC +m/ZACB = m/ZAEC + mZACE +m/ZFEAC

Figura 2.24: Dois triangulos com dois requisitos atendidos

Em seguida, deve-se mostrar que mZAEC oum/ZFEAC < %mZBAC. Mas, m/BAC =
mLBAD+m/DAC = m/ZAEC +m/ZFEAC. Entao, segue o resultado, pois, se o todo
é maior do que as partes, ou os angulos ZAEC e ZFEAC sao iguais & metade de ZBAC'

ou um deles é maior e o outro, menor. O

Proposicao 3: A soma das medidas de dois angulos internos de um triangulo é

sempre menor do que 180°.
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Demonstragao. Para a prova desta proposicao, referindo-se a figura 2.25, basta tomar o

Teorema do angulo Externo para verificar que mZB < (e que f+mZC = 180°. Entao,

mLB +msC < 8+ msC
mZB +m/C < 180°

Figura 2.25: A soma das medidas de dois angulos de um triangulo é sempre menor do
que 180°

Teorema Saccheri—Legendre: A soma das medidas dos dngulos internos de um
tridngulo qualquer é menor ou igual a 180°, ou seja, dado AABC, m/ZA + m/B +
mZC < 180°.

Demonstracao. Para demonstrar este teorema, deve-se supor que exista um triangulo
ABC com a soma das medidas de seus angulos maior do que 180°, para encontrar
uma contradi¢ao, provando o resultado. Entao, para esse suposto triangulo, mZA +
mZB 4+ m/ZC = 180° + §, com ¢ sendo um nimero positivo. Dado o que foi colocado

na proposi¢ao 2, acima, existe um triangulo AA; B;Cy, que satisfaga:
mZA, +mLBy +mZC; = 180° + 0
m/A; < %mZA
Assim, iterando dessa mesma forma, vai-se obter um triangulo que satisfaga:

mZA, + mLB, + mZC, = 180° +§
mZlA, < Q%mAA

1

Ao atingir um ng suficientemente grande, de modo a que 7 < 0, o tridngulo obtido

satisfara:
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mZAng +mZLBng +mZCng = 180° + ¢
mZlAng < 0

A esta altura, tem-se mZB,,, + mZC,,, = 180° + 0 — mZA,,, a qual serd maior do
que 180°, contrariando o que ficou, acima, estabelecido pela proposicao 3. Portanto,
mZA, +msB, +m/C, < 180°. ]

Este resultado sera usado nao s6 a fim de provar nao caber a hipétese do angulo
obtuso na Geometria Neutra, mas também para obter as relagoes entre os tamanhos
da base e do topo do quadrilatero de Saccheri, nas outras duas hipoteses. Como con-
sequéncia desse resultado, tem-se que a soma das medidas dos angulos internos de um

quadrilatero ¢ menor ou igual a 360°.

Proposicao: A hipdtese do angulo obtuso nao é valida na Geometria Neutra.

Demonstracao. Para demonstrar esta proposicao faz-se uso da figura 2.26 que associa
um triangulo qualquer a um quadrilatero de Saccheri, da seguinte maneira: seja o
triangulo EDC em que se definem os pontos médios do lado ED, como ponto M, e do
lado EC, como ponto N. Assim, EM =2 MD e EN =2 NC. Sobre a reta m definem-
se duas perpendiculares passando por D e C. A intersec¢ao dessas perpendiculares
com m definird os pontos B e A. Assim, fica definido o quadrilatero JABDC', com

os angulos A e B retos. O quadrilatero aparece invertido com relacao ao desenho

usual. Define-se, entao, a perpendicular ao segmento M N, passando pelo ponto E, que
intersecta M N em F.

Figura 2.26: Quadrilatero de Saccheri associado a um triangulo
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Observa-se que AEMF =2 ADMB e AENF =2 NCNA, pelo caso LAA. Entao,
EF = BD = AC e o quadrilatero formado ¢ um Quadrilatero de Saccheri.

Como impoe o Teorema de Saccheri-Legendre, a soma dos angulos internos de

qualquer triangulo, na Geometria Neutra, é menor ou igual a 180°. Entao, a+y+e+( <
180°. Note que ZF =a+v. Como oo = ey =9, tem-se que S+ ¢+ + ¢ < 180°.
Mas f+e¢ = /4D e §d +( = ZC, sao os angulos de topo do quadrilatero. Entao,
/D + ZC < 180° e mais, /D = ZC. Portanto, esses angulos nao podem ser maiores

do que 90°, eliminando a hipdtese do &ngulo obtuso para o Quadrilatero de Saccheri. [

Removida a hipotese do angulo obtuso, resta provar que a medida do segmento de

topo do Quadrilatero de Saccheri é maior ou igual & medida da base.

Proposicao: No Quadrilatero de Saccheri, a medida da base é menor ou igual a

medida do segmento de topo.

Demonstracao. Com o intuito de demonstrar essa proposicao, referindo-se a figura
2.27, seja um Quadrilatero de Saccheri JABDC'. Deve-se observar que ZA =a+ f =
90°, por definicao. O ponto D é interno ao angulo CAB. Apelando ao Teorema de
Saccheri-Legendre, 5+ v+ 90° < 180°, ou 8+ v < 90°. Entao, a+ > [+ . Assim,
conclui-se que a > 7. Como ja foi provado que o maior lado de um triangulo fica
oposto ao maior angulo, observando os triangulos ACD e ABD, nota-se que a diagonal
AD é comum a ambos e, por definicdo, AC' = BD, e portanto, CD > AB. O

c

Figura 2.27: Quadrilatero de Saccheri e a desigualdade base—topo

Assim, no caso euclidiano, a hipétese do angulo reto, a base e o topo sao congruentes
e o quadrildtero ¢ um retangulo. Na hipotese do angulo agudo, inimiga de Saccheri,
o topo é maior do que a base. Nesse caso, a geometria em questao é a Geometria
Hiperbdélica, o estranho novo mundo de Janos Bolyai, com suas infinitas paralelas e em

que retangulos nao existem. E o que sera tratado no préoximo capitulo.



3 Geometria Hiperbdlica

Antes de descrever alguns resultados em Geometria Hiperbolica, cabe revisar alguns
conceitos de conicas, especificamente da hipérbole. A hipérbole é o lugar geométrico
dos pontos de um plano, cuja diferenca, em valor absoluto, das distancias a dois pontos
distintos fixos desse plano, é constante e menor que essa distancia. A figura 3.1 mostra

a determinacao desses pontos.

Figura 3.1: Hipérbole como um lugar geométrico

Ela pode ser obtida ao se intersectar uma superficie conica circular regular com um

plano paralelo (mas, nao necessariamente) ao eixo principal do cone, como na figura
3.2.

Figura 3.2: Hipérbole como secgao conica

O grafico de uma fungao racional y = 1/x, na figura 3.3, também representa os dois

49
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ramos de uma hipérbole.

H&a que se notar como os ramos da hipérbole se aproximam mais e mais das as-
sintotas sem nunca tocé-las. Este é o conceito que define as paralelas na Geometria
Hiperbolica Plana, ou seja, geodésicas coplanares, numa superficie com determinada
curvatura, que nao se intersectam, como na figura 3.4. Ao contrario das retas parale-
las da Geometria Euclidiana Plana, que mantém sempre a mesma distancia entre si,

essa abordagem de paralelismo da Geometria Hiperbolica foge ao senso comum ou a

intuigao.

Figura 3.3: Gréfico dey = 1/x

Figura 3.4: Hipérbole e assintotas

3.1 Infinitas Paralelas

Para o desenvolvimento desta geometria, que tanto agradou a Gauss, deve-se negar

o quinto postulado de Euclides, substituindo-o por:

Dada uma reta | e um ponto P, nao pertencente a l, existem pelo menos duas retas

distintas paralelas a | passando por P.

A figura 3.5 mostra esta situagao. Na superficie nao-euclidiana em que esta confi-
guracao ¢é valida, toda a reta | estd no interior do dngulo ZAPB. As retas %71 e ﬁ



Infinitas Paralelas

ol

sao geodésicas paralelas a 1 no plano hiperboélico de curvatura negativa, e sao duas,

entre as infinitas geodésicas que, passando por P, nao intersectam 1.

Figura 3.5: Duas paralelas a reta 1

Assim, para estabelecer alguns teoremas com conceitos e propriedades essenciais
dessa geometria, e de volta ao quadrilatero de Saccheri, deve ser possivel verificar a
impossibilidade da ocorréncia de retangulos nesse plano. Isso pode ser provado com o

proximo teorema.

Teorema 1 da Geometria Hiperboélica: Na Geometria Hiperbolica, a soma das

medidas dos angulos internos de qualquer triangulo é menor do que 180°.

Demonstracao. Para provar este resultado, referindo-se a figura 3.6, toma-se o caso
particular de o tridngulo em questao ser retangulo. Assim, considera-se o tridngulo
AABC, reto em A. Se fosse assumida a suposicao de que a soma dos angulos internos
é igual a 180°, contrariando aquilo que se quer provar, os angulos /B e ZC' seriam
complementares. Usando-se o axioma S—4, define-se o ponto D, no lado oposto a
A, em relacio ao segmento BC, de modo que se tenha LACB = /CBD e AC =
BD. Isto implica em que o angulo ZABD seja também reto, pois é formado por dois
angulos complementares. Se isso é valido, AACB = ADBC, pelo caso LAL. Entao,
o quadrilatero JABC'D é um quadrilatero de Saccheri e se estd assumindo a hipotese
do angulo agudo. Mas, isto é impossivel ja que o angulo ZD é reto, ou seja, nao ha
como a soma dos angulos do AABC somarem 180°, restando a tnica possibilidade de
somarem menos do que isso, pois a hipotese do angulo obtuso ja havia sido descartada
por Saccheri na Geometria Neutra.

A fim de generalizar o resultado para qualquer tridngulo, referindo-se a figura 3.7,
toma-se um triangulo ABC qualquer. Pode-se decompoé-lo em dois triangulos retan-
gulos ao se tomar a altura ao maior dos lados desse tridngulo, no caso o lado AB,
definindo-se o ponto D. A soma dos angulos internos desses dois tridngulos retangulos
é menor do que 180°, como provado anteriormente, e serd 90°+m/A+m/C+m/B+
90° < 360°. Portanto,

mLA+msB+mZC < 180°
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Figura 3.6: Primeiro Teorema da Geometria Hiperbolica — Tridngulo retangulo

Figura 3.7: Primeiro Teorema da Geometria Hiperbolica — Tridngulo genérico

Uma consequéncia desse teorema da Geometria Hiperbolica é que todos os quadri-
lateros convexos tém soma de angulos menor do que 360°, como foi visto ao se tratar
dos quadrilateros de Saccheri. Isto implica na inexisténcia de retangulos na Geometria

Hiperbdlica.

Teorema 2 da Geometria Hiperbdlica: Na Geometria Hiperbdlica, em que
retangulos nao existem, para toda reta |1 e para todo ponto P, nao pertencente a I,
existem pelo menos duas paralelas distintas a 1 que passam por P. Além disso, existem

infinitas paralelas a 1 passando por P.

Demonstragao. Para provar este importante teorema, referindo-se a figura 3.8, deve-se
baixar a perpendicular PQ a reta 1 e depois definir a reta m perpendicular a PQ em P.

Seja R outro ponto qualquer em 1. Define-se a reta t, perpendicular a | por R. Define-se
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a perpendicular a reta t, que passa por P. O ponto S é a intersec¢ao desta perpendicular
com t. Entao, % e m sao paralelas a 1, pois ambas fazem angulos alternos internos
iguais (retos) com perpendiculares de 1. Se for assumido que m e % sao a mesma reta,
e portanto S pertence a m, isso significaria ser PQRS um retangulo, o que contradiz
a hipotese de esta ser a Geometria Hiperbolica. Assim, existem duas paralelas a 1

passando por P. Ao variar o ponto R, obtém-se infinitas paralelas a 1 passando por
P. ]

Deve-se pensar no segmento RS como o segmento que liga os pontos médios do
topo e da base do Quadrilatero de Saccheri que, no caso desta figura, aparece cortado

ao meio. Naturalmente, o angulo entre PS e PQ é agudo.

i

Figura 3.8: Infinitas paralelas

Teorema 3 da Geometria Hiperboélica: Na Geometria Hiperbélica, se dois tri-

angulos sao semelhantes, entao, sao congruentes.

Demonstracao. Para a prova deste teorema, referindo-se a figura 3.9, assume-se o con-
trario, ou seja, que AABC e NA'B'C’ sao semelhantes, mas nao congruentes, o que
significa que seus angulos correspondentes sao congruentes, mas seus lados correspon-
Sem perda de generalidade, supoe-se que AB > A'B’ e AC' > A'C'.

dentes, nao.
Assim, pode-se encontrar o ponto B” em AB e o ponto C” em AC de modo que
AB" =2 A'B" e AC" = A'C'. Entao, pelo caso LAL, AA'B'C' =2 AAB"C”. Entao,
ZAB"C" = /B e ZAC"B" =2 ZC". Mas, por defini¢ao, como /B = /B e /C = £,
logo, ZAB"C" = /B e /ZAC"B" = /C. Assim, os segmentos BC e B"C" siao paralelos

e o quadrilatero BB”C”C é convexo e tem a soma de seus angulos exatamente igual a

~

360°, o que contradiz o teorema anterior. Portanto, triangulos semelhantes sao con-
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gruentes na Geometria Hiperbodlica. Nao se pode, nessa geometria, ampliar ou reduzir

um poligono sem que ele sofra distorcao. O

Figura 3.9: Triangulos semelhantes sao congruentes

Definicao: Como na Geometria Hiperbodlica, a soma dos angulos internos de um tri-
angulo ABC qualquer é menor do que 180°, define-se o defeito desse triangulo, §(ABC),

como a medida do angulo suplementar a soma dos seus angulos, ou seja,
d(ABC) =180° — (mLA +m4LB +mZC)

Quanto ao defeito, essa formula é vélida se os angulos forem medidos em graus.
No caso de se usar radianos como unidade de medida de angulos, tratando-os como

numeros reais, a formula sera:
I(ABC) =7 — (mLA+msLB+mZ(C)

Proposigao: Seja um triangulo ABC em que B x D % C ocorre, como mostra a
figura 3.10, entao,
d(ABC) = §(BAD) + 6(CAD)

Figura 3.10: O defeito tem propriedade aditiva
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Demonstracao. A prova dessa proposi¢ao segue diretamente do fato de os dngulos em

D serem suplementares e de
m/A=m/BAD +m/DAC

O

Além disso, deve-se observar que o defeito de um dado triangulo é exatamente igual
ao defeito de outro tridngulo congruente a ele. Essas duas propriedades do defeito,
a aditividade e sua invariancia sob congruéncia, serao importantes ao tratar-se, mais

adiante, do conceito de area na Geometria Hiperbolica.

Proposicao: Na Geometria Hiperbolica, se | e m sao paralelas, entao, qualquer
conjunto de pontos de 1, equidistantes de m, tem no maximo dois pontos. Veja a figura
3.11.

Figura 3.11: Pares de pontos equidistantes e perpendicular comum

Demonstragao. Para provar esta proposigao, basta verificar que na Geometria Hiperbo-
lica retdngulos nao existem. Esta proposi¢ao estabelece que podem ocorrer, no méximo,
dois pontos com a mesma distancia entre duas paralelas. A tnica outra possibilidade
é que nao ocorra nenhum ponto com esta caracteristica, o que leva a conclusao de que,
neste caso, todos os pontos das duas paralelas tém distancias diferentes. Essas duas
possibilidades decorrem dos dois tipos de paralelas possiveis nessa geometria. Essa

classificacao de paralelas sera vista em seguida. O

Proposigao: Na Geometria Hiperbolica, se | e m sao paralelas e se existe um par
de pontos em 1, equidistantes de m; entao, 1 e m tém um tnico segmento perpendicular
a ambos, que se situa no ponto médio desses pontos equidistantes. Essa perpendicular

comum ¢é o menor segmento unindo qualquer ponto de | a qualquer ponto de m.
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Demonstragao. Para provar esta proposicao, ainda se referindo a figura 3.11, basta ve-
rificar que ABB’A’, CDD’C’, EFF’E’ e assim por diante, sao quadrilateros de Saccheri,
com o segmento MM’ no ponto médio do segmento AB. A reta m diverge da reta | a
direita e & esquerda do segmento MM’ O]

Deve-se estar atento ao fato de que esta configuragao mostrada na figura 3.11, com
1 e m divergindo em ambos os lados, é o caso mais comum entre as infinitas retas hiper-
bolicas paralelas dessa geometria. Pode ocorrer que duas retas hiperbolicas paralelas
sejam divergentes em uma diregao e convergentes assintoticamente em outra. O que
vai diferenciar um tipo de paralela de outro é a existéncia do segmento perpendicular
comum. Assim, se existe este segmento, chamam-se essas paralelas de divergentes, ou
ultraparalelas. Caso contrario, chamam-se de paralelas assintoticas.

Além das geodésicas paralelas, as quais passam por um ponto nao pertencente a
outra, naturalmente ha também as que passam por esse ponto e concorrem com ela.
Uma questao que surge, entao, é: deve haver uma tltima geodésica concorrente e uma
primeira paralela, a partir daquela concorrente. Essa primeira paralela assintotica é
chamada de paralela limite & reta passando pelo ponto. Existem duas paralelas limites,
uma de cada lado da perpendicular comum. O &ngulo que cada uma dessas paralelas
assintoticas faz com a perpendicular comum é o mesmo, por simetria, e é chamado de
angulo limite ou angulo de paralelismo |[6].

Uma construcao interessante proposta por Gauss em 1831, e que nao faz uso do
quinto postulado, aparece na figura 3.12. Essa figura apoia o entendimento da ideia
da paralela limite. Seja uma reta jﬁ e um ponto P, nao pertencente a ela. Toma-se,
entdo, a perpendicular AP de P até Zg . Uma reta % é dita paralela limite a Zg,
em P, se, para qualquer reta ﬁ, em que S esteja no interior dos angulos ZAPQ e
/PAB, sendo 0 < mZAPS < mZAPQ, % intersecta jﬁ

Figura 3.12: A genialidade de Gauss

Ao se considerar o conjunto das retas que passam por P, a paralela limite % é a
primeira reta emanando de PA em direcdo a B, a qual falha em intersectar Zg . Sem
assumir o quinto postulado nao se pode afirmar se essa primeira paralela é também a

ultima, caso em que se estaria tratando com uma Geometria Euclidiana [7].
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Se o angulo limite é «, escolhendo-se uma unidade de medida e nomeando-se o
comprimento do segmento AP de d, pode-se estabelecer o teorema Lobachevsky-Bolyai

que propoe a relagao: |7]

Ealloo

tan(%) =e

Cabe notar que se d tende a um valor muito grande, o dngulo de paralelismo tende
a zero. Se, por outro lado, tomarmos d com valor cada vez menor, o angulo vai ficando
mais préoximo a 90°, como o angulo de paralelismo da Geometria Euclidiana. O mesmo
ocorrendo quando a constante k, que é uma caracteristica desta geometria, tende a
infinito. Neste caso, independente do valor de d, se k tende a infinito, o tende a 90°,
ou 3 radianos. Esta constante foi referida por Gauss, em carta a Franz Adolph Taurinus

(1794-1874), em 1824, como nao sendo possivel ser fixada a priori.

A curvatura do plano hiperbdélico:

Cabe, entao, nesse ponto do trabalho, discutir outro conceito muito importante,
aquele que distingue as diversas geometrias planas, ou seja, a curvatura de uma su-
perficie, conforme foi definida por Gauss. Para tanto, parte-se da propriedade que
distingue uma reta de uma circunferéncia. A reta tem curvatura zero, ou seja, pode-se
pensar nela como uma circunferéncia de raio infinito. A circunferéncia, por outro lado,
tem a mesma curvatura em todos os seus pontos. Comparando-se duas circunferén-
cias de raios diferentes, pode-se verificar que uma circunferéncia de raio menor é mais
encurvada que uma de raio maior. Portanto, a curvatura é inversamente proporcional
ao raio da circunferéncia. Gauss, em seus estudos de 6ptica, definiu a curvatura, nesse
caso, como sendo K = 1/R.

Em relacao a curva diferente de uma circunferéncia, ou seja, que nao tem curvatura
constante, esta deve ser determinada para cada ponto da curva. Nesse caso, continua
valendo, para o célculo da curvatura num ponto qualquer da curva, a expressao K =
1/R. R é o raio (chamado “raio de curvatura”) do circulo, cujo centro (chamado “centro
de curvatura”) se encontra na linha normal (perpendicular) e interior (que diz respeito
ao mesmo lado descrito pela curva) e que melhor a aproxima naquele ponto. Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646-1716) chamou este circulo de osculante. Dentre os intmeros
circulos que tangenciam a curva, no ponto em questao, o raio de curvatura ¢é o raio do
maior deles.

No tocante a uma superficie encurvada, Gauss definiu a curvatura em um ponto
como o produto entre a maior e a menor, naquele ponto. Dentre todos os possiveis
circulos osculantes as curvas formadas pela interseccao da superficie em questao, com
planos concorrentes a ela, naquele ponto, tomam-se os de menor e maior raio para
definir estas curvaturas maior e menor, respectivamente.

Se a superficie for plana, todas as sua intersec¢oes com planos concorrentes serao

retas. A curvatura de Gauss, portanto, seré nula.
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Se a superficie for encurvada, num ponto, para o mesmo lado, tera curvatura positiva
naquele ponto, pois os circulos osculantes ficarao do mesmo lado (interno). Assim, uma
esfera tem curvatura constante K = 1/R?.

Se a superficie for tal que os circulos osculantes, num determinado ponto, ficam
em lados opostos da superficie, a curvatura sera negativa, nesse ponto, pois serd o
produto de dois niimeros com sinais diferentes. Este é o cenéario da Geometria Hi-
perbolica. Como exemplos desse tipo de superficie, temos a sela na figura 3.13 e a
pseudo-esfera na figura 3.14. A pseudo-esfera é gerada a partir da rotacao de uma
tractriz em torno de sua assintota e foi assim batizada por Eugénio Beltrami (1835-
1900), por possuir curvatura constante negativa K = —1/R?. Beltrami, em seu Ensaio
sobre uma interpretacao da Geometria Nao-FEuclidiana, de 1868, foi o primeiro mate-
mético a concretizar resultados da Geometria Hiperbolica, nao s6 usando essa superficie
como modelo, mas também mostrando que ela é tao consistente quanto a Geometria
Euclidiana [14]. Cabe ressaltar que uma superficie completa (sem singularidades) —
nao ¢ o caso da pseudo-esfera —, com curvatura constante negativa é uma abstracao,

nao sendo possivel incorpora-la em R? [6].

Figura 3.14: Superficie com curvatura negativa - Pseudo-esfera
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A curvatura de uma superficie descrita até aqui é um conceito local, ou seja, é
a curvatura em um ponto. Resultados mais avancados sobre esse tema nao serao
descritos neste trabalho, por envolverem conceitos da Geometria Diferencial, a qual nao
é o seu foco. De qualquer maneira, cabe enfatizar, como ja foi mencionado quando da
discussao do surgimento das Geometrias Nao-Euclidianas, o Teorema Egrégio de Gauss.
Este estabelece que a curvatura é uma propriedade intrinseca da superficie, ou seja,
pode ser determinada sem sair da superficie, sem a necessidade dos circulos osculantes,
utilizando apenas a medida da area de uma regiao. Gauss, por meio do mapeamento
da superficie sobre uma esfera de raio unitirio, mostrou ser possivel determinar a
curvatura total dessa superficie, ou de uma regiao. Essa curvatura sera proporcional a

area dessa regiao.

O Conceito de Area na Geometria Hiperbélica:

Ao se trabalhar na Geometria Euclidiana, o conceito de area, quantidade de superfi-
cie abarcada por determinado poligono, esta intimamente ligado a figura do retangulo,
que nao existe na Geometria Hiperbolica. A area do retangulo, na Geometria Eu-
clidiana, é calculada pela medida de sua base vezes a medida de sua altura. Esse
nimero vai computar quantas unidades de area cabem nesse retangulo. Realmente, se
um retangulo tem b unidades de comprimento na base e h unidades de comprimento
na altura, sua area terd bh unidades de area (um quadrado medindo uma unidade
de comprimento de lado). Essa unidade de comprimento pode ser o metro ou outra
qualquer que se resolva escolher. Em qualquer unidade, a area seré proporcional a
unidade de medida. Pode-se provar essa afirmacao escolhendo uma unidade de medida
qualquer, por exemplo n. O retangulo cuja area se quer descobrir mede bn na base e
hn na altura. Entdo, sua area A serd A = bhn?. Poderia se dizer que a area é igual
a bh unidades de area. Se isso estiver correto, e se aumentarmos essa unidade em
uma unidade, fazendo-a valer agora (n+1), a area do novo retangulo sera dada por
A =bn+1)h(n+1) = bh(n + 1) = bh(n®> + 2n + 1). A nova area foi aumentada
em bh(2n + 1) unidades de éarea. Isso corresponde exatamente ao acréscimo de bhn
unidades de area, aumentadas na altura, bhn unidades de area, aumentadas na base,
e bh unidades de érea, a fim de fechar o canto do novo retangulo. Partindo da area
do retangulo, pode-se calcular a do triangulo, que serd metade daquela, e com esta
calcular a érea de outros poligonos, por triangulagao.

Mas como determinar a area de um tridngulo numa geometria em que retangulos
nao existem? Usando-se o caso mais simples da Geometria Esférica, consegue-se inferir
a resposta a essa pergunta, usando o Teorema de Girard, proposto em 1626 por Al-
bert Girard (1595-1632). Sobre uma esfera de raio R determina-se o triangulo AABC,
conforme a figura 3.15. Tal triangulo é definido pela interseccao de trés fusos esféricos.
Essa intersec¢ao define, na realidade, dois tridngulos antipodais idénticos, AABC' e

AA'B'C'. A area total da superficie esférica ¢ A = 47R?. A area de um fuso esfé-
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rico, calculado por uma regra de trés simples, ¢ dado por 20R?, em que # é o angulo
diédrico, definido por dois semiplanos que se intersectam no eixo de dois pontos anti-
podais, determinando o fuso na superficie da esfera. Esse angulo é igual aos formados
na superficie da esfera, tendo os pontos antipodais como vértices. Entao, cada fuso
determina um angulo interno do tridngulo AABC. Tomando-se o triangulo AABC,
junto com os trés fusos que lhe deram origem, cobre-se metade da area da esfera, com

a area do triangulo AABC, A(AABC) contada trés vezes. Entao, pode-se escrever:
27 R? = 2aR* + 2BR? + 2yR* — 2A(AABC)

Onde «, f e v sao os angulos internos do tridngulo AABC. Uma manipulagao

algébrica adequada levara ao resultado:
A(AABC) = R*(a+ B+ — )

Conclui-se, portanto, que a area do triangulo esférico é proporcional ao excesso
(em relagao a 7) da soma dos dngulos internos do tridngulo, medida em radianos. O

fator de proporcionalidade ¢ R? e, como a curvatura da esfera ¢ K = 1/R?, tem-se

KA(AABC)=a+ B+~ - [1].

Figura 3.15: Triangulo esférico

Gauss estabeleceu, em 1827, este mesmo resultado, formulando:
KA(AABC) =mZA+msB +mZC — 7
E analisou as trés possibilidades para a curvatura K:

1. se K ¢é positivo, os dois lados da equacao sao positivos. Entao, a soma dos
angulos internos do triangulo é maior do que 7 e a area é proporcional a este
excesso, conforme visto anteriormente no Teorema de Girard, o caso particular

de K constante. Para o caso geral, esta é a Geometria Eliptica;
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2. se K = 0, a soma dos angulos do triangulo é igual a 7, caso da Geometria

Euclidiana;

3. se K é negativo, a soma dos angulos internos é menor do que 7. O lado direito
da igualdade sera o defeito com sinal negativo, como no caso da pseudo-esfera,
para K constante. Este é o caso da Geometria Hiperbolica. Novamente, temos

area e defeito proporcionais.

Muito antes, em 1794, ainda com 17 anos, Gauss ja havia estabelecido: para deter-
minar a area, nesta geometria, era necessario encontrar uma funcao, a fim de relacionar
um numero a todo tridngulo, que seria sua area. Essa funcao deveria respeitar tanto
a congruéncia, pois triangulos congruentes deviam ter a mesma &area, quanto a aditi-
vidade, pois num triangulo dividido em dois outros, as éreas destes deviam somar a
do triangulo dividido. Gauss verificou que essas propriedades eram respeitadas pelo
defeito do triangulo, como foi visto anteriormente neste trabalho, quando da definicao
deste conceito. A area devia ser proporcional ao defeito. Tal relagao foi chamada por

Gauss de primeiro teorema dessa nova geometria, o qual vai abaixo descrito [6].

Teorema da Area da Geometria Hiperboélica: Nesta geometria existe uma

constante positiva k, de modo que para qualquer triangulo ABC dado:
Area(NABC) = K*5(AABC)

O resultado acima mostra o seguinte dado: diferentemente da Geometria Eucli-
diana, na qual se pode ter triangulos com area tao grande quanto se queira; na Hi-
perbodlica, a adrea de um triangulo hiperbdlico tem um limite maximo que nunca seré
ultrapassado, porque o defeito nunca serd maior do que w. Entao, nesta geometria,
nenhum triangulo terd area maior do que 7k?. A constante k faz a ligacao da unidade
escolhida para o comprimento com a unidade de area. A prova deste teorema nao seré
mostrada neste trabalho por envolver resultados avangados da Geometria Diferencial.

Para relacionar a curvatura K com a constante k deste teorema, a mesma menci-
onada na carta de Gauss a Taurinus, faz-se R = ik, sendo i a unidade imaginéria dos
ntimeros complexos. Entao, K = —1/k? é a curvatura do plano hiperbélico, que pode

ser descrito como uma esfera de raio imaginério [6].

Nesse ponto, convém registrar um sumério das consequéncias ja provadas, ao se

assumir o quinto postulado com intiimeras paralelas.

e Assume-se a hipdtese do angulo agudo no quadrilatero de Saccheri.

e A soma dos angulos de um triangulo é menor do que 180°. O dngulo suplementar

dessa soma é chamado de defeito.
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Os angulos superiores do quadrilatero de Saccheri sao agudos.

O segmento de topo do quadrilatero de Saccheri é maior que a base.

e O segmento que une os pontos médios de ambos (base e topo) no Quadrilatero

de Saccheri é a tnica perpendicular a ambos e é 0 menor segmento entre eles.

Retangulos nao existem.

3.2 Um modelo para a Geometria Hiperbélica

Um modelo geométrico ¢ uma maneira de interpretar os objetos geométricos de um
modo que os axiomas facam sentido sob essa interpretacao. A principal propriedade
do modelo é a sua exatidao na representacao dos teoremas como consequéncia dos
axiomas. Nesse caso, pode-se considerar o modelo consistente [6].

Um modelo, dentre tantos possiveis, para a Geometria Hiperbdlica, ¢ o modelo do
semiplano superior, desenvolvido por Jules Henri Poincaré (1854-1912). Neste modelo,
os pontos do plano hiperbélico serao representados como ntimeros complexos z, dados

por z = x + iy, do plano complexo C, como sendo:
H={zecC|y>0}

em que os nimeros reais x e y significam, respectivamente, a parte real (R(z)) e a parte
imaginaria (3(z)) de z. Deve-se observar que o eixo real R nao faz parte de H.
Por defini¢ao, ha duas maneiras de representar as retas hiperboélicas nesse modelo,

ambas como objetos euclidianos em C:
e a interseccao de H com uma reta euclidiana perpendicular ao eixo real R de C;

e a interseccao de H com um circulo euclidiano cujo centro esta no eixo real R de

C.

A figura 3.16 mostra trés retas hiperbolicas construidas dessa maneira. Deve-se
observar que todas as retas hiperbolicas que passam por P e nao intersectam | sao
paralelas a ela. Os pontos sobre o eixo real R sao considerados no infinito e todas as
retas hiperbolicas do modelo sao perpendiculares a ele.

Cabe entao, como parte da verificacao da consisténcia do modelo e da observancia
do primeiro postulado, mostrar que, dados dois pontos distintos quaisquer z; = x1 414y,
€ zy = Iy + iys, existe uma tunica reta hiperboélica passando por eles. Para mostrar a
existéncia, ha dois casos a considerar, r; = x5 e 7 # 3. No primeiro caso (r1 = x3),
a reta euclidiana de equagao L = {z € C | x = 1} é perpendicular ao eixo real e passa
por z; e z. Portanto, [ = H N L é a reta hiperbdlica que passa por z; e zs.

No segundo caso, (7 # w3), devido a reta euclidiana que passa por z; e 2o nao

ser perpendicular ao eixo real, toma-se o circulo euclidiano cujo centro ¢ o ponto de
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Figura 3.16: Par de paralelas a 1 passando por P no modelo H

interseccao do eixo real com a mediatriz do segmento euclidiano que une z; e z5 e cujo
raio ¢é igual & distancia euclidiana entre este centro e z;. Estando o centro sobre a
mediatriz, essa distancia é a mesma para zo. Assim, este circulo euclidiano passa por
z1 € 29 e a sua intersecgao com H é a reta hiperbodlica desejada. A unicidade destas
retas hiperbolicas decorre da unicidade da reta e do circulo euclidianos construidos.

Para obter a equacao do circulo euclidiano, deve-se verificar o seguinte: o segmento
Y2 — U

que une z; € 2o tem inclinacao m = . Sua mediatriz passa pelo ponto de
T2 — I1
1 e Tp — X .
coordenadas 5(2’1 + z2) e tem inclinagio —— = . Assim, supondo-se que os
m Y2 — W1

pontos dessa mediatriz tenham coordenadas (z,y), sua equagao sera dada por:

1 1 — X9 1
Yy—zslvnity) = T— | T+ T2
2 Y2 — Y1 2

Ao denominar-se o centro do circulo euclidiano de z., ao verificar-se o fato de ele

pertencer & mediatriz e de sua parte imaginaria y. ser nula (eixo real), pode-se obter a

sua parte real z. fazendo y = 0 na equacao da mediatriz:

1 — 1
0——<y1+y2) S et S— Ic——(x1+x2>
2 Yo — U1 2

1 [yz —y1] ((951 — x3) (21 + 79)

—(y + y2)>

Te= =
2|2 — o Y2 — U1
o = Ll (@t za)(z —22) — (y2 — y1) (51 + 42)
¢ 2 1 — X2
1) @P ) - @)
¢ 2 1 — T

2 2
1| |z1]* — ||
Te=—|——mF
2 1 — Ty
O raio r do circulo euclidiano pode ser obtido ao se calcular a distancia euclidiana

entre o centro e qualquer dos pontos z; ou 29, assim:

r=|z. — 2| ou r=|z. — 29
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E interessante notar que H, sendo um modelo euclidiano, tem os objetos geométricos
construidos a partir do uso dos conceitos dessa geometria, para representar objetos
da Hiperbolica. Neste contexto, e referindo-se a classificagao das paralelas, pode-se
verificar como elas se apresentam no modelo. A ocorréncia da perpendicular comum,
como foi visto anteriormente, determinara essa classificacao.

Assim, na figura 3.17, aparecem as retas hiperbolicas assintoticas, as quais nao
possuem a perpendicular comum. Essas paralelas se intersectam em um ponto no
infinito. As retas 1 e m possuem infinitas perpendiculares euclidianas, mas nenhuma
é uma reta hiperbolica (reta perpendicular ao eixo real ou circulo com centro no eixo
real). As retas hiperbolicas n e o tem uma perpendicular comum que, além de estar
sobre o eixo real, o qual nao faz parte de H, nao é uma reta hiperbélica. Finalmente,
as retas r e s, com um ponto em comum no eixo real, ou seja, no infinito, nao admitem

uma perpendicular comum que seja uma reta hiperbolica.

1
|

VRV

Figura 3.17: Pares de paralelas assintoticas

Na figura 3.18 aparecem as paralelas divergentes (ultraparalelas) e sua tnica per-
pendicular comum. O caso der e s ¢é trivial, pois sendo circulos euclidianos concéntricos,
possuem a perpendicular comum t (raio dos circulos euclidianos). Asretasle m contam

com n como perpendicular comum. E o e q tém p nessa condicao.
— r
0 p = T\\
rl r r q t
rl
cl c &)

Figura 3.18: Pares de paralelas divergentes com perpendicular comum

i

Para a determinagao da perpendicular comum (n ou p na figura 3.18), deve-se
aplicar o Teorema de Pitagoras tendo os raios como catetos. Considere-se o caso de o
e q, sendo o caso de 1 e m, equivalente. Ao denotar o centro de o de ¢; e seu raio de ry
e o centro de q de ¢y e seu raio de ry, procura-se determinar o centro c¢ e o raio r de

p, uma circunferéncia (reta hiperbélica no modelo) que seja ortogonal a ambas, o e q.
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Assim, pode-se escrever:
lc—ci|* =r* +r? e lc — o> =72 + 12

E, para garantir que as retas hiperbélicas o e q nao tém pontos em comum:

lc— | > e lc — o] > 1o
Entao,
(c1 — ) =r? + 1} e (o —c)> =r?+ 713
3 —2cey + =12 41l e 3 —2ccy + A =1r? 41l
r?=c? =2+ —1r? e r?=c2—2ccy+c* —r2

2 2 _ .2 _ 2 2 _ .2
] —2ccy +c”—r] =c5—2cco + ¢ — 15

2_ .2, 2_ 2
2ccy —2ccy = 1] — 15+ —

2 2 2 2
2(cy — 1)

O raio de p sera dado por:
r=4/(c—c)2—r?>0 ou r=1/(c—c)?—71r3>0

Surge, entao a questao da distancia. Para que o modelo H represente a Geometria
Hiperbolica é necesséaria a conclusao de que as retas hiperbolicas, da maneira como

foram descrita, sejam geodésicas, ou seja, linhas de menor distancia. Para tanto, seja:

az+b
cz+d

F={z~ | a,b,c,d € R, ad — bc > 0}

[’ é um grupo, ou seja, admite uma operagao interna (composi¢ao) e esta é asso-
ciativa. Admite também um elemento neutro (identidade) e uma operagao inversa.

Assim, se g € ', entao g mapeia H em H.
az+b

cz+d

Seja, entdo, g(z) =

(az+b) cz+d
(cz+d) cz+d

9(z) =

A parte imaginaria de g(z) sera dada por:

(ad — be)y)

>0
lcz + d|?

Slg(z +iy)] =

Tendo a parte imaginaria maior do que zero, conclui-se que g mapeia H em H.
Isso também vale tanto para o semiplano inferior quanto para eixo real, unido com um
ponto no infinito (RU o). ¢ mapeia esses elementos neles mesmos. Devido a I" ser um
grupo, o mesmo vale para ¢g—'. Entao, os coeficientes a, b, ¢ e d podem ser escolhidos

como numeros reais.
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Se ¢ = 0, a questao é trivial. Ao se tomar nao s6 ¢ # 0, mas também ao se colocar
os outros coeficientes na escala de ¢ (dividindo-os por ¢), tem-se ¢ = 1. Calculando

g(o0) obtém-se a. Calculando-se g~!(o0), obtém-se —d; entao, os coeficientes a e d sao
reais. Sea=0,béreal esea#0, g71(0) = —, entdo, b é também real.
a

(az +b)

(cz+d)
como nameros reais. Assim, para todo z, tem-se:

Em resumo, se g(z) = e g € I', pode-se assumir os coeficientes a, b, ¢, e d

9(z) = 9(2)

Uma reta hiperbdlica L que passe pelos pontos zp e zg, sera um circulo euclidiano

C. Este circulo passara também pelos pontos Zp e Zg. Entdo, aplicando-se g(z), g(C)

passard por g(zp), g9(zq), 9(Zp) € g(Zg). Ou ainda, considerando-se que g(z) = g(z),

9(C) passara por g(zp), 9(z), 9(zq) ¢ 9(q). Isto mplica em que g(C) & ortogonal
ao eixo real R, provando que g(L) é, também, uma reta hiperbdlica. A transformagao
g € T" preserva os objetos geométricos ponto e reta. Essa transformacao é denominada
Transformagao de Mébius, como reveréncia a August Ferdinand Mobius (1790-1868).

Entao, seja a reta hiperbolica L, definida por dois pontos zp e zg, em H, e sejam
ainda, ¢ e 0 seus pontos extremos, como mostra a figura 3.19, de modo que ¢, zp, zg
e # ocorram nessa ordem em L; pode-se procurar por uma Transformacao de Mobius

algebricamente ajustada para apresentar g(¢) =0 e g(f) = occ.

Ip ZQ

Figura 3.19: Estabelecendo uma métrica no modelo H

Estabelece-se, assim, uma régua com que medir distancias. A razao cruzada entre
quatro pontos permite estabelecer uma unidade de medida projetiva. A razao cruzada

de quatro pontos distintos z1, 2, 23 € 24, [21, 22, 23, 24| € definida como:

(21 — 23)(22 — 2)
(21 — 29)(23 — 2)

[Z17 29, %3, Z4] —

. . ~ 21 — 23 . , .
Quando z, tende ao infinito, a razao cruzada tende a . Assim, apo6s aplicar-
Rl — %2

se a transformacao adequada, g(zp) = ia, e g(2g) = ib, com 0 < a < b, a razdo cruzada
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entre os pontos, assumindo-se que uma Transformacao de Mobius preserva a razao
cruzada, sera:|2|
(0—1b) b

——>1

[¢, ZP,ZQ,Q] = [O,ia,ib, OO] = m a

Essa generalizacao permite estabelecer a seguinte defini¢ao:

Definicao: A distancia hiperbdlica entre dois pontos do plano hiperbolico zp e zg

¢ p(zp, zq) =log ¢, zp, 20, 0], se zp # zg ou zero, se zp = zg.

Da maneira como esta colocada, esta defini¢ao estabelece uma distancia aditiva, ou
seja, aproximando-se de #, a distancia entre dois pontos aumenta. Além disso, ja que
a composicao preserva a distancia, ao mapear quaisquer dois pontos para o eixo imagi-
nario (reta), fica provado que o segmento hiperboélico unindo zp e zg € uma geodésica,

ou seja, uma linha de menor distancia.

Teorema: Dados dois pontos zp e zq,

1 2P — 2q|? 1 2p — Zg|*
h?= = h= =
senl5p(zp, 2q) B & 3Pt = 55 ()
A prova deste teorema se faz escolhendo g em I' de modo a ter g(zp) = ia e

g(zg) =ib, com 0 < a < b. Ao aplicar o mapa z — 37 pertencente a I', pode-se fazer
a = 1. Assim, p(zp, 2q) = p(i, ib) = log(b), e

21 2 (b—1)°
senh?=p(zp, 2g) = senh*(logV'b) = ~———
2 4b
Definindo F'(zp, zg) como
2P — 2g|?
F =
(2p,20) 13(2p)S(2q)
e assumindo que F' seja invariante sob qualquer g em I,
-1y
F(g(zp), 9(2q)) = F(zp, 2q) = F(i,ib) = BT

como cosh?(z) = 1 + senh?(z), os dois resultados seguem.

Outro objeto geométrico importante na Geometria Hiperbolica Plana é a circunfe-
réncia hiperbolica. A circunferéncia C da figura 3.20 tem centro z. € H e raio . Quanto
ao traco, ela aparece da mesma forma que uma circunferéncia euclidiana, exceto pela
posicao do centro, e pode ser descrita como C' = {z € H | p(z, z.) = r}.

Para provar esta afirmacao, tome-se um circulo C' de centro z. e raio r. Existe um

mapa g € I, tal que g(z.) = i. Entéo, g(C) também é um circulo hiperbolico de centro i
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Figura 3.20: Um circulo hiperbdlico

|z —if?

. . 1
eraio r. O teorema anterior garante que z € g(C) se, e somente se, = senh2§7’,
para qualquer z = x + iy. Entdo, 2* + (y — coshr)? = senh?r, um circulo euclidiano
em H.

Essa nao é a tnica maneira de se definir distancia no plano hiperbélico H. Pode-se

|dz|

defini-la, para uma dada curva v € H, como sendo f7 ——. E para dois pontos P e

qQ ldz|

Q, pertencentes a v, sua distancia pode ser calculada com [ —. Isso ndo sera aqui

p
demonstrado, mas a distancia assim calculada ¢ idéntica a p(zp, 2¢) e, além disso, essa
¢ a menor distancia entre P e (). Outra propriedade importante do modelo H, que
tampouco serd demonstrada, é o fato de tratar-se de um modelo conforme, ou seja, que
preserva angulos. Assim, o angulo formado por duas retas ou circulos hiperboélicos sera
preservado ao aplicar a Transformacao de Mobius.

Concluindo a discussao sobre a validade do modelo, é digno de nota que uma circun-

feréncia hiperbolica mede 2wsenh(r) e a area de um circulo hiperbélico é 4rsenh? (57")

12].

3.3 Trigonometria Hiperbélica

A trigonometria é o estudo das relagoes entre os tamanhos dos lados e dos angulos de
um tridngulo. As fungoes trigonométricas circulares sao definidas numa circunferéncia
de raio unitario de equagao z?> + 5> = 1. Um ponto P = (z,y) define um setor
circular com angulo central t, contado a partir do eixo x. Usando-se o Teorema de
Pitagoras e fazendo-se = cos(t) e y = sen(t), pode-se escrever a relagdo fundamental
da trigonometria no circulo, cos?(t) + sen?(t) = 1, na qual o parametro ¢ ¢ o angulo
mencionado, em radianos, ou ainda, t é o dobro da area do setor circular definido.

As fungoes trigonométricas hiperbolicas, por sua vez, sao definidas no ramo positivo

de uma hipérbole de equacao 2 — y*> = 1. Um ponto P = (z,y) define um setor
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hiperbolico delimitado pelo eixo x. Pode-se verificar que x = cosh(t) e y = senh(t) e
portanto, cosh?(t) — senh?(t) = 1, em que o parametro t é o dobro da area delimitada
pelo setor hiperbolico definido. Considera-se que essa area é negativa se y < 0. As
fungoes trigonométricas hiperbolicas sao também definidas analiticamente por:

el — et el et senh(t)
— cosh(t) = — tanh(t) = cosh()

senh(t) =

Essas funcgoes, ainda escritas como expansoes em séries de Taylor, serao dadas por:

o t?n—i—l o t2n
senh(t e cosh(t
V=2 Gy )= 2
e a funcao exponencial, por:

oo tn

t__ _—

€= Z n

n=0

entao, segue que:
Z2t2 3t3 4t4
—1+Zt+7+?+j+
i R B S T AT L 1 4
B R T R R T R

Assim, obtém-se a seguinte formula, desenvolvida por Leonhard Euler (1707-1783):
' = cos(t) + isen(t)
Entao, para qualquer ponto z € C, pode-se formular:
z = |z|e"

em que |z| ¢ o modulo de z e ¢, seu argumento [13].

Um triangulo hiperbélico é um poligono em que os trés lados sao retas hiperboli-
cas. E interessante notar que nesta geometria, como ja foi demonstrado, ndo existem
triangulos semelhantes, ou seja, os angulos de um triangulo determinam, de maneira
tnica, a medida de seus lados. Isso explica o fato peculiar de os argumentos das fun-
¢oes serem os lados do triangulo e nao os seus angulos, como na Geometria Euclidiana.
Outra consequéncia desse fato é a existéncia do caso de congruéncia de triangulos AAA
(angulo, angulo, angulo), que nao existe na Geometria Euclidiana.

t_ ot toy ot
Partindo das definigbes senh(t) = i, cosh(t) = ere’ etanh(t) = senh(t))
2 2 cosh(t)

pode-se deduzir:[15]
1. cosh®(t) — senh?(t) = 1

2. senh(2t) = 2cosh(t)senh(t)
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3. cosh(2t) = cosh®(t) + senh®(t) = 2cosh?(t) — 1

4. senh(2t) = 2tanh(t)/(1 — tanh?(t))

5. cosh(2t) = (1 + tanh?(t))/(1 — tanh?(t))

6. tanh(2t) = 2tanh(t)/(1 + tanh?(t))

7. tanh(s + 1) = (tanh(s) + tanh(t))/(1 + tanh(s)tanh(t))

Em relagao a um triangulo hiperboélico que possua um angulo reto, pode-se verificar
o teorema seguinte, caso particular da lei do cosseno, versao do Teorema de Pitagoras

para essa geometria.

Teorema: Dado um tridngulo hiperbolico A(ABC), com lados de comprimento
hiperbélico iguais a a, b e ¢, e com os lados a e b ortogonais, como na figura 3.21,

tem-se:

cosh ¢ = cosh a cosh b

Figura 3.21: Um triangulo hiperbélico com um angulo reto

Antes de provar-se este resultado, vale lembrar que, ao se escrever essa igualdade
como uma expansao em série, obtém-se:

L, 14 _ Lo oy Loa s
1—1—56 + i —I—...—1+a(a +b)+a(a +0)+ ..

e, ao tomar-se um tridngulo suficientemente pequeno, pode-se desprezar os termos de
mais alta ordem, ficando com:

A~ a®+ b

Ou seja, a trigonometria hiperboélica, para triangulos cada vez menores, vai se aproxi-
mando da euclidiana e o teorema, nessas condic¢oes, vai se aproximando do Teorema

de Pitagoras da Geometria Euclidiana [6] [2].

Demonstrag¢ao. Como foi mencionado anteriormente, pode-se aplicar uma Transforma-
¢ao de Mobius ao triangulo, preservando as medidas dos angulos e as distancias. Como,

na Geometria Hiperbolica os angulos de um triangulo definem as medidas dos lados de
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Figura 3.22: O mesmo triangulo apés a aplicagao de g

maneira tnica, os tridngulos sao idénticos. Assim, tome-se uma operacao que acarrete
g(C) =1, g(B) =ik, para um k > 1. O vértice A serd mapeado para um ponto s -+ it,
em que s? + 2 = 1, conforme a figura 3.22. As distancias p(i,ik) = a, p(i,s +it) = be
plik,s +it) = ¢ |2]. Como,

k? +1 1 k?+1

T coshb = n e coshc = I

cosha =

O resultado segue. m






4 Consideracoes Finais

No decorrer deste trabalho, ao termos tratado dos fundamentos da Geometria Hi-
perbodlica, procuramos abranger os seus temas primordiais, a fim de possibilitar um
primeiro contato dos docentes do Ensino Médio com essa area de estudos matematicos.
Nesse sentido, ter tomado conhecimento dos importantes aspectos historicos de seu
surgimento foram imprescindiveis para aquilatar o contetido da matéria em si. Uma
discussao em torno da Matematica, calcada tanto em seu desenvolvimento histérico
quanto em suas aplicacoes, pode humaniza-la, dando ao aluno a nocao de uma cién-
cia em construgao, destinada a resolver problemas reais, em oposicao a ideia de se
constituir num quebra-cabeca, ao alcance de mentes privilegiadas apenas.

A inquietacao dos matematicos frente ao postulado das paralelas, que levou ao de-
senvolvimento matemaético de uma geometria num espaco com curvatura, contrariando
a de natureza euclidiana, antecipou a evidéncia de que o espaco fisico sofre deformagao
devido & presenca de massa, como enunciado pela Teoria da Relatividade de Albert
Einstein. Apenas esse fato, isoladamente, ja é motivo suficiente para suscitar o inte-
resse pelo tema, sem mencionar o estado atual do desenvolvimento da cosmologia, na
busca por medir a curvatura do Universo.

O entendimento do postulado das paralelas como um discriminante geométrico
acompanha a evolucao do pensamento cientifico na direcao de libertar-se de ideias
preconcebidas, como destacou Riemann e aparece na epigrafe deste trabalho.

Assim, além do desenvolvimento pessoal auferido ao aprofundar-me no tema, espero

ter contribuido para a divulgacao, entre meus pares, dessa ciéncia fmpar.
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