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Resumo

O objetivo desse trabalho foi explorar de uma maneira mais detalhada a matemé-
tica financeira basica. Nessa perspectiva, buscamos uma relagao desse conteiido com
outros que configuram as matrizes curriculares das escolas. Procuramos refletir sobre
a contextualizacao da matemaética financeira no ensino médio e mostrar caminhos di-
ferentes para os professores explorarem essa teoria em sala de aula. Para tal, fizemos
as demonstracoes de alguns resultados de maneiras diferentes e apresentamos alguns

exerciclos.

Palavras-chave: Matematica Financeira, Ensino Médio.






Abstract

The main goal of this work was to explore thoroughly the basic financial math. In
this perspective, we sought the relation between this content and others which configure
the educational curriculum guidelines. We tried to reflect on the contextualization of
the financial math in the high school, and to show different ways to teachers to explore
this theory in class. For that purpose, we demonstrated some result in a different

manner and presented some exercises.

Keywords: Financial Mathematics, Secondary School.
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1 Introducao

Esta dissertacao vai tratar especificamente com matematica financeira béasica, espe-
cificamente com os conceitos de fatores de correcao e regimes de capitalizacoes. Fizemos
esse estudo visando os professores e alunos do ensino médio. Sendo assim, utilizamos
uma linguagem bastante acessivel e também procuramos demonstrar de maneira bem
cuidadosa os resultados mais importantes desse trabalho. Buscamos, a todo momento,
mostrar os contetidos relacionados com o ensino da matematica financeira no ensino
médio e apresentamos algumas sugestoes de como trabalhar com essa interdisciplina-
ridade.

Para uma melhor correlacao entre estes contetidos do ensino médio, fizemos um
capitulo sobre assuntos que julgamos preliminares. Sendo assim, o capitulo 2 trata
justamente destes assuntos que serao futuramente relacionados com a matematica fi-
nanceira. Fizemos uma breve explanacao sobre Principio da Inducao Finita, teoria
essa que foi utilizada para demonstrar alguns teoremas e que julgamos primordial para
um professor de matematica. Tratamos também de Progressao Aritmética e Geomé-
trica, Exponencial e Logaritmos. Todos esses contetidos foram aplicados no capitulo
4 para mostrar a relacdo de cada um com a matematica financeira. No capitulo 3,
damos inicio ao estudo de fragoes, particularmente os conceitos de razao e proporcao,
com a finalidade de chegarmos em porcentagem, um tipo especial de fracao. Com o
conceito de porcentagem bem definido e explorado através de varios exemplos, passa-
mos a trabalhar com a aplicagao desse conceito em fatores de correcao e regimes de
capitalizagoes, isso ja no capitulo 4. Na secao que falamos sobre fatores de correcao,
0 nosso maior objetivo é mostrar a praticidade de tal conceito, evitando assim o uso
excessivo da regra de trés. Ja na parte em que tratamos dos regimes, buscamos mostrar
principalmente a diferenga entre eles e as suas relagoes com os contetdos anteriormente

abordados.

Nao fizemos um capitulo sobre aplicacoes de tais contetidos e nem sobre sugestoes
em aula. Optamos por apresentar as aplicagoes e sugestoes durante todo o trabalho.
Essas ideias foram apresentadas através de um ntmero grande de exemplos e em tdpicos

com orientacoes ao professor. Durante todo o nosso trabalho, preocupamo-nos em fazer

21



22 Introdugao

o leitor se sentir mais seguro para trabalhar com a matematica financeira e também

para tornar a aula mais produtiva para o professor e seus alunos.



2 Preliminares

Nesse capitulo apresentamos e demonstramos alguns resultados que julgamos im-
portantes para a boa interpretagao dos capitulos posteriores. Esses resultados podem
ser encontrados nas referéncias [1], [2] e [3]. E importante que fique claro que conside-

raremos o conjunto dos nimeros naturais como N = {1,2,3,...}.

2.1 Inducao Matematica

Para provarmos o Principio da Indugao Finita precisamos do seguinte axioma.

Axioma 2.1. Seja S um subconjunto de N tal que:
i)0esS

i1) S é fechado com respeito a operagao “sucessor” a seus elementos, ou seja,

Vn,neS=n+1€S8.

Entao S = N.

Se A CN ea €N, usaremos a sequinte notagao:

a+A={a+uz;x € A}

E imediato verificar que
a+N={meN;m?>a}

Segue-se, do Axioma da Inducgao, o seguinte importante instrumento para provar

resultados que se referem aos nmeros inteiros.

Teorema 2.1. Principio De Indu¢ao Matemdtica

Seja a € N e seja p(n) uma sentenga aberta ! em n. Suponha que:

'Uma sentenca aberta em n é uma frase de contetido matematico onde figura a letra n como palavra
e que se torna uma sentenga verdadeira ou falsa quando n é substituido por um ntimero natural bem

determinado.

23
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(i) p(a) € verdade, e que
(iiNn > a,p(n) € verdade => p(n + 1) € verdade.

Entao, p(n) € verdade para todo n > a.

Demonstracao. Seja V. = {n € N;p(n) é verdade}; ou seja, V & o subconjunto dos
elementos de N para os quais p(n) é verdade.

Considere o conjunto

S={meNa+meV},

nota-se que a + S5 C V.

Pela condigao (i) temos que a +0=a € V, logo 0 € S, ou seja S # (.

Por outro lado, se m € S, entdao a +m € V e, por (ii), temos que a +m + 1 € V; logo
m+ 1 € S. Assim, pelo Axioma da Indugao, S = N. Portanto,

{meN;m>a}=a+NCV,

0 que prova o resultado.

[
Exemplo 2.1. Mostre que a soma dos n primeiros nimeros naturais nao nulos é dada
n-(n+1)
por S, = ——.
2
Demonstracao.
) 1-(1+1
i) Para n = 1, temos: S; = % = 1.

ii) Suponhamos que S,, seja verdadeira, provemos que S,.; também sera valida. De

. 1
fato, Spy1 =S, +n+1le S, = %, entao podemos escrever:
n-(n+1 n-nm+1)+2-(n+1 n+1)-(n+2
PR E BN HUEIES MR SR HUES )

o que mostra que a féormula é verdadeira para todo natural.
]

Nas segoes 2.2 e 2.3 vamos tratar de alguns resultados envolvendo progressoes arit-
méticas e progressoes geométricas, importantes para o trabalho e que sao demonstradas

utilizando o Principio da Indugao Finita.

2.2 Progressao Aritmética (PA)

Definigao 2.1. Uma progressao aritmética é uma sequéncia de nimeros reais (a,) =
(a1,a9,as, ..., ay, ...) na qual a diferenca entre cada termo a,.1 e o seu antecedente a,
¢ uma constante chamada razdo e representada pela letra r. Assim, uma progressao

aritmética de razao r € uma sequéncia (a,) na qual a,+1 = a, +1, para todo n natural.



Progressao Aritmética (PA)

Exemplo 2.2.

e A sequéncia (2,5,8,11,...) ¢ uma PA com o primeiro termo a; = 2 e razdo r = 3,
sendo assim, cada termo ¢é igual ao anterior mais 3, ou seja, a,+1 = a, + 3. Neste caso

dizemos que essa PA ¢é crescente.

1

e A sequéncia ( ,...) € uma PA de primeiro termo a; = - e razdo r = 0, sendo

W —

1
737

W
Wl

Y
assim, todos os te

=

mos sao iguais, ou seja, a,11 = a, + 0. Neste caso, dizemos que a

PA é constante.

e A sequéncia (7,3, —1,—5,..) € uma PA com a; = 7 e r = —4, sendo assim, cada termo
é igual ao anterior menos 4, ou seja, a,+1 = a, — 4 . Neste caso, dizemos que a PA é
decrescente.

Teorema 2.2. Se (a,) € uma progressao aritmética de razdo r, entio a, = a;+(n—1)-r,

para todo n natural.

Demonstracao. Pela definicao de progressao aritmética, temos:

as =a1+r

ag = az + 1

ay as+r

Qp = Qp—1 +7T

Somando todas as (n — 1) equagoes, temos:

ay+az+ag+...+ap_1+a, =a1+r+ay+r+az+r+ags+r—+..+a,_1+r.
Cancelando os termos correspondentes e somando todas as razoes, temos:

an =01 Fr+r+r..+r&a, =a+(n—1)-7r.

n—1 termos
Esta formula representa o Termo Geral da PA.

]

Esse resultado também pode ser demonstrado usando o Principio da Indugao Ma-
tematica, a saber:

Queremos provar que o termo geral de uma PA é dado por a, =a; + (n—1) - 7.

i) Para n = 1, segue que:

ag=a+(1—-1)-r=a =a.
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ii) Suponhamos que a igualdade seja verdadeira para n, ou seja:
apb=a;+(n—1)-r
e provemos para n + 1. Pela definicao 1.1, sabemos que a,1 = a,, + r,entao:

anH:g1+(n—1)-7:+r:a1+n-r,
WV
an

o que prova que a formula do termo geral da PA é verdadeira para todo n inteiro e

positivo.

Teorema 2.3. Os numeros (a,b,c) sao termos consecutivos de uma progressao arit-

iy a—+c
mética se, e somente se, b = 5

Demonstracao.

i) Se (a,b,c) sdo termos consecutivos de um PA, entao pela defini¢do de progressao

aritmética, podemos escrever:

h—
o $b+b:a+r+c—r:>2b:a+céb:CH_C.
b=c—r 2
a+c

i) b=

(a, b, c) formam uma PA.

=2b=a+c=b+b=a+c=b—a=c—bque é uma constante, logo,

Essa regra é chamada de Propriedade da Média Aritmética de uma PA.

Teorema 2.4. A soma de dois termos equidistantes dos extremos de uma PA finita

(a1,a9,....,Qp, ..., Qg, ..., An_1, Gy) € constante, e a soma dos indices dos termos € n + 1.

Demonstragao. Na sequéncia (ai, ag, ..., ap, ..., Qgy .., Gp—1,0y), OS LEIMOS G, € G; SAO0
equidistantes dos extremos se a quantidade de termos que antecede a, for igual a
quantidade de termos que sucede a,. Sendo assim, se a, e a, sao equidistantes dos
extremos, temos:

p—1l=n—q&p+g=n+1.

O que prova que a soma dos indices dos termos equidistantes de uma PA é sempre
n+ 1.

E possivel também provar que a, + a, = a; + a,, a saber:

ap=a1+((p—1)-r
{P 1+ (p—1) Saptag =2+ p-—1)-r+(@-1)r & a+a =

ag=a1+(q—1)-r

200 +7-((p-D+@@-1D) & ata,=2a+(ptqg=2)-r
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Substituindo p + ¢ por n + 1, temos:
ap+a, =20+ (n+1-2)-r & a,+a, =20 +(n—1)-r & ap,+a, = ay+a;+(n—1)-r &
a, + ag = ay + a,, 0 que ¢ uma constante.

O]

Exemplo 2.3.

Na P.A (—2,1,4,7,10,13,16, 19, 22, 25), temos:

a1+ ag=—2+25=23

as +ag=1422=23

as+ag=4+19 =23

ay+ a7 =74 16 = 23

as +ag =104+ 13 = 23

Observe que a soma desses termos é constante e vale 23, e que a soma de seus indices
én+1=104+1=11.

Teorema 2.5. A soma dos n primeiros termos de uma progressao aritmética (a,) =
(a1,a9,as, ..., ay, ...) € igual a:
5 - (a1 +ay,) - n
2
Demonstra¢ao. Dada a sequéncia (a,,) = (a1, as, as, ..., a, ...), temos:
S,=a1+ay+as+ ...+ a2+ an_1+ ay,
Sp=a,+ap_1+ Ao+ ..+az+as+ aq

Somando as equacgoes, obtemos:

2-S,=(a+ay+azg+..+a, o+ a,1+a,)+ (an+a,1+a,2+...+az3+as+ay).
Agrupando os termos equidistantes,

2-S,=(a1+a,)+ (ag + an—1) + ... + (an—2 + a3) + (an_1 + az) + (an + ay).

~

n termos
Pelo Teorema 2.4 a soma dos termos equidistantes de uma PA é uma constante igual

a ai + ay, logo:
2-S,=n-(m +a,) & 5, = DD

]

Exemplo 2.4. Determine a soma dos vinte primeiros termos da progressao aritmética
(2,5,8,11,...).

Solugao: Para determinarmos a soma dos vinte primeiros termos da PA dada, preci-
samos primeiramente determinar o vigésimo termo dessa sequéncia.

i) Pela Regra do Termo Geral da PA, temos:

an=a1+n—1)-r=ayp=0a1+20—1)-r= a0 =2+19-3 = ay = 59.



28 Preliminares

ii) Conhecendo agg, podemos agora utilizar a formula da soma dos n primeiros termos
de uma P.A.

a; +ay)-n

2 -2
5 L, (245920

= = Sy = 610.
5 5 20

Definigao 2.2. Uma sequéncia (a,) = (ay,as,as,...,0n,...,n* —Tn+12,...) € uma
progressao aritmética de sequnda ordem se a diferenca entre seus termos consecutivos

constituem uma progressao aritmética nao estaciondria.

Exemplo 2.5. A sequéncia (a,) = (6,2,0,0,2,6,...) é uma progressao aritmética
de segunda ordem, pois a diferenca entre seus termos consecutivos formam a P.A
(—4,-2,0,2,4,...).

2.3 Progressao Geométrica (PG)

Definicao 2.3. Uma progressao geométrica é uma sequéncia de nimeros reais (a,) =
(ay,a9,as, ..., a,, ...) na qual o quociente entre cada termo a,, a partir do sequndo, € o
seu antecessor a,_1 € uma constante chamada razao da PG e representada pela letra
q. Assim, uma progressiao geométrica € uma sequéncia de nimeros reais (a,), na qual

Gy, = Gyp_1 - q, para todo n natural.

Exemplo 2.6.

e A sequéncia (1,2,4,8,16,...) é uma progressao geométrica com primeiro termo a; = 1
e razao ¢ = 2, pois, cada termo ¢é igual ao anterior multiplicado por 2, ou seja, a, =
QAp—1 - 2.

e A sequéncia (18,6,2, ;, ) ¢ uma PG de primeiro termo a; = 18 e razao q = %,
pois, cada termo é o antecessor multiplicado por 3 ou seja, a, = a,_1 - %

e A sequéncia (4,4,4,4,...) ¢ uma PG com a; = 4 e ¢ = 1, neste caso, todos os seus

termos sao iguais, ou seja, a, = ap_1 - 1.

2.3.1 Classificacao de uma PG

Uma progressao geométrica pode ser classificada de acordo com trés categorias,
sendo elas:

i) Quanto & convergéncia.

Exemplo 2.7. Uma sequéncia é convergente se, e somente se, |¢| < 1. Se |q| < 1,

converge a zero, e se ¢ = 1, a sequéncia é constante.

111 1 1
As progressoes geométricas (1, 379 o7 ) e <—2, —1, 3 T > sao chamadas de

convergentes pois seu termo geral a, tende a zero, isto é, lim a, existe e nesse caso
n—oo
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vale zero 2 . Ja as progressoes (2,6,18,54,...) e (=2, —4,—8,—16, ...) sdo chamadas de

divergentes pois nao existe lim a,, em ambos os casos.
n—oo

ii) Quanto ao crescimento de seus termos, as PGs podem ser:
ap>0eqg>1
Crescentes: ou & Apy1 > Ay
a1 <0el<g<l1
qg=1
Constantes ou Estacionéarias: ou
ar =0
ap>0el0<g<1
Decrescentes: ou & Apy1 < Ay
a; <0eg>1

Alternantes: a; # 0 e g < 0.

Singulares: a1 #0e q=0 = a, = 0;Vn > 1.

Teorema 2.6. Em uma progressio geométrica (a,) de primeiro termo ay # 0 e razao

q # 0, vale, a, = ay - ¢"~1, para todo inteiro positivo n.

Demonstragao. Da definicao 2.3:

ag = a1+ ¢
as = az - ¢
ay = as-q
as = a4 - q

Qp—1 = An—2 "¢

ap = Up—-1 4

Multiplicando todas as (n — 1) equagdes, obtemos:

A2 - A3 Q4 A5 ... "Ap_-1"0Ap =01 G- Q2 -(q- A3 - A4 (q " ...  Ap_7 *

Cancelando os termos correspondentes e agrupando as (n — 1) razdes, temos:

— -1
an =ar-q"" ",

a qual é a formula do termo geral de uma PG.

2Consulte a referéncia [4] para maiores detalhes sobre convergéncia de uma sequéncia.
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Este resultado também pode ser demonstrado usando o Principio da Inducao Ma-

tematica, a saber:

Demonstragao. Queremos mostrar que o termo geral da PG ¢ dado por a, = a; - ¢" .
i) Para n = 1, segue:

1-1
ay =a - q = a; = ay.

ii) Suponhamos a relac¢do verdadeira para n, isto é:

n—1
anp = a1+ (g )
e provemos que é vélida para n + 1. Pela defini¢ao 2.3, podemos escrever a,, .1 = a, - q,
entao:
n—1 n
Qpiy1 = a1 ¢ q=a;-q.
——
an

Assim a férmula do termo geral da PG é verdadeira para todo n inteiro e positivo.
O

Teorema 2.7. Os nimeros (a,b,c) sao termos consecutivos de uma progressao geomeé-

trica nao singular se, e somente se, b> = a - c.

Demonstragao. Provemos primeiro que se (a, b, c) formam uma PG, entdo v*> = a - c.
Pela definicao de uma progressao geométrica, temos:

b=a-q c
c =b-b=a-q-—-=b0=a-c

b= - q

q

Reciprocamente, sabendo que b?> = a - ¢, podemos escrever b-b =a-c = — = —, ou

SO

a
seja, a razao entre esses trés termos é uma constante, o que pela definigao 2.3 garante
que a sequéncia (a, b, c) é uma progressao geométrica.

]

Teorema 2.8. O produto entre dois termos equidistantes de uma progressao geométrica
finita (a1, ag, ..., ap, ..., Gk, ..., An_1, ay,) € constante, e a soma dos indices dos termos é
n+1.

Demonstragao. Como foi visto em PA, os termos a, e a; sao equidistantes dos extre-
mos, se a quantidade de termos que antecede a, for igual a quantidade de termos que

sucede ay, sendo assim, temos:

p—1l=n—-kesp+k=n+1,

o que prova que a soma dos indices equidistantes de uma PG é sempre n + 1.

Por outro lado, temos:



Progressao Geométrica (PG) 31

k—1

_ -1

ap = ay - g 2. (p—1)+(k—1) p+k—2

Say-ar=ajy-q S ay-a=a1-a1q
ap = a1 - ¢

Sabendo que p + k = n + 1, podemos escrever:

p+k—2 _

_ n+1—-2 n—1
Qp - A = a1 - 041 * ¢ = .

ay-ay-q ap-ap-q

Agora, usando a férmula de termo geral da P.G, que diz que a,, = a; - ¢"~1, temos:
n—1

ap- Qi =ap-ay-q = a1 Ap = Ap - A = A1 * Ay,

o que prova que o produto dos termos equidistantes de uma PG é uma constante.

m

Teorema 2.9. A soma dos n primeiros termos de uma progressao geométrica (a,) =
(ay,a9,as, ..., ay, ...) denotada por S,, em que a razao q € diferente de 1, é dada por:

1—q" n—1

S —q ) e D)

1—g¢q qg—1
Demonstracao. Dada a sequéncia (a,) = (a1, as, as, ..., ay, ...), temos:
1) Sn:al—l—ag—i—ag—i—...—i—an
Multiplicando a equacao i) pela razao q, obtemos:
q-Shn=q-a1+q-ax+q-az+..+q-ay,
0 que nos permite escrever:
i) qg-Sp=as+az+as+ ... + any1.
Subtraindo (ii) de (i), temos:
Spn—q-Sp,=(a1+ay+as+..+a,) —(aa+az+ag+ ... + ani1),
cancelando os termos correspondentes, temos:
Spn—q-Sp=a1— a1 =0a1—a-q" =S, (1 —¢q)=ay-(1—qg").
Assim, como ¢ # 1 concluimos que:

1—q" "—1

S —g L) g D)
1—g¢q qg—1
m

Teorema 2.10. A soma dos infinitos termos de uma PG, (a,) = (a1, as, as, ..., ay, ...)
de razao q, com |q| < 1 € dada por:
Se = lim S, = @

n—00 1—q'

Esse resultado é uma consequéncia de que lim ¢" = 0, quando |¢| < 1. Para uma
n—o0

explica¢ao mais detalhada dessa conclusdo, consultar a referéncia [4].

Teorema 2.11. O produto P, dos n primeiros termos de uma progressao geométrica,
(an) = (a1, az,as, ..., an, ...), denotada por P, € igual a:

(Pn)2 _ (al . aﬂ)n ou Pn _ a/? ' qw(g—l)
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Demonstracao. Sabemos que em uma PG o produto dos termos equidistantes é uma

constante, entao:

1) Po=a1-ay-a3" ... Gp_9-Qy_1-ap

11) Pn:an~an,1-an,g-...-ag-ag-al
Multiplicando as equagdes i) e ii), obtemos:

(Pn)* = (a1 an) - (a2 - ans) g (@n-1-a2) - (an-a1) = (a1 - an)".

Para encontrarmos o outro resultado mencionado acima, basta continuarmos os calcu-

los, sendo assim:

_ A(n— A(n— n(n=1)
(P)=a"-a"=a (ay-¢" )" =al-al "V =g . """V = P, =al g 7.

]

2.4 Exponencial

Esse tema serd muito utilizado nos capitulos posteriores como uma importante

ferramenta para a matematica financeira.

Definigao 2.4. Seja b € R tal que b > 0 e b # 1. Definimos a fun¢ao exponencial de
base b como sendo a fungdo f: R — RY tal que y = f(x) = b".

2.4.1 Propriedades da Exponencial

Sendo a, b € R e m, n € N, sao validas as seguintes propriedades:
i) a™-a™ = a™tm.
ii)(a-b)" =a"-b".
iii)(a™)" = a™".

Demonstragao. Vamos demonstrar a propriedade i) por indugao. Para n = 1, segue

quea™a'=g-a-a-..-q;a=a-a-a-..-aq=am"t. Suponhamos agora que a™-a" =
NS ~~ g NS ~~ e
m vezes m+1 vezes

a™. Entdao a™ - a1 =a™-a-a" = a™-a" - a. Pela hipotese de inducao, temos:

(m+n)+1 m=(n+1)

a’ad"a=ad"""-a=a =a .

ii) Temos (a-b)" = (a-b)-(a-b)-...-(a-b)=g-a-a-..-a=)h-b-...-h=a"-b"

N / -~ -~
~~

n vezes

n vezes n vezes

iii)(a™)" representa o produto de n fatores iguais a a™. Pelo item i), segue que:

m+m+..+m
Vv
(a’m>n :g’m : am et am = Q n vezes =q
vV
n vezes

m-n
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Sabemos que para a contrucao do grafico da fun¢ao exponencial precisariamos abor-
dar primeiramente algumas propriedades, entre elas: dominio, monotonicidade, con-
tinuidade, convexidade, comportamento no infinito e em menos infinito. No entanto
optamos pelo caminho inverso, isto é, primeiro vamos construir o grafico e a partir
dele tiraremos algumas conclusoes importantes sobre a funcao exponencial. Tal pro-
posta tem como finalidade auxiliar o professor de ensino médio na preparacao de sua
aula e acreditamos que esse caminho seja o melhor para tal. Um estudo completo das

propriedades citadas anteriormente pode ser encontrado na referéncia |[7].

2.4.2 Grafico da Funcao Exponencial

A funcao exponencial assume dois comportamentos distintos, que dependem dire-
tamente do valor da base b. Sendo assim, utilizando o GeoGebra, apresentamos os

graficos abaixo.

Fungédo Exponencial com base b >1

fa) =b*

Figura 2.1: Grafico da Fun¢ao Exponencial de base b > 1.

Fungdo Exponencial com 0<b<1

flz) =b*

Figura 2.2: Grafico da Funcao Exponencial de base 0 < b < 1.
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2.4.3 Observagoes

Da defini¢ao 2.4 e da analise dos gréficos, concluimos que:

i) A func@o exponencial parece ser crescente se b > 1 e decrescente se 0 < b < 1,isto é,
se 1 > o entdo f(xy) > f(x2) quando a base b > 1 e se ¥y < x9 entdo f(z1) > f(z2)
quando a base 0 < b < 1. Esse resultado seré utilizado para a resolucao de inequacgoes
exponenciais.

ii) A funcdo exponencial é injetora, ou seja: Se x1 # xq entdo f(z1) # f(x2), equiva-
lentemente f(z1) = f(x2) = x1 = x5. Esse conceito sera utilizado para a resolucao de
equacoes exponencias.

iii) A imagem da fungdo exponencial é Im(f) = R% que ¢é igual ao contradominio da
funcao definida em 2.4, com isso podemos afirmar que a exponencial é sobrejetora.
Como consequéncia de ii) e iii) concluimos que a fungao exponencial é bijetora e ad-
mite uma fungao inversa chamada de fungao logaritmica, a qual seré apresentada na

proxima secao.

2.5 Logaritmo

Logaritmos sao ferramentas mateméticas muito tteis para a simplificagao de contas
e com diversas aplicacoes praticas. Dois de seus principais usos sao na microbiologia,
para a caracterizacao do crescimento de bactérias e na matemaética financeira para o

calculo de periodos de investimentos.

Definigao 2.5. Sejam a € R e b € R com b # 1. Chamamos de logaritmo de a na

base b o expoente x ao qual se deve elevar a base b de modo que a poténcia b® seja

wqual a a.
Simbolicamente:
logya =2 & b" =a.
Exemplo 2.8.
a) log, 8 = 3, pois 23 = 8.
b) 10g3% = —1, pois 37! = é

1
c) log; N 3 pois 52 = /5.

2.5.1 Consequéncias da Definicao

Considerando a € RY, b € R} com b # 1, e m € R observe:
e log, 1 =0, pois b° = 1.

e log, b =1, pois b = b.
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e log, b™ = m, pois b™ = ™.

o h°®% = g pois da definicio 2.5 segue que logya = = < b® = a, sendo assim:

pos s = b = a.

Exemplo 2.9.
a) logg1 =0
b) logs3 =1
c) log,2° =5
d) 715 = 5

Exemplo 2.10. Vamos determinar o valor da expressao 2311825 4 31082710852 Para jsso,
vamos usar as seguintes propriedades de potenciagao, ™ -a" = a™+a" e (a™)" = a™"

temos:
i>23+10g25 — 93 . 9logy 5 _ 8.5 =40
ii)310g2 Tlogg2 _ (310g32)10g2 7 = 210g27 =7

Sendo assim: 23710825 4 3logaTlogs2 — 4() 4 7 = 47.

2.5.2 Propriedades dos Logaritmos

Apresentamos agora as principais propriedades operatorias dos logaritmos as quais

facilitam muito os calculos.

e Logaritmo do produto.

Paraa > 0,0 > 0,b# 1 e ¢ > 0 é valida a seguinte relagao:
logy(a - ¢) = log, a + log, c.

Demonstracao. Da defini¢ao 2.5, temos:
logy(a-c)=x b =a-¢ logya=y < W =ae log,c=z< b =c, entao:
V=ac=0"=W0=0"=0W"*=1r=y+tz=loglac)=log,atlog,c. O

e Logaritmo do quociente.
Paraa > 0,0 > 0,b# 1 e ¢ > 0, temos:

log, (2) = log;, a — log, c.
c

Demonstracao. Da defini¢ao 2.5, temos:

logb<g>:x©bng; logya =y < b =a; e log,c =2z b =c, logo:
c c
a by B a
bx:—(:)bx:b—(:)bx:by Z@xzy—z@lo&(—)zlogba—logbc.
c ? c
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e Logaritmo da poténcia.

Sea>0,b#1; b>0em e R, segue que:
log, a™ = m - log, a.

Demonstracao. Sejam log, a™ = z e log, a = y. Pela defini¢ao 2.5, temos:
b* = a™ e bY = a, com isso, podemos escrever: b* = ()" = b = V"V = 1 =

m -y = logya™ = m - log, a.

]

Mudanga de base.
Sea>0,b>0,b#1,¢c>0ec#1, éverdade que:

Demonstracao. Fazendo log, a = x; log.a = y; log,b = z, temos pela definicao:

VW=a d=aec=blogo: V=& (F)'=dscf"=deszr=y&
Y log,.a

r==<%<log,a= :
z St log,. b

Propriedade especial - Logaritmos e Progressoes.
Considere a progressao geométrica (x,y, z) de termos positivos. Os logaritmos
desses termos na base b formam uma progressao aritmética. Simbolicamente,

temos:

PG(I,y,Z) < PA (lOng?,lOgby,lOgb Z) :

Demonstra¢ao. Demonstremos primeiro que se (z,y, z) formam uma PG, entao
(log, =, log, y,logy z) formam uma PA. Como (z,y,z) formam uma PG, segue

que:

y? = x -2 = logyy? = logy(z - 2) = 2-logyy = log,z + log, 2 = log,y =

log, x + logy, »

5 = (log, x,log, y, log, z) formam uma PA.

Provemos agora que se (log, x,log, y,log, z) formam uma PA, entao (z,y, z) for-

mam uma PG. Sabendo que (log, z, log, y, log; z) estao em PA, podemos escrever:

1 1
log,y = w = 2-log,y = log, « + log, z = log, y* = log, « + log, z =

log, y? = log,(z - 2) = y* =z - 2 = (x,y, 2) formam uma PG.
O
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2.5.3 Funcao Logaritmica

Iniciamos agora uma secao que garante varios resultados que serao utilizados na

resolucao de equacoes e inequagoes logaritmicas.

Definicao 2.6. Seja b € R tal que b > 0 e b # 1. Definimos a funcao logaritmica de
base b como sendo f:RY — R tal que y = f(x) = log, x.

2.5.4 Grafico da Funcao Logaritmica

O grafico da funcao logaritmica, da mesma maneira que a funcao exponencial,

apresenta dois comportamentos distintos que dependem diretamente de sua base.

Fungdo Logaritmica com b > 1

f(@) = logs(z)

Figura 2.3: Grafico da Funcao Logaritmica de base b > 1.

Funcao Logaritmicacom0<b <1

f(x) = logy(z)

Figura 2.4: Grafico da Func¢ao Logaritmica de base 0 < b < 1.

2.5.5 Observagoes

Da defini¢ao 2.6 e da anéalise dos gréficos, concluimos que:
i) A funcdo logaritmica é crescente se b > 1 e decrescente se 0 < b < 1. Esse resultado
sera utilizada para a resolucao de inequagoes logaritmicas.

ii) A fungao logaritmica é injetora. Esse conceito sera utilizado para a resolugao de
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equagoes logaritmicas.

iii) A imagem da funcao logaritmica é Im(f) = R que ¢ igual ao contradominio da fun-
¢ao definida em 2.6, com isso podemos afirmar que a funcao logaritmica é sobrejetora.
Como consequéncia de ii) e iii) concluimos que a fung¢ao logaritmica é bijetora e como

vimos pela defini¢do, a sua inversa é a funcao exponencial.

2.5.6 Funcao Exponencial X Funcao Logaritmica

Da definigao 2.6, segue que, dado z, obtemos y:
f(z) =y =log, ,
aplicando a definicao 2.5, podemos escrever:
b=z,

Dado y, obtemos x, dado por:
z=f"(y) =1,

que defnine a funcao inversa De modo anéalogo, segue que, dado z, obtemos y:
y = f(z) =0,

pela definicao 2.5, obtemos:
Tr = 1Ogb Y,

Dado y, obtemos z, dado por:

xr = f_l(y) = logb Y,

que define a funcao inversa.
Com esse processo, demonstramos algebricamente que as fungoes logaritmica e ex-
ponencial sao uma a inversa da outra. Vamos analisar o comportamento dessas fungoes

em um mesmo sistema de coordenadas cartesianas.

f(z) =y = logy()

F(@) = g(a) = b

Figura 2.5: Gréaficos de Fungoes Logaritmica e Exponencial com b > 1.
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f(@) = logs(z)

174 (@) = g(a) = b*

Figura 2.6: Graficos de Fungoes Logaritmica e Exponencial com 0 < b < 1.

Analisando os graficos, concluimos que:
i) S@o simétricos em relacdo a reta y = .
ii) Enquanto os pontos de um gréfico sdo da forma (a,b) os do outro sao da forma
(b,a).
iii) O grafico da funcao logaritmica intersecta o eixo x no ponto (1,0) e o grafico da

exponencial intersecta o eixo y no ponto (0, 1).






3 Razao, Proporcao e Porcentagem

Apesar do tema deste capitulo ser bésico, é essencial o seu dominio para o desenvol-
vimento da Matematica Financeira. Por isso, optamos apresenté-lo, destacando alguns

resultados e aplicagoes. Esses resultados podem ser encontrados na referéncia [2].

3.1 Razao

Definigao 3.1. Chamamos de razao entre dois nimeros reais a e b, com b # 0 o quo-
. . ~ a P
ciente de a por b. Indicamos a razao de a por b escrevendo — ou a : b. O termo a é

b

chamado de antecedente e o termo b consequente.

3
Exemplo 3.1. A razao de 3 para 8 ¢ 3= 0,375. Neste caso, 3 é o antecedente e 8 o

consequente.

Exemplo 3.2. Estao matriculados no curso de Matematica da Unesp 36 rapazes e 42

mocgas. Determine a razao entre o niimero de rapazes e o niumero de mogas.

Solucao: Chamando de R a razao pedida e utilizando a definigao 3.1 temos:

36 6
42T
O que indica que nesta sala, a cada 6 rapazes temos 7 mocas.

3.1.1 Aplicacoes de Razao

medida do desenho

1. ESCALA: E =

medida real

Exemplo 3.3. Um mapa de escala 1 : 300.000 apresenta uma distancia de 15 cm entre
os pontos A e B. Dessa forma, determine a correta distancia entre esses dois pontos,

na realidade.

41
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Solucgao: A referida escala 1 : 300.000, indica que cada centimetro percorrido no mapa
é equivalente a 300.000 cm na realidade. Sendo assim, podemos aplicar a definicao de

escala, mencionada logo acima para obtermos o resultado pedido.

1 15
S0 = 1o € D = 15 300.000 = 4.500.000 cm.
2. VELOCIDADE MEDIA; v - Jstancialn)
tempo(h)

Exemplo 3.4. Um automével desloca-se de uma cidade A para uma cidade B, cuja
distancia é de 300km em duas horas. Determine a sua velocidade média durante a
viagem.

300 km

Solugao: Aplicando a féormula, temos: V = 7:150 o

Consideracoes ao Professor: E extremamente importante que o professor utilize
exemplos do cotidiano dos alunos, para que o mesmo sinta um prazer maior pelo con-
teido que esta sendo trabalhado. O professor também pode utilizar exemplos que
envolvam outras disciplinas, garantindo assim a tao desejada interdisciplinaridade. Te-
mos varios outros exemplos que podem ser utilizados em aula, como: Renda per

Capita; Densidade Demografica; Coeficiente de Mortalidade, etc.

3.2 Proporcao

Definicao 3.2. Os ndmeros a, b, ¢, d, com b # 0 e d # 0 formam uma propor¢ao
a " c ‘ . L .
se, — = —. Resumidamente, podemos dizer que propor¢ao € igualdade de razoes. Os

termos a e d dessa propor¢ao sao denominados extremos e b e ¢ meios.

2 4 6 8 10
E o35 2_2_6_5_10
xemplo 3.5. 3 = & =9 =15 = 13

Proposicao 3.1. O produto dos meios € igual ao produto dos extremos.

a c
Demonstracao. De fato, se it com bd # 0, multiplicando ambos os membros por

bd, temos: % bd = Cfl bd < ad = be.
0

b d
Proposicao 3.2. Se %:2, entao az— C—; .

Demonstracao. Da proposicao 3.1 segue que ad = bc, somando bd em ambos os lados

da igualdade, temos ad + bd = bc + bd, colocando os fatores em comum, chegamos que
a+b c+d

d(a+b) = b(c+ d) e com isso, obtemos ; y

]
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p icd0 3.3. S a c 1 a-+c a c
roposicao 3.3. Se - = —, entao =—-=-.
POsIS b d b+td b d
Demonstrag¢ao. Sabemos que % = 2 = k, sendo assim, a = kb e ¢ = kd. Tomando a
expressao Z+; e substituindo os valores de a e ¢ pelos previamente calculados, segue
kb+kd  k(b+d) a ¢ a+c
, & = k. Portanto —=—-= = k.
e g b+d MO e bt d
]
Proposicao 3.4 i t ac_a* ¢
4. —=— se, e somente se, —=—=—.
posie bod "bd B2 2

- ~ . a ¢ S
Demonstrag¢ao. Das demonstragoes anteriores, temos g:c_i:k' E facil notarmos que
2

2
%%2- C%kg-kkz. Da mesma forma, Z—2:<%> —k? e de maneira anéloga, chegamos
c c
—=(=) =k
e e (d)
O
Exemplo 3.6. Calcule x e y na proporcao g = %, sabendo que x 4+ y = 50
. y x+y x y 50
Resol 1 - === S -—=-=—Sxr=20 = 30.
esolugao: o 5= 3513 5 =3 F x ey
Exemplo 3.7. Calcule x e y na proporc¢ao g = %, sabendo que 3x + 2y = 34.
. Ty 3r. 2y 3v+2y 34 x
Resol o=t — === =—& -=2&1=06
yesougao 349 8 948 17 3 reoe
S =2&y=8
2 y
Exemplo 3.8. Calcule x e y na proporgao g = %, sabendo que xy = 96
Resolugio: Sabendo que = = 2 ¢ pel o 3.4, temos - = LT 96
esolucao: Sabendo que — = = e pela proposicao 3.4, temos — = “——=——=—
N e 5 T g © PO PIOPOSKS 19 23 6
%:%:16(:)1‘2:64:>$:8ey2:144:>y:12.
. x Yy oz
Exemplo 3.9. Calcule x, y e 2z na proporgao 5=3 5§ sabendo que bx+3y—2z = 18
. Yy =z 5r 3y —2z 5t + 3y — 2z
Resolugao: — == =—- = = = - _
8 2 3 5 5.2 3-3 —-2-5 5-243-3—-2-5
2 _9
9
Dessa forma, temos que: f:g:z:2<:>az::4,y:6ez:10

2 3 5
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Chamamos de grandeza tudo o que pode ser medido ou contado. Alguns exemplos
cotidianos de grandeza sao o volume, a velocidade, o tempo, a distancia, o custo, a

producao, entre tantos outros.

Definigao 3.3. Sejam A(x1, 22,23, ..., x,) € B(y1, Y2, Y3, .., Yn) duas grandezas, em que

L1, XL, T3y ey Ty € Y1, Y2, Y3, -, Y SGO NUMeEros reais nao nulos. Dizemos que as grande-
- . . . Z1 ) T3 n .
zas A e B sao diretamente proporcionais se: — = — = — = ... = — = k. Ou seja,
. Y1 Y2 Ys Yn
a razao entre os seus valores correspondentes é uma constante.

Interpretacao Grafica: Se as grandezas X (z1,x2, 23, ..., 2n) € Y (Y1, Y2, Y3, .oy Yn) SAO

diretamente proporcionais, entao:

y_n:k@yn:k'fmu

n

o que indica que os pontos (z,,¥y,) pertencem ao grafico da fungao y =k - .

Figura 3.1: Grandezas Proporcionais.

Definicao 3.4. Sejam A(xy1, xo, x3, ..., x,) € B(y1, Y2, Y3, ..., Yn) duas grandezas, em que
T1, T2, T3, ooy Ty € Y1, Y2, Y3, -.ry Yp SAO NUMeETos reais nao nulos. Dizemos que as grande-
zas A e B sao inversamente proporcionais se: Ti-y; = To Yo = T3-°Y3 = ... = Tp-Yp = k.

Ou seja, o produto entre os seus termos correspondentes € uma constante.

Interpretacao Grafica: Se as grandezas X (z1, 2, T3, ..., Tn) € Y (Y1, Y2, Y3, .-, Yn) SEO

inversamente proporcionais, entao:

k
ynxn:k‘@yn:_7

o que indica que seu grafico é uma hipérbole. !

LConsulte a referéncia [8] para maiores detalhes sobre uma hipérbole.
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Figura 3.2: Grandezas Inversamente Proporcionais.

Teorema 3.1. Se as grandezas X eY sao inversamente proporcionais, ou seja, ri-y, =

Ty Yo = T3-Y3 = ... = T Ypn, eNtao a grandeza X € diretamente proporcional ao inverso
de Y.
Demonstracao. Como xq - Y3 = Tg - Yo = X3 - Y3 = ... = Ty, * Yn, € sabendo que x -y =

T podemos escrever:
(y )
X1 X2 Tn

G) G G

ou seja, a grandeza X é diretamente proporcional ao inverso da grandeza Y.

O

Exemplo 3.10. Um grupo de 4 amigos montou um comércio. O sécio A entrou com
R$5.000,00, 0 B com R$4.000,00, o C com R$7.500,00 e 0 D com R$10.000,00. Apos
um tempo, o negocio deu um lucro de R$40.000,00. Como deve ser dividido esse lucro

de forma mais justa?

Solugao: O mais justo seria dividir o lucro em partes proporcionais aos capitais ini-
ciais investidos, ou seja, quem investiu mais deve receber mais e quem investiu menos
deve receber menor, sendo assim, sejam xz, y, z w os lucros dos socios A,B,C e D

respectivamente, temos:

X . Yy . z N w
5000 2500 7500 10000
ex+y+ z+w=40.000. Com isso e utilizando a proposi¢ao 2.3, temos:
x oy oz w rtytztw
5000 2500 7500 10000 25000
Logo: = = R$8.000,00, y = R$4.000,00, z = R$12.000,00 e w = R$16.000,00

= 1,6.
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Exemplo 3.11. Devemos dividir uma cole¢ao de 107 figurinhas entre 5 criangas com
3,4, 8,10 e 12 anos. Para nao termos nenhum problema com as criangas menores e
sabendo que as crianc¢as maiores nao gostam tanto de figurinhas, como deve ser feita a

divisao, para que todas as criancas fiquem felizes?

Solugao: Como nao podemos decepcionar as criancgas menores e como as criangas
maiores nao se importam em receber menos figurinhas, iremos dividi-las em partes
inversamente proporcionais as suas idades, ou seja, quanto menor a idade da crianga
mais figurinha ela recebera e quanto mais velha for a crianga menor sera o ntimero de
figurinhas que vai receber. Matematicamente falando, temos:

Sejam a, b, ¢, d, e, as quantidades de figurinhas recebidas pelas criancas de 3, 4, 8, 10
e 12 anos, respectivamente.

Da definigao 3.4, temos que: 3-a =4-b=8-¢c=10-d =12-e =k e a+b+c+d+e = 107.

Sendo assim:

k
a:—;b:E;c:E,dzﬁ;ezﬁ
3 4 8 10 12
Com isso, podemos escrever que:
k k k k k 107k
3+4+8+10+12 07@120 07 & 0
Logo:
k120 k120 k120 k 120
@=3= g TAhb=g=m=8he=g=g =hd=5 =05 = 1%
k 120
= —=—=10.
‘=~

3.3 Porcentagem

Definicao 3.5. Chamamos de porcentagem toda razio cujo denominador € igual a
100, ou seja, o consequente vale 100. De forma mais simples, podemos dizer que

porcentagem € uma “divisao por cem”.

Notagao Utilizamos a notagao % para indicarmos essa divisao por cem. Ou seja P%

= 100" Neste caso, lemos o simbolo P% como P por cento.

20 2

E lo 3.12. 20%=—=—=
xemplo 0% 10010

0,2.
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Observagao: A representacao 20% ¢ chamada de Taza Percentual, enquanto a

representacao 0,2 é chamada de Tazxa Unitdria.

4
Exemplo 3.13. 0,46% = % =0, 0046.

4 2
E 1 A4, V4% =4 —=—=0,2 = 20%.
xemplo 3 V4% \/100 10 0, 0%

10\> 1
Exemplo 3.15. (10%)2(ﬁ> =15 = %

3.3.1 Calculando Porcentagem Sobre uma Referéncia

Muitas vezes os alunos apresentam dificuldades para distinguir a diferenca entre
porcentagem e o calculo da porcentagem sobre um certo valor. Esta subse¢ao, além de
ilustrar um pouco melhor essa diferenca, tem o intuito de melhorar a velocidade com
que os alunos calculam porcentagens sobre um certo referencial, deixando um pouco
de lado a boa e velha, porém muito “lenta”’; regra de trés. Chamamos de referéncia ou

referencial, o valor sobre o qual sera calculada a porcentagem.

Fator Multiplicativo
Para entendermos facilmente a ideia bésica do principio multiplicativo, vamos fazer

uso de alguns exemplos.

Exemplo 3.16. Determine 30% de 150 litros de gasolina.
Solucao: Para resolvermos esse exemplo vamos simplesmente utilizar a ideia de parte
sobre todo, ou seja, quando queremos calcular uma porcentagem sobre um valor, que-

remos tomar uma parte deste e para isso vamos proceder da seguinte maneira:

30% de 150 = % x 150 = 45 litros de gasolina.

E importante notarmos que durante o calculo de porcentagens sobre um valor, a

unidade de medida do resultado é a mesma apresentada pela referéncia.

Exemplo 3.17. Calcule 40% de 70%.
Solugao Esse exemplo é bastante interessante, pois com ele conseguimos mostrar que
é possivel se calcular porcentagem sobre qualquer elemento, mesmo sobre uma outra

porcentagem. Sendo assim, e utilizando novamente a ideia de parte sobre todo, temos:

0 70 4 7 928
0% de T0% = 155 % 100 = 10 X 10 ~ 100 — 227

Note mais uma vez, que a unidade de medida é preservada durante todo o processo.
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Conclusao: Com os dois exemplos citados acima, podemos criar uma regra pratica
para calcularmos uma porcentagem sobre uma referéncia, a qual seré bastante utilizada

em nosso trabalho.

P% - REFERENCIA = PARTE.

Exemplo 3.18. Uma escola da cidade de Piracicaba tem 750 alunos, dos quais 420

sao garotas. Determine o percentual de garotos dessa escola.

Solugao: Sabendo que o numero total de alunos da escola é 750 e que destes 420 sao
garotas, assim 330 alunos sao garotos. Utilizando a regra definida acima, temos que a

porcentagem de rapazes nesta escola é de:

Parte 330 33 11 44
%+ Todo = Parte < P = 20 = o0 = 72 = 55 = 199 — 4%

E importante notarmos com esse exemplo que o calculo percentual pode ser visto
como parte sobre todo. Esse tipo de visao pode acelerar os calculos necessarios durante

um problema.

Exemplo 3.19. Em uma entrevista realizada com 500 pessoas, 50% dos homens entre-
vistados respoderam sim a uma determinada pergunta e 60% das mulhes entrevistadas
também responderam sim a essa pergunta. Sabendo que houve 280 “sim”, determine

quantas mulheres e homens foram entrevistados.

Solugao: Sendo h o numero total de homens e m o niimero total de mulheres, temos:
h 4+ m = 500 N h =500 —m N h =500 —m
0,5-h+0,6-m =280 5-h+46-m = 2800 5 (500 —m) + 6 - m = 2800

< m =300 e h = 200.
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Neste capitulo vamos tratar de assuntos ligados diretamente a Matematica Finan-
ceira e para tal, utilizamos as referéncias [2],[3],|5] e [6]. Na primeira se¢do, descrevemos
os temas mais bésicos, que requerem apenas dos conceitos discutidos no capitulo ante-
rior. Nas secoes seguintes trataremos de modelos de regimes de capitalizagao financeira

e de sistemas de amortizagoes.

4.1 Fator de Correcao

Quando pensamos em matematica financeira, nao podemos deixar de responder &
seguinte pergunta: como faremos para atualizar um valor presente ap6s um periodo de
investimento? Um dos melhores, senao o melhor, conceito para tal pergunta, é o fator
de corregao, também conhecido como fator de atualizagao, o qual o préprio nome ja
deixa claro, que seré utilizado para atualizar, corrigir um valor inicial ap6s aumentos

ou descontos sucessivos.

Exemplo 4.1. Determine o salario de uma pessoa que ganhava R$10.000 e recebeu

um aumento de 30% sobre o mesmo.

Solugao: Evidentemente este ¢ um problema que poderia ser resolvido de uma ma-
neira muito simples, tendo em vista a facilidade dos ntimeros trabalhados, no entanto,
0 nosso intuito com esse exemplo é mostrar para o aluno o que é o fator de correcao e

como utilizd-lo. Do enunciando, segue:

S; = 10.000 + 30% de 10.000 = S; = 10.000 - (1 +0,3) = Sy = 10.000 - (1, 3).
Entdo S; = 13.000.

O valor 1,3 é o fator de correcao nessa situacao. E importante entendermos que esse

valor mostra que o novo salario passa a ser 130% do salario anterior.

Exemplo 4.2. Uma calga ¢ vendida pelo valor de R$ 150. Determine o seu valor final,

sabendo que na hora da compra o cliente obteve um desconto de 20%.
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Solucgao: Utilizando a ideia de fator de corregao apresentada no exemplo acima, ao

receber um desconto de 20% sobre o valor da calga, o cliente deve pagar apenas 80%

desse valor, logo:

Exemplo 4.3. Uma mercadoria recebeu um aumento de 35%, passando a custar R$

702. Determine:

V; =0,8-150 = 120.

a) Qual era o preco dessa mercadoria antes do aumento?

b) Qual sera o preco dessa mercadoria se receber um desconto de 35% sobre o seu valor

atual?

Solucao:

a) 702 =V, +35% de V; = 702=1,35-V, =V, =

702
1,35

b) Vi =702 — 35% de 702 = V; = 0,65 - 702 = 456, 30.

— = 520.

Exemplo 4.4. A tabela a seguir ilustra varios casos de fator de correcao.

Taxa Percentual | Taxa Unitéaria | Fator de Aumento | Fator de Reducao
10% 0,1 1,1 0,9
25% 0,25 1,25 0,75
20% 0,2 1,2 0,8
5% 0,05 1,05 0,95
50% 0,5 1,5 0,5
100% 1 2 0
300% 3 4 3
40% 0,4 1,4 0,6
4% 0,04 1,04 0,96
18% 0,18 1,18 0,82
8% 0,08 1,08 0,92
200% 2 3 il
110% 1,1 2,1 i
30% 0,3 1,3 0,7
15% 0,15 1,15 0,85

Tabela 4.1: Tabela de Fatores de Corregao




Fator de Corregao

ol

Conclusao: O valor de uma mercadoria apés um aumento ou um desconto de x% sera
dado por: Vy =V, - (1 £2%), onde V; indica o valor final, atualizado, V; representa o

valor antes da corregao, e (1 £ x%) ¢é o fator de corre¢ao ou atualizagao.

Exemplo 4.5. Determine o valor final de uma mercadoria apos um aumento de 15%

seguido de um desconto de 12%.
Solucgao:

Seja x o valor inicial da mercadoria, entao:
e Apo6s o aumento de 15%, seu valor passa a ser: V| = 1,15

e O desconto de 12% sera dado sobre o Vi, com isso o seu valor final sera:

Vi=0,88-V1,=0,88-1,15- v =1,012 - x.

O que indica que o valor final sera 1,2% maior do que o valor inicial.

O fator 1,012 encontrado no exemplo acima serd chamado de Fator Acumulado.

Podemos entao definir:

Fator Acumulado = produto dos fatores individuais.

Exemplo 4.6. Um automovel ¢ comprado em 2009 por R$ 32.000,00. Sabendo que
o valor desse diminui 10% ao final de cada ano, em funcao da depreciacdo do bem,
determine o valor desse automoével daqui a seis anos.
Solucgao:

Devemos observar neste exemplo que a taxa de reducao do valor do automoével é
constante de 10% ao ano, com isso, o valor do carro em cada ano sera 90% do valor do

ano anterior. Sendo assim, temos:

Voo = 0,9 - 32.0000
Vo011 = 0,9 - Vaoio
Vao12 = 0,9 - Vaonr
Vo013 = 0,9 - Vaorz
Vo014 = 0,9 - Vao3
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o Vo5 = 0,9 Vaous

Note que em cada uma das expressoes, o fator de reducao é 0,9 e como a taxa de
desvalorizacao do automédvel é uma constante, temos que esse fator é fixo e com isso,

podemos utilizar o seguinte raciocinio:

Vaors = 0,9% - 32.000 < Vag15 = 17.006, 00.

Conclusao: Se um valor inicial sofre t descontos ou aumentos sucessivos a uma taxa

constante de x%, podemos escrever:

Vf = Vi . (1 + X%)t.

Os exemplos a seguir ilustram a relagao existente entre fator de correcao e fungao

exponencial.

Exemplo 4.7. Um imoével perde 36% do valor de venda a cada ano. O valor V(t) desse
imovel em t anos pode ser obtido por meio da férmula a seguir, na qual Vj corresponde

ao seu valor atual.

V(t) = V- (0,64)".

Admitindo que o valor de venda atual do imével seja igual a 200 mil reais, calcule seu

valor de venda daqui a trés anos.

Solugao: O enunciado fornece a funcao exponencial que calcula o valor do imével em
funcao do tempo. No entanto, essa funcao poderia ser obtida através da ideia de fator
de corre¢ao acumulado, apresentada anteriormente. Como o valor do imével sofre uma
reducao de 36% ao ano, o fator de atualizagao do valor desse imovel é 1 — 0,36 = 0, 64

ou seja, seu valor a cada ano serd 64% do valor do ano anterior, sendo assim:
e 1, =200.000
e V1 =0,64-1)
e 15, =0,64-V; =0,64-0,64-V,
o V3=0,64-V,=0,64-0,64-0,64-V,=0,64>-200.000 = 52.428, 80,

que é exatamente o calculo que chegarfamos se fizessemos uso da funcdo V(t) = Vj -
(0,64)" com t = 3.

Abaixo o comportamento grafico dessa fungao exponencial.
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Valor em milhares

300

200

100

-100:

Figura 4.1: Valor versus Tempo.

Exemplo 4.8. Quando se divide o Produto Interno Bruto (PIB) de um certo pais por
sua populagao, obtém-se a renda per capita desse pais. Suponha que a populagao de
um certo pais cresga a uma taxa constante de 2% ao ano. Determine qual deve ser a
taxa constante aproximada de crescimento anual do PIB desse pais, para que a renda

per capita dobre em 20 anos.

Solucgao: Sejam X o PIB, Y a populacao e ; a renda per capita atual deste pais.
Sabendo que a populacao desse pais cresce a uma taxa constante de 2% ao ano e usando
a regra de fator acumulado apresentada anteriormente, a populagao desse pais daqui a
vinte anos serd Y - (1,02)?°. Seguindo essa linha de raciocinio e supondo a taxa de cres-

cimento do PIB de i% ao ano, o PIB desse pais daqui a vinte anos serd X - (1 + %)%,

X (1, 44%)*
Y - (1,02)%0

X - (1, +i%)> X 1+i%\% 1+i% .

—_— = =2= =~ 1,035 =1 =1,02-1,035
Y - (1,02)% Y 1,02 1,02 +i% = 1,021,

= 1+1i% = 1,0557 = i% = 0,0557 = i = 5,57%.

e com isso a renda per capita daqui a vinte anos sera . Com isso, obtemos:

Acreditamos que esses exemplos mostram muito bem a relacao entre fatores de corregao
e funcao exponencial. E importante deixarmos claro para o aluno que essa relagao so6

pode ser feita quando falamos em taxas de crescimento ou decrescimento constantes.

4.2 Regimes de Capitalizacao

Nesta secao tratamos dos dois modelos de regimes de capitalizacao que sao tra-
balhados no ensino médio. Temos como foco mostrar as diferencas entre os dois e

relacioné-los com os assuntos discutidos nos capitulos anteriores.
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4.2.1 Conceitos Basicos

Para abordarmos os regimes de capitaliza¢ao mais comuns no mercado financeiro,
primeiramente precisamos definir alguns termos usuais da matemaética financeira, que
sao:

1. Capital (C): Valor empregado; Aplicado; Investimento; Saldo inicial.

2. Taxa de Juros (i): Valor percentual do rendimento da aplicagao financeira. Deve
ser utilizado na sua forma fracionaria.

3. Periodo (t): Tempo total da aplica¢do. A sua unidade deve ser a mesma da taxa
percentual de juros.

4. Juro (J): Remuneragao sobre o capital aplicado; Rendimento; Aluguel pago pelo
valor empregado.

5. Montante (M): Saldo Final; Valor resgatado apds o periodo da aplicagao.

Conhecendo esses conceitos basicos, podemos chegar a algumas relacoes importantes
para o calculo do juros e do montante de uma aplicacao.
Pelas defini¢oes acima, observamos que a diferenca entre o montante (M) e o capital

(C) é exatamente o rendimento ou os juros ganhos, com isso:
J=M-C.

Por outro lado, os juros ganhos em uma aplicacao financeira sao dados pelo produto

entre o capital e a taxa de juros, ou seja:
J=0C-1.

Igualando essas duas expressoes para o calculo dos juros, podemos obter uma relagao

para o montante:
M-C=C-ieM=C+C-ieM=C-(1+1).

Note que essa regra é similar ao conceito de fator de corre¢ao apresentado acima. Tendo
em vista que podemos chamar o montante (M) de valor futuro Vy e o capital (C) de

valor presente V), segue:
M=C-1+i)e V=V, -(1+1),
em que o valor 1+ ¢ é fator de corregao dessa aplicacao.

Exemplo 4.9. Calcular os juros ganhos por R$4.000 aplicados por um ano a uma taxa
de 20% ao ano (a.a).
Solugao: Do enunciado, segue que C' = 4.000 e i« = 20% = 0, 2, logo:

J=C- 1= J=4000-0,2 = 800.
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Exemplo 4.10. Aplicando um capital de R$ 1.600 por um ano a uma taxa de 40% de
rendimento ao ano, qual o montante resgatado?
Solucgao: Dados C' = 1.600 e i = 40% = 0, 4 segue que:

M=C-(1+i)= M=1600-(1+0,4) = 1600 - (1,4) = 2.240.

Também podemos resolver este problema da seguinte maneira:
J=C-i=J=1600-0,4=640e M =C + J = M = 1600 + 640 = 2.240.

Exemplo 4.11. A que taxa de juros anual devemos aplicar um capital de R$ 5.000
por um periodo de um ano, para que possamos resgatar um montante de R$ 5.600 no

final desse ano?
Solugao Sabendo que M = 5.600, C'=5.000,0 M =C + Je J=C -1, temos:

< 600 = 50007 < 1= — =12%.

5600 = 5000 + J 600 12
J = 5000 - 5000 100

Note que em todos os exemplos o periodo de aplicagao ¢ tnico, ou seja, o capital
(C) foi atualizado uma tnica vez, gerando assim o montante (M). Para aplicagoes
fincanceiras com um periodo diferente de uma unidade de tempo vamos introduzir os

conceitos de Juros Simples e Juros Compostos.

4.2.2 Regime de Juros Simples

No regime de capitalizagao de juros simples, a taxa percentual de juros (i) sempre
seré aplicada sobre o capital (C), ou seja, os rendimentos de cada periodo sao calculados
sempre sobre o mesmo principal. Neste modelo de regime nao incorporamos os juros dos
periodos anteriores ao capital para calcularmos os juros do periodo seguinte, em outras
palavras, nesse regime de capitalizagao, nao calculamos juros sobre juros. Devemos
deixar claro também que a aplicagao desse modelo é limitada, sendo utilizada em

contextos nao inflacionarios ou em um prazo de aplicagao muito curto.

Exemplo 4.12. Quais os juros ganhos em uma aplicacao de R$ 1.000 a uma taxa de

juros simples de 10% ao ano (a.a) por um periodo de trés anos.

Solucgao: Com base no conceito apresentado anteriormente, vamos calcular os juros
ganhos em cada ano da aplicagao:

i) Apos 1 ano: J; = 10% de 1000 = 0,1 - 1000 = 100.

ii) Apods 2 anos: Jy = 10% de 1000 = 0,1 - 1000 = 100.

iii) Apos 3 anos: J3 = 10% de 1000 = 0,1 - 1000 = 100.

Com isso, o rendimento total dessa aplicagao ¢ de R$ 300 e o montante ¢ de R$ 1.300.

Esse exemplo ilustra que, no regime de juros simples, os juros de cada periodo sao

calculados sempre sobre o investimento inicial de R$ 1.000 e esses rendimentos nao sao
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incorporados ao capital para servirem de base de calculo dos juros do periodo seguinte.

Quando analisamos o exemplo anterior, notamos que os juros ganhos, em cada uni-
dade de tempo, sao constantes e os juros totais sao exatamente a soma desses juros
parciais, com isso podemos concluir que os juros totais ganhos em uma aplicagao fi-

nanceira a regime de juros simples sao dados por:

J=C-i-t
Se aplicarmos essa regra no exemplo anterior, obtemos:
J=1000-0,1-3=300e M = 1000 + 300 = 1300.

Pelo exemplo, percebemos que essa expressao realmente ¢é valida, porém devemos ga-

rantir sua veracidade para qualquer periodo ¢.

Teorema 4.1. No regime de juros simples, um capital C, aplicado durante um periodo

t a uma taza i, apresenta um rendimento igual a J = C -i - t.

Demonstracao. Vamos demonstrar este resultado utilizando o Principio da Indugao
Finita.

i) Para t = 1, o resultado é imediato, pois:

J=C-i-1=C-i

o que foi definido no inicio dessa segao.

ii) Suponhamos que a igualdade seja verdadeira para ¢, ou seja:
Jt — C e t,

e provemos para t + 1. Por defini¢cao, sabemos que:

Jt+1:Jt+CZ<:>Jt+1:CZt+C'l<:>Jt+1:C’L(t+1),

o que garante que a féormula de célculo de juros simples é verdadeira para todo t inteiro
e positivo.
O

Exemplo 4.13. Determine o montante resultante de uma aplicacao de R$8.750 a juros

simples de 0,7% ao més por um periodo de 2 anos.

Solugao: Inicialmente devemos notar que a unidade de tempo da taxa (i) e do periodo
(t) ndo é a mesma, logo devemos transformar o periodo de 2 anos em 24 meses.

Agora, podemos aplicar a formula demonstrada no teorema 4.1.
J=C-1-t=28750-0,007-24 = 1470.
Finalmente, podemos calcular o montante com a relacao M = C' + J, concluindo que:

M = 8750 4 1470 = 10220.
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Com esse exemplo, percebemos que calcular o montante de uma aplicagao com
regime de juros simples nao ¢ uma tarefa dificil, no entanto podemos acelerar esse

processo estabelecendo uma relagao direta para o montante e os juros ganhos.

Corolario 4.1. No regime de juros simples, um capital C, aplicado durante um periodo

t a uma taza de juros i, resulta em um montante M = C - (141 -1).

Demonstracao. A demonstragao desse resultado é bastante simples. Das defini¢oes e

teoremas anteriores, segue que:

M:
{ Crd SM=C+C-i-teaM=C-(1+i-t).

J=C-1-t
[

Percebemos que essa relagao envolve as variaveis montante, capital, taxa e periodo
e acaba deixando de lado a variavel juros. Tendo isso em mente vamos trabalhar com
as expressoes citadas acima para definirmos uma nova regra que trabalhe com todos

0s termos anteriormente citados.

Corolario 4.2. Em uma aplicacao de regime de juros simples, um capital C', aplicado
M-i-t

durante um periodo t a uma taza de juros i, apresenta um rendimento J = m,
’l/ .

a qual nos permite calcular os juros em fungao do montante.

Demonstracao. Para a demonstracao desse resultado, vamos utilizar as seguintes rela-

goes.
WWM=C+J=J=M-C.
ii)J:C-i-tjC:%.

Substituindo a relagao ii) em i), obtemos:

J:M—,—Jt(i)J-i-t:M-t~i—J(:)J-i-t—I—J:M-t-i(:)J-(l—l—(i-t)):M-i-t
Z.
M-
@J:—Z,t.
1+ (i-t)

]

Em alguns casos a unidade de tempo do periodo e da taxa percentual de juros nao
é a mesma, para isso recomenda-se ajustar a unidade do periodo, porém no regime
de juros simples podemos corrigir a taxa de juros para novas taxas proporcionais em
relacao ao periodo da aplicacao. Vejamos alguns exemplos do ajuste da taxa e do

periodo.
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Exemplo 4.14. Suponhamos que a taxa de juros seja i% ao bimestre e o periodo 1
ano.

Para isso, podemos trabalhar de duas maneiras distintas, que sao:

i) ajustamos 1 ano pra 6 bimestres, ou seja alteramos a unidade do periodo,

ii) ou alteramos a taxa de i% ao bimestre para 6 - i% ao ano.

Exemplo 4.15. Suponhamos que a taxa seja i% ao més e o periodo seja 15 dias.

Mais uma vez, podemos utilizar a ideia apresentada anteriormente:

1
i) ajustamos o periodo de 15 dias para 5 mes,
i
ii) alteramos a taxa de i% ao més para %% ao dia.

Acreditamos que com esses exemplos deixamos claro que alterar a unidade de tempo
do periodo é uma tarefa mais simples do que alterar a unidade de tempo da taxa de

juros.

Juros Simples X Progressao Aritmética

No exemplo 4.12 calculamos os juros parciais de uma aplicacao financeira de R$10.000
a uma taxa de juros simples de 10% ao ano durante trés anos. Vamos agora calcular
os montantes parciais dessa aplicacao.
i) Montante inicial 10.000
ii) Apos 1 ano: M; = 10.000 + 1.000 = 11000.
iii) Apos 2 anos: My = 11.000 + 1.000 = 12.000.
iv) Apos 3 anos: M3 = 12.000 4+ 1.000 = 13.000.
Como os juros ganhos em uma aplicagao financeira a regime de juros simples sao con-
tantes, notamos que os montantes parciais formam uma PA com o primeiro termo
a1 = 10.000 e a razao r = 1.000, isto €, o primeiro termo é o capital investido e a razao

sao os juros parciais recebidos.

4.2.3 Regime de Juros Compostos

Quando falamos em matemaética financeira, a operacao bésica para tal contetdo é
o empréstimo visando um ganho sobre este capital apés um certo periodo de aplicacao.
Sem duvida, esse regime é o mais comum no sistema financeiro e no dia a dia das
pessoas. No regime de capitalizagdo de juros compostos, a taxa percentual de juros (i)
¢é aplicada sobre o montante do periodo atual, ou seja, os juros gerados a cada periodo
sao incorporados ao capital para o calculo dos juros do periodo seguinte. Neste modelo
de regime calculamos os chamados juros sobre juros, ja que o rendimento de um periodo
é incorporado a aplicacao, passando a participar da geragao do rendimento no préximo
periodo. Para melhor entendermos esse modelo de capitalizacao, vamos comecar os

estudos através de um exemplo.
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Exemplo 4.16. Quais os juros ganhos em uma aplicacao de R$ 1.000 a uma taxa de

juros compostos de 10% ao ano (a.a.) por um periodo de trés anos?

Solucgao: Seguindo o raciocinio apresentado anteriormente, vamos calcular os juros e

os montantes parciais dessa aplicacao.

Ano | Juros(Rendimento) | Montante Parcial
1000 - 0,1 = 100 1000-+100 = 1100
1100-0,1 =110 11004110 = 1210
1210-0,1 =121 1210+121 = 1331

Tabela 4.2: Tabela de Juros Compostos

Neste exemplo trabalhamos com os mesmos valores do exemplo 4.12 e percebemos

que o rendimento de ambas as aplicagoes apos o primeiro periodo de investimento é
0 mesmo, ji que nesse caso, a taxa de juros é aplicada sobre o capital em ambos os
regimes. No entanto, a partir do segundo periodo, os valores dos rendimentos sao
distintos, tendo em vista que a taxa de juros simples é aplicada sobre o principal, em
qualquer periodo, sem considerar o rendimento do periodo anterior, enquanto no regime
de juros compostos sempre incorporamos os rendimentos dos periodos anteriores para
o calculo do novo rendimento.
Quando analisamos a coluna do montante na tabela anterior, notamos que o montante
apos a primeira capitalizacao é o capital acrescido do rendimento sobre o mesmo, ou seja
My =C+i%-C =C-(1+1i%), e o mesmo acontece para os periodos posteriores, com
isso, podemos escrever que My = My +i% - My = My - (1 4+ i%) e M3z = My+i% - My =
M;- (1 +i%). Sendo assim, concluimos que M; = M;_1-(1 + i%), ou seja, o crescimento
do montante ¢ uma Progressao Geométrica (PG) com o primeiro termo a; = C ¢ a
razao ¢ = (1 +1i%), que é o fator de correcao dessa aplicac¢ao financeira. Como a taxa
de investimento neste tipo de aplicacao financeira é constante, podemos deduzir que
M, = C-(1+4i%)" que é uma forma analoga a expressao ja apresentada anteriormente,
na qual Vy =V, - (1 4+ 2%)".

A demonstragao do teorema a seguir geralmente é feita utilizando-se da ideia de
que os montantes de um investimento no regime de juros compostos formam uma PG
com primeiro termo a; = C' e a razao ¢ = 1 +1%. No entanto, vamos demonstrar esse

teorema utilizando o Principio da Inducao Finita.

Teorema 4.2. No regime de juros compostos, um capital C, aplicado durante um

periodo t a uma taza i, tranforma-se em um montante igual a M = C - (1 4+ i%)".

Demonstragcao. Queremos provar que o montante produzido por uma aplicacao finan-

ceira com uma taxa 1% e um perfodo t ¢ dado por M = C - (1 + i%)".
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i) Para t = 1, segue que:

My=C-(14+i%)'=C+i%-C=C+J.

ii) Suponhamos que a igualdade seja verdadeira para ¢, ou seja:
M, =C-(1+i%)",

e provemos para t + 1. Pela caracterizacao do regime de juros compostos, segue que:

My = My +i% - My = M, - (1+i%) = C - (1 +i%)" - (1 +i%) = C - (1 +4)",

o que prova a veracidade da féormula para todo ¢ inteiro.
O

Exemplo 4.17. Cassia aplicou o capital de R$ 15.000,00 a juros compostos, pelo
periodo de 10 meses e a taxa de 2% a.m. (ao més). Considerando a aproximagao

(1,02)5 = 1,1, calcule o valor do montante a ser recebido ao final da aplicacao.

Solugao: Sempre que vamos resolver um exercicio de juros simples ou juros compostos,
precisamos ficar atentos se a unidade de tempo da taxa de juros (i) coincide com a do

periodo de aplicacao t, neste caso, ambas foram dadas em meses. Sendo assim, obtemos:
M=C-(1+i%) = M =15.000- (1 +2%)" = 15.000 - (1,02)'® = 15.000 - [(1,02)°]?
= 15.000 - (1,1)? = 15.000 - 1,21 = M = 18.150.

Exemplo 4.18. Um capital de R$12.000,00 ¢ aplicado a uma taxa anual de 8%, com
juros capitalizados anualmente. Considerando que nao foram feitas novas aplicacoes
ou retiradas, encontre:

a) O capital acumulado apos 2 anos.

b) O namero inteiro minimo de anos necesséarios para que o capital acumulado seja

igual ao dobro do capital inicial. Se necessario, use log2 = 0,3 e log3 = 0, 48.

Solugao: Inicialmente verificamos que as unidades de tempo sao iguais, sendo assim:
a) Como nao foram feitas novas aplicagoes ou retiradas durante todo o periodo de 2
anos, podemos aplicar a formula demonstrada no teorema 4.2, para o periodo completo

de dois anos e com isso obtemos:
M =12.000- (1 + 8%)2 = 12.000 - (1,08)2 = 12.000 - (1,1664) = M = 13.996, 80.

b) Queremos ¢, para o qual M = 2. C. Mais uma vez, notemos que nao foram feitas

novas aplicagoes ou saques durante todo o periodo da aplicagao, com isso, podemos
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escrever:

M=C-(1+i%)" = 2-12.000 = 12.000 - (1 + 8%)" = 2 = (1,08)" = log2 = log 1, 08

log 2 0,3 0,3
= log2=t-logl,08= {7518 = ;»1 108\  log 108 — log 100
o (i)
B 0,3 B 0,3 B 0,3 B
~ (log(22-33) —2  (log22+1og33) —2 (2-log2+3-log3) —2

B 0,3 B 0,3 0,3
T 2.0,3+3-0,48-2 0,6+1,48—2 0,04

Como o exercicio pediu o niimero inteiro minimo de anos, devemos tomar t = 8.

=1,5.

Queremos chamar a atencao para este tipo de problema na matemaética financeira. E
muito comum os exercicios e exemplos pedirem para se calcular o periodo da aplicacao,
e geralmente neste caso seré necessario o uso de logaritmos. Acreditamos que esse seja
um bom momento para a introdugao da teoria dos logaritmos ou para mostrar um
pouco da aplicabilidade de tal assunto. Entendemos também que a resolucao deste
exercicio seria muito mais simples se pudessemos utilizar uma calculadora financeira.
Nos dois tltimos exemplos percebemos que durante todo o periodo da aplicagao, nao
foram feitos novos investimentos nem novas retiradas, sendo assim para a resolucao de
tais problemas basta a utilizacao da féormula demonstrada no teorema 4.2. No entanto,
como deverfamos proceder se durante o periodo da aplicagao tivessemos movimentacgoes

financeiras? Para ilustrar melhor tal situacao, vamos fazer uso de alguns exemplos.

Exemplo 4.19. O Sr. Alfredo costuma aplicar seu dinheiro num fundo de investimen-
tos que rende juros compostos.

a) Quanto devera aplicar hoje, para ter um montante de R$ 13.310,00 daqui a trés
anos, se a taxa de juros for de 10% ao ano?

b) Se ele aplicar hoje R$ 8.000,00, qual a taxa anual de juros que o fundo devera render
para que ele possa sacar R$ 6.000,00 daqui a um ano e R$ 9.000,00 daqui a dois anos,

esgotando o seu saldo?

Solucgao: Inicialmente devemos notar que todas as unidades de tempo sao iguais, tanto
no periodo da aplicacao quanto na taxa de juros.
a) Esse item nao apresenta nenhuma movimentagdo durante o periodo de aplicagao,

sendo assim:
M= C-(14+i%)" = 13.310 = C-(1 + 10%)* = 13.310 = C-(1,1)* = 13.310 = C-1,331

= C' = 10.000.

b) Neste item temos uma movimentagao financeira apés um ano do investimento inicial.

Com isso, devemos dividir o problema em dois periodos. Um primeiro momento que vai
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desde o investimento inicial até o saque de R$ 6.000 e um segundo que vai do periodo
pos saque até o término do investimento.
O capital de R$ 8.000 foi aplicado por um ano a uma taxa de i% ao ano, sendo assim

no final desse ano o montante do Sr. Alfredo seré:
M =8.000 - (1+i%)" = M =8.000 - (1+ i%).

Apos esse ano de investimento ¢é feito um saque de R$ 6.000 sobre o montante calculado

acima e com isso o novo saldo do Sr. Alfredo, apds esse saque passa a ser de:
M =8.000 - (1 +i%) — 6.000.

Esse saldo é reinvestido por mais um ano, ou seja, o montante ap6és um ano de aplica-
¢ao, descontado o saque de R$ 6.000, passa a ser o novo capital, que sera aplicado no
segundo ano do investimento a uma mesma taxa de i% ao ano, se transformando no

montante final da aplicagdo. Com isso, obtemos:

My = [8.000 - (14 i%) — 6.000]-(1 4 i%)" = M; = [8.000 - (1 + i%) — 6.000]- (1 + i%).

Do enunciado, o Sr. Alfredo fara ao final do segundo ano um novo saque de R$ 9.000,
esgotando assim o seu saldo, e com isso, entendemos que o montante final calculado

anteriormente deve ser de R$ 9.000. Logo:
My = [8.000 - (1 + %) — 6.000] - (1 + %) = 9.000

= 8.000-(1 4 i%)*—6.000-(1 + i%)—9.000 = 0 = M = 8-(1 +i%)*—6-(1 +i%)—9 =0

Note que o problema se transforma na resolugao de uma equagao do segundo grau,

com variavel (14i%), que é exatamente o fator de corregao anual da aplicagao, logo:

6+6%2—4-8-(-9 6+ 18
v ( ):>1+z'%:—,

i 4% = 58 16

como o exercicio trata de um investimento com rentabilidade positiva, devemos tomar:

. 6+ 18 . 24 , . .
1+Z%ZT:>1+Z%:1—6:>1+z%:1,5:>z%:0,5:>z:50%.
Apos a resolugao deste problema é interessante o professor utilizar os valores encontra-
dos para mostrar de uma maneira mais simples a ideia central desse exercicio. Abaixo

deixamos uma proposta de como trabalhar com os valores obtidos.
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Hoje 1 ano (+50% de R$ 8.000) | 2 anos (+50% de R$ 6.000)
Capital: R$ 8.000 | Montante: M; = R$ 12.000 | Montante: M, =R$ 9.000
Saque: - R$ 6.000 Saque: - R$ 9.000
Saldo: R$ 6.000 Saldo: R$ 0

Tabela 4.3: Verificacao do resultado.

Exemplo 4.20. Desejo ter, para minha aposentadoria, 1 milhao de reais. Para isso,
faco uma aplicacao financeira, que rende 1% de juros ao més, ja descontados o imposto
de renda e as taxas bancarias recorrentes. Sabendo que desejo me aposentar apos
30 anos com aplicagdes mensais fixas e ininterruptas nesse investimento, determine o

valor aproximado, em reais, que devo disponibilizar mensalmente. Se necesséario use

1,01361 = 36.

Solucgao: Seja z o valor investido mensalmente. Como o capital seréd investido a uma
taxa de 1% ao meés, o fator de atualizacao para cada unidade de tempo sera 1,01, ou
seja M; = 1,01 - M,;_,. Para ilustrarmos melhor o que acontece com cada investimento

mensal, sugerimos o uso da seguinte tabela.

Hoje | 1 més(+1%) | 2 meses(+1%) | 3 meses(+1%) | ... | 360 meses
x 1,01 -z 1,012 - x 1,013 - x .. 11,0130 . ¢
+ 1,01 -z 1,012 -z Lo
+x 1,01 -z [ 1,013 . g
+x 1,017 g

+x

Tabela 4.4: Analise do Investimento.

E importante notarmos que cada linha da tabela indica o que acontece com cada
um dos investimentos mensais de x reais, enquanto a soma dos termos de cada coluna
mostra o montante exato em cada més.

Sabendo que apds 360 meses de investimento o montante final esperado é My=R$
1.000.000, devemos ter:

r4+1,01-24+1,012- 241,01 - 24+ ---+1,01%°. 2 = 1.000.000.

Notemos que os termos (z; 1,01-2; 1,01%-z; 1,01%-2; -+ ; 1,013%.2) formam uma
progressao geométrica com a; = x, ¢ = 1,01 e 361 termos. Sendo assim, o montante
de R$ 1.000.000 é exatamente a soma dos 361 termos dessa PG, logo pelo teorema 2.9,

segue que:
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- [(1,01)360 — 1]

=1. .
Sa61 000.000 = 011

=10°=z-(36—1) =10°-1072

= 35.2 =10 = z = 285, 71.

Acreditamos que este exemplo é de extrema importancia para o ensino do regime de
juros compostos, tendo em vista que muitos o resolvem como se o investimento mensal
x fosse tnico, e que o mesmo seria o responsavel pelo montante de R$ 1.000.000 apos
os 360 meses de investimento, ou seja, os depositos mensais sao desconsiderados. Se

pensassemos dessa maneira, o exercicio seria resolvido da seguinte forma:
1.000.000 = z - (1,01)*' = 10° = 36 - v = = = 27.777,77.

Com isso, chegarfamos que se o investimento fosse tnico por 360 meses, 0 mesmo
deveria ser de R$ 27.777,78 bem diferente do verdadeiro valor de R$ 285,71.

Este exemplo também deixa claro a estreita relacao entre matematica financeira e
progressao geométrica. O que possibilita mais uma vez o professor usar problemas

reais para ilustrar as aplicagoes da matemaética.

Teorema 4.3. Se a taxa de juros relativa a um determinado periodo de tempo € i,
entdo a taxa de juros relativa a t periodos de tempo € I tal que I +1 = (1+1)". Essas

taxas sao chamadas de equivalentes.

Demonstracao. Seja C o capital inicial, investido a uma taxa i. Pelo teorema 4.2, esse
capital apos t periodos de tempo, ou seja, apos t reajustes ¢ C'- (1 + i)t. Por outro lado,
se esse mesmo capital C' for aplicado & uma taxa [ por um periodo tinico, equivalente
aos t perfodos de tempo da outra aplicagdao, o montante nesse caso sera C - (1 + I)!.

Sendo assim, obtemos:
C-(1+i)'=C-A+D'=>T+1=1+i)
]

Exemplo 4.21. Se um capital C' é aplicado a uma taxa de 1,5% ao més de rendimento,

qual deve ser a taxa anual de juros equivalente?

Solucgao: O periodo 1 ano é equivalente a 12 periodos de um meés, sendo assim:
C-14+1,5%)"?=C-1+1)' = (140,015)2 = (1+1) = 1,196 = 1+1 = I = 0,196
= [ =19,6% ao ano.

E muito comum acharmos que uma taxa de juros de 1,5% ao més é equivalente a
uma taxa de 12 - 1,5% = 18% ao ano. Taxas como essas sao ditas proporcionais e

nao equivalentes. Tal raciocinio pode ser aplicado no calculo de juros simples, ou seja,
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em juros simples podemos usar taxas proporcionais, mas em juros compostos devemos
utilizar tazas equivalentes.

Esse momento também pode ser utilizado para ilustrarmos a situacao dos juros
abusivos cobrados sobre os cartoes de crédito. E normal encontramos noticias que
mostram que a taxa de juros dos cartoes ¢ de 13,4% ao més e aproximadamente 352%
ao ano. Esses dados causam estranheza para a grande maioria da populacao, pois a

mesma é condicionada a calcular taxas proporcionais e nao equivalentes.

4.2.4 Juros Simples X Juros Compostos

Nesta tltima se¢ao, queremos comparar o comportamento dos dois regimes de ca-
pitalizagao. Para isso, vamos utilizar um mesmo exemplo para os dois modelos, para

obtermos algumas importantes conclusoes.

Exemplo 4.22. Determine os juros parciais e totais, bem como os montantes parciais
e totais de um investimento de R$ 20.000 a uma taxa de 2% ao més num periodo de 5

meses, tanto no regime de juros simples quanto no sistema de juros compostos.

Solugao: Acompanhe a tabela abaixo, que retrata o desenvolvimento mensal de cada

um dos regimes de capitalizacao.

Més | Rendimento (Simples) | Montante | Rendimento (Compostos) | Montante
0,02 - 20.000 = 400 20.400 0,02 - 20.000 = 400 20.400
0,02 -20.000 = 400 20.800 0,02 -20.400 = 408 20.808
0,02-20.000 = 400 | 21.200 | 0,02 -20.800 = 416,16 | 21.224, 16
0,02-20.000 = 400 | 21.600 | 0,02 -21.224, 16 = 424, 48 | 21.648, 64
0,02 -20.000 = 400 22.000 0,02 -21.648,64 = 432,97 | 22.081, 61

QU =W N~

Tabela 4.5: Juros Simples X Juros Compostos.

Percebemos que o primeiro rendimento é igual em ambos os regimes, pois a taxa é
aplicada sobre o capital nas duas situagoes. Nos demais periodos, o dinheiro aplicado
a juros compostos cresce mais rapidamente do que a juros simples. No regime de juros
compostos, o dinheiro cresce em um modelo exponencial e os montantes parciais neste
regime formam uma progressao geométrica com a; = C' =20.000 e ¢ = 1+1i% = 1,02,
j& que os juros de cada periodo sao incorporados ao saldo, e passam a render juros
juntamente com o capital. No regime de juros simples, o montante cresce em um
modelo linear, ja& que o rendimento de tal aplicacao é constante, independente do
periodo da aplicacao. Os montantes parciais desse regime formam uma progressao
aritmética com a; = C = 20.000 e 7 = C' - i = 20.000 - 0,02 = 200. E importante
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lembrarmos novamente que nesse sistema de capitalizagao, os rendimentos de um certo
periodo nao sao incorporados ao capital para o calculo dos juros do periodo seguinte.

Apos todas essas consideragoes ¢ normal acreditarmos que as aplicagoes no regime
de juros compostos sempre apresentam um melhor rendimento do que as aplicacoes em
juros simples, mas serd que isso sempre acontece? Para responder essa pergunta vamos
analisar o comportamento grafico dos montantes em cada caso.

No regime de juros compostos, o montante é dado por M; = C - (1+1), cujo
comportamento grafico é de uma funcao exponencial. No caso dos juros simples, o
montante é dado por M; = C' + C - i - t, cuja lei representa uma funcao do primeiro
grau, ja que o capital C' e o rendimento C'-i sao constantes e com isso, podemos escrever

M; = C + K -t. Sendo assim, seguem os graficos:

Montante

M, =C-(1+14)*

My,=C+C-i-t

Tempc

Figura 4.2: Montante versus Tempo.

O grafico mostra que os montantes a juros compostos sao maiores que os montantes
a juros simples, sempre que o periodo de aplicagao for maior do que uma unidade de
tempo. Se o periodo for igual a uma unidade de tempo, os montantes sao iguais. No
entanto, se o periodo for menor do que uma unidade de tempo a aplicacao em regime
de juros simples teria um maior rendimento. Por isso, nem sempre podemos dizer que
uma aplicacao a juros compostos apresenta um maior rendimento do que uma aplicagao
a juros simples. Para termos certeza dessa resposta, precisamos saber qual é periodo
total do investimento.

Geralmente, a tnica situagao da vida real que isso acontece é nos chamados juros

de mora, ou seja, nos juros que sao cobrados por pequenos atrasos em pagamentos.
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Exemplo 4.23. Uma conta de R$ 150,00 foi paga com 10 dias de atraso. Determine

o montante pago sabendo que os juros sao de 3% ao meés.

Solugao: Sabendo que os juros sao de 3% ao més, entao os juros sao de —— ao dia e
de 10'% = % = 0,01 em dez dias. Sendo assim, os juros sao J = 0,01-150 = 1,50

e com isso o montante é de R$ = 150 + 1,50 = 165,50.
E importante deixarmos claro que, para o calculo de juros, sempre consideramos o més

comercial de 30 dias e o ano comercial com 12 meses de 30 dias, ou seja, com 360 dias.

Exemplo 4.24. Qual ¢ o montante de um capital de R$ 680,00, aplicado a juros de

5% ao més, durante 4 meses e 12 dias?

Solucgao: Pela analise do grafico, para que tenhamos o maior montante possivel, de-
vemos aplicar o capital por 4 meses a juros compostos e por 12 dias a juros simples.
Este método de se calcular o montante é chamado de convencao linear, utilizada por
instituicoes financeiras quando nos cobram juros. Sendo assim, o montante é calculado

em duas etapas. Primeiro achamos o montante de 4 meses de aplicagao:
M=C-(1+i)*=680-(1,05)"=680- 1,215 = 826, 20.

Feito isso, calculamos os juros simples de 12 dias aplicado sobre este montante, com

isso obtemos: 0.05
J:C’-i-t:826,60~é—0-12:16,52.

E finalmente chegamos no montante dessa aplicagao:
My = 826,20 + 16,52 = 842, 72.

Abaixo, o comportamento gréifico da aplicacao.

MONTANTE

842,72

826,20

680

3
4 a4 2
*30

Figura 4.3: Convencao Linear.






5 Comentarios Finais

E muito comum os nossos alunos sentirem-se desiludidos com a matematica e sua
serventia para a realidade do dia a dia. Sendo assim, gostariamos de deixar claro que
essa dissertacao vai na contra mao desse pensamento, pois retrata um dos assuntos

mais corriqueiros da nossa atual grade curricular.

Percebemos que a matematica financeira nao deve ser explorada como um contetido
isolado. Podemos relacionéa-la com varios outros assuntos importantes do dia a dia dos
alunos. Esperamos que os professores possam fazer uso desse documento no auxilio do
preparo de suas aulas, na elaboragao de atividades aplicaveis ao cotidiano dos alunos

e na interdisciplinaridade.

Entendemos que ainda h& muito o que ser explorado na matemaética financeira.
Assuntos tais como: o uso da calculadora financeira, equivaléncia de capitais, calculo do
valor das parcelas em compras a longo prazo, entre outros, que podem ser encontrados

nas referéncias dessa dissertacao.
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