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Resumo

O problema de escrever um ntimero como soma de quadrados, principalmente
nimeros primos, é muito antigo e talvez tenha surgido das investigagoes de Fermat no
século XV II. Anos mais tarde, o préprio Fermat demonstrou usando niimeros complexos,
que todo ntmero primo da forma 4k 4 1 pode ser escrito como soma de dois quadrados.
Porém mediante alguns casos, certos nimeros nao puderam ser representados neste for-
mato, dando sequéncia a ideia de estabelecer mais algumas condigoes para que pudessem
ser escritos como soma de trés quadrados, até chegarmos ao aspecto geral que todo niimero

pode ser representado como soma de quatro quadrados (Teorema de Lagrange).

Palavras chave: Soma de quadrados. Identidade de Lagrange. Teorema de Lagrange.
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Abstract

The problem of writing a number as a sum of squares, mainly prime numbers, is very
old and may have emerged from the investigations of Fermat in the seventeenth century.
Years later, the Fermat himself demonstrated using complex numbers, that every prime
number of the form 4k+1 can be written as a sum of two squares. But through some cases,
certain figures could not be represented in this format, continuing the idea of establishing
some more conditions so that they could be written as the sum of three squares, until
we reach the general appearance that any number can be represented as a sum of four

squares (Theorem of Lagrange).

Keywords: Sum of squares. Lagrange identity. Theorem of Lagrange.
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Introducao

“ O homem é aquilo que sonha ser”
(Autor desconhecido)

No primeiro momento serao apresentados alguns resultados necessarios a cons-
trugao da teoria.Teoremas de suma importancia terao destaque nessa primeira parte como
o Pequeno Teorema de Fermat, Algoritmo de Euclides e um breve estudo sobre con-
gruéncias lineares. Em seguida, comecaremos com o estudo da problematica de escrever
nimeros inteiros positivos como soma de dois quadrados, estabelecendo condicoes e ten-
tando caracterizar aqueles que nao podem ser representados desta forma, finalizando este
capitulo com uma condicao necessaria e suficiente para termos a representacao de um
nimero como soma de dois quadrados. Por nao termos todos, como soma de dois quadra-
dos, avancamos nos estudos para investigar aqueles que podem ser escritos como soma de
trés quadrados, identificando suas caracteristicas e principais resultados. Por fim, temos
a identidade de Lagrange que nos ajudara a caracterizar de uma maneira geral que todo
nimero ¢ soma de quatro quadrados, também chamado de Teorema de Lagrange. Esses
resultados serao organizados através de lemas de suma importancia como o Lema de Thue
e a caracterizacao dos nimeros primos como soma de quatro quadrados, para dai entao,
pelo Teorema Fundamental da Aritmética, garantirmos que todos os inteiros positivos

também podem ser escritos como soma de quatro quadrados.



Capitulo 1

Conceitos preliminares

1.1 Divisibilidade e Algoritmo de Euclides

Alguns resultados serao de suma importancia para o desenvolvimento desta teoria.
Por isso serao apresentados como conceitos preliminares. Vamos considerar o conjunto
dos nuimeros naturais como sendo N = {0,1,2,3,...} e o conjunto dos nimeros inteiros
como Z = {0,+1,+2,+3,...}. Entende - se por Z, = {0,+1,+2,+3,...} como sendo o
conjunto dos inteiros nao negativos e Z* = {+1,42,+3, ...} como o conjunto dos inteiros

positivos.

Defini¢ao 1 Dados dois inteiros d e a, dizemos que d divide a, representado por d|a, se
existe ¢ € Z tal que:
a = qd.

Lema 1 Dados a,b,d,x,y € Z temos:
(1) Se d|a e d|b entao d|ax + by.
(ii) Se dla entdo a =0 ou |d| < |al.
(i11) Se d|a e alb entao d|b.

Prova: (i) Se d|a e d|b temos que 3 q1,¢2 € Z/ a = dqy e b = dgy entao
ax + by = (dg1)z + (dgz)y = d(q17 + q2y).

Como ¢1z + ¢y € Z segue que
d|az + by.



(ii) Suponha que d|a e a # 0. Neste caso, a = dq, ¢ # 0, assim
|a| 2 1 = [a] = |dq| = |dl[q| = |d].

(iii) Como dla e alb,3 q1,¢2 € Z = a = dqy e b = agy entdo

b= (dCI1)CI2 = d(Qle) = d\b.

Definicao 2 Dados dois niumeros inteiros a e b nao simultaneamente nulos, o maior
divisor comum de a e b serda chamado de mdximo divisor comum de a e b. Representamos

o mdzimo divisor comum de a e b por mdc(a,b).
Observacao 1

Note que para d = mdc(a,b) temos:

(i) dla e d|b.

(ii) Se existe ¢ € Z tal que cla e c|b entdo c|d.
(iii) mdc(a, b) = mdc(b, a).
(

iv) mdc(a,b) = mdc(a,b — a), com a < b.
Exemplo 1 O mdc(2n,2n+1) = 1.
De fato, mde(2n,2n + 1) = mde(2n, (2n + 1) — (2n)) = mdc(2n,1) = 1.

Definicao 3 Para x € R, definimos a parte inteira de x como sendo o unico k € 7Z tal
que

k<z<k+1.

Representamos a parte inteira de x por |x|.
Exemplo 2 (i) |3,72] = 3 (i) L\/EJ —1

Definicao 4 Seja S um subconjunto de N. Dizemos que um numero natural a é um
menor elemento de S se possui as sequintes propriedades:
(i) a € S.

(1)) a <n,¥nes.



Principio da Boa Ordem: T'odo subconjunto nao vazio de N possui um menor

elemento.

Teorema 1 (Algoritmo da divisdo) Dados a,b € Z com b # 0, existem q,r € Z com:
a=bqg+re0<r<lb

tais ¢ e r estao unicamente determinados e sao chamados o quociente e o resto da divisao
de a por b.

Prova: Suponha que b > a e considere, enquanto fizer sentido, os niimeros
b,b—a,b—2a,...b —na,...

Pelo Principio da Boa Ordem, o conjunto S formado pelos elementos acima tem um menor
elemento r = b — ga. Vamos provar que r tem a propriedade requerida, ou seja, r < a.
Se alb, entdo r = 0 e nada mais temos a provar. Se, por outro lado, a nao divide
b, entdo r # a, e, portanto, basta mostrar que nao pode ocorrer r > a. De fato, se isto
ocorresse, existiria um nimero natural ¢ < r tal que r = ¢+ a. Consequentemente, sendo

r=c+a=>b— qa, teriamos
c=b—(¢g+1a€s, come<r,
contradicao com o fato de r ser o menor elemento de S. Portanto, temos que
b=aq+r comr <a,

0 que prova a existéncia de ¢ e r.

Agora, vamos provar a unicidade. Note que, dados dois elementos distintos de
S, a diferenca entre o maior e o menor desses elementos, sendo um multiplo de a é pelo
menos a. Logo, ser =b—aq e r=b— aq/, comr <r < a, teriamos r—r> a, o que
acarretaria r > r +a > a, absurdo. Portanto, r = r . Daf segue-se que b — ag = b — ag,

o que implica que aq = aq/ e, portanto, ¢ = q/.

Note que o resto da divisao de b por a é zero se, e somente se, a divide b.



Exemplo 3 Encontre o quociente e o resto da divisao de 19 por 5.
19-5=14,19-25=9,19-35=4<5

Istonaoda g=3er =4.

Exemplo 4 O resto da divisao de 10" por 9 é sempre 1, V n € N.

Isto serd feito por inducdo. Para n = 0, temos que 10° = 9.0 + 1. Suponha o

resultado valido para um dado k, isto é 10 = 9¢ + 1 e considere a igualdade
1081 = 10.10F = (9 + 1).10F = 9.10% + 10F = 9.10* + 9¢ + 1 = 9.(10" + ¢) + 1,

provando que o resultado vale para k + 1 e, consequentemente, vale para todo n € N.

Teorema 2 (Bachet - Bezout) Sejam a,b € Z. Entdo existem x,y € Z com
ax + by = mdc(a,b).

Prova: O caso a = b = 0 é trivial (temos = = y = 0). Nos outros casos, considere

o conjunto de todas as combinagoes Z-lineares de a e b:
Cla,b) ={ax+by:z,y € Z}

Seja d = axg + byg o menor elemento de C(a,b)(Nao — vazio). Afirmamos que d divide
todos os elementos de C(a,b). De fato, dado m = ax + by € C(a,b), sejam q,r € Z o
quociente e o resto na divisao euclidiana de m por d, de modo que m = dg+re 0 <r < d.
Temos:

r=m—dq=a.(r—qzo) +b.(y — quo) € C(a,b)

Mas como r < d e d é o menor elemento positivo de C(a,b), segue que r = 0 = d|m. Em
particular, como a,b € C(a,b) temos que d|a e d|b, logo d < mdec(a,b). Note ainda que se
cla e c|b entao claxg + byy < c|d. Tomando ¢ = mdc(a,b) temos que mdc(a, b)|d, o que

juntamente com a desigualdade d < mdc(a, b), mostra que d = mdc(a, b).



Proposicao 1 Se mde(a,b) =1 e albc entao alc.

Prova: Como albc e mde(a,b) = 1, existem ¢, z,y € Z tal que, bc = aq e
ax + by = 1 = a(cx) + (be)y = c. Entdo para todo ¢ € Z temos a(czx) + a(qy) = ¢ = alc.
|

1.2 Numeros primos e o Crivo de Eratéstenes

Definicao 5 Um numero natural maior que 1 e que seja apenas multiplo de 1 e de si
proprio € chamado de niumero primo. Um numero diferente de 0 e de 1 que nao é primo

¢ chamado de numero composto.

1.2.1 Crivo de Eratdstenes

Um método muito antigo para se obter de modo sisteméatico ntimeros primos
é chamado de Crivo de Eratdstenes, devido ao matematico grego Eratéstenes. A
eficiéencia do método é baseado na observacao bem simples a seguir: Se um nimero natural
a > 1 é composto, entdo ele é multiplo de algum niimero primo p tal que p* < a.
Equivalentemente, é primo todo niimero a que nao é miltiplo de um nimero primo p tal
que p* < a. De fato, se a é composto e p é o menor niimero primo do qual a é miltiplo,
entdao a = pb, onde p e b sao menores que a. Agora, sendo b primo ou composto, ele
sera multiplo de um ntimero primo ¢g. Como a é multiplo de b e b é multiplo de ¢, pela
transitividade da relacao de ser multiplo, a também ¢é multiplo de ¢ e sendo p o menor
primo do qual a é miltiplo, p < ¢. Logo, p* < pg < a. Por exemplo, para mostrar que o
ntumero 221(= 13.17) é composto, bastaria testar se ele é miltiplo de algum dos nimeros
primos p = 2,3,5,7,11 ou 13, ji que o préximo primo 17 é tal que 17% = 289 > 221.

Para se obter os niimeros primos até uma certa ordem n, escreva os nimeros de
2 até n em uma tabela. O primeiro desses ntimeros, o 2, é primo, pois nao ¢ multiplo
de nenhum numero anterior. Risque todos os demais multiplos de 2 na tabela, pois esses
nao sao primos. O primeiro nimero maior que 2 nao riscado nessa nova tabela é o 3
que é primo, pois nao é multiplo de nenhum ntmero anterior diferente de 1. Risque
todos os demais multiplos de 3 na tabela, pois esses nao sao primos.O primeiro nimero
nao riscado maior que 3 nessa nova tabela é o 5 que é primo, pois nao é multiplo de

nenhum numero anterior diferente de 1. Risque todos os demais multiplos de 5 na tabela,



e assim por diante. Ao término desse procedimento, os niimeros nao riscados sao todos os
primos menores ou iguais a n. Note que o procedimento termina asssim que atingirmos
um ntimero primo p tal que p? > n, pois pela observacio que fizemos acima, ja terfamos

riscado todos os nimeros compostos menores ou iguais a n.
A seguir é apresentado um exemplo de tabela com os niimeros primos menores

que 200.

2 3 A 5 b 7 B H 10
11 A2 13 A4 A5 A6 17 A8 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 A0
31 A2 A3 A4 A5 A6 37 B8 B9 A0
41 A2 43 A4 A5 A6 AT A8 A9 O
AL B2 B3 p4 BS B6 BT B8 59 B0
61 p2 63 p4  p5 6 67 p8 B9 10
o2 13 g4 g5 g6 g7 g8 79 A0
A1 82 83 B4 B5 R6 A7 B8 89 90
A1 P2 p3 p4 pH5 P60 97 B8 A9 100
101 402 103 (404 405 406 107 A08 109 A10
A1l A12 113 A14 A15 A16 A17 418 A19 120
A21 122 23 24 A25 Q26 127 A28 (29 A30
131 A32 133 A34 135 136 137 A38 139 140
A41 42 143 44 145 46 447 A48 149 150
151 A52 453 154 155 156 157 A58 A59 460
A61 162 163 64 165 166 167 A68 169 170
ATL 472 173 474 4TS5 AT6 ATT 478 179 480
181 A82 183 184 185 186 A87 188 A89 190
191 492 193 194 495 196 197 498 199 200

1.3 Teorema Fundamental da Aritmética

Do ponto de vista da estrutura multiplicativa dos naturais, os niimeros primos sao
os mais simples e a0 mesmo tempo sao suficientes para gerar todos os nimeros naturais,
conforme veremos adiante no Teorema Fundamental da Aritmética (TFA). Na demons-

tragao do TFA usaremos:



Segundo Principio de Indugao: Seja p(n), comn € N uma sentenca aberta
talque :
(1) p(a) é verdade;
(i) Vrcoma < r <k, p(r)verdadeira = p(k) verdadeira;
Entao p(n) é verdade ¥V n > a.

Agora sim, podemos enunciar e demonstrar o Teorema Fundamental da Aritmética.

Teorema 3 (Teorema Fundamental da Aritmética) Dado um nimero natural n >
2, existem um niumero r > 0, numeros primos pi,ps,...,prcom p; < p2 < ... < pp €

numeros naturais nao nulos a, as, ..., a, tais que:

_ a1 ,,02 a.
n=mp; py..p," .
Além disso, esta decomposicao € unica.

Prova: (Existéncia) Se n = 2, o resultado é obviamente verificado. Suponhamos
o resultado vélido para todo nimero natural menor que n e vamos provar que vale para
n. Se o numero n é primo, nada temos a demonstrar. Suponhamos que n seja um nimero
composto. Logo existem nimeros naturais n, e ng tais que n = ning, com 1 < n; < n e
1 < ny < n. Pela hipétese de indugao, existem nimeros primos pi, pa, ..., Pr € q1, G2, -+, Qs
tais que ny = p1ps...pr € Ny = ¢1Q2...qs. Portanto n = p1ps...p-q1qs...qs.
(Unicidade) Suponha que n = pips...p, = q1¢2...gs onde pys € ¢jrs SA0 NUmMeros primos.

Como p1|q1¢s...qs = 3 j/p1 = q;. Digamos que seja j = 1. Portanto,

P2...Pr = (q2...4s

Como ps...p, < n, a hipdtese de inducao acarreta que r = s e 0s p; € ¢; sao iguais aos
pares.

[ |
Exemplo 5

A decomposicao de 1001 em fatores primos é 7 x 11 x 13, enquanto 22 x 3% x 5% é a devida

representacao em fatores primos de 67500.



Observacao 2

Denotando por d(m) o nimero de divisores do niimero natural m, segue que se:
m = py'py’..py
Com p1, pa, ..., p, NUMeros primos e ag, as, ..., @, nimeros naturais, entao:
dim) = (a; + 1)(az + 1)...(a, + 1)

Exemplo 6

Como 100 = 2% . 5%, segue que d(100) = (2 + 1)(2+ 1) = 9. Logo 100 possui 9 divisores,
a saber: 1,2,4,5, 10, 20, 25, 50, 100.

Observacao 3

A férmula acima nos mostra que um nimero n = p{'p3*...ps" possui uma quantidade
impar de divisores se, e somente se, cada a; é par, ou seja, se, e somente se, n € um

quadrado perfeito, ou seja, existe k € Z tal que k* = n.
Teorema 4 (Euclides) Existem infinitos nimeros primos.

Prova: Suponha por absurdo que os nimeros primos sejam em numero finito e
seja a o produto de todos eles. O nimero a-+ 1 nao seria primo pois ele seria maior do que
qualquer nimero primo. Logo, a+ 1 sendo composto, ele seria miltiplo de algum ntimero
primo p. Mas sendo a também multiplo de p, teriamos que 1 seria multiplo do ntimero

primo p, o que é um absurdo. [ |

1.4 Congruéncias e o Pequeno Teorema de Fermat

Definicao 6 Sejam a,b,m € Z. Dizemos que a é congruente a b modulo m, e escrevemos:
a=b (mod m),

se m|(a —b), ou seja, se a e b deizam o mesmo resto na divisio por m.



Proposicao 2 Para quaisquer a,b,c,d,m € Z temos:
(i)(Reflexiva) a = a (mod m).
(11)(Simétrico) Se a = b (mod m) entdo b = a (mod m).
(11)( Transitiva) Se a = b (mod m) e b= c (mod m) entdo a = ¢ (mod m).

(iv)(Compatibilidade com a soma e diferen¢a)

a = b (modm) a+c = b+d (modm)
=
¢ = d(modm) a—c = b—d (modm).

Em particular, se a = b (mod m) entio ka = kb (mod m),Vk € Z.

(v) (Compatibilidade com o produto)

a = b (modm)
= ac = bd (mod m)
¢ = d(modm)

Em particular, se a = b (mod m) entio a* = bv* (mod m),Vk € Z.

(vi) (Cancelamento) Se mdc(c,m) =1, entdo:
ac = be (mod m) < a =b (mod m).
Prova: Para o item (7) basta observar que, m|(a — a) = 0.

Em (i),

se m|(a —b), entao m|— (a —b) < m|(b— a).
Em (i),
se m|(a —b) e m|(b—c¢), entao m|(a —b) + (b—c) = (a —c).

Em (iv),

se m|(a —b) e m|(c —d), entao
Logo, organizando as contas,

m|(a—b+c—d) N ml(a+c) — (b+d)
m|(a—b—c+d) m|(a —c¢) — (b—d)

10



Em (v),
Se m|(a —b) + (¢ — d), entao m|(a —b)c+ (¢ — d)b <

m|(ac — bc + be — bd) < m|(ac — bd).

Finalmente em (vi), como mdec(c,m) = 1 temos que,
m|ac — bc < ml(a — b)c < mla — 0.

p!

Lema 2 Os nimeros C! = —————
P (p =)l

onde0<i<pepl=px(p—1)x..x2x1 sao

todos divisiveis por p primo.
Prova: O resultado vale para ¢ = 1. Podemos, entao, supor 1 < ¢ < p. Neste
caso, il|px (p—1) x...x (p—i+1). Como mdc(i!, p) = 1, decorre que i!|(p—1) x...x (p—i+1),

e o resultado se segue, pois

Teorema 5 (Pequeno Teorema de Fermat) Seja a um inteiro positivo e p um nimero

primo, com mdc(a,p) = 1 entdo a¥ = a (mod p).

Prova: Vamos provar o resultado por inducao sobre a. O resultado vale clara-
mente para a = 1, pois p|0.
Supondo o resultado valido para a = k, iremos prova-lo para a = k + 1. Pela

férmula do binomio de Newton,
17p-1 -1
(k+1)P — (k+1) = k? — k + CP™ 4+ .+ O M.

Como, pelo Lema 2 e pela hipdtese de indugao, o segundo membro da igualdade

acima é divisivel por p, o resultado se segue.

Exemplo 7
O pequeno Teorema de Fermat nos diz que 47|(2* — 1).

11



1.5 Residuos Quadraticos, Simbolo de Legendre e o
Critério de Euler

Definicao 7 Se a congruéncia * = a (mod m) tem solucdo, dizemos que a é um residuo

quadrdtico mddulo m, onde a,m,x € N, com m > 1 e mdc(a,m) = 1. Caso contrdrio,

dizemos que a nao € um residuo quadrdtico modulo m.

Exemplo 8

A congruéncia r* = 2 (mod 3), ndo possui nenhuma solucao.

Exemplo 9

Todo nimero natural n é residuo quadratico modulo 2.

Exemplo 10

Se p é um numero primo da forma 4k + 1, entao p — 1 é residuo quadratico médulo p.
Exemplo 11

Se p =5, entdo 1 e 4 sdo os elementos de {1,2,3,4} que sao residuos quadraticos médulo
5. Se p =17, entao 1,2 e 4 sao os elementos de {1,2,3,4,5,6} que sdo residuos quadréticos

modulo 7.

Definicao 8 (Simbolo de Legendre) Seja p > 2 um nimero primo e a um inteiro

qualquer, com mdc(a,p) = 1; O simbolo de Legendre <2> € definido por
p

(a) 1, se a é um residuo quadratico modulo p.

p —1, se a nao é um residuo quadratico maodulo p.

Exemplo 12

1 4 2 3
Pelo exemplo 11, ( = ) = [ = ] = 1 enquanto, 5) == —1. Por sua vez temos,

3 5

ONONORNUNONG
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Proposicao 3 (Critério de Euler) Seja p > 2 um primo e a um inteiro qualquer.

Entao:

Prova: Para a = 0 (mod p) temos evidentemente o resultado. Suponha que p

nao divide a. Pelo Pequeno Teorema de Fermat, temos a”~' = 1 (mod p), donde

p—1

(@7 —1).(a"7 +1)=0 (mod p) =

p]apT_1 —1ou p|apT_1 tlear =41 (mod p).

. p—1 , , ; "
Assim devemos mostrar que a 2 = 1 (mod p) se, e s6 se, a é um residuo quadratico
modulo p. Se a é um residuo quadratico, entao existe z € N com mde(p, z) = 1 tal que

a = 2° (mod p). Novamente pelo Pequeno Teorema de Fermat temos que:

az =2P7 =1 (mod p).

Exemplo 13

2:

Como x (mod 47) tem solucdo para x = 7, segue que 47|24 — 1.

Exemplo 14

Pelo Critério de Euler temos

Proposicao 4 O simbolo de Legendre possui as sequintes propriedades:

(i) Se a = b (mod p) entdo (%) :(9).

a’ g
(i1) <—> =1, se p nao dwide a.
p

N e A W= +1 se p 1 (mod 4)
(m)<p)_< Y -1 se p = 3 (mod 4)

(-6 )

13



Prova: Os itens (i) e (ii) seguem da definigao, e (iii) segue do critério de Euler:

(—_1> — (=1)"7" (mod p) < <_—1) = (-7,

p p

ja que p > 2 e ambos os lados da congruéncia sao iguais a +£1. Da mesma forma, para

demonstrar (iv), aplicando o critério de Euler temos:

b p— p— b— b
<a_) = (ab)Tl =ad"T . b7 = (ﬁ) : (—> (mod p)
p p p
ab a b )
O que mostra que | — ) =( — ). | — |, pois novamente ambos os lados da con-
p p p

gruéencia sao iguais a +1.

2 .
Exemplo 15 <?> =27 =2°=8=1 (mod 7).

Exemplo 16 O numero 22 4+ 1 é um nimero composto.

De fato, esse niimero corresponde a n = 5 dos chamados nimeros de Fermat que
sao da forma:

F,=2%"+1.

Fermat afirmou que esses ntimeros, para qualquer valor natural de n, sao primos e deu
como exemplos:

FO = 3,F1 = 5,F3 =25T7e F4 = 65537

que sao efetivamente nimeros primos. No entanto, o nimero Fy = 2% 4+ 1 = 4294967297
era muito grande para se verificar se era primo ou nao.
Euler, estudando a forma dos divisores de um nimero do tipo F),, chegou a

conclusao de que se Fj fosse composto, ele deveria ser divisivel pelo primo 641.

641
Logo, —1 é um residuo quadrético médulo 641. Disto segue que,

Com efeito, note que < ) = 1, pois 641 é um nimero primo da forma 4k + 1.

Jx €N/ 2? = —1 (mod 641).

Afirmamos que z = 216,

14



Para isso, observe que 641 = 5 x 27 4+ 1, logo
5x 2" = —1 (mod 641).
Elevando a quarta poténcia ambos os membros da congruéncia acima, obtemos
5' x 22 =1 (mod 641). (1.1)
Por outro lado, da igualdade 641 = 625 + 16 = 5* 4+ 2%, obtemos que
5 = —2* (mod 641). (1.2)

Juntando (1.1) e (1.2), obtemos —2*% = 1 (mod 641), ou seja, (2'®)* = —1 (mod 641), o
que implica que F5 = 2°2 +1 = 0 (mod 641), donde 641 divide Fs. Portanto, Fj nio é

um numero primo.
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Capitulo 2

Inteiros que sao soma de dois

quadrados

Aqui serao apresentados os primeiros resultados sobre soma de quadrados. De-
finicoes da soma de dois quadrados e de exemplos gerais na tentativa de estabelecer con-
jecturas, assim como apresentar o Lema de Thue e sua demonstracao que dard condigoes

para a caracterizacao de Fermat para nimeros primos.

2.1 Soma de dois quadrados e os semigrupos multi-
plicativos

Definicao 9 Considere um niumero inteiro m > 0. Dizer que m pode ser escrito como

soma de dois quadrados, garante a existéncia de inteiros nao negativos a e b tal que:
m = a® + b*.

Dizemos que m esta escrito na forma da soma de dois quadrados.
Exemplo 17
Como a? = a® + 0%, qualquer quadrado perfeito é soma de dois quadrados.

Definicao 10 Um conjunto S de numeros inteiros nao negativos € um semigrupo multi-
plicativo se, e somente se, ele tem o produto de cada par de seus elementos, como elemento

de S, isto é: v,y e S =zy e S.
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Exemplo 18

Seja P o conjunto dos niimeros pares e I'mp o conjunto dos nimeros impares. E fato que
tais conjuntos denotam semigrupos multiplicativos.

Agora temos um importante resultado.

Proposicao 5 Se S é um semigrupo multiplicativo de inteiros nao negativos tal que todos

0s primos pertencem a S, entao os inteiros maiores que 1 pertencem a S.

Prova: Temos apenas outro modo de enunciar o Teorema Fundamental da
Aritmética que afirma que todos os niimeros naturais maiores que 1 ou sao primos ou
um produto de primos.

|
O proximo resultado garante que se dois niimeros inteiros positivos sao represen-

tados como soma de dois quadrados, entao seu produto também sera.

Proposicao 6 O conjunto Qy = {a® +b* : a,b € Z,} da soma de dois quadrados é um

semigrupo multiplicativo.

Prova: Com efeito, considere z,y € ()2, logo existem inteiros nao negativos
a,b, c e d tais que:

r=ad’+bey=c"+d?

Note que zy = (a® + b*)(c* + d*) = (ad + bc)? + (ac — bd)?, ou seja, zy € Q.
[ |
O resultado de )3 ser um semigrupo multiplicativo é necessario para identifi-
carmos se o nimero inteiro é ou nao soma de dois quadrados a partir de seus fatores, e
usando o Teorema Fundamental da Aritmética poderemos caracterizar todos aqueles que
podem expressos dessa forma. Por isso, ainda precisamos caracterizar os niimeros primos

que sejam soma de dois quadrados.

2.2 Soma de dois quadrados e os divisores primos

Vamos mostrar agora algumas condigoes sobre os divisores primos de um nimero

que é soma de dois quadrados. Notemos inicialmente que

2=1"+1%

17



Quanto aos primos impares, temos o seguinte resultado:

Proposicao 7 Sejam a e b dois nimeros inteiros tais que mdc(a,b) = 1 e seja p um

nimero primo impar tal que pla® + b?, entdo p € da forma 4k + 1.

Prova: Note que p nio divide a e nem b e que a® + b*> = 0 (mod p) garante que

a® = —b*(mod p). Elevando a poténcia d temos que:

p—1

(a®)2 = (—b2)p2;1 (mod p) = a?' = (=1)z . "' (mod p)

_ —1
E pelo pequeno teorema de Fermat obtemos que (—1)19Tl =1 (mod p). Logo b

é

um nimero par e portanto, p = 1 (mod 4).

Proposicao 8 Nenhum inteiro da forma 4k + 3 € soma de dois quadrados.

Prova: Seja a um inteiro qualquer. Logo temos a = 2t oua =2t+ 1, t € Z.
Donde tem - se:

a’ = (2t)? = 4t = 0 (mod 4) ou
A= 2t+ 1) =4 +t) +1=1 (mod 4)

Logo para qualquer inteiro b, temos a® +b* = 0,1 ou 2 (mod 4). O que nos faz concluir

que nenhum inteiro que é representado como soma de dois quadrados é da forma 4k + 3.

2.3 Principio das Gavetas e Lema de Thue

J& mostramos que todos os nimeros primos impares que dividem a? + b? com
mde(a,b) = 1 sdo da forma 4k 4+ 1 e que o produto de nimeros que sao soma de dois
quadrados também o é. Assim seria interessante provar o reciproco desta afirmacao; Mas
para isto, precisamos que todos os primos da forma 4k + 1 sejam soma de dois quadrados.

Pesquisando os primeiros casos, vemos que:

5=2%4+12 13 =32 422 17=4>+12
29 = 52 4 22 37 = 62 + 12 41 = 5% 4+ 42

18



Note que alguns ntimeros primos da forma 4k 4 1 sao soma de dois quadrados.
Afirmamos que isto vale para todos os niimeros primos desta forma. De fato, para mostrar
esta afirmacao precisamos antes dos seguintes resultados:

Principio da Casa dos Pombos ou das Gavetas: Dados n objetos e m gavetas,
onde n > m, se colocarmos os n objetos nas m gavetas, pelo menos uma gaveta contera

mais de um objeto.

Lema 3 (Thue) Sejam a,m € Z, e mdc(a,m) = 1. Entdo a congruéncia
ax =y (mod m)

admite uma solucdao xg,yo, onde:
0<|zg| <vVm e 0<|yo| <vm

Prova: No caso em que m = 1, para qualquer valor de a teremos z =y = 1
satisfazem as condigoes. Suponhamos que m seja um ntmero natural maior que 1. Seja
q= L\/EJ Entdo g+1 > /m e portanto (g+1)® > m. Consideremos todos os niimeros da
forma ax —y onde x e y tomam os valores 0, 1, 2, ..., q. Observe que estamos considerando
(¢ + 1)® ntimeros. Como s6 existem m restos possiveis ao dividir um niimero por m, o
principio das gavetas nos garante que existem dois desses numeros, que tém o mesmo

resto quando divididos por m. Sejam ax; — y; e axy — yo tais nimeros, isto é:

axy =y (mod m) e axy = yo (mod m)

Portanto, sua diferenca a(x; — z3) — (y1 — y2) é divisivel por m. Se x; = x5 entao
y1 — Yo serd divisivel por m = y; = yo. Contradigao, pois (z1,y;1) é diferente de (2, y2).
Se y; = yo entdo a(x; — x9) serd divisivel por m, o que também é uma contradigao,
pois mdc(a,m) = 1, caso nao fossem, p dividiria (z7 — z3) e 1 = x2 0 que nao pode
acontecer. Assim, x; — x9 # 0 e y; — yo # 0. Podemos supor, sem perda de generalidade
que x1 — 3 > 0 e, neste caso, tomamos xg = &1 — Ty € Yo = |y1 — Y2| € concluimos a prova

do lema.
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2.4 Caracterizacao da soma de dois quadrados para
nuimeros primos

Teorema 6 Um numero p primo e impar é expresso como soma de dois quadrados se, e

somente se, p =1 (mod 4).

Prova: Suponha que p pode ser escrito como uma soma de dois quadrados, ou
seja, p = a* + b*>. Como p é primo, entdo p ndo divide a nem b. Entdo mdc(a,p) =

mdc(b,p) = 1. Logo pela teoria das conguéncias lineares, existe um inteiro ¢ tal que:
bc =1 (mod p), com 0 < |c| < +/p
Ou seja, bc = pt + 1, onde t € Z. Médulo p, (ac)? + (be)? = pc? torna - se:
(ac)* + (pt +1)* = pc® = (ac)® = p(c* — pt* —2t) — 1

(ac)® = —1 (mod p)

—1
Logo (-1) é um residuo quadrético médulo p, dai <—) = 1. Mas isso somente acontece
p
se p=1 (mod 4).
Reciprocamente, supondo que a é um inteiro tal que a* = —1 (mod p), como

(—1) é um residuo quadratico, por hipdtese, de p =1 (mod 4), entao a congruéncia:
ax =y (mod p)
tem uma solucao xg = a,y9 = —1. Além disso, temos também:
—1=d? (mod p) = —xf = (axy)? (mod p)

—xp = a*z} (mod p) = —xf = yi (mod p)
23+ yg =0 (mod p) = x5 +y3 = kp, com 1 <k € Z.

Como 0 < |zo| < /pe 0 < |yo| < /p obtemos 0 < x2 + y7 < 2p, o que implica
dizer que k = 1. Logo 3 + y3 = p, o que conclui a demonstracao.
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O seguinte resultado mostra que a decomposicao de um primo como soma de dois

quadrados de fato é unica.

Teorema 7 Seja p um numero primo da forma 4k+1. Entao p pode ser escrito de forma

unica como soma de dois quadrados.

Prova: De fato, suponha que
p=a’+b*=c+d* coma,bc,d<\/p.

Note que necessariamente temos mdec(a, b) = mdc(c,d) = 1. Afirmamos que, a menos de

ordem, estas somas sao iguais. Com efeito, se

a’> +b* =0 (mod p) e ¢ +d* =0 (mod p),

tem-se:
a®> = —b* (mod p) e d*> = —c* (mod p)
Entao:
(ad)* = (bc)* (mod p) = (ad)® — (bc)*> = 0 (mod p)
(ad — be)(ad + be) = 0 (mod p)
Logo

pl(ad — be) ou pl(ad + be)

pois p é primo. No primeiro caso, sabemos que:

lad — be| < max{ad, bc} < p.

Donde segue que

plad — be <= ad — bc = 0 <= ad = bc.

Entao

albe, com mde(a,b) =1 = alc,
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digamos que ¢ = ak. Ou seja,
ad = bc = b(ak) = d = bk.

Logo temos,

p=c+d* =
= p = (ak)* + (bk)* =
Sp=adk+PE =p=(*+)k* = k=1

Neste caso, temos que a = ¢ e b = d. Analogamente, se plad + bc e como

0 < ad + bc < 2p tem-se que ad + be = p, logo
p? = (a® + b)) (A + d*) = (ad + bc)? + (ac — bd)* = p* + (ac — bd)?.
E assim ac — bd = 0 o que resulta que ac = bd. Seguindo os mesmos raciocinios teremos

quea=deb=rc. [ |

2.5 Dois quadrados - Contando solucgoes
Observacgao 4

Podemos perceber que qualquer primo p = 1 (mod 4) pode ser escrito como soma de dois

quadrados em oito formas. Com efeito, para p = 13, temos:
13=32+22=(-3)2+22 =32+ (-2)? = (=3)* + (-2)* =

=22+ 3 =22+ (=3)* = (-2)* + 3% = (—2)* + (-3)~.

Mas nenhuma dessas oito representacoes diferem devido a ordem de seus termos ou pelo

sinal deles. Logo as representacoes nao sao consideradas distintas.

Definigao 11 Representaremos por V(m) o nimero de solugoes de

2* = —1 (mod m). (2.1)
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Observacao 5

Para obter a quantidade de solugoes de (2.1) consultar [3] pdgina 77 - Teorema 88.

Exemplo 19

V(5) = 2, pois as solucdes de 22 = —1 (mod 5) sdo 2 e 3 apenas
22 = —1 (mod 5) 32 = —1 (mod 5).

Exemplo 20

V(130) = 4, pois as solugoes sao 47,57, 73 e 83, de fato

47* = —1 (mod 130) 83% = —1 (mod 130)
57 = —1 (mod 130) 73> = —1 (mod 130).

Teorema 8 O nimero de solugdes de m = a* + b*, com mdc(a,b) =1 é 4V (m).

Prova: Nao demonstraremos este resultado. Para o leitor interessado consultar

[3], pdgina 165 - Teorema 161.

Exemplo 21

Como V(5) = 2, o ntimero de solucdes da equacio 5 = a* + b?, com mdc(a,b) =1 é
AV(5)=4x2=8.

Exemplo 22
Por sua vez, como V(130) = 4, existem 16 solucoes para a equacio 130 = a® + b°.

Definigao 12 Denotaremos por ny(m) o nimero de modos de representar um inteiro

positivo m como soma de dois quadrados.
Exemplo 23

Como podemos representar o nimero 4 nas quatro seguintes somas de dois quadrados

(£2)% + 0% e 0% + (£2)?, temos ny(4) = 4.
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Teorema 9 ny(m) =4 Z Vv (%)

d2|lm
Prova: Se os pares a, b forem classificados de acordo com os valores de mdc(a, b) =
d onde d*|m, entdo o resultado segue do teorema 8, uma vez que para mdc(a,b) = d,

m = a® + b* é equivalente a afirmacéo

b
by = — e mdc(ay, by) = 1.

— | =aj +b], coma; = —,
( ) L ' d d

d

Observacao 6

Outras maneiras de representar ny(m) sao:
0 para d = 0 (mod 2)
(i) na(m) =4 X(d) onde X(d) =< 1 para d = 1 (mod 4)
dm —1 para d = 3 (mod4)

(13) no(m) = 42(—1)%, com d impar.

dlm
2.6 Caracterizacao de soma de dois quadrados para
qualquer inteiro

Observacao 7

Alguns nimeros que nao sao primos, mas sao da forma 4k+1 nao podem ser representados
como soma de dois quadrados de inteiros, como o nimero 21 por exemplo. Desta forma,

teremos que estabelecer mais algumas condi¢oes para sabermos quais sao esses nimeros.

Definicao 13 Um numero inteiro n € dito livre de quadrados, se a decomposicdo de n

em fatores primos tem somente primos distintos.

Teorema 10 Seja m = nin, onde n € livre de quadrados. Entio m ¢ soma de dois

quadrados se, e somente se, n nao tem fatores primos da forma 4k + 3.

Prova: Suponha que n nao tem fatores primos da forma 4k + 3. Se n = 1, entao
m = n3 x 1 = nl +0? que é trivialmente soma de dois quadrados. Se n > 1, entdo n pode

ser escrito como:

n = pip2..-Pr
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pois n é livre de quadrados e os p;s podendo ser somente iguais a 2 ou a 4k + 1. Pelo
teorema (6), temos que os primos p = 4k + 1 podem ser escritos como soma de dois
quadrados, assim como o nimero 2. Logo pela proposicao (6) segue que n pode ser
escrito como soma de dois quadrados, digamos n = a* + b*>. Como m = n2n, isso implica
que:

m = nj(a® + b?) = (nea)® + (neb)?

Garantindo que m é soma de dois quadrados. Por sua vez, considere que m seja uma soma
de dois quadrados, digamos m = a® + b* = ngn com a, b inteiros. Se n=1, nada temos a
demonstrar. Supondo n > 1, considere p um fator primo de n(= fp). Se mdc(a,b) = d,

entao existe r,t € Z, tais que:
a=rdeeb=td com mde(r,t) =1

Entao:
a® + b = ngn
(rd)? + (td)* = ngn
d2(r2 + tz) = ngn

Donde segue que

d?|nn,

como n ¢ livre de quadrados, segue que
21,2
d”|ng

ng =ed* e€Z

logo

r2+t2:en

Como n = fp e considerando g = ef tem-se que:

r? +t* = e(fp) = (ef)p = gp , g positivo
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logo temos

r? +1* =0 (mod p)

Agora a condigao mde(r,t) = 1 implica que devemos ter r ou ¢ relativamente primo com

p. Suponhamos que mde(r, p) = 1, entao existem inteiros r e ¢ tais que:
rr+tp=1
Ou médulo p, 7 =1 (mod p). Mas como (r)*(r® +t*) = 0 (mod p) tem-se:

(rt)? = —1 (mod p)

Ou seja, (-1) é residuo quadratico médulo p ou simplesmente <—) =1 o que é equiva-
lente a dizer que p = 2 ou p = 4k + 1.

Entao n nao possui fatores primos da forma 4k + 3.

Consequentemente temos mais uma caracterizagao de nimeros inteiros que podem

ser escritos como soma de dois quadrados.
Corolario 1 Seja n um inteiro positivo tal que:

1 (mod 4),

1< <r
3 (mod 4), 1<y

n= 2°‘p‘1“...p7‘f’"q11’1...q25 onde b

IN

q; S

Entao

n é soma de dois quadrados <= b; sao niimeros pares.

Prova: Queremos mostrar que n é soma de dois quadrados. Suponha para isso

que b; sejam nimeros pares para todo j tal que 1 < j < k. Logo
b.
¢’ =q¢" = (),

ou seja

b,
ij = (Q§)2 + 0

é soma de dois quadrados.
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Além disso, os primos 2 e os da forma 4k + 1 sao soma de dois quadrados, logo o

produto

n = 2°p4 . prg®t . qb
¢ uma soma de dois quadrados.
Agora assumiremos que n = a® + b, Seja mdc(a,b) = d, temos
a=ad e b=byd, com mdc(ay,b) = 1.
entao
n = (a;d)* + (b1d)* = d*n,

onde n; = a? + b3

Agora dado um ¢ primo da forma 4k + 3, tal que, ao decompormos n em fatores
primos, ¢ tenha um expoente impar. Entao temos que g|ni, mas ¢ nao divide a; e by, e
como

a2+ b2 =0 (mod q)

tem - se que

a? = —b? (mod q).

Pelos resultados de residuos quadraticos, temos

(-

2
a

e como ¢ [ a; temos <—1) =1, logo
q

3)-R)- -

Mas (—) =1<= g =1 (mod 4). Ou seja, ¢ nao pode ser da forma 4k + 3, contradicao.
q

Logo, os expoentes dos primos impares da forma 4k + 3 sao todos pares.

27



Capitulo 3

Inteiros que sao soma de tres

quadrados

3.1 Soma de trés quadrados

Na impossibilidade de escrever alguns ntimeros inteiros como soma de dois qua-
drados, como por exemplo o niimero 67, considerou - se o fato de estabelecer mais alguns
critérios para que se pudesse expressar tais nimeros como soma de dois quadrados. Deseja-
se nesta sessao enunciar algumas condigoes para que um inteiro positivo possa ou nao ser
escrito como soma de trés quadrados. O numero 67, ja citado, nao é uma soma de dois
quadrados por ser um primo fmpar da forma 4k 4+ 3. No entanto, tal nimero pode ser
exXpresso como:

67 = 7* + 3% + 3%,

ou seja, como soma de trés quadrados. De fato, temos alguns exemplos de niimeros que
nao podem ser expressos como soma de dois quadrados, mas sao escritos como soma de

trés quadrados:

11=3"+1*+1?
14 =32 +2% 417
105 = 10% + 2% + 1%,
Brevemente enunciaremos algumas condicoes neste sentido, visto que ainda existirao

nimeros que nao poderao ser escritos como soma de trés quadrados.
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Lema 4 Todo inteiro positivo da forma 8k + 7, k € Z nao pode ser escrito como soma

de trés quadrados.

Prova: Com efeito, médulo 8, o niimero inteiro m é congruente a
0,1,2,3,4,5,6 ou 7= m* = 0,1 ou 4 (mod 8).
Logo temos que:
a>+ b +c2=0,1,2,3,4,5 ou 6 (mod 8) com a,b,c € Z

Portanto, nao existe inteiros que sejam soma de trés quadrados da forma 8k + 7.

Teorema 11 (Legendre-Gauss) Uma condi¢io necessiria e suficiente para que um
inteiro m seja uma soma de trés quadrados, € que m mao seja da forma 4" (8k +7), para

todon €N ek € Z.

Prova: Vamos provar a primeira parte do teorema:
(i) Se m é uma soma de trés quadrados, entdao m nao é da forma 4" (8k + 7) para
todon € NekeZ.
Suponha que
m =4"(8k +7) = a® + b* + ¢ (3.1)

Onde a, b e ¢ sao inteiros. Seja n = ng o menor valor com o qual m é representado. Note
que ng > 0, pois se tivessémos ng = 0, seguiria que m = 4°(8k +7) = 7 (mod 8), o que
pelo lema 4 nao pode ser representado como soma de trés quadrados. Agora, como m é
par e 4|m segue que a, b e ¢ sdo também numeros pares. Sejam a = 24,b=2B e ¢ = 2C.

E dividindo a equacao (3.1) por 4 temos
m = 4" 8k +7) = A* + B* + C? (3.2)

Implicando que n = ng— 1 < ng é o menor valor com o qual m é representado. Isto é uma
contradicao pelo definicao de ng. Portanto, m nao pode ser representado como soma de
trés quadrados.

(ii) Se m nao é da forma 4"(8k + 7) para todo n € N e k € Z, entdo m é uma

soma de trés quadrados.
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A prova desta afirmacao sera omitida por esta fora do objetivo deste trabalho. O leitor

interessado pode consultar [3], pagina 194 - Teorema 187.

Exemplo 24

Os primeiros nimeros que nao sao soma de trés quadrados sao:

Considere n =0 e k € Nem 4"(8k + 7)
7.15,23,31, ...
Considere n =1e k € Nem 4"(8k 4+ 7)
98, 60,92, 124, ...
E assim por diante.

Observacao 8

Na sessao anterior, tinhamos o fato de que o produto de dois ou mais nimeros que eram
expressos como soma de dois quadrados, também resultava numa representacao de uma
soma de dois quadrados. Todavia, em relacao a soma de trés quadrados isso nao acontece.
Com efeito:

19=3+3+1

21 =42 + 22 + 12
No entanto, o produto 19 x 21 = 7 (mod 8), nao sendo representado na forma de soma

de trés quadrados. Em geral temos:

Proposigao 9 Todo nimero inteiro da forma mn onde m =3 (mod 8) en =5 (mod 8),

nao sao expressos na forma de soma de trés quadrados.

Prova: De fato, o produto mn = 15 =7 (mod 8).
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Capitulo 4

Inteiros que sao somas de quatro

quadrados

4.1 Identidade de Lagrange e soma de quatro qua-
drados

Como nem todos os inteiros positivos podem ser soma de dois quadrados ou ainda
expressos como soma de trés quadrados, houve a necessidade de ampliar os conceitos de
representacao de inteiros como soma de quadrados. Alguns matematicos como Fermat,
Descartes e Euler tentaram demonstrar uma afirmacgao conjecturada pelo matematico

Bachet de Méziriac:
"Todo inteiro é representdvel como soma de quatro quadrados de inteiros.”

Euler fez afirmagoes relevantes sobre esta conjectura descrita em uma carta de
1730 para Goldbach, e afirmou que a maior dificuldade estava em mostrar que nimeros da
forma n? 4+ 7 podem ser escritos como soma de quatro quadrados. No entanto, o primeiro
matematico a verificar a veracidade dessa conjectura foi Lagrange. Vamos dar condi¢oes

para que esta demonstracao seja exibida.
O proximo resultado garante que se os inteiros m e n podem ser escritos como

soma de quatro quadrados, entao seu produto mn também é uma soma de quatro qua-

drados.
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Lema 5 O conjunto Q, = {a* +b*+c*+d*: a,b,c,d € Z,} da soma de quatro quadrados

é um semigrupo multiplicativo.

Prova: Para este resultado, usamos uma relagao denominada Identidade de La-

grange: V x,y, 2z, w,a,b,c,d € Z, temos:
@+ 2w (@0 E+d?) =12 45212 4
onde,

r=xa-+yb+ zc+ wd
s=xb—ya+ zd —wc
t=xc—yd— za+ wb

u = xd+ yc — zb — wa.

Basta desenvolver de ambos os lados e depois comparar os resultados.

Lema 6 Se dois nimeros podem ser escritos como soma de trés quadrados, entdo o pro-

duto deles pode ser escrito como soma de quatro quadrados.

Prova: Fazendo uso das identidades para os inteiros:
m=a’+y*+22en=a*+b+
assim como as parcelas
(yc — 2b), (za — xc), (xb — ya), (ra + yb + zc),
temos:

mn = (ye — 2b)? + (20 — 2¢)? + (ab — ya)? + (a + yb + zc)2

4.2 Quatro quadrados - Contando solucoes

Em geral, existem mais de uma maneira para escrever um numero m como a soma
de quatro quadrados. Assim é interessante saber se existem outras maneiras de escrever

um nimero m como a soma de quatro quadrados apds achar uma representacao.
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Definicao 14 A func¢ao 0 : N — N dada por

o(m)=> d,

dlm

fornece a soma dos divisores positivos de m.
Exemplo 25

Os divisores positivos de 6 sao 1,2,3 e 6. Logo
0(6)=14+2+3+6=12.

Exemplo 26

Da mesma forma, os divisores de 14 sao 1,2,7 e 14. Entao
o(14) =1+247+ 14 = 24.

Observacao 9

Ntdmeros naturais m tais que o(m) = 2m, sd@o chamados de ntmeros perfeitos. Neste

caso, seguindo dos dois exemplos anteriores, apenas o nimero 6 é um nimero perfeito.

Teorema 12 Seja ny(m) o nimero de modos de escrever m € Z,m > 0, como soma de
quatro quadrados. Temos:
(1) Se m é impar, entdo ny(m) = 8a(m).

(1i) Se m € par e m = 2%u, com u impar, entao ny(2%u) = 240 (u).

Prova: Nao provaremos este resultado e estamos incluindo o mesmo aqui como
informacao adicional. O leitor interessado pode encontrar esta demonstragao em [3],
pégina 180 - Teorema 172, com a observac¢ao de que estamos usando ng4(m) = Q(m).

[ |

Uma estratégia para escrever um numero m como soma de quatro quadrados
é escolher o primeiro termo igual ao maior quadrado perfeito contido em m e tentar
representar a diferenca como soma de trés quadrados. Para isso, procuramos o maior

quadrado nessa diferenca, e assim por diante.
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Exemplo 27 Escrever os nimeros 55 e 217 como a soma de quatro quadrados usando a

estratégia acima.

55 =T24+6=T>+224+2=724+224+12+12
217 =142 +21 =142 + 42> + 5= 14> + 4> + 22 + 1.

Exemplo 28

Note que os divisores de 1001 sao 1,7,11,13,77,91,133 e 1001, logo
0(1001) =1+ 7411+ 134+ 77+ 91 + 133 + 1001 = 1334.
Como 1001 é impar, temos

n4(1001) = 85(1001) = 8 x 1334 = 10672.

4.3 Soma de quatro quadrados e nimeros primos

Teorema 13 Um numero inteiro m € soma de quatro quadrados se, e somente se, 2m

também é.

Prova: Considere que existam a, b, ¢, d € Z tais que:
m=a®+ b+ + &
Disto segue que:

2m = 2a” + 2b* + 2¢* + 2d°
2m=a’+ 0 +a>+ V0V +F+d®+F+d°
2m = (a® + 2ab + b*) + (a* — 2ab + b?) + (¢* + 2cd + d*) + (¢ — 2cd + d*)
2m = (a +b)* + (a — b)* + (c + d)* + (c — d)*.

Garantindo que 2m é uma soma de quatro quadrados.

Sendo 2m uma soma de quatro quadrados, existem z,y, z, w € Z tais que:

2m = 2® + 3> + 22 + w?
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Como 2% +9* + 22 + w? é par segue que temos quatro parcelas impares ou quatro parcelas
pares ou duas parcelas impares e duas parcelas pares. Entao sem perda de generalidade,

podemos supor que 2+ y2 e 22 + w? sdo somas pares. Logo,

@+ (24 u?)
2 + 2
(@®>+0v*)  (a+b)?  (a—0b)?

Mas V a,b € Z tem - se: =
as Vv a,b e em - se 5 2+2

Entao segue que:

_(e+y)?  @-y)? | (tw)? (- w)?
m = 5 + 5 + 5 + 5 .

Deixando claro que m é soma de quatro quadrados. [ |

Observacao 10
(+y?  (@—y) (4w (= w)

e
2 2 2 2
2 ¢ par, temos que duas a duas parcelas possuem a mesma

E fato que também sao inteiros, assim como
. 2 2 2
Pois como z° + y* 4+ 2° + w

paridade.

Teorema 14 Seja p um primo impar. Entao a congruéncia:

22 +y* +1=0 (mod p)

tem uma solugao xg,yy onde 0 < g, yo < pT

Prova: Considere os dois conjuntos:

Al = {1 + 02’ 1 + ]'27 T 1 + (pT)z} € AQ = {027 _127 cey _(197)2}

Note que em A; ndo existe 1 + 22 = 1+ 23 (mod p), com x; # x5, pois se existisse,
terfamos 2% = x5 (mod p) = 17 — x5 = 0 (mod p) e (1 + x2)(x1 — 22) = 0 (mod p), e
terfamos 1 = —x5 (mod p) ou x1 = xy (mod p). Este ultimo caso s6 seria possivel se
T1 = T9, 0 que é uma contradicao. Do mesmo modo, nao existem dois elementos em A,
que sejam congruentes modulo p. A; e Ay contém 2(1 + p%) = p + 1 inteiros e pelo
principio da casa dos pombos, algum inteiro em A; deve ser congruente modulo p a algum

inteiro em A,. Logo existem xq, yo tais que:

—1
1+ 25 = —y3 (mod p), com 0 < g, 90 < pT
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Teorema 15 Seja p um primo impar, entdo existe um inteiro k, tal que:

1 <k <pekp seja soma de quadrados.

Prova: J4 sabemos que a congruéncia: x3 + y2 + 1 = 0 (mod p), tem solucio

com 0 < xg,yp < pT <§. Entao:
JkeZ:aj+ys+12+0°=kp

Além disso, temos que:

PP P’
1§kp<z+z+1:5+1<p2:>1§kp<p2:>1§k<p.

4.4 'Teorema de Lagrange
Teorema 16 Qualquer primo p pode ser escrito como a soma de quatro quadrados.

Prova: Com efeito, se p = 2 temos
2=1"+124+0%+0°

Considere entao que p > 2, e seja k o menor inteiro positivo tal que:
kp =2 +y* + 2 + w?,

com 1 < k < p. Queremos mostrar que k = 1.

De fato, se k fosse par teriamos x,y, z e w dois a dois de mesma paridade. Logo
pelo teorema 13, (g)p também poderia ser representado como soma de quatro quadrados,
o que contraria o fato de k£ ser um valor minimo.

Tome £k > 1.
Agora considere os restos a, b, ¢ e d obtidos através da divisao de x,y, z e w por

—k k
k, no intervalo (7, —). Isto é, escrevemos:

2
r=qk+a
y=q@k+0b
z=qk+c
w = qik + d,
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k
desta forma, |a|, |b], ||, |d| < 5 e além disso,

x =a (mod k)
y = b (mod k)
z = ¢ (mod k)
w=d (mod k),
logo temos:
VAP =24y 22w =kp=0 (mod k)
entao

a>+ 0+ A+ d* =nk, comn>0.

Se n = 0 temos,

logo
klx,y,z,w = k’2|m2 +P+ 22wt =kp=> k|p,

contradicao, pois 1 < k < p.

Considere n > 1. Agora como
k
1<nk=a*+bV+*+d° <4(§)2:k2,

temos que nk < k> = n < k, ou seja, 1 < n < k.

Para terminarmos a demonstragao, vamos mostrar que np também ¢é uma soma
de quatro quadrados, sendo assim chegaremos a uma contradi¢cao, garantindo assim que
k=1.

Com efeito,
k2(np) = (kp)(nk) = (2 + 42 + 22 +w?)(@® + D>+ A+ d?) =r® + 2 + 12+ u?
onde r, s,t,u estao de acordo com a Identidade de Lagrange. Disto segue que:

r=xa+yb+ zc+wd = a® +b* + & + d* = 0(mod k)
s =ab—ya+ zd —wc=ab— ba+ cd — dc = 0(mod k)
t =xc—yd— za+ wb = ac—bd — ca+ db = 0(mod k)
u = xd+ yc — zb — wa = ad + bc — ¢b — da = 0(mod k)
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portanto, k|r, s, t,u = k*|r* 4+ s> + 2 + u®.

Considere m € Z com k*m = r? + s* + t* + u?, logo:

E*(np) = k*m = np =m

t
Mas m = (%)2 + (%)2 + (E)Q + (%)2 = np, mostrando assim que np é soma de quatro

quadrados. Logo k& = 1, entao:
p=a"+y*+ 2"+ v’

Finalmente, temos condicoes de demonstrar o principal resultado deste trabalho.

Teorema 17 (Teorema de Lagrange) Todo inteiro positivo pode ser representado

como soma de quatro quadrados.

Prova: Consideraremos m > 1.
Se m for um numero primo, pelo teorema 16 nada ha para se demonstrar.
Agora se m for um nimero composto, o Teorema Fundamental da Aritmética nos

garante a existéncia de primos pi, po, ..., pr, tais que:

m = pip2-.-Pr

Como (4 é um semigrupo multiplicativo, segue que qualquer m é uma soma de

quatro quadrados.
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Consideracoes finais

Grande parte de nossos alunos de ensino basico, infelizmente nao sao orientados
de maneira cientifica em sua formacao. Afirmo isso, mediante o fato de, em sua maio-
ria, os resultados serem apresentados na ordem ”Conceito, Exemplos e Exercicios”, nos
inimeros livros didéticos tidos e entendidos como referéncia em nosso pais. Geralmente
neste sentido, nao se tém muito tempo para o praticar voluntario das definigoes pelos
alunos, pois estes ja se veem, assim como o seu professor, na necessidade de cumprir a
matriz curricular. Seria interessante se porventura algumas vezes, pudéssemos apresen-
tar a tematica no sentido inverso dos fatos: Exercicios, exemplos e conceitos, pois desta
forma, penso que o conhecimento seria melhor descoberto. Neste trabalho, ha uma tenta-
tiva de se incentivar isso, através da apresentacao de exemplos e resolucao de exercicios.
Deseja - se elaborar através da Teoria dos Numeros, afirmagoes percebidas pelos alunos
e alunas, e possiveis respostas a estas, incentivando desta forma o pensamento cientifico.
Além disso, considerando a possibilidade do estudo direcionado no Ensino Fundamental e
Médio sobre Aritmética, inclusive sobre algumas relagoes algébricas, tem - se no presente
estudo uma forma diferenciada de se abordar diversos assuntos tais como: Quadrados
perfeitos, o estudo particular de Binomios e os proprios Numeros Primos e assim como
propriedades e conceitos nao ainda apresentados, porém de facil acesso ao entendimento,
como por exemplo, as Congruéncias. O estudo de quadrados ou soma de quadrados é
apenas um ponto de partida para esses estudos. O entendimento de um lema, proposicao
e teoremas através de conjecturas, ajudard o discente a entender o formalismo com o
qual a matematica, como também outras areas, sao pesquisadas e escritas. A todo mo-
mento, refleti sobre escolher um tema de facil acesso a esses niveis de ensino para, a
partir dele, incentivar uma proposta de construcao de conceitos matematicos através de
resolucao de exercicios. O Teorema de Lagrange segue essas perspectivas, pois inicia- se

na caraterizacao dos nimeros primos que podem ser escritos como soma de quadrados,
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para dai pela impossibilidade de escrever todos os ntimeros inteiros positivos como soma
de dois quadrados ou ainda de trés quadrados, definirmos e provarmos o resultado mais
abrangente. A continuidade desta pesquisa, se dard através da pratica efetiva dos seus
resultados. A de se considerar que nao foi dado destaque a quantas solugoes temos em
relacdo a uma equacdo do tipo m = a?® + b® + ¢, pois embora este dificil problema te-
nha solugao, irfamos desviar muito do nosso objetivo. Grande parte das pesquisas sobre
soma de trés quadrados estao sendo feitas mediante a classificacao dos niimeros inteiros
positivos que nao podem ser escritos dessa forma. Poderia haver uma continuidade do
trabalho nesse sentido, realizando a tentativa de se caracterizar diretamente os ntimeros
inteiros possitivos que podem ser escritos como soma de trés quadrados. Considero que
tomar como referéncia tais apresentagoes/abordagens ajudard na construgao do perfil
académico/cientifico que todos (os professores) esperam ver nos alunos e alunas quando
chegam na universidade. Enfim, o maior proveito de tudo certamente esta em mudar,

para melhor, o que nés entendemos por Educacao e nao simplesmente fazer parte dela.
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