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RESUMO

Este trabalho tem por finalidade apresentar uma abordagem, para o Ensino Médio,
de numeros binomiais (incluindo as propriedades do triangulo de Pascal e bindmio
de Newton), contendo as demonstragdes combinatorias, ao utilizar dupla contagem,
juntamente com as demonstrag¢des algébricas, como parcialmente ja é feito, além de
generalizar, citando os numeros trinomiais (incluindo as propriedades da piramide de

Pascal) e os numeros multinomiais (incluindo o polinbmio de Leibniz).

Palavras-chave: Contagem. Triangulo de Pascal. Binbmio de Newton. Piramide de

Pascal. Polinbmio de Leibniz.



ABSTRACT

This project aims at presenting an approach of binomial numbers for high school
(including Pascal's triangle properties and binomial of Newton), containing the
combinatorial statements when using double counting, along with algebraic
demonstrations, as part is already done in addition to generalize, citing the trinomial
numbers (including the properties of the Pascal pyramid) and multinomial numbers

(including the Leibniz’s polynomial).

Keywords: Counting. Pascal's triangle. Binomial of Newton. Pascal’'s pyramid.

Leibniz’s polynomial.
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1 INTRODUGAO

Este trabalho visa desenvolver uma ferramenta imprescindivel para o
estudo de probabilidade, assunto tdo importante ndo apenas para a Matematica
Pura, como também para a Matematica Aplicada. Nosso maior foco se encontra
sobre numeros binomiais, apresentando-os sob uma perspectiva algébrica, como
normalmente € visto no Ensino Médio e, principalmente, sob uma perspectiva
combinatéria, acreditando ser esta a forma ideal para desenvolver no aluno o
interesse pela area, desafiando-o0 a sempre apresentar respostas mais simples para
os problemas, mas mantendo sempre todo o rigor matematico na elaboragéo desses
resultados.

No capitulo 2, apresentamos as principais técnicas de contagem que
serdo uteis para as demonstragcdes combinatérias necessarias nos demais capitulos,
tais como principio aditivo, principio multiplicativo, arranjos simples, permutacdes
simples e combinagdes simples, onde tais demonstra¢des serao feitas utilizando o
raciocinio de contagem dupla (que consiste em calcularmos um certo numero de
configuragbes de duas maneiras distintas sem cometer erros e, consequentemente,
obtermos resultados iguais). Apesar de n&o ser nosso maior foco, apenas uma
ferramenta para isso, trataremos desse assunto mostrando o encadeamento l6gico
das ideias em busca de nosso maior foco, sempre privilegiando o raciocinio em cada
técnica de contagem em detrimento da simples memorizagdo de uma férmula, como
normalmente acontece no Ensino Médio.

No capitulo 3, apresentamos o0s numeros binomiais, a organizagéo
desses numeros no tridngulo de Pascal, juntamente com suas propriedades, e a
férmula para o desenvolvimento do binbmio de Newton. Sendo este nosso maior
foco, faremos com que seja despertada no aluno a capacidade que o mesmo tem na
percepcdo da estrutura légica existente no tridngulo de Pascal e,
consequentemente, fazendo com que este aluno seja capaz de (ndo apenas)
enunciar as propriedades do tridangulo de Pascal, mas (principalmente) de
demonstra-las algebricamente e combinatoriamente (ao utilizar as técnicas de
contagem juntamente com o raciocinio de dupla contagem).

No capitulo 4, apresentamos o0s numeros trinomiais, a organizagao
desses numeros na piramide de Pascal, juntamente com suas propriedades, a

férmula para a expanséo trinomial e as suas generalizagdes, ou seja, 0S numeros
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multinomiais e a formula para a expansdo multinomial (polinbmio de Leibniz). O
objetivo deste capitulo é voltado para alunos mais habilidosos em Matematica, por
apresentar uma dificuldade maior, uma vez que este aluno tera que desenvolver a
sua capacidade de percepgao de uma estrutura légica mais rica que a do triangulo
de Pascal, a estrutura logica existente na piramide de Pascal (vers&o tridimensional
do tridngulo de Pascal), fazendo com que este aluno seja capaz de enunciar e
demonstrar tais propriedades da piramide de Pascal, tal qual foi capaz de fazer no
triangulo de Pascal, despertando neste aluno a busca por resultados mais gerais

para sua aprendizagem.
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2 CONTAGEM

Neste capitulo, apresentaremos as principais técnicas de contagem que
serdo uteis para as demonstragdes necessarias nos capitulos seguintes, tais como
principio aditivo, principio multiplicativo, arranjos simples, permutagcbes simples e
combinagbes simples.

Para a apresentagdo das principais técnicas de contagem, defina o
fatorial de n, para cada numero natural n, por

1, sen=0
n!= ,
{n-(n—1)!, sen>1

e, consequentemente,

n! =Hf:1i quando n>1.

2.1 Principios basicos de contagem

Inicialmente, apresentaremos a primeira técnica basica de contagem,

conhecido como principio aditivo, ilustrado a seguir.

A B AuB

Sejam A e B dois conjuntos disjuntos (i.e., AnB=J) com m e n
elementos, respectivamente. Entdo, o conjunto AuUB possui m+n elementos (i.e.,
|AUB|=|A|+|B]|).

Uma aplicagdo comum do principio acima consiste em escolhermos
exatamente um objeto dentre dois grupos mutuamente exclusivos (a saber, A e B),
havendo um certo numero de possibilidades em cada grupo (respectivamente, m e
n), o que pode ser feito de m+n maneiras.

O exemplo a seguir € uma ilustragdo do principio aditivo mencionado

acima.
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Exemplo 2.1.1. Um cesto contém 4 macas diferentes e 6 bananas diferentes. De

quantas maneiras distintas pode Nicole escolher uma unica fruta do cesto?

Solugao. Se Nicole pretende escolher uma unica fruta, entdo ela escolhe ou uma
maga ou uma banana e, como ela tem 4 possibilidades na escolha da maca e 6
possiblidades na escolha da banana, segue que Nicole tem 4+6 =10 maneiras de

escolher uma unica fruta do cesto. n

O principio aditivo pode ser generalizado para um numero finito qualquer
de conjuntos, como segue.

Sejam A, A,,...,A, conjuntos disjuntos dois a dois (i.e., A NA, = para
i#j) com m,m,,...,m, elementos, respectivamente. Entdo, o conjunto LA,

possui Z;m,. elementos (i.e., ‘ULA,‘ =Z,k:1|A,»|)-

O exemplo a seguir € uma ilustragdo da generalizagao do principio aditivo

mencionado acima.

Exemplo 2.1.2. Numa livraria, ha 3 livros diferentes de fisica, 5 livros diferentes de
matematica e 7 livros diferentes de quimica. Supondo que Mateus tenha permissao

para escolher exatamente um livro, de quantas maneiras ele pode escolhé-lo?

Solugao. Se Mateus pretende escolher exatamente um livro, entdo ele escolhe ou
um de fisica ou um de matematica ou um de quimica e, como ele tem 3
possibilidades na escolha do livro de fisica, 5 possibilidades na escolha do livro de
matematica e 7 possiblidades na escolha do livro de quimica, segue que Mateus

tem 3+5+7 =15 maneiras de escolher exatamente um livro. m

Agora, apresentaremos a segunda técnica basica de contagem,
conhecido como principio multiplicativo ou principio fundamental da contagem,

ilustrado a seguir.
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A B AxB

Sejam A e B dois conjuntos nao vazios com m e n elementos,
respectivamente. Entdo, o conjunto AxB formado pelos pares ordenados (X,y),
tais que x e A e y € B, possui m-n elementos (i.e., |AxB|=|A-|B|).

Uma aplicagdo comum do principio acima consiste em escolhermos
simultaneamente dois objetos, um de cada um de dois grupos distintos (a saber, A
e B), havendo um certo niumero de possibilidades em cada grupo (respectivamente,
m e n), o que pode ser feito de m-n maneiras.

O exemplo a seguir é uma ilustragdo do principio multiplicativo

mencionado acima.

Exemplo 2.1.3. Um cesto contém 4 macas diferentes e 6 bananas diferentes. De
guantas maneiras distintas pode Nicole escolher duas frutas do cesto, sendo maca

uma delas e banana a outra?

Solugado. Sabendo que Nicole pretende escolher duas frutas, sendo magca uma
delas e banana a outra, com 4 possibilidades na escolha da magca e 6

possiblidades na escolha da banana e, como cada escolha das duas frutas consiste

em um par ordenado (x,y), onde x pertence ao conjunto das magas e y pertence

ao conjunto das bananas, segue que Nicole tem 4-6 =24 maneiras de escolher

duas frutas do cesto, considerando que macga seja uma delas e banana a outra. n

O principio multiplicativo pode ser generalizado para um numero finito
qualquer de conjuntos, como segue.

Sejam A A,,...,A, conjuntos ndo vazios com m,m,,...,m, elementos,

respectivamente. Entdo, o conjunto A xA,x...xA  formado pelas k-uplas
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. . K :
ordenadas (X;,X,,....X,), tais que x, €A, possui []_.m, elementos (ie.

A x A <. xA|=TTA].

O exemplo a seguir € uma ilustragcdo da generalizagdo do principio

multiplicativo mencionado acima.

Exemplo 2.1.4. Numa livraria, ha 3 livros diferentes de fisica, 5 livros diferentes de
matematica e 7 livros diferentes de quimica. Supondo que Mateus tenha permissao
para escolher trés livros com a condi¢ao de que quaisquer dois deles ndao sejam da

mesma matéria, de quantas maneiras ele pode escolhé-los?

Solugao. Se Mateus pretende escolher trés livros com a condigao de que quaisquer
dois deles nao sejam da mesma matéria, sendo 3 possibilidades na escolha do livro
de fisica, 5 possibilidades na escolha do livro de matematica e 7 possiblidades na
escolha do livro de quimica, entdo Mateus tem 3-5-7 =105 maneiras de escolher

trés livros, sem que quaisquer dois deles sejam da mesma matéria. [

O exemplo a seguir € uma ilustracdo da combinagao dos principios aditivo

e multiplicativo mencionados anteriormente.

Exemplo 2.1.5. Numa livraria, ha 3 livros diferentes de fisica, 5 livros diferentes de
matematica e 7 livros diferentes de quimica. Supondo (agora) que Mateus tenha
permissao para escolher (apenas) dois livros com a condi¢ao de que eles ndo sejam

da mesma matéria, de quantas maneiras ele pode escolhé-los?

Solugao. Se Mateus pretende escolher dois livros com a condigdo de que eles nao
sejam da mesma matéria, sendo 3 possibilidades na escolha do livro de fisica, 5
possibilidades na escolha do livro de matematica e 7 possiblidades na escolha do
livro de quimica, entéo ele pode fazer as seguintes escolhas:

(a) um de fisica e um de matematica: 3-5=15 maneiras;

(b) um de fisica e um de quimica: 3-7 =21 maneiras;

(c) um de matematica e um de quimica: 5-7 =35 maneiras.
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Como as escolhas de Mateus sé podem ocorrer dentre uma das possibilidades (a),
(b) ou (c), segue que ele tem 15+21+35=71 maneiras de escolher dois livros de

matérias diferentes. n

No exemplo anterior, aplicamos o principio aditivo dividindo o problema
em casos (método construtivo, que € a alternativa mais natural). Por outro lado,
poderiamos aplicar o principio aditivo eliminando o caso referente a restricao
(método destrutivo, que é a alternativa mais sofisticada).

O exemplo a seguir € uma ilustracdo da combinagao dos principios aditivo

e multiplicativo, utilizando os métodos mencionados anteriormente.

Exemplo 2.1.6. Numa festa, existem 18 mocgas e 12 rapazes, onde 5 deles (3
mogas e 2 rapazes) sao irmaos e os demais nao tem parentesco algum. Sabendo
que nao pode haver casais formados entre irmdos, quantos casais podem ser

formados, sendo uma moga e um rapaz?

Solugao (natural). Pelo método construtivo, podemos considerar os seguintes
casos:

e as mocgas que possuem irmaos: 3-10 =30 casais possiveis;

e as mocgas que nao possuem irmaos: 15-12 =180 casais possiveis.

Portanto, podem ser formados 30 +180 =210 casais possiveis. [

Solugéo (sofisticada). Pelo método destrutivo, temos 18-12 =216 casais possiveis
ignorando a restricdo de que ndo pode haver casais formados entre irmaos (a saber,
3-2=6 casais possiveis). Portanto, podem ser formados 216-6=210 casais

possiveis. -

2.2 Outras técnicas de contagem

Embora alguns (poucos, mas frequentes) problemas de Combinatéria
sejam aplicagcdes dos principios basicos mencionados na sec¢ao anterior, vale a pena
conhecermos técnicas “mais refinadas” de contagem para que tais problemas

tenham solug¢des mais imediatas.
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Inicialmente, sendo consequéncia do principio  multiplicativo,
estabeleceremos a primeira dessas técnicas “mais refinadas” de contagem
denominada arranjo. No entanto, devemos entender em que situagcao o problema é

enquadrado num arranjo, observando os exemplos a seguir.

Exemplo 2.2.1. Considerando o alfabeto com 23 letras (excluindo as letras K, Y e
W), de quantas maneiras podemos escolher duas letras, sendo uma vogal e uma

consoante?

Solugao. Inicialmente, observe que para a escolha da vogal temos 5 possiblidades
e, para cada uma delas, temos 18 possibilidades para a escolha da consoante.
Logo, pelo principio multiplicativo, existem 5-18 =90 maneiras de escolher as duas

letras, sendo uma vogal e uma consoante. u

Exemplo 2.2.2. Considerando o alfabeto com 23 letras (excluindo as letras K, Y e
W), de quantas maneiras podemos formar uma senha de duas letras, sendo uma

vogal e uma consoante?

Solugao. No exemplo anterior, concluimos que existem 90 maneiras de escolher as
duas letras, sendo uma vogal e uma consoante. Agora, para formarmos senhas com
essas duas letras, basta considerarmos duas possibilidades (a saber, vogal-
consoante ou consoante-vogal) para cada uma dessas escolhas. Logo, existem
90-2 =180 maneiras de formar uma senha de duas letras, sendo uma vogal e uma

consoante. m

Exemplo 2.2.3. Considerando o alfabeto com 23 letras (excluindo as letras K, Y e

W), de quantas maneiras podemos formar uma senha de duas letras distintas?

Solugao. Inicialmente, observe que para a escolha da primeira letra temos 23
possibilidades e, para cada uma delas, temos 22 possibilidades (ja que as letras
sao distintas) para a escolha da segunda letra. Logo, pelo principio multiplicativo,

existem 23-22 =506 maneiras de formar uma senha de duas letras distintas. n
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Observe que, no primeiro exemplo, apenas escolhemos as duas letras (a
escolha de O e S foi contada uma unica vez), enquanto que, no segundo exemplo,
escolhemos as duas letras e, em seguida, tivemos que ordena-las para formar uma
senha (a escolha de O e S deve ser contada duas vezes, pois as senhas OS e SO
séo diferentes). Por outro lado, no terceiro exemplo, ja fizemos as duas etapas, ou
seja, escolhemos as duas letras colocando-as em ordem (a escolha de O e S foi
contada duas vezes, uma na ordem OS e a outra na ordem SO). Neste ultimo
exemplo, o problema é enquadrado num arranjo, conforme a definicdo a seguir.

Seja A um conjunto ndo vazio com n elementos. Denomina-se arranjo
simples dos n elementos de A, tomados k a k, com k>1, a qualquer k-upla
ordenada (X;,X,,...,X, ) tal que x, € A com x; = x; para i = j.

Denotando por A,, o numero de arranjos simples dos n elementos,

tomados k a k, temos que:
e se n<k entdo € impossivel escolnermos uma quantidade de elementos

(distintos) maior do que a quantidade disponivel, concluindo que A , =0;

e se n2xk entdo temos n possibilidades para a escolha de x, e, excluindo o
elemento escolhido anteriormente, restam n -1 possibilidades para a escolha
de x, e, em seguida, excluindo os dois elementos escolhidos anteriormente,
restam n-2 possibilidades para a escolha de x, e, assim sucessivamente,
até restarem n—(k—1) possibilidades para a escolha de x,, uma vez que
devemos excluir os k-1 elementos escolhidos anteriormente, concluindo,
pelo principio multiplicativo, que A, =n-(n—1)-(n —2)-...-(n —(k —‘I)).

Assim, o numero de arranjos simples dos n elementos, tomados k a k, € dado por

A 0, sen<k
nk n-(n—1)-...-(n—(k—1)), sen>k’

ou ainda, considerando a definicao de fatorial vista anteriormente, segue que
nl

A =75, Para nx>k.

(n—k)
Uma aplicagdo comum da técnica de contagem acima consiste em

escolhermos ordenadamente k objetos distintos de um grupo, havendo n

possibilidades neste grupo, o que pode ser feito de A,, maneiras.
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O exemplo a seguir € mais uma ilustragdo da técnica de contagem

mencionada acima.

Exemplo 2.2.4. Numa corrida de carros, participam 20 pilotos. Quantos resultados

sdo possiveis para o podio (1°, 2° e 3° lugares)?

Solugao. Observe que para formar um podio é necessario escolhermos

ordenadamente 3 pilotos (distintos) dentre os 20 pilotos participantes, ou seja, cada

podio corresponde a uma tripla ordenada (a,b,c), com a-zb=c=a, em que “a”’

representa o piloto que chegou em primeiro, “b” representa o piloto que chegou em

segundo e “c” representa o piloto que chegou em terceiro. Logo, existem

!
Aps = % =20-19-18 =6.840 resultados possiveis para o podio. n

Agora, sendo consequéncia do arranjo, estabeleceremos a segunda
dessas técnicas “mais refinadas” de contagem denominada permutagdo. No entanto,
devemos entender em que situacao o problema é enquadrado numa permutacéo,

observando os exemplos a seguir.

Exemplo 2.2.5. Considerando os digitos 1, 2, 3, 4 e 5, quantos s&o 0s numeros

naturais de trés algarismos distintos?

Solugao. Observe que para formar um numero de trés algarismos distintos é

necessario escolhermos ordenadamente 3 digitos distintos dentre os 5 digitos

possiveis, ou seja, cada numero corresponde a uma tripla ordenada (a,b,c), com

azb=#c#a, em que “a” representa o algarismo das centenas, “b” representa o
algarismo das dezenas e “c” representa o algarismo das unidades. Logo, existem

!
Ay = % =5-4.3 =60 numeros naturais de trés algarismos distintos. n

Exemplo 2.2.6. Considerando os digitos 1, 2, 3, 4 e 5, quantos sao 0os numeros

naturais de cinco algarismos distintos?
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Solugao. De maneira analoga ao exemplo anterior, observe que para formar um
numero de cinco algarismos distintos € necessario “escolhermos” ordenadamente 5
digitos  distintos dentre os 5 digitos possiveis. Logo, existem

|
Ass = % =51=5-4.3-2-1=120 numeros naturais de cinco algarismos distintos. =

Observe que, no primeiro exemplo, escolhemos trés algarismos distintos
colocando-os em ordem, enquanto que, no segundo exemplo, escolhemos todos os
algarismos colocando-os em ordem, ou seja, nao tivemos trabalho algum em
escolhermos os algarismos (ja que todos os numeros possuem 0S mesmos cinco
algarismos), mas apenas em ordenarmos os algarismos. Neste ultimo exemplo, o
problema é enquadrado numa permutacao, conforme a definicdo a seguir.

Seja A um conjunto ndo vazio com n elementos. Denomina-se
permutagdo (simples) dos n elementos de A, a qualquer n-upla ordenada
(X3 Xp,..., X, ) tal que x, € A com x, = x; para | # j .

Denotando por P, o numero de permutacdes (simples) dos n elementos,

temos que P, = A, pois cada permutagéo (simples) dos n elementos consiste em

um arranjo simples dos n elementos, tomados n a n. Assim, o numero de
permutacdes (simples) dos n elementos é dado por

P, =n!.

Uma aplicagcdo comum da técnica de contagem acima consiste em
ordenarmos todos os objetos de um grupo, havendo n objetos neste grupo, o que

pode ser feito de P, maneiras.

O exemplo a seguir € mais uma ilustracdo da técnica de contagem

mencionada acima.
Exemplo 2.2.7. Quantos s&o os anagramas da palavra NICOLE?

Solugao. Observe que cada anagrama da palavra NICOLE corresponde a uma
ordenagédo das letras N, |, C, O, L e E. Logo, existem P, =6!=6-5-4-3.2-1=720

anagramas da palavra NICOLE. [
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Por fim, sendo consequéncia do arranjo e da permutacgao,
estabeleceremos a terceira dessas técnicas “mais refinadas” de contagem
denominada combinacdo. No entanto, devemos entender em que situagdo o

problema € enquadrado numa combinagao, observando os exemplos a seguir.

Exemplo 2.2.8. Recapitulando o exemplo 2.2.3, considere o alfabeto com 23 letras
(excluindo as letras K, Y e W). De quantas maneiras podemos formar uma senha de

duas letras distintas?

Solugao. Observe que para formar uma senha de duas letras distintas € necessario

escolhermos ordenadamente 2 letras distintas dentre as 23 letras possiveis do
alfabeto, ou seja, cada senha corresponde a um par ordenado (a,b), coma=b,em

que “a” representa a primeira letra e “b” representa a segunda. Logo, existem

|
Ayr = % =23-22 =506 maneiras de formar uma senha de duas letras distintas. =

Exemplo 2.2.9. Considerando o alfabeto com 23 letras (excluindo as letras K, Y e

W), de quantas maneiras podemos escolher duas letras distintas?

Solugao. No exemplo anterior, concluimos que existem 506 maneiras de formar
uma senha de duas letras distintas. Agora, para (apenas) escolhermos duas letras,
basta considerarmos que para cada uma das escolhas possiveis existem duas

senhas (a escolha de O e S deveria ser contada uma Unica vez, ja que foi contada
506
duas vezes, através das senhas OS e SO). Logo, existem - =253 maneiras de

escolher duas letras distintas. ]

Exemplo 2.2.10. Recapitulando o exemplo 2.2.5, considere os digitos 1, 2, 3, 4 e

5. Quantos sao os numeros naturais de trés algarismos distintos?

Solugao. Observe que para formar um numero de trés algarismos distintos é

necessario escolhermos ordenadamente 3 digitos distintos dentre os 5 digitos

possiveis, ou seja, cada numero corresponde a uma tripla ordenada (a,b,c), com
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azb=c+a, em que “a” representa o algarismo das centenas, “b” representa o
algarismo das dezenas e “c” representa o algarismo das unidades. Logo, existem

!
Ay = % =5-4.3 =60 numeros naturais de trés algarismos distintos. n

Exemplo 2.2.11. Quantos sdo os subconjuntos de trés elementos do conjunto

(12,3,4,5)?

Solugao. No exemplo anterior, concluimos que existem 60 numeros naturais de trés
algarismos distintos. Agora, para formarmos um subconjunto de trés elementos,

basta considerarmos que para cada um dos subconjuntos possiveis existem 3!=6

nameros naturais de trés algarismos distintos (o subconjunto {1,3,5} deveria ser

contado uma unica vez, ja que foi contado seis vezes, através dos numeros 135,
60
153, 315, 351, 513 e 531). Logo, existem E:1O subconjuntos de trés

elementos. -

Observe que, no primeiro (respectivamente, terceiro) exemplo,
escolhemos dois (respectivamente, trés) elementos colocando-os em ordem. Por
outro lado, no segundo (respectivamente, quarto) exemplo, apenas escolhemos dois
(respectivamente, trés) elementos, sem a necessidade de coloca-los em ordem.
Nestes ultimos exemplos mencionados (segundo e quarto), o problema é
enquadrado numa combinagao, conforme a definigdo a seguir.

Seja A um conjunto com n elementos. Denomina-se combinagéo

simples dos n elementos de A, tomados k a k, com k>0, ao subconjunto &
(conjunto vazio) ou a qualquer subconjunto {X,,X,,...,X,} tal que x, € A.

Denotando por C,, o numero de combinagdes simples dos n elementos,
tomados k a k, temos que:

e se n<k entdo € impossivel escolhnermos uma quantidade de elementos

(distintos) maior do que a quantidade disponivel, concluindo que C,, =0;
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e se n>k=>1 entdo cada subconjunto de k elementos escolhidos de A gera
k! sequéncias com o0s mesmos k elementos (k-uplas ordenadas),
concluindo que k!.C,, =A,,.
Assim, o numero de combinagdes simples dos n elementos, tomados k a k, é
dado por

0, sen<k
Cn,k =

A )
nk sen>k>1
k!

ou ainda, considerando C,, =1 (i.e., o conjunto vazio), segue que

n!
C,.=——— paranxk.
"kl (n—k)! g

Uma aplicagdo comum da técnica de contagem acima consiste em
escolhermos ndo ordenadamente k objetos distintos de um grupo, havendo n

possibilidades neste grupo, o que pode ser feito de C,, maneiras.

O exemplo a seguir € mais uma ilustracdo da técnica de contagem

mencionada acima.

Exemplo 2.2.12. Sabendo que a aposta simples na MEGA-SENA é constituida de
seis numeros escolhidos de um total de sessenta dezenas (a saber, de 01 a 60), de

quantas maneiras podemos fazer uma aposta simples?

Solugao. Observe que para fazer uma aposta simples, basta escolhermos nao
ordenadamente 6 das 60 dezenas  disponiveis. Logo, existem

60!  60-59-58-57-56-55
6l.54! 6!

simples. -

Ceos = =50.063.860 maneiras de fazer uma aposta

Os exemplos a seguir sao ilustragbes da combinagdo dos principios
basicos de contagem, mencionados na se¢ao anterior, juntamente com as técnicas

“mais refinadas” de contagem, mencionadas na sec¢éo atual.

Exemplo 2.2.13. As placas dos automoveis sdo formadas por sete caracteres,

sendo trés letras do alfabeto oficial (incluindo as letras K, Y e W) seguidas por quatro
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algarismos. Quantas placas podem ser formadas, supondo que os caracteres s&o

distintos?

Solugao. Para escolhermos os sete caracteres que formam as placas, temos que
escolher ordenadamente trés letras distintas (0 que pode ser feito de

!
A :%:15600 maneiras) e, em seguida, para cada uma dessas escolhas,

devemos escolher ordenadamente quatro algarismos distintos (o que pode ser feito

I
de A10’4:%:5040 maneiras). Logo, pelo principio multiplicativo, podem ser

formadas Ay, -A,, =15600-5040 =78.624.000 placas, supondo que os caracteres

sejam distintos. n

Exemplo 2.2.14. De quantas maneiras 10 pessoas, sendo 2 criangas, 3 mulheres
e 5 homens, podem ficar em fila, supondo que as criangas devem ficar no inicio e os

homens devem ficar no fim da fila?

Solugéo. Inicialmente, devemos ordenar as 2 criangas que ficardo a frente da fila (o

que pode ser feito de P, =2!=2 maneiras), em seguida, devemos ordenar as 3
mulheres que ficardo logo apds as criangas (0 que pode ser feito de P, =3!=6
maneiras) e, finalmente, devemos ordenar os 5 homens que ficardo logo apds as
mulheres (0 que pode ser feito de P, =5!=120 maneiras). Logo, pelo principio
multiplicativo, existem P,-P,-P,=2-6-120=1.440 maneiras dessas pessoas

ficarem em fila, supondo que as criangas devem ficar no inicio e os homens no fim

da fila. .

Exemplo 2.2.15. Considerando que dispomos de 7 tipos de frutas diferentes,
quantas saladas de frutas, contendo quatro ou cinco tipos de frutas, podem ser

formadas?

Solugao. Observe que para formar uma salada de fruta, com exatamente quatro

tipos de frutas, basta escolhermos ndao ordenadamente 4 dos 7 tipos de frutas
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7!
413!

formar uma salada de fruta, com exatamente cinco tipos de frutas, basta

disponiveis (o0 que pode ser feito de C,, = =35 maneiras), enquanto que para

escolhermos nao ordenadamente 5 dos 7 tipos de frutas disponiveis (0 que pode

7!
5121

C,,+C,5=35+21=56 maneiras de formar uma salada de frutas, contendo quatro

ser feito de C,; = =21 maneiras). Logo, pelo principio aditivo, existem

ou cinco tipos de frutas. [

Exemplo 2.2.16. Num hospital, cada equipe de plantdo deve conter 2 médicos e 3
enfermeiras. Sabendo que o hospital dispbe de 7 médicos e 10 enfermeiras, de

quantas maneiras pode ser formada a equipe de plantao?

Solugao. Observe que para formar a equipe de plantdo, temos que escolher nao

|
ordenadamente 2 medicos (0 que pode ser feito de C,, :L': 21 maneiras) e,

2.5
em seguida, temos que escolher ndo ordenadamente as 3 enfermeiras (o que pode

|
ser feito de C,,, :i =120 maneiras). Logo, pelo principio multiplicativo, existem

317!

C,,Ci3 =21-120 = 2.520 maneiras de formar tal equipe de plant&o. ]

Exemplo 2.2.17. Num hospital, cada equipe de plantdo deve conter 2 médicos e 3
enfermeiras. Sabendo que o hospital dispbe de 7 médicos (sendo Mateus um deles)
e 10 enfermeiras (sendo Nicole uma delas), de quantas maneiras pode ser formada
a equipe de plantdo, supondo que Mateus e Nicole sejam casados e que o hospital

nao permita cdnjuges na mesma equipe?

Solugao (natural). Pelo método construtivo, podemos considerar os seguintes
casos:

e Mateus participa e Nicole ndo participa: C,,-C,, =6-84 =504 maneiras de

formar a equipe;

e Mateus nao participa e Nicole participa: Cg,-C,, =15-36 =540 maneiras de

formar a equipe;
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e Mateus ndo participa e Nicole nado participa: Cg,-C,;=15-84=1.260

maneiras de formar a equipe.
Portanto, existem 504 + 540 + 1260 = 2.304 maneiras de formar a equipe de plantao,

nao havendo cénjuges na mesma equipe. u

Solugao (sofisticada). Pelo método destrutivo, ja sabemos (exemplo anterior) que
existem 2.520 maneiras de formar a equipe de plantdo ignorando a restricdo de que
Mateus e Nicole nado podem participar simultaneamente (a saber,

Cei-Cy, =6-36=216 maneiras de formar tal equipe). Portanto, existem

2520 -216 = 2.304 maneiras de formar a equipe de plantdo, n&do havendo cdnjuges

na mesma equipe. n

Exemplo 2.2.18. Considerando o alfabeto com 23 letras (excluindo as letras K, Y e
W), de quantas maneiras podemos formar uma senha de cinco letras distintas,

sendo duas vogais e trés consoantes?

Solugao. Inicialmente, devemos escolher ndo ordenadamente as duas vogais

5!
2!-3!

devemos escolher ndo ordenadamente as trés consoantes distintas (o que pode ser

18!
315!

letras distintas, devemos ordena-las a fim de formar uma senha (o que pode ser feito

distintas (0 que pode ser feito de C,, = =10 maneiras) e, em seguida,

feito de Cg, = =816 maneiras). Por outro lado, uma vez de posse das cinco
de PF,=5!=120 maneiras). Logo, pelo principio multiplicativo, existem
Cs, Cis5-P,=10-816-120 = 979.200 maneiras de formar uma senha de cinco letras

distintas, sendo duas vogais e trés consoantes. u
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3 NUMEROS BINOMIAIS

Neste capitulo, apresentaremos os numeros binomiais, a organizagao
desses numeros numa tabela denominada tridngulo de Pascal e a férmula para o
desenvolvimento do binémio de Newton.

Inicialmente, devemos definir, para n e k naturais, com n >k, o numero

Wy

onde n representa a ordem e k representa a classe do numero binomial.

binomial de n sobre k por

Como consequéncia imediata da definicdo acima, dado o natural n,

[3{2}%21 € [:Jzﬁw para n>1,

e ainda, dado o natural k , segue também que

n n
= para n>k,
WA

denominados binomiais complementares.

segue que

Observe que a definicdo de numero binomial corresponde ao calculo das
combinagdes simples e, sendo assim, podemos comprovar os resultados anteriores
percebendo que, dado o conjunto A com n elementos:

e C,, =1 significa 1 subconjunto sem elementos de A (i.e., o conjunto vazio);
e C,,=1 significa 1 subconjunto com n elementos de A (i.e., o proprio

conjunto);

e C,,=n significa n subconjuntos com 1 elemento de A (i.e., os conjuntos
unitarios);

e C,=C significa que a quantidade de subconjuntos com k elementos de

n,n—-k
A é igual a quantidade de subconjuntos com n—k elementos de A (pois,
cada subconjunto com k elementos de A corresponde biunivocamente a um

subconjunto com os n -k elementos restantes de A).



3.1 Tridngulo de Pascal

Com os numeros binomiais definidos anteriormente, construimos uma
tabela (numérica) triangular, denominada tridngulo de Pascal, dispondo-os de tal
forma que aqueles de mesma ordem situam-se na mesma linha e os de mesma
classe situam-se na mesma coluna, levando em consideragcdo o crescimento das
ordens (linhas numeradas de cima para baixo, comegando em zero) e o crescimento

das classes (colunas numeradas da esquerda para direita, comegando em zero), ou

seja, especificamente temos:

n
e oelementodalinha n ecoluna k é (k}

n
e 0s elementos (na ordem) da linha n sao (OJ (

k
e 0s elementos (na ordem) da coluna k sao (k} (

Desse modo, segundo a descrigdo mencionada acima, as primeiras linhas

do triangulo de Pascal estao ilustradas a seguir.

/O\.
\0)
/1\.
\0)
/2\‘
\0)
/3\‘
\0)
(4"
\0)
5)
\0)
/6\,
\0)

1)
/2\‘
1)
/3\.
1)
/4\'
1)
/5\.
1)
/6\‘

1)

/2\.
\2)
/3\.
\2)
/4\.
\2)
/5\'

\2)
/6\,

.2)

/3\‘
3
(4\.
3
/5\.
\3)
/6\,
\3)

/4\.
\4)
/5\'

\4)
/6\,

\4)

4

\
4

\

k+1
k

5)
5)
6)
5)

")

J5

b

\

6)
6)
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Por outro lado, substituindo cada numero binomial pelo seu valor

numeérico, obtemos outra versao do triangulo de Pascal, ilustrada a seguir.

10 10 5 1
15 20 15 6 1

.
1T 1

1T 2 1

17 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5

1 6

Observando atentamente o tridngulo de Pascal, algumas propriedades
surgem com muita naturalidade. No entanto, ao demonstra-las, percebemos nao ser
com tanta “naturalidade” como se imaginava e, por esse motivo, faremos as
demonstragcdes através de duas abordagens: algébrica, utilizando argumentos
algébricos e, combinatdria, utilizando argumentos combinatorios; percebendo
também que em algumas dessas demonstragdes, o argumento algébrico é o mais
elementar, enquanto que, em outras demonstra¢des, o argumento combinatério é o
mais elementar.

Inicialmente, apresentaremos a propriedade mais importante (e a mais
facil de notar) no triangulo de Pascal, conhecida como relagéo de Stifel, ilustrada a
sequir. (Tal ilustragdo sugere que somando quaisquer dois elementos consecutivos

de uma mesma linha obtemos o elemento situado abaixo da ultima parcela.)

10 &5 1
20 15 ©6 1

[, N, N, N, |, S S— §
o:mb@m_x

-
0 O
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Proposicao 3.1.1. Se n e k sao inteiros tais que n>k >0, entao
n n n+1
+ = .
k k+1 k+1

Demonstragao (algébrica). De forma direta, partiremos do primeiro membro da
igualdade acima, aplicando a definigdo de numero binomial, e chegaremos ao

segundo membro, obtendo:

(ﬁj+blhj:kH:ikﬂ+UnHﬂ(:—k—ﬂ!

n! ( 1 1)
= . +
Ki(n—k-1) \n—k  k+1

n! n+1
K- (n—k=1)1 (n-k)-(k+1)

(n+1)! (n+q’

"l k+1

(k+1)-(n—k)!

onde queriamos chegar. [

Demonstragao (combinatéria). Considere um grupo formado por n homens e 1
mulher, e ainda, que desejamos escolher k +1 pessoas desse grupo, o que pode ser

feito de C maneiras. Por outro lado, se desejarmos escolher k +1 pessoas

n+1,k+1

desse grupo, sendo k homens e 1 mulher, isto pode ser feito de 1.C,, =C,,

maneiras, enquanto que, se desejarmos escolher k +1 pessoas desse grupo, sendo

todos homens, isto pode ser feito de C,,,,. Logo, como dentre as escolhas de k +1

pessoas desse grupo temos (apenas) duas possibilidades, ou seja, a mulher sendo
uma das k +1 pessoas é uma possibilidade e a mulher ndo sendo uma das k +1

pessoas € outra possibilidade, segue que C,, +C,_,,,=C ]

n+1,k+1"

A préxima propriedade que apresentaremos € conhecida como relagdo de

Fermat.
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Proposicao 3.1.2. Se n e k sao inteiros tais que n> k>0, entao
n ) n—-k (n
k+1) k+1 (k)

Demonstracao (algébrica). De forma direta, partiremos do primeiro membro da
igualdade acima, aplicando a definigdo de numero binomial, e chegaremos ao

segundo membro, obtendo:

(k21j:(k+1)!-(nn!—k—1)!

_nh-k n!
" n—k (k+1)-kl(n—k-1)!

_nh-k n!
~ k+1 kl(n-k)-(n-k-1)!

_nh-k n! _nh-k (n
Ck+1 k(n-k) k+1 (k)

onde queriamos chegar. [ |

Demonstragao (combinatéria). Considere um grupo formado por n pessoas e que
desejamos formar uma diretoria composta de k+1 pessoas (1 presidente e k
conselheiros) escolhidos desse grupo. Para tanto, podemos escolher k +1 pessoas

e, em seguida, escolher o presidente dentre as k+1 pessoas restando k
conselheiros, o que pode ser feito de (k+1)-C,,,, maneiras. Por outro lado,
poderiamos escolher k pessoas correspondendo aos conselheiros e, em seguida,
escolher o presidente dentre as n—k pessoas restantes, o que pode ser feito de

(n—k)-C,, maneiras. Portanto, como as escolhas sdo idénticas, diferindo (apenas)
nos procedimentos, segue que (k+1)-C,,,,=(n-k)-C,,, sendo equivalente ao que

queriamos demonstrar. [ ]

Como corolario da proposicdo anterior, apresentamos a proxima
propriedade, verificando que ao longo de qualquer linha, os elementos crescem até
a metade e decrescem a partir da metade, ou seja, os elementos crescem quando

n-k >1 ou, equivalentemente, k <n_—1
k+1 2
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e, em seguida, os elementos decrescem quando

n-k <1 ou, equivalentemente, k >n7—1

onde o elemento maximo é

n n n
n|(paranpar)e | n-1|=| n+1| (para n impar).
2 2 2

Corolario 3.1.1. Se n e k sao inteiros tais que n >k >0, entdo
n n n-1 n n n-1
> se k<—— e < se k>——.
k+1 k 2 k+1 k 2

A proxima propriedade que apresentaremos € conhecida como feorema

da soma nas linhas, ilustrada a seguir.

1 - - - - - -ty
11 - - - - - 5 2
12 1 - - - - —*4 4
13 3 1 - - - —*, 8
14 6 4 1 - - —*5 16
1510 10 5 1 - —*5 32
16 15 20 15 6 1 — 64

Proposicao 3.1.3. Se n é inteiro tal que n>0, entao
n (N n n n n ,
z,f = + + +...+ =2".

m
j para m>0, temos que

1

27 )

Demonstracéo (algébrica). Considerando S, = z:”o[
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e, aplicando a relacéo de Stifel ao termo geral do somatério, concluimos que
(B )
)T
e I v Lol
il LTS ¥ (il
e ainda, fazendo a mudanca de variavel em um dos somatdrios, concluimos que

I i M TS i K e O

/ 1

Dai, fazendo m=1,2,...,n no resultado obtido acima, chegamos as equacgdes:

S, =2-S,
S,=2-$,
S,=2-S,
Sn—1 =2'Sn—2
S,=2-S,,.

Assim, aplicando o produto telescépico, ou seja, multiplicando (membro a membro)

as n equacbes acima e eliminando os fatores comuns em ambos os membros,

concluimos que S, =2"-S; e, como

2

segue (consequentemente) que S, =2", completando a demonstragéo. [ ]

Demonstragao (combinatéria). Como C,, € o numero de subconjuntos com k

elementos de A={x1,x2,...,xn}, segue que C ,+C ,+C ,+...+C, € 0o numero

total de subconjuntos de A. Por outro lado, para formar um subconjunto de A

devemos, para cada um dos n elementos, escolher se pertence ou ndo ao
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subconjunto a ser formado, o que pode ser feito de 2-2-2-...-2=2" maneiras,

obtendo o resultado desejado.

A proxima propriedade que apresentaremos € conhecida como teorema

da soma “alternante” nas linhas, ilustrada a seguir.

+1
+1
+1
+1
+1
+1

1 -

-2 +1
-3 +3
-4 16

-5 +1
6 +1

0 -10 +5
5 -20 +15 -6 +1 —

-1
-4

+1 -

-1

Proposicao 3.1.4. Se n é inteiro tal que n>1, entéo

J+...+(—1)”-(Zj=o.

o 1)

Demonstracéao (algébrica). Considerando S, = z

que

o7+

Wt

m

i=0

{7
Szt 7|

1

O O O O o o

e, aplicando a relacéo de Stifel ao termo geral do somatério, concluimos que

o

o)z

(1)

.(’;"_‘3 R

(m;}z:“(-o’ ( -

m-1

/

|

m-1
i

s (™,

-1
i

o

m-1
m-1

|

j para m>1, temos
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m-1 it (m-=1 m-1 i (m-1
- (_1)'21'71:0(_1) ( i—1 j-’_z,':o (_1) ( i j’
e ainda, fazendo a mudanca de variavel em um dos somatdrios, concluimos que
m- i (M- 1 m- i (m -1
Sm :(_1).Zi=01(_1) ( I j+2i=01(_1) ( I j :(_1)'Sm—1 +Sm—1 :O’

onde queriamos chegar. [ |

Demonstragao (combinatéria). Considere o conjunto A com n elementose xe A.
Considere, ainda, p o total de subconjuntos de A com numero par de elementos e i
o total de subconjuntos de A com numero impar de elementos, isto é:

p=C,,+C,,+C ,+...ei=C +C ,+C  +....

Como ja mencionado anteriormente, os subconjuntos podem ser divididos em dois
casos (a saber, os subconjuntos contendo x e os subconjuntos ndo contendo x).

Assim, para o calculo de p, se o elemento x pertencer ao subconjunto, entdo temos

que escolher um numero impar de elementos dentre os demais n -1 elementos de
A e, se o elemento x ndo pertencer ao subconjunto, entdo temos que escolher um
numero par de elementos dentre os demais n—1 elementos de A, isto é:

P=(Cri1+Cpaz+Coys+...)+(Cpip+Coriz +Cpys+...)-

contendo x néo contendo x

Por outro lado, para o calculo de i, se o elemento x pertencer ao subconjunto,
entdo temos que escolher um numero par de elementos dentre os demais n-1
elementos de A e, se o elemento x nao pertencer ao subconjunto, entdo temos que

escolher um numero impar de elementos dentre os demais n-1 elementos de A,

isto é:
i=(Cpyp+Criz+Coyst...)+(Cryy+Cois +Cpps +...) -
contendo x néo contendo x
Dai:
p=C,10+C, 1 +C 1y +...+C =1,
obtendo o resultado desejado. [

Observando a demonstragdo (por argumentos combinatérios) da
proposicao anterior e, aplicando o teorema da soma nas linhas, concluimos o

seguinte corolario.
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Corolario 3.1.2. Se n é inteiro tal que n>1, entdo
n n n n n n o
+ + +...= + + +..=2"".
0 2 4 1 3 5

A proxima propriedade que apresentaremos € conhecida como feorema
da soma nas colunas, ilustrada a seguir. (Tal ilustragdo sugere que somando 0s
elementos de uma mesma coluna, iniciando pelo primeiro elemento da coluna,

obtemos o elemento situado abaixo e a direita da ultima parcela.)

N S G G G
O b WON =

Proposicao 3.1.5. Se n e k sao inteiros taisque n>0 e k>0, entédo
n (K+i k k +1 k+2 k+n k+n+1
2»7 = + + +...+ = .
=00k k k k k k+1
~ . . n (K+i
Demonstracéo (algébrica). Considerando S, = Z,o[ k j para k>0, temos que

SHE

e, aplicando a relacéo de Stifel ao termo geral do somatério, concluimos que

k n (K+i+1 n (K+i
S, = + ) -
* [kj Z”( k+1] z”[kﬂ]
k+1 n (K+i+1 n(K+i
_£k+1j+z"=1( K+ 1 J—ZM(,HJ
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_zn_1 k+i+1 N k+n+1 zn k+i

I k+1 =1 Kk +1
n kK+i+1 k+n+1 n (K+i
=) + -» ,
Z”“( k+1 j [ k+1 j Z”(kﬂj

e ainda, fazendo a mudanca de variavel em um dos somatdrios, concluimos que

n (K+i k+n+1 n (K+i k+n+1
Sc=).. + - = ;
K Z”(kﬂj ( k +1 j Z”(kﬂ} ( k +1 j

onde queriamos chegar. [ |

Demonstragdo (combinatéria). Considere A={123,. kk+1...,n+k+1 um

conjunto com n+k +1 elementos, e ainda, que desejamos formar um subconjunto

com k+1 elementos, o que pode ser feito de C,_,,,,,,, maneiras. Por outro lado,

podemos formar tal subconjunto, escolhendo primeiro o maior elemento e, em
seguida, escolhendo os k elementos restantes. Para tanto, se i € o maior elemento
escolhido (que é pelo menos k+1), entdo os demais elementos podem ser

escolhidos de C,,, maneiras. Logo, somando as quantidades de subconjuntos

obtidos para cada i, com k+1<i<n+k+1, obtemos a quantidade (total) de
subconjuntos com k +1 elementos, i.e.

Ck,k + Ck+1,k + Ck+2,k +...+ Cl‘l+k,k = Cn+k+1,k+1 ’

completando a demonstracéo. [ ]

Como corolario da proposi¢ao anterior, lembrando a consequéncia entre

binomiais complementares, i.e.,

n+iy _(n+i . n+k+1) (n+k+1

n ) i nt1 ) | k )
apresentamos a proxima propriedade, conhecida como teorema da soma nas
diagonais, ilustrada a segquir. (Tal ilustragdo sugere que somando os elementos de

uma mesma diagonal, iniciando pelo primeiro elemento da diagonal, obtemos o

elemento situado abaixo da ultima parcela.)
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1
5 1
15 6 1

Corolario 3.1.3. Se n e k sao inteiros taisque n>0 e k>0, entao
Kk (n+i n n+1 n+2 n+k n+k+1
> R R + +...+ = :
=0{ 0 1 2 k k

Os exemplos a seguir sao ilustracbes das proposigcdes mencionadas
anteriormente e, o primeiro desses exemplos, é conhecido como teorema da soma

nas “diagonais inversas”, ilustrado a seguir.

F =1
F,=2
F,=3
F,=5
F, =8
F, =13

Exemplo 3.1.1. Seja (F,, )n20 a sequéncia de Fibonacci, i.e., a sequéncia dada por:
F,=F=1e F,=F, _,+F,, paratodo n>2.

Mostre que, para qualquer que seja o inteiro n tal que n >0, temos

3 KA
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onde, LxJ denota o maior inteiro menor ou igual a x, i.e.,

3

—, sen épar

nl_ |2
2| |n-1 '
——, sen éimpar

Solugdo. Inicialmente, considere S, o valor da soma na “diagonal inversa’, i.e.,

ISR
Sn - Z/:Oz i '
Desse modo, devemos mostrar que S, satisfaz a definicdo da sequéncia de

Fibonacci. De fato:
e para n=0, temos que:

% LOJ{_I) 0 (_'Ij:(oj:t
z z i 0
e para n=1, temos que:

s}

e para nx>2 e n par, temos que:

(= 1oy

e, aplicando a relagao de Stifel ao termo geral do somatdério, concluimos que
n
(e ()
n
7
. . n/ _1
:(n;}z-%f(n-_l1_1]+Z%1_1(n_-1_1j+ A
= I— = ] n/_
N1

oy(n-i-1 g n—i—-1
_Zi=1( i—1 )-"Zi:o( i j
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v a1 v i

e ainda, fazendo a mudanca de variavel em um dos somatérios, concluimos

55 s (s 3o Ly

que

1

i L5 R LWL

e para n=>2 e n impar, temos que:

33 BB s il
Lzt

e, aplicando a relacéo de Stifel ao termo geral do somatério, concluimos que

sz e
:(”;1}27;%(”,7_"1 ] DY ( / )
s [ 5 ()

_21101(n 2- (1 1)}27?[”_1_1.]’

i

e ainda, fazendo a mudanca de variavel em um dos somatérios, concluimos

que
_yr3[(n=2)=1) (0 =1) =i
Sn _ZI=O ( i J+Zi=0 ( i
sl #l(n=2)=i) ol ((n=1)=7)
- ZI:O [ i + Z, 0 i =S,2+S,
Dai, concluimos que S, € a sequéncia de Fibonacci (i.e., S, =F, ). n

O exemplo a seguir tem por finalidade dar uma alternativa para o teorema

da soma “alternante” nas linhas, caso se queira calcular o somatério até um



41

determinado termo e, ndo necessariamente, todos os termos da linha, ilustrado a
sequir. (Tal ilustragdo sugere que somando e subtraindo alternadamente os
elementos de uma mesma linha obtemos o elemento situado acima da ultima

parcela, mantendo o sinal da mesma.)

— e e e

1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

Exemplo 3.1.2. Mostre que, para quaisquer que sejam os inteiros n e k tais que

n>k=>0, temos
et (H Ao e )

Solugdo. Considerando S, = Zf;o(—ﬂ/ .(n

1

S =[] =i (]

e, aplicando a relacéo de Stifel ao termo geral do somatério, concluimos que

j para n >k >0, temos que

n-1

s,, - [g] L3 () (i—JjL > (1) ,(n - 1j
e (e 7

XU CURR U 5 yot B E |

1 1

e ainda, fazendo a mudanca de variavel em um dos somatérios, concluimos que
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/ 1

(S Syt (70 7).

onde queriamos chegar. [

=0 "z (7 e ()

Exemplo 3.1.3. Mostre que, para quaisquer que sejam os inteiros n e k tais que

)5 ic)

Solugao. De forma direta, partiremos do primeiro membro da igualdade acima,

n>k=>1, temos

aplicando (sucessivamente) as relacbes de Stifel e Fermat, e chegaremos ao
n n-1 n-1
k k-1 k
n-1 (n—1)—(k—1) n-1
k-1 (k—1)+1 k-1

_k (n-1 +n—k n-1 _n (n-1
ok k=1 k \k=1) k (k=1)

onde queriamos chegar. [ |

segundo membro, obtendo:

Exemplo 3.1.4. Mostre que, para qualquer que seja o inteiro n tal que n >0, temos

DM E R 00 e P T R F PRR N R I ol
=00 0 1 2 n
Solugdo. Considerando S, =Z'.70i-[’?} para n >0, temos que

= /

oofg) el

e, aplicando o resultado obtido do exemplo 3.1.3 ao termo geral do somatério,

concluimos que
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n n _1 n-1 n _1
=n-y . =n-) ,
Z/1[i_1} Z/—10[i_1}
e ainda, fazendo a mudanca de variavel no somatério, concluimos que
n1( N =1
S, =”'Z-;( _ J
= I

Dai, pelo teorema da soma nas linhas, segue que S, =n-2"".

Exemplo 3.1.5. Mostre que, para qualquer que seja o inteiro n tal que n>2, temos

st o (o3} 3o [gfvcro(g)o

n i n
Solugdo. Considerando S, = 2.70(—1) ] [ J para n>2, temos que
= I

n n i . n n i n
S =0- + > (1) i =) (-1)-i- ,
n [0} 21:1( ) (Ij 21:1( ) (Ij
e, aplicando o resultado obtido do exemplo 3.1.3 ao termo geral do somatério,

concluimos que
n i . n (n-1 n i (n-=1
S = 1Y .j-—. -n- -1y .
n Zi:1( ) ! i [I_»]j n 21:1( ) [I_1J
n-1 i1 (n=1
(=2
e ainda, fazendo a mudanca de variavel no somatério, concluimos que
n—1 i n _1
s, =) 2"
Dai, pelo teorema da soma “alternante” nas linhas, segue que S, = (—n)-O =0.

Exemplo 3.1.6. Mostre que, para qualquer que seja o inteiro n tal que n>1, temos

27_1i:1+2+3+...+n:%+1).
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Solucgéo. Considerando S, = z;i para n>1, temos que

n (1
Sn = 21‘1[1}'
Dai, pelo teorema da soma nas colunas, segue que

s :£n+1j:(n+1)'n _n-(n+1)

nl 2 200 2

obtendo o resultado desejado. [

Exemplo 3.1.7. Mostre que, para qualquer que seja o inteiro n tal que n>2, temos
(n=1)-n-(n+1)

> i (i41)=1-242-3+3-4+...+(n-1)-n= 3

Solugéo. Considerando S, = Z::i-(i +1) para n>2, temos que

5, =32 M)

 +
2
nal 1 +1 n i+1
:2'2/1( 2 j=2‘zf+1z( 2 J’
e, fazendo a mudanca de variavel no somatério, concluimos que
n (i
sn==2-§:/2(2j.

Dai, pelo teorema da soma nas colunas, segue que

S, :2.£”+1j:2,(”+1)'”'(”—1) (n=1)-n-(n+1)

3 3! - 3 !

obtendo o resultado desejado. [

Exemplo 3.1.8. Mostre que, para qualquer que seja o inteiro n tal que n>1, temos

Z:’=1i2=12+22+32+...+n2:n.(n+1)6.(2n+1).

Solugéo. Considerando S, = Z;iz para n>1, temos que

S, = 2P =i+i) =X (i =1)-1+ 20,
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e, aplicando os resultados obtidos dos exemplos 3.1.6 e 3.1.7 aos somatorios,

S -2 n+1 . n+1 |
3 2

e ainda, aplicando a relagdo de Fermat a um dos numeros binomiais, concluimos

concluimos que

que
Snzg.w. n+1 n n+1
2+1 2 2
n-1(n+1 n+1
=2-—- +
3 2 2
_2n+1 (n+1
3 2
_2n+1 (n+1):-n_n-(n+1)-(2n+1)
-3 21 6 ’
obtendo o resultado desejado. [

3.2 Binomio de Newton

Com o que foi visto até agora (ou seja, os numeros binomiais e o tridngulo
n

de Pascal), obteremos a féormula para o desenvolvimento do binémio (x+y)

conhecido como binémio de Newton. Para tanto, observe alguns casos particulares
que irdo fornecer uma ideia de qual seja essa formula para que, em seguida,
possamos demonstra-la (algebricamente e combinatoriamente).

Lembrando que, para qualquer que seja o inteiro n tal que n>0,
podemos calcular

(x+y) =(x+y)(x+y)-....(x+Yy)

n fatores

usando a propriedade distributiva da multiplicagdo, segue (consequentemente) os

casos particulares:
. (x+y)0 =1;
o (x+ y)1 =X+y;

o (x+y)=x2+2xy+y?
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. (x+y)3 = x> +3x°y +3xy* +y°;
. (x+y)4 =x*+4x’y +6x%y* +4xy® + y*.
Observando atentamente os termos em cada caso, percebemos alguns
padroes no desenvolvimento do binbmio, a saber:

e 0 desenvolvimento de (x+y)" possui n+1 termos;

e 0s coeficientes do desenvolvimento de (x+y)" sao os elementos da linha n
do triangulo de Pascal;

e 0s termos do desenvolvimento de (x+y)'1 sao formados, além dos
coeficientes, por x'y’ com i=0,12,....n-1n e j=nn-1...,210, segundo a
ordem apresentada acima.

Desse modo, diante dos padrbes mencionados acima, podemos

conjecturar a formula do bindmio de Newton, conhecida como teorema binomial,

apresentada a seguir.

Proposicao 3.2.1. Se x e y s&o numeros reais e n € um inteiro tal que n>0,

entao

n n n n—i i n n n n-1 1 n n-2 2 n n
X+ =) . - X . = X+ - X . + - X . +...+ . .
R el A

m(m o
Demonstracédo (algébrica). Considerando S = Z [ _j'x’"’ -y' para m=>0,
i

i=0

m m-1[ M ; : m
S - XM 4 ‘ Xy . m,

e, aplicando a relacéo de Stifel ao termo geral do somatério, concluimos que

sm{@.xmz;n;(ry ;) y zm(m 1) m

temos que
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m-1 m-1 m i m=1( M — 1 m— —i i
=y-Z,1zo(._1j Xy ( . j Py

/

e ainda, fazendo a mudanca de variavel em um dos somatdrios, concluimos que

ma( m—=1 m—1)—i i m-a( M—1 m-1)-i i
Sm:y'z,':;( ] j.X( ' 'yl+x'zi=01( ' j.X( 1) M

/ /
=y'Sm—1+X'Sm—1 =(X+y)'8m—1

Dai, fazendo m =1,2,...,n no resultado obtido acima, chegamos as equacgdes:

S, =(x+y)-S,
S, =(x+y)-S,
S, =(x+Yy)-S,

S,.i=(x+y)-S,.,
S,=(x+y)-S,4

Assim, aplicando o produto telescépico, ou seja, multiplicando (membro a membro)

as n equagbes acima e eliminando os fatores comuns em ambos 0os membros,

concluimos que S, =(x+y)"-S, e, como

0 - (0
S :z,io(ij'x_l'yl :(Oj'xo'y0=1

segue (consequentemente) que S, = (x+ y)", completando a demonstragao. [

Demonstragdo (combinatéria). Inicialmente, sabemos que (x+y)°:‘l e, para

qualquer que seja o inteiro n tal que n >0, podemos calcular

(x+y)" =(x+y)-(x+y)-....(x+y),

n fatores

obtendo um somatoério de termos, onde cada termo do produto acima é obtido
escolhendo um dos dois elementos em cada fator (a saber, x ou y) e, em seguida,
multiplicando os elementos escolhidos. Se, para cada inteiro i tal que 0<i<n,

escolhnermos y em j dos n fatores (o que pode ser feito de C,; maneiras),

consequentemente, x sera escolhido nos n-i fatores restantes (o que pode ser

feito de C._. . =1 maneira) e, em seguida, multiplicando os n elementos

n-ir,n—i
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escolhidos, obtemos o resultado x"-y’. Desse modo, somando os termos

semelhantes, concluimos que o coeficiente de cada um dos termos gerados é
(precisamente) o numero de maneiras de escolhermos os n elementos que formam

o termo (a saber, C,;-C =C,;-1=C,, maneiras), i.e.,

(x+y) = 205C0 X"y

obtendo o resultado desejado. [

n—i,n—i

Fazendo a troca de y por —y na proposigdo anterior, concluimos o

seguinte corolario.

Corolario 3.2.1. Se x e y sdo numeros reais e n é um inteiro tal que n>0, entédo

(x-y) =" (-1 (”jx .y =@.x" -mx Y (1) .[”j.yn.

1 n

A préxima férmula que apresentaremos € conhecida como identidade de

Vandermonde.

Proposicao 3.2.2. Se m, n e k sao inteiros taisque m>k>0 e n>k >0, entdo
kK (m n m) (n m n m) (n m+n
Z.f L = : + : +...+ : = :

Demonstragao (algébrica). Inicialmente, observe a identidade

(1+x)" (14 x)" =(1+x)"",
significando que os termos de mesmo grau em cada membro possuem 0S mesmos
coeficientes, ou seja, se

1+x)" - (1+x)" =A +A X+ A -X2+...+A X+ +A .x™"
(1+x)"-(1+x) = A, + A ) ’

m+n

(1+x)"" =B, +B,-x+B, x*+...+ B, -x" +...+B,,, - x™",
entéo
A =B para 0<i<m+n.

Dai, aplicando o teorema binomial ao membro da direita, obtemos
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(1+X)m+n _ zir:;n(m"i'nj_xi ’

i
onde o coeficiente do termo de grau k é dado por
m+n
B, :( v j .
k

Por outro lado, aplicando o teorema binomial ao membro da esquerda, obtemos

v ]

onde o termo de grau k € obtido do produto entre o termo de grau i do binbmio
(1+x)" e o termo de grau k-i do binémio (1+x)" para 0<i<k, ou seja, O

coeficiente do termo de grau k é dado por

A =Zf=om'(kifj'

Portanto, pela identidade observada inicialmente, concluimos que A, =B, , i.e.,

(T

completando a demonstracéo. [

Demonstragao (combinatéria). Considere um grupo formado por m homens e n
mulheres, e ainda, que desejamos escolher k pessoas desse grupo, o que pode ser

feito de C maneiras. Por outro lado, se escolhermos k pessoas desse grupo,

m+n,k
sendo / homens e k—i mulheres, isto pode ser feito de C,;-C,,, maneiras. Dai,
adicionando tais possibilidades, para 0 </ < k, concluimos que

“c,-C,,=C
Z,’=0 m,i ' n,k—i = m+n,k?

obtendo o resultado desejado. [

Como corolario da proposi¢ao anterior, fazendo m =k =n e lembrando a

consequéncia entre binomiais complementares, i.e.,

(n,z J i m |

apresentamos a proxima férmula, conhecida como identidade de Lagrange.
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Corolario 3.2.2. Se n é inteiro tal que n >0, entao
n (N 2 (nY (nY nY (2n
Z; | = + +...+ = )
=00 j 0 1 n n

Os exemplos a seguir sado ilustragbes das proposi¢gdes mencionadas

anteriormente.

Exemplo 3.2.1. Mostre, utilizando o teorema binomial, a proposicao 3.1.3: se n é

inteiro tal que n >0, entdo
n (N n n n n N
Z.f = + + +...+ =2".
RURHEGEHERH
Solugao. No desenvolvimento binomial (proposicéo 3.2.1)

o=z}

i

fazendo x =y =1, concluimos que

(RS Y RERT

i
e, consequentemente,

conforme desejado. [

Exemplo 3.2.2. Mostre, utilizando o teorema binomial, a proposicdo 3.1.4: se n é

inteiro tal que n>1, entao

(x-y) =X~ (j "

fazendo x =y =1, concluimos que
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e, consequentemente,

conforme desejado. [

Exemplo 3.2.3. Mostre, utilizando o teorema binomial, o exemplo 3.1.4: para

qualquer que seja o inteiro n tal que n>0, temos
no, (N n n n n
DU =0 ] | +2e |0 =020
=00 0 1 2 n

Solugéo. Considere a fungéo f definida por f(x)=(1+x)" que, segundo o teorema

binomial, temos

i

n(n)
f(x):z,eo( j-X :

Derivando a fungao f por um lado, concluimos que
f'(x):n-(‘l+x)"71,

por outro lado, concluimos que

e, consequentemente,

Dol (nj X =n-(1+x)".

/

Agora, fazendo x =1, concluimos que

2 (P} rey

1

e, consequentemente,

/

i) |on2,

conforme desejado. [
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Exemplo 3.2.4. Mostre, utilizando o teorema binomial, o exemplo 3.1.5: para

qualquer que seja o inteiro n tal que n>2, temos
n i . (n n n n n n n
(1) i =0- -1 +2- -3 +...+(-1) -n- =0.

Solugao. Considere a fungao f definida por f(x) = (1—x)" que, segundo o teorema

binomial, temos

/

n i n i
() =20 { ]
Derivando a fungao f por um lado, concluimos que
f'(x)= —n-(1—x)"71,

por outro lado, concluimos que

e, consequentemente,

e o 7)o

Agora, fazendo x =1, concluimos que

27:0(—1)’ .i.('?j.1f1 ——n-(1-1)"",

e, consequentemente,

conforme desejado. [
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4 NUMEROS MULTINOMIAIS

Neste capitulo, apresentaremos os numeros trinomiais generalizando
para 0os numeros multinomiais, a organizagao desses numeros (trinomiais) numa
tabela tridimensional denominada pirdmide de Pascal e a férmula para a expansao
trinomial generalizando para a expansao multinomial, conhecida como polinbmio de
Leibniz.

Inicialmente, devemos observar que o numero binomial poderia ser
definido, para i e j naturais, por

(n} n! o
. |==—=comi+j=n,
i,j) ilj!

pois, de fato, fazendo i = k e (consequentemente) j =n—-k, segue que

(eo-e) o)

sendo equivalente a definicdo usual de numero binomial vista no capitulo anterior.

Analogamente, podemos definir o numero trinomial, para i, j e k

naturais, por

n n! .
.. |==——comi+j+k=n,
[/,/,k} i jl-k!

e, generalizando, podemos definir o nimero multinomial, para n, natural, qualquer

que seja i, por

nl-n,l-...-n!

n n!
————— com n,+N,+...+Nn, =n,
n,n,,...,n,

onde n representa a ordem e n, representam as classes do numero multinomial.

Observe que a definigdo de numero multinomial corresponde ao produto

de varias combinagdes simples, i.e.,

( n ]:(n)(n—m].(n—m—nz]. _(n—n1—n2—...—nk_1J
n,ny,...n ) \n ) n, n, n,

significando o numero de maneiras de particionarmos (ordenadamente) os n

elementos de um conjunto A em k subconjuntos A com |A,.|:n, onde uma

i
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particdo ordenada de A é uma sequéncia (A1,A2,...,Ak) formada por subconjuntos

de A taisque AnA =C paraizje AUVAU..UA =A.

4.1 Piramide de Pascal

Com os numeros trinomiais definidos anteriormente, construimos (agora)
uma tabela (numérica) piramidal, denominada piramide de Pascal (versao
tridimensional do triangulo de Pascal), dispondo-os de tal forma que aqueles de
mesma ordem situam-se na mesma camada (seccgdes transversais triangulares,
exceto a camada inicial), levando em consideracdo o crescimento das ordens
(camadas numeradas de cima para baixo, comegando em zero), de modo que suas
faces (triangulares) sejam tridngulos de Pascal.

Desse modo, segundo a descricdo mencionada acima, as primeiras
camadas da piramide de Pascal ficam com o formato ilustrado abaixo e, em seguida,
especificamos como ficam distribuidos os numeros trinomiais, bem como seus

respectivos valores numéricos, em tais camadas.

Camada 0:



Camada 1:

1
0,10 1
=
1 1 11
0,0,1) (10,0

Camada 2:
2
(0,2,0}
1
o) o) =22
0,1,1 1,1,0 12 1
2 2 2
(0,0,2] (1,0,1) (2,0,0]
Camada 3:
3
(0,3,0)
3 3 1
(0,2,1) (1,2,0} 3 3
3 3 3 “ 36 3
(0,1,2} (1,1,1} (2,1,0] 1 3 3 1
3 3 3 3
(0,0,3} (1,0,2) (2,0,1} (3,0,0)
Camada 4:

4
(o,4,oj
4 4
(0,3,1J (1,3,0} 1
4 4
) (8] (h) = s
022) (121) (220 R

(O,i3j sz (z,j,J (3,10} a4
[on4) (102) (2] a0 (s00)
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Camada 5:

5
020
5 5
(0,4,1J (1,4,0} 1
5 5 5 5 5
(0,3,2) (1,3,1) (2,3,0} 10 20 10
5 5 5 5 “ 10 30 30 10
(0,2,3] (1,2,2] (2,2,1} (3,2,0] 5 20 30 20 5
5 5 5 5 5 1 5 10 10 5 1
(O,‘I,4j (1,1,3) (2,1,2} (3,1,1} (4,1,0)
5 5 5 5 5 5
(0,0,5] (1,0,4] (2,0,3] (3,0,2} (4,0,1j (5,0,0]

Dessa forma, segue a ilustracdo da piramide de Pascal contendo os

valores numéricos dos numeros trinomiais mencionados acima.
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Convém (também) destacar que a distribuicdo dos numeros trinomiais em
cada camada (exceto a inicial) é feita sob o formato de um tridngulo equilatero,

mantendo uma simetria sob a perspectiva (Qquando i ou j ou k €& constante) de

qualquer um dos trés lados, de forma analoga ao que acontece no tridngulo de

Pascal devido aos binomiais complementares, i.e.,

o) lots) )i L)

Observando atentamente a piramide de Pascal, algumas propriedades
surgem tdo naturalmente quanto as propriedades do tridngulo de Pascal e, assim
como fizemos com as propriedades do triangulo (de Pascal), faremos as
demonstragdes das propriedades da piramide (de Pascal) através das abordagens
algébrica e combinatéria.

Inicialmente, apresentaremos a propriedade analoga a relagado de Stifel
no triangulo de Pascal, ilustrada a seguir. (Tal ilustragdo sugere que cada elemento
no interior de uma camada é obtido somando os trés elementos adjacentes na

camada anterior.)

- ~
Pl eei, N WY .}
r/ ~ = - -~
p ~ - ~
- - \\
- \s
DSOS -~ - TR T .. 3
> < =
o ~ = ~
- ~ B ~ . ~_
- . - i~ e ~
- ~ - N -~
-1 - 33'. ___________ 3«..-----______~..1

Proposicdo 4.1.1. Se i, j e k sao naturais ndo nulos tais que i + j+k =n, entao
n-1 n-1 n-1 n
. P el + =, . .
i1,k i,j—1k i,j, k-1 i, j,k

Demonstracao (algébrica). De forma direta, partiremos do primeiro membro da
igualdade acima, aplicando a definigdo de numero trinomial, e chegaremos ao

segundo membro, obtendo:
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(/ —n1,_j1,kj +(i,/r')—_11,kJ+ (;7/11} )
(n—1) (n—1)! (n-1)!

TNk ()KL b (K- 1)!

i (n—1)! i (n—1)! 5 (n—1)!
P =gk ik K (k- 1)
G B B!

il jl k! il k I' jl k!

=(i+j+k)- I('nj_|1/2" =n- I('n;?:

_nt [ n
Citjrkl k)

onde queriamos chegar. m

Demonstragao (combinatéria). Considere um grupo formado por n pessoas,
sendo n-1 homens e 1 mulher, e ainda, que desejamos distribuir (particionar)

essas pessoas em trés salas (a saber, A com i pessoas, B com j pessoas e C

com k pessoas), o que pode ser feitode C,,-C, ;. -C maneiras, onde

n—i—j.k

n

Por outro lado, se distribuirmos essas pessoas nas salas, especificando em qual

sala a mulher deve ficar, teriamos os seguintes casos:
(@) de modo que a mulher fique na sala A, o que pode ser feito de
Cn—1,i—1 -C,,;°C

nij " Cni_jx Maneiras, onde

n-1
Cn—1,i—1 'Cn—i,j .Cn—i—j,k = (i 1 kj ;

(b) de modo que a mulher fique na sala B, o que pode ser feito de
c_..-C -C

n1i"Corij1-Coi_jx Maneiras, onde

n-1
Cn—1,i .Cn—1—i,j—1 'Cn—i—j,k = (i -1 kj ’

(c) de modo que a mulher fique na sala C, o que pode ser feito de
C,,C -C

n w1 Coijk4 Maneiras, onde



59

n-1
Cn—1,i 'Cn—1—i,j 'Cn—1—i—j,k—1 = (i ik _J -

Como as distribuicdbes dessas pessoas s6 podem ocorrer dentre uma das

possibilidades (a), (b) ou (c), segue que

n-1 n-1 n-1 n
+ + = ,
i-1j,k i,j—1k i, j,k—1 i,j,k

conforme desejado. [

A préoxima propriedade que apresentaremos € analoga a relagédo de

Fermat no triangulo de Pascal.

Proposicao 4.1.2. Se i, j e k sao naturais tais que i+ j+k =n, entao
n J

n
i =—. ,para i >0 (constante), k>0 e j >0;
) i j—1k+1) k+1 (i,j,kj P ( ) J

(i) | . n =_L- n , para j >0 (constante), i >0 e k>0;
i+15,k=1) i+1\ij,k

(i) | . n :;- n , para k>0 (constante), j>0e i>0.
i-1j+1k) j+1 i, j,k

Demonstracao (algébrica). Inicialmente, observe que, por simetria, basta
demonstrarmos um (por exemplo, o segundo) dos trés resultados acima e, de forma
direta, partiremos do primeiro membro da igualdade, aplicando a definicdo de

numero trinomial, e chegaremos ao segundo membro, obtendo:

(i+1,j,k—1j ) (i+1)!~j!:(k—1)!
.(i+1)-i!-j.!-(k—1)!

_k n k (n
i+1 it bkl i+1 i j k)

onde queriamos chegar. ]

k
K

Demonstragao (combinatéria). Assim como fizemos na demonstracdo algébrica,
basta demonstrarmos o segundo dos trés resultados e, para isso, considere um
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grupo formado por n pessoas, e ainda, que desejamos distribuir (particionar) essas

pessoas em trés salas (a saber, A com i pessoas, B com j pessoas € C com k

pessoas) e, em seguida, escolher (da sala C) o lider dessas n pessoas, 0 que pode

serfeitode k-C,,-C,_,,-C maneiras, onde

n—i-jk
k-C,-C. -C. . =k ( " j

ni " n-ij  n-i-jk — 0N /,j,k .
Por outro lado, poderiamos distribuir essas pessoas nas salas, de modo que a sala
C ficasse com k-1 pessoas e uma das outras salas (no caso, A) ficasse com 1
pessoa a mais que na distribuicdo original (i+1 pessoas) e, em seguida,
escolheriamos (da sala A) o lider dessas n pessoas transferindo-o para a sala C

(ficando as salas A, B e C com i, j e k pessoas, respectivamente), o que pode

C Coi1jx1,Onde

n-i-1j " ~n

ser feito de (i +1)-C

ni+1
. . n
(’ + 1)'Cn,/+1 Coin Coiajpen = (’ +1)' i+1jk-1)

Portanto, como a distribuicdo das pessoas e a escolha do lider sao idénticas,

diferindo (apenas) nos procedimentos, segue que

R R B

sendo equivalente ao que queriamos demonstrar. ]

Como corolario da proposicdo anterior, apresentamos a proxima
propriedade, verificando que ao longo de qualquer linha em cada camada, sob a
perspectiva de qualquer um dos trés lados (em particular, j constante), os
elementos crescem até a metade e decrescem a partir da metade, ou seja, os
elementos crescem quando

n-—j-1

k . .
_—1>1 ou, equivalentemente, i <
i+

e, em seguida, os elementos decrescem quando

_L <1 ou, equivalentemente, i > n-j-1
i +1 2

onde o elemento maximo, para n—j par, é
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n
n—-j .n—j
2 o 2
e, para h—j impar, é
n n
n—-j-1 .n-j+1|= n—j+1jn—j—1 .
2 1)) 2 2 1)) 2

Corolario 4.1.1. Se i, j e k sao naturais tais que i+ j+k =n, entdo
n n . n—j-1 n n . n—j-1
, , > |sei< el . , <|.., |sei> .
i+1,j,k-1 i, j,k 2 i+1j,k-1 i, J,k 2

A préxima propriedade que apresentaremos relaciona os elementos de

uma camada da piramide (de Pascal) com os elementos do tridngulo (de Pascal),
ilustrada a segquir. (Tal ilustragdo sugere que o0s elementos da camada n da
piramide sdo obtidos multiplicando todos os elementos até a linha n do tridngulo

pelos elementos da linha n do tridngulo, respectivamente.)

1 1 1
11 4 4 4
12 1 x ® = 6 @ 6
13 31 4 4 12 12 4
14 6 4 1 1 14 6 4 1

Proposicdo 4.1.3. Se i, j e k sao naturais tais que i + j+ k =n, entao
n .\ (n=jy(n
ijk) Uik )\j)

Demonstracao (algébrica). De forma direta, partiremos do primeiro membro da
igualdade acima, aplicando a definicdo de numero trinomial e binomial, e

chegaremos ao segundo membro, obtendo:
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n ) nl
ij k) it jlk!

_ (n=Jj)! n
(n—j)l it jLk!

-t () )

onde queriamos chegar. m

Demonstragao (combinatéria). Considere um grupo formado por n pessoas e que
desejamos distribuir (particionar) essas pessoas em trés salas (a saber, A com i

pessoas, B com j pessoas e C com k pessoas), o que pode ser feito de

C,-C.,C maneiras, onde

n

Observe que comegcamos escolhendo as pessoas que devem ficar na sala A, em

n—i—j k

seguida, as pessoas que devem ficar na sala B e, por fim, as pessoas que devem
ficar na sala C. Por outro lado, como ndo importa a ordem em que essas pessoas
serao distribuidas nas salas, segue que comegando pela escolha das pessoas na
sala B, em seguida, as pessoas na sala A e, por fim, as pessoas na sala C,

teriamos C,,-C, ;,-C

i +C,_j_ix Maneiras. Dai, sabendo que

C,, = ( j,nn_ jj B m

e, utilizando o fato de i+ j+ k =n, também que

. . L K
Cn—'i =1, n 'j = n' j e Cn—'—/k = n 'j .I = = 1,
Poin—j—i ik s k.n—j—i—-k k,0

concluimos que
n\(n—j

Portanto, como a distribuicdo das pessoas sao idénticas, diferindo (apenas) nos

(50

procedimentos, segue que
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conforme desejado. [

Como corolario da proposi¢cao anterior, utilizando o resultado obtido no
exemplo 3.1.6, apresentamos a proxima propriedade, verificando que o numero de
elementos da camada n da piramide (de Pascal) é igual ao numero de elementos
até a linha n do tridngulo (de Pascal), onde cada linha i do tridngulo possui i +1

elementos.

Corolario 4.1.2. O numero de elementos da camada n da piramide de Pascal é
dado por
(n+1)-(n+2)
5 .

A proxima propriedade que apresentaremos é analoga ao teorema da

soma nas linhas, no tridngulo de Pascal.
Proposicao 4.1.4. Se i, j e k sao naturais tais que i+ j+ k =n, entao
n
z(, , ): 3,
AUTILS

Demonstragao (algébrica). Considere

il
! ij.k i,j,k
com i+ j+k=n. Aplicando a propriedade anterior ao termo geral do somatoério,
3 J0)
ij.k
23 )
=050

e, aplicando o teorema da soma nas linhas no triangulo de Pascal ao somatorio no

temos que

interior dos colchetes, concluimos que
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n .
S, ZZ( .J.zn—j ’
7 \J
e ainda, aplicando o teorema binomial ao somatério restante, concluimos que
S, :(1+2)” =3",

obtendo o resultado desejado. [

Demonstragao (combinatéria). Como

17

significa o numero de maneiras de particionarmos (ordenadamente) os n elementos

de um conjunto S em 3 subconjuntos (a saber, A com i elementos, B com j

elementos e C com k elementos), segue que

Siie

significa o numero total de particdes (ordenadas) de S. Por outro lado, para formar
uma particdo (ordenada) de S devemos, para cada um dos n elementos, escolher a
qual subconjunto ele pertence (a saber, A ou B ou C), o que pode ser feito de

3-3-3-...-3=3" maneiras, obtendo o resultado desejado. m
4.2 Polindmio de Leibniz

Com o que foi visto até agora (ou seja, 0s numeros trinomiais e a piramide
de Pascal), obteremos a férmula para o desenvolvimento do trindmio (X+y+z)n.

Para tanto, observe alguns casos particulares que irdo fornecer uma ideia de qual
seja essa férmula para que, em seguida, possamos demonstra-la (algebricamente e
combinatoriamente).

Lembrando que, para qualquer que seja o inteiro n tal que n>0,

podemos calcular

(x+y+z) =(x+y+2z)(X+y+2)-.... (X +y+2)

n fatores
usando a propriedade distributiva da multiplicacdo, segue (consequentemente) os

casos particulares:
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= X2+ Yy + 2P 42Xy +2XZ2+ 2yZ;

x+y+z)3 =x*+y® + 22 +3x°y +3xy® +3x°2+3x2* +3y*z+3yz* + 6xyz.

Observando atentamente os termos em cada caso, percebemos alguns

padrdes no desenvolvimento do trinbmio, a saber:

e o desenvolvimento de (x+y +z)" possui %(n +1)-(n+2) termos;

e 0s coeficientes do desenvolvimento de (x+y+z)” sao os elementos da
camada n da piramide de Pascal;
e 0s termos do desenvolvimento de (x+y+z)” sdao formados, além dos
coeficientes, por x'y/z* com i+j+k=n.
Desse modo, diante dos padrbes mencionados acima, podemos

conjecturar a formula da expansao trinomial, conhecida como teorema trinomial,

apresentada a seguir.

Proposicao 4.2.1. Se x, y e z sdo numeros reais € n € um inteiro tal que n>0,

entao
n . .
X+y+z) = XyloZk
( y ) i+/’+zk=n(i’j’kj y
Demonstragao (algébrica). Considerando
S,=(x+y+z) =((X+y)+z)n

para n >0, temos, aplicando o teorema binomial, que

S, Zko(j X+y _k'Zk,

e, aplicando (novamente) o teorema binomial, concluimos que

m e
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= zzzoz;:g(n _ kJ(Z] X"yl 2k

J

e ainda, fazendo i =n—k - j juntamente com a proposicéao 4.1.3, i.e.,

i) ()

n ) )
S, = Xyl 2,
i+j+zkn(laj’kj

obtendo o resultado desejado. [

concluimos que

Demonstragao (combinatéria). Inicialmente, sabemos que (x+y+z)0 =1 e, para
qualquer que seja o inteiro n tal que n >0, podemos calcular

(x+y+z) =(x+y+2z)(x+y+2)-....(x+y+2),

n fatores
obtendo um somatorio de termos, onde cada termo do produto acima é obtido

escolhendo um dos trés elementos em cada fator (a saber, x ou y ou z) e, em

seguida, multiplicando os elementos escolhidos. Se, para cada inteiro k tal que

O0<k<n, escolhermos z em k dos n fatores (0 que pode ser feito de C,,

maneiras) e, para cada inteiro j tal que 0<j<n-k, escolhermos y em j dos

n—k fatores restantes (o que pode ser feito de C, , | maneiras), consequentemente,

i

x sera escolhido nos n—k —j demais fatores (0 que pode ser feito de C =1

n—-k—j,n—-k—j
maneira) e, em seguida, multiplicando os n elementos escolhidos, obtemos o
resultado x"*7y/z¥. Desse modo, somando os termos semelhantes, concluimos

que o coeficiente de cada um dos termos gerados é (precisamente) o numero de
maneiras de escolhermos os n elementos que formam o termo, dado por

CoxCoi; C maneiras, onde

n—-k—j,n—k-j

n
Cn,k 'Cn—k,j 'Cn—k—j,n—k—j = (k jin—k— J,

e, fazendo i =n—-k - j, concluimos que

(X+y+2)n= z ( n J_Xn_k-j_yj_zk: z ( n ]_Xn—k—j'yj'zk,

i+j+k=n kajai i+j+k=n i’j’k
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onde na ultima igualdade utilizamos a simetria sob a perspectiva de um dos lados ( j

constante), completando a demonstragao. ]

Observe que a proposicdo 4.1.4 pode ser obtida como corolario da

proposicao anterior, bastando fazer x=y =z=1.

Corolario 4.2.1. Se i, j e k sao naturais tais que i+ j+k =n, entdo
n
z(_ _ jzsn.
T\, J,k

Agora, generalizando os teoremas binomial e trinomial, obtemos a formula
da expansdo multinomial, conhecida como teorema multinomial ou polinbmio de

Leibniz, apresentada a seguir.

Proposicdo 4.2.2. Se x; (qualquer que seja i) € um numero real e n € um inteiro

tal que n>0, entéo

(X, + X+t Xx) = Y (nwn

Ny+Ny+... 40 =n

n

Ny

n. n
; j-x11-x22 e X
psee s N

Demonstragao (algébrica). Faremos a demonstragao por indugéo (ver Apéndice)
em k com k >1. Inicialmente, para k =1, temos que ambos os membros sao iguais
ax',ie.,
n ny ,
o =]
Suponha, por hipétese de indugéo, que a proposigao seja verdadeira para k=r, i.e.,
(x )= Y 4 x," X"
+...+ = XM
1 ' ny+...4+n.=n n1’---’nr 1 '

Dai, para k=r +1, temos que
(X4t x4 %) =((X 44 %)+ X))

e, aplicando o teorema binomial, concluimos que
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n, r+1

(X1 Tt X+ X )n = Z(nn j'(X1 +...+ X, )n*"”1 .XM”M ,

r+1

€ ainda, aplicando a hipétese de indugao, concluimos que

(x1+...+x,+xm)n22( " j 2 M(

noa \"'re1/ n+.4n.=n-n

n n-n
r+1 n n, n,.
E E ( j( j-x11-...-xr X, 4

n,..,n
N g Nyteotn=n—-n, 4\ " r41 100y

n
n nr nr+
E ( j-x11-...-xr X, g,
n1’ nr+1

Ny+..4N,+0, =N R [

n-n
r+1 . X1n1 o Xrn, . Xrﬂn,+1
n,...n

r

fazendo com que a proposi¢gao também seja verdadeira para k =r +1, completando

a demonstracao. n

~ . y o u . s 0
Demonstragao (combinatéria). Inicialmente, sabemos que (X, + X, +...+x,) =1e,
para qualquer que seja o inteiro n tal que n >0, podemos calcular

(X X oot X ) = (XX ot X ) (X + X+t Xy ) ee (X 4 X+ X, ),

n fatores

obtendo um somatério de termos, onde cada termo do produto acima é obtido

escolhendo um dos k elementos x, em cada fator e, em seguida, multiplicando os
elementos escolhidos. Assim, se escolhermos x, em n, fatores, escolhermos x, em
n, fatores e, sucessivamente, até escolhermos x, em n, fatores, onde
n,+n,+...+n, =n, obtemos, multiplicando os n elementos escolhidos, o resultado
X" x,"-...-x,™ . Desse modo, somando os termos semelhantes, concluimos que o

coeficiente de cada um dos termos gerados é (precisamente) o numero de maneiras
de escolhermos os n elementos que formam o termo, dado por
Con " ConnC

N—=Ny—Ny—..—Ny_q.Ny

n
c_-C -....C =( j
n,n. n—n,,n. N—ny—Ny—...~N_4,N, ’
1 15112 1 —11y 12Tk n1,n2,“.’nk

maneiras, onde

concluindo que

(X, + X+t Xx) = Y (nwn

Ny+Ny+... 40 =n

n

Ny

n. n
j-x11-x22 e X
nk

obtendo o resultado desejado. [

PILRRE
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Fazendo x,=x,=...=x,=1 na proposigdo anterior, concluimos o

seguinte corolario.

Corolario 4.2.2. Se n, (qualquer que seja i) é natural tal que n,+n,+...+n,=n,

entao

ny,Ny,....Ny n1’n2,...,nk
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5 CONCLUSAO

A forma como este trabalho foi apresentado teve como base anos de
experiéncia como professor do Ensino Médio (especificamente, na maior parte
desse tempo, no setor pré-universitario) trabalhando com alunos que apresentavam
graves deficiéncias em Matematica (em particular, em Combinatoria e
Probabilidade), apesar de ja terem contato anterior com tais assuntos. Muitas vezes,
observava que esses alunos manifestavam conhecimento (apenas) de férmulas, ndo
entendendo suas aplicagdes, enquanto que em outras ocasides, manifestavam total
desconhecimento em tais assuntos e, boa parte deles, ndo era capaz de resolver
problemas (elementares) de contagem do Ensino Fundamental (por exemplo,
responder a quantidade de numeros inteiros de 17 a 71).

Apresento aqui apenas uma sugestdo de como estes assuntos poderiam
ser abordados, uma vez que conseguia significativamente grande sucesso na
aprendizagem desses alunos e, muitas vezes, a admiragdo por esses assuntos
atingindo, consequentemente, o entusiasmo pelo estudo dos mesmos. Apesar do
assunto contido no capitulo 4 nao fazer parte do curriculo do Ensino Médio (apenas
0s assuntos contidos nos capitulos 2 e 3 fazem parte do curriculo do Ensino Médio),
para algumas turmas, notadamente aquelas formadas de alunos com aptiddes para
as disciplinas exatas (geralmente, preparatérias para as escolas militares), quando
tal assunto era abordado, despertava entre eles uma vontade de aprofundar mais o
conhecimento adquirido até o momento e, mesmo para aquelas turmas de alunos
sem aptiddes para as disciplinas exatas, quando tal assunto era abordado, pelo
menos despertava uma admiragao ja ausente entre eles.

Considerado por alguns como um assunto em extingao, ressalto aqui a
importancia desses assuntos, uma vez que o teorema binomial e o teorema trinomial
tém muitas aplicagbes na Matematica Aplicada. Por exemplo, em Genética, o aluno
precisa calcular probabilidade binomial quando defronta com problemas com dois
prognoésticos possiveis (possui ou ndo uma determinada caracteristica genética),
enquanto que, em Economia, o aluno precisa calcular probabilidade trinomial
quando defronta com problemas com trés prognosticos possiveis (valorizagao,

manutengao ou desvalorizagdo de uma quantia aplicada na bolsa de valores).
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Desse modo, acreditando que esse trabalho possa resgatar uma
perspectiva desafiadora ja ausente no corpo docente, espero que possa contribuir
com novas perspectivas de atuacao e, consequentemente, que possa constituir um
tema instigante aos alunos, desenvolvendo de maneira significativa sua capacidade

de concatenar as ideias e raciocinar logicamente.
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APENDICE

O principio de Indugdo Matematica (ou principio de Indugdo Finita ou,
simplesmente, principio de Indugdo) € uma das ferramentas matematicas utilizadas
para demonstragdes de proposicdes que envolvam uma variavel inteira e, nesta
obra, tera utilidade na demonstrag&o algébrica do polinbmio de Leibniz. Esta técnica

de demonstragao pode ser resumida conforme o enunciado a seguir.
Principio de Indugao Matematica

Seja P(n) uma proposicdo que dependa de uma variavel inteira n.
Supondo que as seguintes condigdes sejam satisfeitas:
(i) P(n,) é verdadeira;
(i) P(k+1) é verdadeira sempre que P (k) é verdadeira com k >ny;
entdo, P(n) é verdadeira para todo inteiro n tal que n>n,.

A ideia é que ao tentarmos provar uma proposic¢ao relativa ao inteiro n,
admitimos que tal proposi¢cao é verdadeira para seu antecessor n—1 (hipotese de

indugéo), uma vez que ja foi provado para um valor inicial.
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