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Resumo

Para atender à necessidade de estudos de formas mais complexas, surgiu uma nova ge-
ometria que não atende a nenhum dos cincos postulados de Euclides, conhecida como
Geometria Fractal, também intitulada geometria da natureza, pois propõe uma melhor
aproximação das atividades do cotidiano com as atividades praticadas na escola. É impor-
tante ressaltar a relação entre a Geometria Fractal e a aplicação interdisciplinar com ou-
tros componentes curriculares, tais como a Biologia, Geografia, Música, Economia, dentre
outros. Destacamos as principais propriedades que caracterizam a identificação dos frac-
tais (autossimilaridade, complexidade infinita e dimensão fractal). Existem vários fractais
famosos, tais como Conjunto de Cantor, Curva e Floco de Neve de Koch, Triângulo e
Tapete de Sierpinsk, Esponja de Menger, Curva de Peano, Curva de Hilbert. Neste traba-
lho, também será abordado a necessidade de apresentar reflexões e justificativas sobre as
possibilidades da inclusão do ensino de Geometria Fractal no Ensino Médio, pois textos e
situações-problema envolvendo a Geometria Fractal começam a aparecer no Exame Naci-
onal do Ensino Médio (ENEM) e vestibulares. Tem - se a perceptibilidade que é um tema
recente para a maioria dos professores e alunos, pois não consta na estrutura curricular, e
quando surgem nos livros didáticos, são apenas leituras complementares. Pode citar a im-
portância da conexão dos fractais com as progressões geométricas, pois ambos trabalham
na mesma linha de pensamento, podendo construir uma contextualização enriquecedora
para a aprendizagem do aluno.

Palavras-chave: Fractal. Geometria. Estrutura Curricular. Ensino Médio.



Abstract

To all the need of study of the most complexes ways, there’s come a new geometry
that do not attend Non of the five Euclid’s postulates, known as fractal geometry that
is also known as natural geometry, because it proposes a better approximation of the
common activities with the activities practice in school. Its important to point the re-
lationship between fractional geometry with interdisciplinary applications with others
curricular components as biology, geometry, music, economy, etc. We must to point out
the main properties that characterize the identity of fractals, they are, self-similarity, infi-
nite complexity and fractal dimension. There are several famous fractals, as Cantors Set,
Kochs Snowflake Curve, Sierpinsks Triangle and mat, Mengers Sponge, Peanos Curve and
Hilberts Curve.In this issue project we shall also approach the necessity of introducing
reflection and justifications about the possibilities of inclusion Fractal Geometry studies in
High School. Because texts and problem situation involving the fractal geometry began to
appear in ENEM (Exame Nacional do Ensino Médio/ High School National Exam), and
national tests. We have the perceptibility that its a theme to most teachers and students,
because it doesnt “counts” in the curricular structure and when it appears in didactic
books, it only as a complemented reading. We can point the importance of the connection
between fractals and geometric progression because both of them work in the same line
of knowledge, the can build a rich contextualization to the students learn.

Key-words: Fractal. Geometry. Curricular structure. secondary school.



Lista de ilustrações

Figura 1 – Fractal.(Escala 01) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
Figura 2 – Fractal.(Escala 04) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
Figura 3 – Fractal.(Escala 30) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
Figura 4 – Fractal.(Escala 350) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
Figura 5 – Benoit Mandelbrot(1924-2010) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
Figura 6 – Fractal.(Imagens de um fractal ampliado) . . . . . . . . . . . . . . . . 21
Figura 7 – Fractal.( Processo iterativo de construção do Tapete de Sierpinski.) . . 24
Figura 8 – Fractal.(Auto semelhança aproximada) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
Figura 9 – Fractal.(Complexidade infinita) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
Figura 10 – Segmento de reta. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
Figura 11 – Quadrado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
Figura 12 – Cubo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
Figura 13 – Georg Cantor(1845-1918) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
Figura 14 – Intervalos no conjunto de Cantor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
Figura 15 – Etapas da construção geométrica do conjunto de Cantor . . . . . . . . 32
Figura 16 – Helge Von Koch(1870-1924) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
Figura 17 – Curva de Koch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
Figura 18 – Comprimento da curva de Koch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
Figura 19 – Curva de Koch(níveis) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
Figura 20 – Níveis do Floco de Neve de Koch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
Figura 21 – Floco de Neve de Koch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
Figura 22 – Waclaw Sierpinski(1822-1969) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
Figura 23 – Níveis de construção do triângulo de Sierpinski . . . . . . . . . . . . . 42
Figura 24 – Triângulo de Sierpinski . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
Figura 25 – Processo de construção do tapete de Sierpinski . . . . . . . . . . . . . . 47
Figura 26 – Processo de construção da Esponja de Menger. . . . . . . . . . . . . . . 47
Figura 27 – Giuseppe Peano(1858-1932). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
Figura 28 – Processo de contrução da Curva Peano. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
Figura 29 – David Hilbert(1862-1943). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
Figura 30 – Níveis da curva de Hilbert. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
Figura 31 – Detecção de núcleos atípicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
Figura 32 – Antena fractal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
Figura 33 – Cordilheiras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
Figura 34 – Egito visto do espaço . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
Figura 35 – Cefalópodes Nautilus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
Figura 36 – Asas de uma Libélula . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57



Figura 37 – Raio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
Figura 38 – Antenas Fractais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
Figura 39 – Falha em produto têxtil . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
Figura 40 – Questão 3 Prova de Matemática do Vestibular UFPR, 2008. . . . . . . 60
Figura 41 – Prova de Matemática do Vestibular UNESP, 2011. . . . . . . . . . . . 61
Figura 42 – Prova de Matemática do Vestibular da MACKENZIE, 2010. . . . . . 61
Figura 43 – Prova de Matemática do Vestibular da UNICAMP, 2012. . . . . . . . 62
Figura 44 – Prova de Matemática do Vestibular da UEL, 2011. . . . . . . . . . . 63
Figura 45 – Livro MATEMÁTICA PAIVA volume 1, edição 2013. . . . . . . . . . 64
Figura 46 – Livro MATEMÁTICA de Kátia Stocco Maria Ignez Diniz, volume 1. . 65
Figura 47 – Livro MATEMÁTICA de Kátia Stocco Maria Ignez Diniz, volume 1. . 66
Figura 48 – Livro MATEMÁTICA de Kátia Stocco Maria Ignez Diniz, volume 1. . 67
Figura 49 – Livro MATEMÁTICA de Kátia Stocco Maria Ignez Diniz, volume 1. . 68
Figura 50 – Livro MATEMÁTICA de Kátia Stocco Maria Ignez Diniz, volume 1. . 68
Figura 51 – Questão 54 do ENEM 2008. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
Figura 52 – Introduzindo a ideia de fractal. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
Figura 53 – Apresentando o Conjunto de Cantor. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
Figura 54 – Apresentando a Curva de koch. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
Figura 55 – Apresentando o Floco de neve de koch. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
Figura 56 – Triângulo e Tapete Sierpinsk.Esponja de Menger. . . . . . . . . . . . . 73
Figura 57 – Cartão Triângulo Sierpinsk. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
Figura 58 – Cartão Degraus Centrais. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74



Sumário

1 INTRODUÇÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2 A GEOMETRIA FRACTAL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.1 Origem da Geometia não Euclidiana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.2 Fractal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3 CARACTERÍSTICAS DOS FRACTAIS . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.1 Estrutura fina em qualquer escala . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.2 Autossimilaridade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.3 Complexidade Infinita ou Iteração . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
3.4 Dimensão fractal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
3.4.1 Dimensão topológica e dimensão de Hausdorff . . . . . . . . . . . . . . . . 27

4 FRACTAIS CLÁSSICOS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
4.1 O conjunto de Cantor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
4.1.1 Construção numérica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
4.1.2 Construção geométrica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
4.1.3 Número de segmentos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
4.1.4 Comprimento de cada segmento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
4.1.5 Comprimento total . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
4.1.6 Dimensão do Conjunto de Cantor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
4.2 A Curva de Koch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
4.2.1 Construção da Curva de Koch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
4.2.2 Análise da Curva de Koch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
4.2.3 Dimensão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
4.2.4 Características fractais da Curva de Koch . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
4.3 Floco de Neve de Koch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
4.3.1 Área delimitada pelo Floco de Neve de Koch . . . . . . . . . . . . . . . . 39
4.4 Triângulo de Sierpinski . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
4.4.1 Processo por remoção de triângulos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
4.4.2 Propriedades geométricas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
4.4.3 Números de triângulos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
4.4.4 Perímetro . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
4.4.5 Área . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
4.4.6 Características fractais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
4.4.7 Dimensão fractal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46



4.4.8 Tapete de Sierpinski . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
4.4.9 Esponja de Menger . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
4.5 Curva de Peano . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
4.5.1 Construção da Curva de Peano . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
4.5.2 Estudo da curva . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
4.5.3 Dimensão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
4.5.4 Características fractais da Curva de Peano . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
4.6 Curva de Hilbert . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
4.6.1 Construção da Curva de Hilbert . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
4.6.2 Estudo da Curva de Hilbert . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
4.6.3 Características fractais da Curva de Hilbert . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

5 FRACTAL: INCLUSÃO NA PRÁTICA PEDAGÓGICA . . . . . . . . 53
5.1 Conexão da Geometria Fractal com outras áreas do conhecimento . 54
5.2 Inclusão da Geometria Fractal no Ensino Médio . . . . . . . . . . . . 60
5.3 Fractais na sala de aula . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

6 CONSIDERAÇÕES FINAIS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76



13

1 INTRODUÇÃO

Com a necessidade de estudar formas geométricas com uma complexidade maior,
sendo estas impossíveis de ser descritas por meio da Geometria Euclidiana, começaram a
ocorrer vários questionamentos, por volta da primeira metade do século XIX, o que gerou
um grande acontecimento na história da Matemática: a descoberta das geometrias não
euclidianas. Diante desse acontecimento, surge uma nova Geometria: a Geometria Fractal.
Esta que define por não atender a um ou a mais dos cinco postulados de Euclides, e cujas
partes se assemelham ao seu todo sob alguns aspectos. A Geometria Fractal nos traz a
possibilidade de trabalharmos com objetos na Natureza que apresentam formas irregu-
lares, como as nuvens, girassóis, couve-flor, dentre outros. A Geometria Euclidiana, por
sua vez, está limitada a pontos, retas, planos, o que a torna insuficiente, sendo necessário
recorrer à Geometria Fractal.

Apresenta-se a Geometria Fractal por meio dos fractais clássicos de Cantor, com
suas construções numéricas e geométricas; Curva de Koch, com comprimento total da
curva, perímetro e área do Floco de Neve de Koch; Sierpink, com o processo de cons-
trução do seu Triângulo especificando o processo de remoção de triângulos, cálculo de
perímetro e área, e também o Tapete de Sierpink e a Esponja de Menger, que são fractais
que têm características semelhantes às citadas acima; Peano, com sua belíssima curva que
preenche o quadrado no qual é traçado, e a curva de Hilbert, que traz uma peculiaridade
extraordinária na sua construção. Todas essas figuras não atendem à Geometria Eucli-
diana. Mencionamos a necessidade de descrever as características básicas dos fractais,
que são: estrutura fina em qualquer escala, a autossimilaridade, a complexidade infinita
(iteração) e a dimensão.

Com o presente trabalho, pretende-se contribuir para o processo de ensino apren-
dizagem apresentando reflexões e evidências sobre a necessidade da inclusão do ensino da
Geometria Fractal no Ensino Médio. Estudar fractais é ter outra visão da geometria do
mundo, uma nova maneira de ver e organizar uma geometria não euclidiana; é buscar, na
Natureza, formas que exprimem o significado da geometria para o aluno. José Sebastião
e Silva (1966) afirma que a modernização do ensino da Matemática terá de ser feita não
só quanto a programas, mas também quanto a métodos de ensino. Segundo esses autores,
“Ensinar matemática sem mostrar a origem e a finalidade dos conceitos é como falar de
cores a um daltônico: é construir no vazio. Especulações matemáticas que, pelo menos de
início, não estejam solidamente ancoradas em intuições, resultam inoperantes, não falam
ao espírito, não o iluminam."

Atualmente, a abordagem da Geometria Fractal tem-se destacado nos vestibulares
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e ENEM. Com isso os alunos precisam ser direcionados ao estudo científico do tema.
Porém, lamentavelmente, alguns livros didáticos fazem referência aos fractais apenas como
textos complementares e exercícios envolvendo progressão geométrica, não com o devido
embasamento necessário para preparar e sanar as dúvidas dos estudantes. Nesse cenário,
surge a necessidade de buscar diferentes atividades de ensino, construções geométricas,
exploração do tema, exposição de trabalhos que permitam aos alunos compreenderem a
existência e a aplicação da Geometria Fractal.

O presente trabalho foi realizado em três etapas:

Na primeira etapa, foram reunidos dados e informações a respeito do histórico,
características e construção dos fractais. Análise de livros, questões de vestibular e ENEM.

Na segunda etapa, será mencionada a importância no processo de desenvolvimento
pedagógico de se ensinar geometria fractal, através da sua conexão com outras áreas
do conhecimento, e apresentando aplicações com contextos significativos para o aluno.
Também foi realizadas coletas de informações a fim de se concluir o motivo pelo qual
encontramos necessidade em inserir geometria fractal na estrutura curricular do ensino
médio.

Na terceira e ultima finalizará com um seminário onde a introdução dos fractais
na sala de aula ocorrerá por meio da proposta do professor de trabalhar objetos fora dos
padrões da Geometria Euclidiana, surgindo, então, uma pesquisa aplicada com o tema
fractal. O tema foi abordado inicialmente pelo professor por meio do desenvolvimento de
uma oficina com alunos do 2o ano do Ensino Médio, denominada “Conhecendo a Geo-
metria Fractal”, a qual contará com a aplicação de diferentes atividades, exposições de
trabalhos, construção de diferentes fractais e cálculo de perímetro, área e volume, na in-
tenção de permitir aos alunos a compreensão da existência e da aplicação da Geometria
Fractal. Sabemos que essas atividades envolvendo fractais possibilitam ao aluno o de-
senvolvimento do raciocínio-lógico matemático, a integração entre conceitos matemáticos
e elementos do cotidiano, desenvolvimento do senso estético, criatividade, dentre outras
habilidades.

De acordo com Sallum (p.1, 2005):

"A introdução de fractais no Ensino Médio, além de satisfazer a curi-
osidade de quantos já ouviram falar neles, propicia a oportunidade de
trabalhar com processos iterativos, escrever fórmulas gerais, criar algorit-
mos, calcular áreas e perímetros de figuras com complexidade crescente,
introduzir uma ideia intuitiva do conceito de limite e é um excelente
tópico para aplicação de progressões geométrica e estímulo ao uso de
tabelas."
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2 A GEOMETRIA FRACTAL

2.1 Origem da Geometia não Euclidiana
O homem sempre buscou maneiras de explorar o mundo para a satisfação de suas

necessidades sociais, econômicas e filosóficas, dentre outras. Com relação à Geometria, não
aconteceu de maneira diferente. Sua origem ocorreu devido à necessidade e à capacidade
do homem de reconhecer aspectos físicos, comparar formas e tamanhos. Etimologicamente,
a palavra Geometria origina-se do Grego (geo, que significa Terra, e metria, que significa
medida (medida da Terra)). Muitos povos colaboraram para que a Geometria tivesse
destaque como uma ciência, mas foram os gregos que a sistematizaram como um corpo de
conhecimentos. Embora anteriormente tivesse havido registros que poderiam caracterizar
a Geometria como uma ciência, os estudos desenvolvidos por Tales de Mileto e Pitágoras,
durante o século VI a.C., foram fundamentais para a Geometria assumir caráter de ciência.

Após esses estudiosos, outros matemáticos apresentaram trabalhos que fortalece-
ram a Geometria como uma cadeia de proposições baseadas em definições e suposições
iniciais. Um deles foi o matemático grego Euclides, que nasceu por volta de 365 a.C. A
Geometria Euclidiana, denominada assim pelos propulsores da Matemática por estar sis-
tematizada e fundamentada nos postulados de Euclides. A contribuição de Euclides para
o conhecimento matemático inicia com duas definições fundamentais: a de reta e a de
ponto. Segundo Euclides, ponto é o que não tem partes, e reta é um comprimento sem
medida. A partir desses conceitos, realiza-se uma sistematização geométrica por meio de
cinco axiomas (ou postulados) de Euclides. Os enunciados, em linguagem atual, dos cinco
postulados de Euclides nos quais se fundamenta sua Geometria são:

1. dois pontos distintos determinam uma reta;

2. a partir de qualquer ponto de uma reta dada, é possível marcar um segmento de
comprimento arbitrário;

3. é possível obter uma circunferência com qualquer centro e qualquer raio;

4. todos os ângulos retos são iguais;

5. dados um ponto P e uma reta r, existe uma única reta que passa pelo ponto P e é
paralela à r.

Aplicados ao conhecimento geométrico, os postulados I, II, III e IV, de Euclides, são
simples e evidentes. No entanto, o postulado V, conhecido como postulado das paralelas,
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é diferente, ou seja, é complicado e pouco evidente. Foram realizadas investigações para
demonstrar sua validade, ou seja, deduzi-lo a partir dos quatro anteriores, porém as ten-
tativas falharam. Hoje, dentro do conhecimento matemático, é consenso que sua validade
depende diretamente da opção da superfície geométrica para realizar sua demonstração.

Os estudos que visavam validar o quinto postulado de Euclides são considerados
o ponto de partida para o desenvolvimento das Geometrias não Euclidianas. Somente
quando se negou esse postulado foi que se chegou ao desenvolvimento da primeira Geo-
metria não Euclidiana. Estas Geometrias, segundo Kasner e Newman (1968, p. 135) se
caracterizam na história da ciência como um conhecimento que “abalou os fundamentos
da crença secular de que Euclides havia apresentado verdades eternas”.

"Era preciso ter uma imaginação excepcional para considerar a possibi-
lidade de uma geometria diferente daquela de Euclides, pois o espírito
humano, por dois milênios, estivera limitado, pelo preconceito da tradi-
ção, à firme crença de que o sistema de Euclides era certamente a única
maneira de descrever, em termos geométricos, o espaço físico, e que qual-
quer sistema geométrico contrário não poderia ser consistente. (EVES,
1992, p.22)."

No final do século XVIII e início do século XIX, a Geometria ganhou mais uma
nova perspectiva de conhecimento, as Geometrias não Euclidianas, que trouxe uma nova
maneira de ver e conceber o conhecimento geométrico.

Robold (1992, p. 45) define Geometrias não Euclidianas como “um sistema ge-
ométrico construído sem a ajuda da hipótese euclidiana das paralelas e contendo uma
suposição sobre paralelas incompatível com a de Euclides”.

A descoberta dessa nova geometria deve-se a três grandes matemáticos: Johann
Carl Friedrich Gauss (Braunschweig, 30 de abril de 1777 — Göttingen, 23 de fevereiro de
1855) foi um matemático, astrônomo e físico alemão que contribuiu muito com diversas
áreas da ciência, dentre elas a Teoria dos Números, Estatística, Análise Matemática,
Geometria, Cálculo Diferencial, Geodésia, Geofísica, Eletroestática, Astronomia e Óptica.
Nikolai Ivanovich Lobachevsky (Níjni Novgorod, 2 de Novembro de 1792 — Kazan, 24 de
fevereiro de 1856) foi um matemático russo, estudou no Instituto de Kazan, destacando-
se, desde cedo, por sua vocação pela Matemática. János Bolyai (Cluj-Napoca, 15 de
dezembro de 1802 — Târgu Mureş, 27 de janeiro de 1860) foi um matemático húngaro,
conhecido por seu trabalho em Geometria não Euclidiana. Entre 1818 e 1822, estudou
no Royal College of Engineering, em Viena. Em 1832, publicou um tratado global sobre
a Geometria não Euclidiana, sem saber que três anos antes, Nikolai Lobachevski havia
publicado um estudo semelhante, de modo que os seus resultados matemáticos não foram
merecidamente reconhecidos. Gauss foi o primeiro a obter conclusões mais avançadas
aceitando a independência do quinto postulado em relação aos outros, porém, temendo
críticas, nada publicou sobre suas ideias a respeito dessa nova Geometria.
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A primeira publicação negando o postulado deve-se ao matemático Lobachevski,
em 1826, que, de acordo com Boyer (1974, p. 396) é chamado de Copérnico da Geome-
tria de Lobachevski, mostrando com isso que a Geometria Euclidiana não era a verdade
absoluta que se supunha ser.

Atualmente, podemos destacar que muitos problemas do cotidiano e do mundo
científico não são resolvidos pela Geometria Euclidiana, mas sim por Geometrias não
Euclidianas, que são aquelas que não atendem a um ou a mais de um dos postulados
de Euclides. Dentro das Geometrias não Euclidianas, dentre outras, podemos citar a
Geometria Hiperbólica, a Geometria Elíptica, a Geometria Projetiva, a Topologia e a
Geometria dos Fractais. É precisamente esta última, cuja necessidade de ser apresentada
como conteúdo programático na estrutura curricular do Ensino Médio, vamos enfatizar,
a partir de agora.

Quando nós encontramos objetos na Natureza que apresentam formas irregulares,
formas mais complexas que não atendem às perspectivas da Geometria Euclidiana, como
as nuvens, as montanhas, as árvores, dentre outras, a Geometria Euclidiana torna-se
inadequada, sendo necessário recorrer à Geometria Fractal.

2.2 Fractal
Em 1970, Benoît Mandelbrot publicou o livro “The Fractal Geometry of Nature”, o

qual foi o pioneiro no uso do termo “fractal”, que, segundo Barbosa (2005), tem sua origem
no latim (do adjetivo fractus, cujo verbo correspondente, fragere, significa quebrar: criar
fragmentos irregulares, fragmentar). Para representar formas semelhantes às existentes na
Natureza, Mandelbrot criou a Geometria Fractal. O termo fractal foi criado para designar
um objeto geométrico que nunca perde a sua estrutura, qualquer que seja a distância de
visão (figuras 1, 2, 3 e 4 a seguir).
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Figura 1 – Fractal.(Escala 01)

Figura 2 – Fractal.(Escala 04)
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Figura 3 – Fractal.(Escala 30)

Figura 4 – Fractal.(Escala 350)
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Segundo Barbosa (2005), Benoît Mandelbrot nasceu em Varsóvia (capital da Polô-
nia), em 20 de novembro de 1924. A sua família era judaica e tinha vindo originariamente
da Lituânia. Tinha um tio, Szolem Mandelbrot, que era professor de Matemática no
“Collège de France”, sendo o responsável pela sua educação. Benoît frequentou o “Lycze
Rolin” em Paris, depois estudou em Lyon, e, mais tarde, foi para os Estados Unidos
da América. Por fim, estudou na École Polytechnique e na Sorbonne, em Paris, e no
Instituto Californiano de Tecnologia. A sua carreira académica dividiu-se principalmente
entre França e EUA. Esse prodigioso e ilustre matemático conteporâneo é conhecido mun-
dialmente como sendo o único responsável pelo enorme interesse nos chamados objectos
fractais. E também é considerado o “Pai da Geometria Fractal”, que hoje se entende por
Geometria Fractal, um ramo da Matemática que estuda os Fractais, considerada uma
Geometria não Euclidiana, pois não atende a qualquer dos cinco postulados de Euclides .

Figura 5 – Benoit Mandelbrot(1924-2010)

Rompendo as barreiras impostas pela Matemática Clássica, Mandelbrot, em seu
trabalho, ressaltou que os matemáticos foram, de certa forma, iludidos pela Natureza, que
mostrou ter mais imaginação nas diversidades de forma que apresenta. A percepção de tais
formas levou esses matemáticos a estudá-las sob os aspectos que Euclides não alcançou,
tomando-se, assim, um estudo das “formas sem formas” ou “morfologias dos amorfos”.
Foi aceitando esse desafio que Mandelbrot concebeu e desenvolveu essa Geometria da
Natureza e implementou o seu uso em inúmeras aplicações. A partir dessa teoria, descreveu
vários dos irregulares e fragmentados modelos que encontramos em nossa volta, aos quais
atribuiu o nome de fractais.

São muitas as definições de fractal. Enunciemos, agora, algumas definições dadas
por outros autores:

J. Feder (apud, Barbosa 2005, p.18): Um fractal é uma forma cujas partes se
assemelham ao seu todo, sob alguns aspectos.

K.J. Falconer (apud, Barbosa, 2005, p.18): Um conjunto F é fractal se:

• F temi alguma forma de “autossimilaridade”, ainda que aproximada ou estatística;
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• A dimensão fractal, definida de alguma forma, é maior que a sua dimensão topoló-
gica;

• O conjunto F pode ser expresso por meio de um procedimento recursivo ou iterativo.

Mas, para este trabalho, basta considerarmos a definição segundo J. Feder (1988),
p.18: “um fractal é uma forma cujas partes se assemelham ao seu todo, sob alguns aspec-
tos”.

Figura 6 – Fractal.(Imagens de um fractal ampliado)

Todas as pesquisas científicas que serviram de apoio matemático a Mandelbrot
foram designadas, em geral, por grandes matemáticos de notável projeção científica, que
analisaremos com mais detalhes no Capítulo 3, sendo eles: Georg Cantor (1845-1918), com
o Conjunto de Cantor; Giusepe Peano (1858-1932), com a Curva de Peano; David Hilbert
(1862-1943), com a Curva de Hilbert; Helge Von Koch (1870-1924), com a Curva de Koch;
Waclaw Sierpinski (1882-1969 ), com a Curva, o Triângulo e o Tapete de Sierpinski.

Segundo K.J. Falconer (apud, Barbosa,2005, p. 18), autor de duas obras importan-
tes sobre fractais (1985 e 1990), sugeriu a definição de fractal por caracterização:

Um conjunto é fractal se tem alguma forma de autossimilaridade, ainda
que aproximada, cuja dimensão seja maior que a dimensão topológica,



22

e que esse conjunto possa ser expresso por meio de um procedimento
recursivo ou interativo.

Para definirmos os fractais de uma maneira simples, numa visão voltada para o in-
teresse do aluno, basta observar uma propriedade especial que os fractais têm que também
pode ser considerada uma característica, característica esta conhecida como autosimila-
ridade, ou seja, os fractais têm uma cópia de si próprios, em cada uma de suas partes.
Segue que suas partes lhes são semelhantes.

As principais propriedades que caracterizam os fractais são:

• a autossimilaridade: um fractal costuma apresentar cópias aproximadas de si mesmo
em seu interior. Um pedaço é similar ao todo. Visto em 7 diferentes escalas, a imagem
de um fractal parece similar. (SIQUEIRA, 2008).

• a complexidade infinita: é uma propriedade dos fractais, a qual significa que nunca
conseguiremos representá-la completamente, pois a quantidade de detalhes é infinita.
(SIQUEIRA, 2008).

• a dimensão dos fractais: Ao contrário do que acontece na Geometria Euclidiana,
não é necessariamente uma quantidade inteira, e sim uma quantidade fracionária.
A dimensão de um fractal representa o grau de ocupação deste no espaço, que tem
que ver com o seu grau de irregularidade. (FERNANDES, 2007).

Embora não seja comum mencionarmos a observação que segue, mas o fazemos,
devido ao seu caráter didático: os fractais podem ser encontrados em todo o universo na-
tural e em quase toda ciência, desde os aspectos das nuvens, montanhas, árvores, brócolis,
couve-flor, relâmpagos, até a distribuição das galáxias, como na Arte e na Matemática. É
de grande importância ressaltar que hoje a aplicação do conceito de fractal em problemas
reais se estende por um vasto campo interdisciplinar como Biologia, Geografia, Medicina,
Música, Economia, Indústria Cinematográfica, Análise de Imagens por Satélite, Meteoro-
logia, Geologia, dentre outras. Para os biólogos, ajuda a compreender o crescimento das
plantas. Para os médicos, fornece uma nova visão da anatomia interna do corpo. Para
os físicos, possibilita o estudo de superfícies caóticas. Enfim, não faltam exemplos. Um
dos mais belos e, sem dúvida, o mais colorido, é o uso dos fractais na Arte. Quando os
computadores são alimentados com equações, eles criam magníficos desenhos abstratos
(OLIVEIRA, 1994). Nos próximos capítulos, abordaremos de forma mais detalhada as
caracteristicas dos fractais, bem como os famosos fractais clássicos.
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3 CARACTERÍSTICAS DOS FRACTAIS

Kenneth Falconer(1990) propõe uma definição, em termos das características das
construções ou conjuntos denominados fractais. Usaremos, pois, essa ideia para considerar
uma dada construção como fractal se tem todas, ou a maioria, das quatro características,
as quais detalharemos a seguir.

3.1 Estrutura fina em qualquer escala
A estrutura fina consiste em detalhamento infinito. Sucessivas ampliações de um

fractal levam a mais e mais detalhes, indefinidamente. Isso não ocorre com as figuras
geométricas convencionais, como a circunferência: se ampliarmos suficientemente um pe-
queno arco de circunferência e dele retirarmos um pequeno arco que também ampliaremos,
e repetirmos sucessivamente o processo, obteremos um arco virtualmente retilíneo. Uma
reta se caracteriza por não ter detalhes. Nos fractais, isso não ocorre. A cada amplia-
ção, surgem mais detalhes, mesmo que se repita o processo indefinidamente. Se o fractal
for construído na tela gráfica de um computador, os detalhes aparecerão nas ampliações
sucessivas, até onde o computador suportar a realização dessas ampliações.

3.2 Autossimilaridade
Autossimilaridade ou autossemelhança se manifesta nas figuras que apresentam

sempre o mesmo aspecto visual, independentemene da escala usada (ampliada ou redu-
zida), ou seja, parte de uma figura se assemelha à figura vista como um todo.

Segundo Carvalho (2005), autossimilaridade ou autossemelhança é a mais elemen-
tar e marcante das características dos fractais. Significa que cada parte em escala menor
é exatamente igual ou semelhante à parte inicial, isto é, cada parte ampliada da imagem
será igual à da inicial.

"Autossimilaridade é que seus padrões característicos são repetidamente
encontrados em escala descendente, de modo que suas partes, em es-
calas menores, em qualquer escala, são, na forma, semelhantes ao todo
(CAPRA, 1996, p. 118)".

Os fractais apresentam dois tipos de autossimilaridade: exata e a aproximada ou
estatística. A autossemelhança exata só pode ser encontrada em figuras geradas por pro-
cessos matemáticos, em que o conjunto total é gerado por pequenas cópias perfeitas delas
mesmas, ou seja, é formado por meio de um processo iterativo. Ainda segundo (CAPRA,
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1996),"a autossemelhança exata significa que, mesmo ampliada várias vezes, cada parte é
idêntica à original, não importando quantas ampliações sejam efetuadas".

A característica da autossemelhança exata só é encontrada nos fractais construídos
a partir de figuras geométricas, os chamados Fractais Geométricos, tais como Curva de
Koch e Triângulo de Sierpinski. Vejamos o exemplo do Tapete de Sierpinski descrito na
figura 7 a seguir.

Figura 7 – Fractal.( Processo iterativo de construção do Tapete de Sierpinski.)

Autossemelhança é uma característica que resulta do fato de as figuras serem cons-
truídas pela iteração da mesma regra de construção, que segue infinitamente.

A autossemelhança aproximada (ou estatística) apresenta a mesma estrutura ou
uma distribuição estatística idêntica, mas não são cópias exatas de si próprias. Para Janos
(2008, p. 35):

"O que existe nas figuras na Natureza é uma autossemelhança aproxi-
mada em diferentes escalas. Essa autossemelhança aproximada é cha-
mada de autossemelhança estatística, porque, em diferentes escalas, es-
sas autossemelhanças existem em média. Nos fractais matemáticos, as
partes são cópias exatas do todo, mas nos fractais naturais, as partes
são apenas reminiscências do todo."

Na natureza, existem várias formas que apresentam estruturas de autossemelhança
e que, apesar de não conseguirmos visualizar muitas escalas de ampliação, devem ser
discutidas sob o ponto de vista da Geometria Fractal. Sobre essas, é importante salientar
que a noção de autossemelhança deve ser vista cuidadosamente e deve ser encarada como
autossemelhança aproximada (ou estatística), uma vez que essas figuras irão apresentar
a mesma estrutura ou uma distribuição estatística idêntica, mas não são cópias exatas de
si próprias.
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Figura 8 – Fractal.(Auto semelhança aproximada)

3.3 Complexidade Infinita ou Iteração
Na construção dos fractais, temos que destacar uma importante característica – a

iteração – que se relaciona à existência de um processo recursivo, o que propõe que uma
determinada operação repete-se infinitamente. De acordo com essa propriedade, cada
fractal, em sua construção, dispõe de um número infinito de procedimentos, resultando
em uma estrutura complexa.

"A técnica principal para se construir um fractal é a iteração - isto é, a
repetição incessante de certa operação geométrica” (CAPRA, 1996, p.
119)."

Com a ajuda de computadores, as iterações geométricas simples podem ser aplica-
das milhares de vezes em diferentes escalas (figura 9), para produzir os assim chamados
forjamentos (forgeries) – fractais-modelos, gerados por computador, de plantas, árvores,
montanhas, linhas litorâneas e tudo aquilo que manifeste uma semelhança espantosa com
formas reais encontradas na Natureza (CAPRA, 1996, p. 120).
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Figura 9 – Fractal.(Complexidade infinita)

Na complexidade infinita, a formação dos fractais passa por um processo recursivo
aplicado indefinidamente. Quanto maior for o número de iterações desse processo, mais
detalhes serão apresentados e, assim, nunca obteremos uma “imagem final". Devemos
mencionar que nem todo processo iterativo define um fractal. Por exemplo, se, de um
segmento de reta, retirarmos um pedaço final e repetirmos essa operação sucessivamente,
obteremos apenas um segmento menor, que, obviamente, não é um fractal.

Podemos destacar também outra forma de iteração que ocorre por meio das funções
matemáticas que geram sequências de números. Observemos o exemplo da função logística
F (x) = kx(1−x) (k 6= 0). Iterar essa função matemática significa gerar uma sequência de
números por meio da mesma regra, ou seja, fazendo repetir o processo de converter cada
número x em um novo valor da seguinte forma:

Sabendo que F (x) = kx(1−x), substituindo x por F (x), temos:

F (F (x)) = F (kx(1−x)) = k[kx(1−x)][1−kx(1−x)].

Assim,
F (F (F (x))) = F (k[kx(1−x)][1−kx(1−x)]).
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A representação da sequência é dada por:

F 1(x) = F (x),

F 2(x) = F (F (x)),

F 3(x) = F (F (F (x))).

Portanto,

Fn(x) gera a n-ésima iteração de F .

A função logística já é conhecida e utilizada por cientistas há mais de cem anos
para descrever matematicamente fenômenos progressivos.

3.4 Dimensão fractal
Devido à contribuição de Euclides para a Geometria, a ideia de dimensão (como

um número inteiro positivo) aceitava apenas o comprimento, a largura e a altura. A partir
de então, a definição matemática de dimensão vem se modificando ao longo dos tempos,
sendo descrita por vários matemáticos à medida que surgia a necessidade de relacioná-la
com novos conceitos que não se encaixavam dentro da Geometria Euclidiana, ou seja, a
Geometria Fractal. É nesse sentido que relacionamos, em seguida, a definição de dimensão
topológica com a dimensão de Hausdorff.

3.4.1 Dimensão topológica e dimensão de Hausdorff

Dimensão topológica é o número que caracteriza a geometria de um objeto euclidi-
ano, ou seja, representa a dimensionalidade do espaço em que dado objeto está inserido,
admitindo apenas valores inteiros positivos.

• Dimensão 1:

Considere um segmento de reta, o qual dividimos em 4 (= 41) partes iguais:

Figura 10 – Segmento de reta.

• Dimensão 2:

Efetuando o mesmo processo anterior para o quadrado, dividimos cada um dos
seus lados em 4 partes iguais, obtendo 16 (= 42) partes iguais:
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Figura 11 – Quadrado

• Dimensão 3:

Procedendo de modo análogo com o cubo, obtemos 64 (= 43) partes iguais:

Figura 12 – Cubo

A partir dessa ideia foi que surgiu a generalização da Geometria Euclidiana para
Geometria Fractal, pois permitiu a matemáticos como Hausdorff investigar a possibilidade
da existência de dimensões fracionárias. Os seus métodos de determinação tornaram-se
altamente aplicáveis, pois os fractais são formas complexas que não podem ser medidas
apenas por dimensão topológica.

Com isso a dimensão fractal (ou dimensão de Hausdorff) se tornou fundamental
para o cálculo de fractais, pois surgiu como uma alternativa de medição, já que pode assu-
mir valores fracionários, que é uma característica que as figuras tradicionais (euclidianas)
não têm.

Mas, o que vem a ser dimensão de Hausdorff? A resposta a essa pergunta, sem
formalidades, pode ser apresentada como sendo o valor que representa o grau de ocupação
de um fractal no espaço, estando relacionada com o seu grau de irregularidade, ou seja, ela
mostra o quão densamente um fractal ocupa o espaço métrico em que ele está inserido.
Por definição, a dimensão de Hausdorff de um conjunto autossimilar S (denotada por
dH(S) ) é dada por:

dH(S)= logN

log( 1
S );
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em que:

dH(S): dimensão de Hausdorff do objeto S sob estudo;

N : número de partes em que se divide o objeto;

S: coeficiente de redução.

A partir da demonstração intuitiva da dimensão topológica, observamos que:

Dimensão 1: N = 1
S1 .

Dimensão 2: N = 1
S2 .

Dimensão 3 : N = 1
S3 .

Generalizando, temos:

Dimensão d: N = 1
Sd

.

Esse raciocínio é válido para qualquer redução efetuada em objetos com autosse-
melhança exata. Observemos que:

N = 1
Sd
⇒N = ( 1

S
)d.

Aplicando logaritmo a ambos os lados da igualdade acima, obtemos:

logN = log( 1
S

)d.

Pela propriedade de potência do logaritmo, temos:

logN = dlog( 1
S

).

Agora, basta isolarmos a incógnita d, para obtermos a fórmula de Hausdorff utili-
zada para o cálculo da dimensão de um fractal:

d = logN

log(1/S) .

Usando a fórmula obtida acima, perceberemos que, a cada iteração, substituímos
um segmento dado por N segmentos de tamanho S.
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4 FRACTAIS CLÁSSICOS

No final do século XIX e início do século XX, muitos matemáticos que, ao longo
dos tempos, se dedicaram ao estudo de comportamentos naturais, foram surgindo com
novas teorias que formavam bases matemáticas sólidas, que descreviam e formalizavam os
fenômenos naturais para tornar a Natureza mais simples e compreensível. Segundo Capra
(1996), o matemático Francês Benoît Mandelbrot iniciou seus estudos da geometria de
fenômenos naturais irregulares e compreendeu que essas formas geométricas apresentavam
características comuns bastante notáveis.

Matemáticos como George Cantor, Giuseppe Peano, Helge von Koch e Waclaw
Sierpinski já haviam construído figuras que não seguiam as definições da Geometria Eu-
clidiana. Eles as consideravam estranhas e indefinidas. Essas figuras receberam o nome
de “monstros matemáticos”. Para Janos (2008), essa designação se deu pelo fato de que,
diferentemente do que estamos acostumados, essas figuras nunca são realmente retas ou
curvas, são objetos sem forma definida. Essas figuras, às quais nos dedicaremos a partir
de agora, são consideradas os fractais clássicos.

4.1 O conjunto de Cantor
Georg Ferdinand Ludwig Philip Cantor nasceu em 1845, na cidade de São Peters-

burgo, Rússia. Aos 12 anos de idade, mudou-se para a Alemanha com sua família e, em
1867, completou seu doutorado, na Universidade de Berlim. Dedicou a maior parte dos
seus estudos ao que atualmente conhecemos como Teoria dos Conjuntos (uma das mais
notáveis inovações matemáticas dos últimos séculos, amplamente difundida e aplicada até
hoje). A partir de 1884, passou por sucessivas crises de saúde mental, vindo a falecer em
janeiro de 1918. Cantor levou o estudo da Matemática para campos inteiramente novos,
como o dos números transfinitos, e é considerado um dos maiores matemáticos do seu
tempo.
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Figura 13 – Georg Cantor(1845-1918)

4.1.1 Construção numérica

Em Murr et al (2003), encontramos uma explicação para a construção numérica
do Conjunto de Cantor. Segundo essa autora, o Conjunto de Cantor, denotado por K,
é um subconjunto fechado do intervalo [0,1], obtido como complementar apropriado de
uma reunião de intervalos abertos. Para construí-lo, considera-se com o intervalo [0, 1].
Divide-se esse intervalo em 3 partes iguais. Em seguida, retira-se o intervalo (1/3,2/3),
ficando com [0,1/3]∪ [2/3,1]. Observe que os pontos extremos, 1/3 e 2/3, permanecem no
conjunto que está sendo construído. Esse é o primeiro nível (ou etapa) da construção de
K. No segundo nível, novamente divide-se cada um dos intervalos restantes em 3 partes
iguais e, em seguida, retiram-se, sem os extremos dos intervalos, os respectivos terços
médios. Foram retirados, então, (1/9,2/9) e (7/9,8/9), ficando, no segundo nível com
o seguinte conjunto: [0,1/9]∪ [2/9,1/3]∪ [2/3,7/9]∪ [8/9,1]. Em seguida, é novamente
retirado o terço médio de cada um desses intervalos que constituem o conjunto obtido no
segundo nível. E assim sucessivamente. Na figura a seguir, apresentamos alguns níveis de
sua construção.
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Figura 14 – Intervalos no conjunto de Cantor

4.1.2 Construção geométrica

Quando analisamos a construção geométrica do Conjunto de Cantor, ele passa
a receber o nome de “Poeira de Cantor”. O processo é semelhante ao da construção
numérica. A diferença está em iniciar com um segmento de reta de comprimento unitário,
e não com um intervalo numérico. Dividi-se esse segmento em 3 partes iguais e retira-se
o seu terço médio. Esse é o primeiro nível (ou etapa) da construção. Na segunda etapa,
retira-se o terço médio de cada um dos segmentos restantes. E assim sucessivamente.
Novamente, repete-se o processo, fazendo-se o número de etapas (ou níveis) N tender a
infinito. A “figura” obtida quando N tende a infinito é o Conjunto de Cantor, ou seja,
a sua representação geométrica, também conhecida como Poeira de Cantor. Na figura a
seguir, apresentamos algumas etapas da sua construção.

Figura 15 – Etapas da construção geométrica do conjunto de Cantor

É interessante analisarmos o que ocorre com o número de segmentos (nN ), o seu
comprimento (CN ), bem como o comprimento total do conjunto (CT ), a cada etapa N

da sua construção. Entendemos por comprimento total a soma dos comprimentos dos
intervalos de um conjunto.
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4.1.3 Número de segmentos

Nível 0: temos 1 segmento, de modo que N = 0⇒ n0 = 1,

Nível 1: ficamos com 2 segmentos, de modo que N = 1⇒ n1 = 2,

Nível 2: ficamos com 4 segmentos, de modo que N = 2⇒ n2 = 4.
...

Usando indução finita, podemos demonstrar que, na etapa N , o número de seg-
mentos é 2N , ou seja:

nN = 2N .

Demonstração. Demonstraremos por indução sobre N . Consideremos nN = 2N

uma propriedade, a qual denotaremos por PN .

Para N = 0,n0 = 20 = 1.

De fato, ao iniciarmos a construção, o número de segmentos que consideramos é
igual a 1. Logo, PN é verdadeira para N = 0.

Seja k ≥ 0. Supondo PK verdadeira, isto é, nK = 2K , devemos demonstrar que
PK+1 também é verdadeira, ou seja:

nK+1 = 2k+1.

Por construção, temos:
nK+1 = nK ·2,

pois, a cada nível, o número de intervalos é multiplicado por 2.

Usando a hipótese de indução, temos:

nK+1 = 2k ·21.

nK+1 = 2k+1.

Portanto, para qualquer N ≥ 0:

nN = 2N .

Logo, na construção do Conjunto de Cantor, quando N →∞, temos:

lim
N→∞

2N =∞.
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Portanto, na construção do Conjunto de Cantor, o número de segmentos tende a
infinito.

4.1.4 Comprimento de cada segmento

Vamos analisar agora qual é o comprimento de cada segmento.

ETAPA 0: temos que C0 = 1.

ETAPA 1: temos que C1 = 1
3.

ETAPA 2: temos que C2 = 1
9.

Novamente, é possível demonstrar por indução finita, analogamente ao que foi feito
para o número de segmentos. Na etapa N , o comprimento de cada segmento é:

CN = (1/3)N .

Assim, no conjunto de Cantor:

lim
N→∝

(1/3)N = 0.

Portanto, podemos considerar que o comprimento de cada segmento tende a zero
quando N tende a infinito. Na construção numérica, isso significa que cada intervalo está
tendendo a um ponto. Por isso, o resultado da construção do Conjunto de Cantor é uma
série de pontos “pulverizados”. Daí, a denominação “Poeira de Cantor”.

4.1.5 Comprimento total

Para analisarmos o comprimento total do Conjunto de Cantor, basta multiplicar-
mos o número de segmentos pelo comprimento de cada um deles. Assim, temos:

CT = (2/3)N .

Quando o número de etapas tende ao infinito, temos:

lim
N→∞

(2/3)N = 0.

Portanto, o comprimento do Conjunto de Cantor tende a 0 quando N tende a
infinito.
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4.1.6 Dimensão do Conjunto de Cantor

Sabendo que, em cada iteração, ficamos com 2 segmentos que serão novamente
divididos em três partes iguais, e que o coeficiente de redução é 1

3 , então a dimensão
fractal do Conjunto de Cantor é dada por:

D = log2
log3 ≈ 0,63.

4.2 A Curva de Koch
O matemático Niels Fabian Helge von Koch nasceu em 25 de janeiro de 1870,

em Estocolmo, Suécia. Estudou na Universidade de Estocolmo a partir de 1888. Publicou
vários livros sobre Sistemas Lineares e Equações Diferenciais. Em 1911, iniciou sua carreira
de professor na Universidade onde estudou. Koch ficou famoso por meio de um artigo por
ele publicado em 1904 sobre uma curva sem tangentes, que atualmente é conhecida como
Curva de Koch. Ele morreu em 11 de março de 1924, na cidade onde nasceu.

Figura 16 – Helge Von Koch(1870-1924)

4.2.1 Construção da Curva de Koch

A Curva de Koch pode ser construída a partir de um segmento dado, dividindo-o
em três partes iguais e retirando-se o segmento do meio e o substituindo por um triângulo
equilátero sem a sua base. Com isso teremos quatro novos segmentos com o comprimento
de um terço do original. Repete-se esse mesmo procedimento, novamente, agora com os
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quatro segmentos restantes. Assim, com um processo infinito, vai surgindo a Curva de
Koch (figura a seguir).

Figura 17 – Curva de Koch

4.2.2 Análise da Curva de Koch

Na construção de cada nível da Curva de Koch, realizaremos uma análise em relação
ao número de segmentos, comprimento destes e o comprimento total da curva. Cada um
dos itens citados pode ser representado por meio de uma função cuja variável é o nível da
construção.

Figura 18 – Comprimento da curva de Koch

Demonstraremos através da Indução Finita que o comprimento total da curva Nn

em um nível n≥0 é:
Nn = (4/3)n.
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No primeiro nível, ou seja, para n = 0, temos:

N0 = (4/3)0 = 1.

De fato, no primeiro nível, partimos de um segmento de comprimento unitário.
Fixado k ≥ 0, suponhamos que o comprimento total Nk da curva no nível k seja

Nk = (4/3)k.

Como, em cada nível, um segmento é substituído por 4 segmentos reduzidos de 1
3,

neste nível, a curva tem 4
3 do comprimento dela no nível anterior. Assim, a cada nível,

multiplicamos o comprimento por 4
3. Logo, podemos escrever:

Nk+1 = 4
3Nk.

Substituindo Nk por (4/3)k, temos:

Nk+1 = (4/3) · (4/3)k,

ou seja,
Nk+1 = (4/3)k+1.

Portanto, por indução, demonstramos o resultado.

Podemos enfatizar que um fractal é o resultado de um número infinito de níveis, ou
seja, temos um fractal quando n→∞. Portanto, podemos descrever algumas propriedades,
tais como:

• o número de segmentos tende para infinito:

lim
n→∞(4)n =∞.

• O comprimento de cada segmento tende para zero:

lim
n→∞(1/3)n = 0.

• O comprimento total da curva tende para infinito:

lim
n→∞(4/3)n =∞.

Daí, temos que, apesar de o comprimento de cada segmento tender para zero, o
comprimento total da curva tende para infinito.
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4.2.3 Dimensão

A Curva de Koch (vide Figura 18 abaixo) tem dimensão fractal que pode ser
calculada por autossimilaridade.

Figura 19 – Curva de Koch(níveis)

Podemos observar que, em cada nível, como já mencionamos, um segmento desta
curva é substituído por quatro, reduzidos de 1/3. Assim, podemos calcular sua dimensão
fractal por:

D = log4
log3 ≈ 1,26.

4.2.4 Características fractais da Curva de Koch

Podemos destacar as principais características dos fractais na Curva de koch, a
saber:

• autossemelhança: é possível encontrar, em cada nível da Curva de Koch, quatro
cópias da figura no nível anterior, em tamanhos reduzidos, sendo que, para cada
uma dessas quatro partes, esse padrão se repete. Desse modo, vemos que a autos-
semelhança é encontrada em cada parte da figura, não importando qual está sendo
observada;

• estrutura fina: não importa o quanto ampliamos a Curva de Koch: a quantidade de
detalhes que vemos continua sendo grande;

• fácil construção: o processo de construção da curva é simples, com apenas dois passos
repetidos indefinidamente;

• difícil descrição matemática: apesar da facilidade da construção, não existe uma
função analítica simples que descreva a Curva de Koch.
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4.3 Floco de Neve de Koch
É um fractal geométrico clássico, simples de ser entendido. Para sua construção,

iniciamos com um triângulo equilátero, que podemos considerar como o nível 0. Em se-
guida, basta dividirmos cada segmento que compõe o triângulo em três partes iguais
e substituirmos o segmento do meio por um triângulo equilátero retirando-lhe a base.
Aplicamos essa regra infinitas vezes (processo de iteração). Observemos que, após cada
iteração, surgem cópias idênticas da figura original em escalas diferentes, e que o número
de cópias em cada iteração é justamente o número de lados da figura anterior. Logo, apli-
camos o procedimento gerador em todos os segmentos de retas que compõem o triângulo.
Aplicando esse processo repetidas vezes, obtemos uma figura em evolução constante, que
lembra um floco de neve (figura a seguir).

Figura 20 – Níveis do Floco de Neve de Koch

4.3.1 Área delimitada pelo Floco de Neve de Koch

Analisaremos o processo que determina a área delimitada pela Curva do Floco de
Neve de Koch. Iniciaremos pela a área de um triângulo equilátero de lado l, que é dada
por:

A =
√

3
4 l2.

Número de triângulos inseridos em cada nível:

Nível 1: temos N = 1⇒ T1 = 3.

Nível 2: temos N = 2⇒ T2 = 12.

Nível 3: temos N = 3⇒ T3 = 48.
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Nível 4: temos N = 3⇒ T4 = 192.
...

Nível n: temos N = n⇒ Tn = 3 ·4n−1,
em que N= nível e Tn= número de triângulos inseridos em cada nível.

A construção do floco de neve parte de um triângulo equilátero de lado unitário,
ou seja, de área:

A =
√

3
4 .

E cada um de seus lados é a base da construção de uma curva de Koch.

Observe que, no nível n da construção da curva, são inseridos 3 ·4n−1 novos triân-
gulos de lado ln = (1/3)n. Então sua área no nível n passa a ser:

An =
√

3
4 · (1/3)2n,

que tende a zero quando n tende a infinito. Consequentemente, a área total delimitada
pela curva é dada por:

AT =
√

3
4 +3

∞∑
n=1

4n−1An

=
√

3
4 + 3

√
3

4

∞∑
n=1

4n−1

32n

=
√

3
4

[
1+ 3

4

∞∑
n=1

(4
9

)n
]

.

Observe que S =
∞∑

n=1

(4
9

)n

corresponde à soma dos termos de uma progressão

geométrica (PG) cujo primeiro termo é a1 = 4
9 e a razão é q = 4

9. Sabemos que, quando
a razão q de uma PG é tal que −1 < q < 1, a soma dos seus (infinitos) termos converge
para a1

1− q
. Assim, S = 4

5. Substituindo esse valor na equação acima, temos que a área
total do Floco de Neve de Koch tende para

AT =
√

3
4

(
1+ 3

5

)
.

Portanto, AT = 2
√

3
5 .

Comparando a área do triângulo inicial com a área do Floco de Neve de Koch,
percebemos que o triângulo inicial representa 5/8 da área do floco de neve.

Podemos observar que o Floco de Neve de Koch (Figura 20 abaixo) tem uma ca-
racterística incomum: uma área finita delimitada por uma curva de comprimento infinito.
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Figura 21 – Floco de Neve de Koch

4.4 Triângulo de Sierpinski
Waclaw Sierpinski, matemático polonês, nasceu em 14 de março de 1882 em Var-

sóvia e faleceu em 21 de outubro de 1969. Foi professor na Polônia, nas cidades de Lvov
e Varsóvia. Publicou 724 artigos e 50 livros. Suas áreas de pesquisa predominantes foram
a Teoria dos Números e a Teoria dos Conjuntos.

Figura 22 – Waclaw Sierpinski(1822-1969)
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Barbosa(2005) menciona que Sierpinski apresentou, em 1916, um dos “monstros
matemáticos”, a Curva de Sierpinski ou Triângulo de Sierpinski, em seu trabalho “Sur
une courbe cantorienne qui contient une image biunivoque et continue de toute courbe
donnée”.

A seguir, analisaremos o processos de construção do Triângulo de Sierpinski, suas
propriedades geométricas e características fractais.

4.4.1 Processo por remoção de triângulos

Um processo bastante simples de construção do Triângulo de Sierpinski é por re-
moção de triângulos, conforme descrevemos a seguir (Figura 22 a seguir):

1. partimos de uma superfície delimitada por um triângulo qualquer;

2. marcamos os pontos médios de cada um dos três segmentos que delimitam o triân-
gulo;

3. ligamos esses três pontos médios e obtemos quatro triângulos, cujos lados são a
metade do lado do triângulo inicial, e a área é 1

4 da área do triângulo inicial;

4. retiramos o triângulo central;

5. repetimos (indefinidamente) os três últimos passos com os triângulos restantes.

Figura 23 – Níveis de construção do triângulo de Sierpinski
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4.4.2 Propriedades geométricas

Podemos considerar o Triângulo de Sierpinski uma figura que apresenta uma estru-
tura bem simples, a qual pode ser descrita como uma infinidade de triângulos encaixados,
progressivamente menores. Para alguns, essa figura traz consigo um aspecto místico. Cer-
tamente, as simetrias presentes e a disposição geométrica dos triângulos a tornam uma
figura com uma beleza deslumbrante (Figura 23 a seguir).

Figura 24 – Triângulo de Sierpinski

4.4.3 Números de triângulos

Considerando o número de triângulos que compõem a figura em cada nível da
construção, podemos demonstrar, por indução finita, que, no nível k ≥ 0 da construção
do Triângulo de Sierpinski, o número de triângulos, denotado por Nk, é dado por:

Nk = 3k.

De fato:

Nível 0: n = 0⇒N0 = 30 = 1,

Nível 1: n = 1⇒N1 = 31 = 3,
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Nível 2: n = 2⇒N2 = 32 = 9,

Nível 3: n = 3→N3 = 33 = 27,
...

Nível k: n = k⇒Nk = 3k,
que é, justamente, o número de triângulos nesse nível. Fixado k ≥ 0, suponhamos que o
número de triângulos no nível k seja Nk = 3k.

Como, a cada nível um triângulo dá origem a outros três triângulos, de um nível
para o seguinte, o número de triângulos é triplicado, ou seja, para k +1, teremos:

Nk+1 = 3Nk = 3(3k) = 3k+1,

como queríamos demonstrar.

Como, na construção do Triângulo de Sierpinski, o número de níveis tende a infinito,
o número de triângulos também tende a infinito, ou seja:

N = lim
k→∞

Nk⇒N = lim
k→∞

3k =∞.

4.4.4 Perímetro

A seguir, analisaremos o perímetro de cada um dos triângulos obtidos em cada
nível da construção do Triângulo de Sierpinski. Posteriormente, calcularemos a soma dos
perímetros dos 3k triângulos no nível k. Finalmente, discutiremos a soma do perímetro
dos triângulos da figura como um todo.

Por razões de simplicidade, partiremos de um triângulo equilátero de lado l.

Denotando

Cn = comprimento do lado,

Pn = perímetro do triângulo,
temos que:

Nível N = 0: temos C0 = l e P0 = 3l,

Nível N = 1: temos C1 = l

2 e P1 = 3l

2 ,

Nível N = 2: temos C2 = l

4 e P2 = 3l

4 ,

Nível N = 3: temos C3 = l

8 e P3 = 3l

8 ,

...

Nível N = k: temos Ck = l

2k
e Pk = 3l

2k
.
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Podemos demonstrar, por indução finita, analogamente ao que fizemos para o nú-
mero de triângulos, que o perímetro de cada triângulo no nível k denotado por Pk, é:

Pk = 3l

2k
.

O número de triângulos no nível k é 3k. Logo, a soma dos perímetros dos triângulos
no nível k é:

Sk = 3
(3

2

)k

l.

O Triângulo de Sierpinski é obtido fazendo-se o nível k tender a infinito. Assim, a
soma dos perímetros dos triângulos é:

lim
k→∞

Sk = lim
k→∞

3
(3

2

)k

l =∞,

pois 3
2 > 1 e l > 0 é um número fixo. Logo, o perímetro aumenta indefinidamente, à medida

que avançamos nos níveis de construção do Triângulo de Sierpinski.

4.4.5 Área

Considerando a área do triângulo inicial como uma constante A0, então, a área de
cada triângulo em cada nível será:

Nível N = 0: n = 0⇒ A0 = A0,

Nível N = 1: n = 1⇒ A1 = 1
4A0,

Nível N = 2: n = 2⇒ A2 = 1
16A0,

Nível N = 3: n = 3⇒ A3 = 1
64A0,

...

Nível N = k: n = k→ Ak =
(1

4

)k

A0.

Portanto, temos que a área do triângulo em cada nível é

Ak =
(1

4

)k

A0,

o que pode ser demonstrado por indução finita.

Assim, a soma das áreas dos Nk = 3k triângulos no nível k, denotada por Nk, será:

Sk = NkAk = 3k
(1

4

)k

A0.

Logo,

lim
k→∞

Sk = lim
k→∞

(3
4

)k

A0 = 0.
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pois 3
4 < 1 e A0 > 0 é um número fixo. Observamos, assim, que a área total de todos os

triângulos tende para zero, enquanto o perímetro aumenta indefinidamente.

4.4.6 Características fractais

O Triângulo de Sierpinski é uma figura que apresenta todas as características frac-
tais:

• estrutura fina;

• autossimilaridade estrita;

• simplicidade na lei de formação;

• processo de construção iterativo;

• o fractal não é descrito de modo analiticamente simples.

4.4.7 Dimensão fractal

Dentre as características dos fractais, trataremos, agora, da dimensão fractal do
Triângulo de Sierpinski, que pode ser calculada pela fórmula:

D = logN

log
( 1

S

) .

Neste caso, N = 3, pois o número de triângulos é triplicado de um nível para outro,
e o fator de semelhança entre esses triângulos é S = 1

2, pois o comprimento do lado de
cada triângulo é reduzido, em cada nível, à metade. Assim, temos:

D = log3
log2 ≈ 1,58.

A seguir, apresentamos outras figuras, tais como o Tapete de Sierpinski e a Esponja
de Menger, que se assemelham, pela sua construção, ao Triângulo de Sierpinski.

4.4.8 Tapete de Sierpinski

O processo de construção do Tapete de Sierpinski parte de um quadrado, que é o
nível 0. Analogamente ao Triângulo de Sierpinski, basta dividirmos tal figura em partes
e remover a parte central. Com isso teremos quadrados semelhantes ao quadrado origi-
nal, em escala menor. Esse será o procedimento gerador. Basta seguirmos esse processo
repetidas vezes em todos os quadrados que restam após cada iteração. Dessa forma, de-
terminamos onde está sendo aplicado o procedimento gerador em cada iteração. Com isso



47

finalizamos a construção do Tapete de Sierpinski. Na Figura 24 a seguir, apresentamos
esse processo.

Figura 25 – Processo de construção do tapete de Sierpinski

4.4.9 Esponja de Menger

A Esponja de Menger é um fractal tridimensional obtido a partir de um cubo, do
qual são retirados sistematicamente outros cubos de modo semelhante ao que é feito na
construção do Triângulo de Sierpinski: divide-se o cubo em 27 cubos iguais, removendo-se
o cubo central e os seis cubos centrais de cada face. Repete-se o processo em cada um dos
cubos restantes e continua-se indefinidamente desse modo, obtendo-se uma figura de área
infinita e volume zero. Na Figura 25 a seguir, apresentamos esse processo.

Figura 26 – Processo de construção da Esponja de Menger.

4.5 Curva de Peano
Giuseppe Peano, logicista e matemático italiano, nasceu em 27 de agosto de 1858,

em Cuneo, Sardenha. Estudou Matemática na Universidade de Turim, onde foi professor
desde 1890 até a sua morte. Também lecionou na Academia Real de Artilharia, de 1886 até
1901. Peano criou um idioma internacional chamado latino sine flexione ou interlíngua,
com um vocabulário bastante simplificado, baseado no latim, francês, inglês e alemão.
Fundou, em 1891, a “Rivista di Matematica”, publicada posteriormente em francês e em
interlíngua. Em 1903, propôs a interlíngua como idioma auxiliar internacional e em 1908 foi
eleito presidente da Academia pro interlíngua, que transformou numa associação científica,
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tendo como órgão de expressão oficial a revista Schola et Vita. Morreu subitamente em
Turim, em 20 de Abril de 1932.

Figura 27 – Giuseppe Peano(1858-1932).

Foi Peano quem, em 1890, inventou as curvas que levam o seu nome e preenchem o
plano, como discutiremos a seguir. Dentre suas contribuições para a Matemática, destaca-
se sua famosa axiomatização dos números inteiros (positivos). Outro trabalho que merece
destaque é a obra Arithmetices Principia. Nessa obra, observa-se o alto nível de precisão e
rigor lógico, que surpreenderam os matemáticos contemporâneos. Aprofundando as noções
de continuidade e dimensão, Peano publicou, em 1890, seu “monstro matemático”, a Curva
de Peano, com a proposta de cobrir totalmente uma superfície plana quadrangular.

4.5.1 Construção da Curva de Peano

Iniciamos a construção da Curva de Peano com um segmento de reta de compri-
mento unitário. Substituímos esse segmento por uma curva de nove segmentos em escala
de 1

3 . Substituímos cada segmento anterior pela curva de nove segmentos. Substituímos,
novamente, cada segmento pela curva de nove segmentos, e assim sucessivamente. A curva
vai preenchendo uma região quadrada, cuja diagonal, dada pelo segmento inicial, é 1. A
curva de Peano, sendo um fractal, só é obtida quando o número de níveis tende para
infinito.
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Figura 28 – Processo de contrução da Curva Peano.

4.5.2 Estudo da curva

Analisando a curva de Peano, podemos obter informações relativas ao número
de segmentos, comprimento de cada segmento e comprimento total, em cada nível de
construção do fractal. Se aplicarmos o limite quando n→∞, veremos que:

• o número de segmentos tende para infinito:

Nn = lim
n→∞9n =∞;

• o comprimento de cada segmento tende para zero:

Cn = lim
n→∞

(1
3

)n

= 0;

• o comprimento total desta curva tende para infinito:

Tn = lim
n→∞3n =∞;

Logo:

Nível n = 0: N0 = 1→ C0 = 1→ T0 = 1.

Nível n = 1: N1 = 9→ C1 = 1
3 → T1 = 3.

Nível n = 2: N2 = 81→ C2 = 1
9 → T2 = 9.

Nível n = 3: N3 = 729→ C3 = 1
27 → T3 = 27.

...

Nível n = k: Nk = 9k→ Ck =
(

1
3

)k
→ Tk = 3k.



50

4.5.3 Dimensão

Na construção deste fractal, substitui-se sempre um segmento por nove, reduzido
de 1

3 . Calculando a sua dimensão, temos:

D = log9
log3 = 2.

Isso significa que a Curva de Peano preenche a área do plano na qual é traçada.

4.5.4 Características fractais da Curva de Peano

• autossemelhança: a Curva de Peano no nível 1 tem nove segmentos. Como as subs-
tituições são efetuadas em cada um desses, podemos obter miniaturas da curva
no Nível 1 em nove partes do Nível 2. Desse mesmo modo, podemos obter nove
miniaturas do nível 2 no nível 3, e assim sucessivamente;

• estrutura-fina: ao ampliarmos a curva, não importando o fator de ampliação, não
perderemos a quantidade de detalhes que ela tem;

• fácil construção: o processo de obtenção da curva é simples, com apenas um passo
repetido indefinidamente;

• difícil descrição analítica: não conseguimos descrever essa curva por meio de simples
funções analíticas.

4.6 Curva de Hilbert
David Hilbert nasceu em Kaliningrad, em 23 de janeiro de 1862, na Prússia Ori-

ental. Estudou na Universidade local e recebeu o título de Doutor (Doctor Philosophie
Human), em 1885. Começou a lecionar em 1886 como Privadozent. Em 1895, tornou-se
professor titular na Universidade de Göttingen. Em 1899, publicou os “Fundamentos da
Geometria", que exerceu grande influência sobre a Matemática do século XX. Trabalhou
com axiomas da Matemática, Topologia, Equações Diferenciais, Cálculo Variacional. Hil-
bert interessou-se por todos os aspectos da Matemática Pura, contribuindo para a Teoria
dos Números, Lógica Matemática, Equações Diferenciais e também para a Física Mate-
mática, sendo considerado uma figura importante de transição entre os séculos XIX e
XX.Em 1891 publicou a famosa curva de Hilbert, faleceu em 14 de fevereiro de 1943, na
cidade de Göttingen, Alemanha.
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Figura 29 – David Hilbert(1862-1943).

4.6.1 Construção da Curva de Hilbert

A construção da Curva de Hilbert é feita por meio de um processo recursivo mas
com algumas particularidades. A figura inicial é um quadrado unitário, como podemos
ver na figura a seguir. A figura geradora consiste em dividi-lo em quatro quadrados iguais,
unindo os pontos centrais de cada um desses quadrados, tal como podemos ver em (figura
30). A curva é formada, não pelos quadrados, mas sim pelos segmentos de reta formados
pela ligação desses pontos centrais. Os sucessivos passos são construídos analogamente ao
processo anterior.

Figura 30 – Níveis da curva de Hilbert.

4.6.2 Estudo da Curva de Hilbert

Analisando a Curva de Hilbert, observamos que o fractal é o resultado de um
número infinito de níveis. Passando, então, ao limite, com n→∞ , temos:
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• o número de segmentos tende para infinito:

Nn = lim
n→∞4n+1−1 =∞;

• o comprimento de cada segmento tende para zero:

Cn = lim
n→∞

(1
2

)n

= 0;

• o comprimento total da curva tende para o infinito:

Tn = lim
n→∞

4n+1−1
2n

= lim
n→∞2n+2− lim

n→∞
1
2n

=∞;

4.6.3 Características fractais da Curva de Hilbert

As características fractais que mencionamos acima são também encontradas na
Curva de Hilbert, tais como:

• autossemelhança: podemos obter quatro cópias do fractal, reduzidas pela metade,
no próprio fractal;

• estrutura fina: ao ampliarmos a curva, não importando o fator de ampliação, não
perderemos a quantidade de detalhes que ela tem;

• fácil construção: vimos que, apesar da complexidade da Curva de Hilbert, sua cons-
trução é composta por alguns passos repetidos indefinidamente;

• difícil descrição matemática: a curva resultante tem um traçado que não conseguimos
representar por uma função analítica simples.
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5 FRACTAL: INCLUSÃO NA PRÁTICA PEDAGÓ-
GICA

No Brasil, o Ensino Médio vem passando por um processo de reformulação curricu-
lar, que teve como marco inicial a aprovação da Lei de Diretrizes e Bases para a Educação
Nacional (LDBEM) de 1996, confirmada e regulamentada pelos Parâmetros Curricula-
res Nacionais (PCN’s) e pelas Diretrizes do Conselho Nacional de Educação, em 1998.
Organizado pelo Ministério da Educação e Cultura, por meio da Secretaria de Educação
Média e Tecnológica, o projeto de reforma do Ensino Médio visa adequar o currículo dessa
etapa de ensino às novas condições sociais, econômicas e culturais, impostas pela socie-
dade tecnológica, de modo a contornar a defasagem do nível do Ensino Básico brasileiro
em comparação ao apresentado pelos países desenvolvidos.

A renovação do Ensino Médio é um processo que está em pleno curso. De modo
geral, os profissionais ligados à educação concordam que mudanças radicais precisam
ser implementadas. Além disso, a renovação curricular do Ensino Médio precisa estar
sintonizada com as novas demandas sociais e econômicas da nossa sociedade, sem deixar
de levar em conta a enorme diversidade social, cultural e econômica do alunado ingressante
no Ensino Médio, o que torna necessária a ampliação da matriz curricular ajustando e
acrescentando conteúdos que atenda as necessidades intelectual e cotidiana dos alunos.

Verifica-se que o estudo das geometrias não euclidianas tem sido descuidadas nas
aulas de Matemática pela maioria dos professores, tanto no Ensino Fundamental quanto
no Ensino Médio, não pelo descaso do professor, mas sim pelo fato destes não terem
tido contato com essas geometrias em sua formação, considerando que a maioria dos
cursos de Licenciatura em Matemática não incluem esse conteúdo em suas estruturas
curriculares. Também as formações continuadas oferecidas pela Secretaria de Educação
trabalham temas mais generalizados, não focando em temas específicos. Essa ausência
tem levado os alunos e professores a crer que a Geometria Euclidiana é a única geometria
possível e presente em nosso mundo. Daí a necessidade de trabalhar com as Geometrias
não Euclidianas, especificamente a Geometria dos Fractais.

Neste capitulo, aborda-se a necessidade de apresentar reflexões e justificativas sobre
as possibilidades da inclusão do ensino da Geometria Fractal no Ensino Médio. Tem-se a
clareza de que é um tema recente para a maioria dos professores e alunos, pois não consta
na matriz curricular, e, quando ocorrem nos (poucos) livros didáticos, são apenas leituras
complementares. Um fato importante que nos motivou a pesquisar sobre esse assunto
foi que: os conhecimentos geométricos que se ensinam em grande parte das escolas estão
restritos apenas à Geometria Euclidiana.
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5.1 Conexão da Geometria Fractal com outras áreas do conheci-
mento
No ensino da Matemática, fala-se muito em conteúdos significativos voltados para o

cotidiano do aluno, conteúdos que realmente atendam as suas necessidades, para que eles
possam desenvolver suas habilidades e competências. Um dos principais conteúdos signi-
ficativos é a Geometria dos Fractais, pois ela possibilita uma interpretação mais completa
do mundo, uma comunicação mais abrangente de ideias e uma visão mais equilibrada da
Matemática. Além desses fatos, devemos mencionar que a Geometria Fractal tem um vasto
campo de aplicação dos conceitos matemáticos em suas diversas áreas, tais como Álgebra,
Aritmética, Geometria Plana, Geomteria Espacial, progressões e também a interação com
outras disciplinas.

Segundo Nunes (2010):

"A exploração da Geometria Fractal, em contexto de sala de aula, pro-
porciona o desenvolvimento das atitudes, dos valores e das competên-
cias dos alunos, na medida em que promove a curiosidade e o gosto de
aprender, de pesquisar e de investigar; impulsiona a utilização da Ma-
temática na interpretação do real, reconhecendo formas e processos que
envolvem conceitos matemáticos; ajuda na compreensão dos conceitos
de perímetro, área e volume; promove a pesquisa de padrões e regu-
laridades formulando em seguida generalizações em situações diversas,
nomeadamente em contextos numéricos e geométricos. (Ibidem, p. 74)."

Podemos citar alguns exemplos da conexão da Geometria Fractal com outras áreas
do conhecimento:

Na Medicina, como método de diagnóstico quantitativo de patologias. Um dos
campos em que esse procedimento é mais desenvolvido é o diagnóstico do câncer, por
meio da análise de imagens de tumores. As evidências experimentais sugerem que tumores
malignos (câncer) apresentam uma fronteira com dimensão fractal superior às que ocorrem
em agregados de tecidos normais. Um exemplo, nessa linha de investigação, é o da detecção
de núcleos atípicos.
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Figura 31 – Detecção de núcleos atípicos

Na tecnologia de fabricação de antenas, o conceito de dimensão fractal também
desempenha papel importante. A resposta das antenas fractais difere acentuadamente
das tradicionais, uma vez que são capazes de funcionar de forma otimizada, simultanea-
mente em várias frequências. Essa característica faz das antenas fractais uma excelente
alternativa para aplicações de recepção de banda larga.

Figura 32 – Antena fractal
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Pode-se também verificar aplicações nas mais diversas áreas da ciência, listando-se
aplicações na Mineralogia, com o objetivo de medir a densidade dos minerais, a evolução
dos terrenos e a descontinuidades das rochas; na Biologia, para a análise da rugosidade
dos fungos e de corais; na indústria, como a detecção automática de falhas em produtos
têxteis; no solo, na chuva, na Economia, na Ecologia.

A seguir, apresentamos alguns dos exemplos de aplicação de fractais que mencio-
namos acima:

• Solo

Figura 33 – Cordilheiras

Figura 34 – Egito visto do espaço
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• Ecologia

Figura 35 – Cefalópodes Nautilus

Figura 36 – Asas de uma Libélula
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• Chuva

Figura 37 – Raio

• Economia

Figura 38 – Antenas Fractais

• Indústria
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Figura 39 – Falha em produto têxtil

Assim, podemos concluir que essa área da geometria passa a ser uma importante
e necessária metodologia de ensino, uma vez que sua prática possibilita uma abordagem
concreta e enriquece a aplicação de vários conceitos, diversificando, desse modo, a me-
todologia do professor, propondo aulas dinâmicas com situações novas, voltadas para a
prática cotidiana, nas quais o educando possa descobrir e fazer relações entre o que visu-
aliza e o que estuda, tornando a sala de aula mais prazerosa e favorável à aprendizagem.
Acreditamos que:

[...] "para os fractais, em especial para a Geometria Fractal, faz-se ne-
cessário ao educador conseguir captar o educando com o transparecer de
sua própria vibração, e talvez evidenciando o êxtase na complementação
na beleza de seus visuais, conduzindo-o ao prazer pelas informações e
conhecimentos culturais da vasta variedade de fractais (BARBOSA, p.
14, 2002)."

Além das inúmeras possibilidades de aplicações dos fractais, é necessário que o
professor perceba a potencialidade da Geometria Fractal, quando relacionamos o conceito
de simetria com Arte e Matemática. A Geometria Fractal tem função essencial na formação
dos alunos, pois ela possibilita uma interpretação melhor da realidade matemática. Assim,
percebemos que é:

"É necessário discutir com os alunos que a perfeição dos espaços geográfi-
cos é consequência da atividade humana, sendo que, em muitos espaços
onde vivemos nos deparamos com situações que fogem das alterações
proferidas pelas pessoas e, portanto, foge aos conceitos de Geometria
Plana, uma Geometria Euclidiana. É coerente, do ponto de vista da
aprendizagem matemática, explorar os conceitos de Geometria não Eu-
clidiana (CRUZ, 2008, p. 4)."
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5.2 Inclusão da Geometria Fractal no Ensino Médio
Nas ultimas décadas, ocorreram transformações nas práticas pedagógicas, visando

a uma aproximação de conteúdo ministrado na sala de aula com o cotidiano do aluno, ou
seja, conteúdos que venham a agregar significados. A partir dessas transformações, textos
e situações-problema envolvendo a Geometria Fractal começam a aparecer em avaliações
institucionais, Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) e vestibulares.

A seguir, apresentamos mais algumas evidências da necessidade de incluir a Geo-
metria Fractal nos conteúdos programáticos do Ensino Médio, pois vem adquirindo cada
vez mais destaque nos vestibulares e ENEM, embora não tenha uma devida atenção dentre
os conteúdos matemáticos para os alunos do Ensino Médio, deixando clara a deficiência do
ensino de Geometria Fractal no que diz respeito às habilidades e competências cobradas
em tais avaliações.

Um problema que trata, especificamente, de um dos mais famosos fractais – a
Curva de Koch –, foi incluído na prova de Matemática do vestibular da Universidade
Federal do Paraná, em 2008 (Vestibular UFPR, 2008).

Figura 40 – Questão 3 Prova de Matemática do Vestibular UFPR, 2008.

É necessário destacar que, com o texto oferecido pelo vestibular UFPR 2008, pro-
vavelmente o vestibulando conseguiria resolver o problema acima, porém acreditamos que,
para muitos, o assunto é desconhecido, ou seja, não foi abordado em sala de aula.

Outro problema que também trata, especificamente, de um dos mais famosos frac-
tais – o Tapete de Sierpinski – foi incluído na prova de Matemática do vestibular do meio
de ano (2011) da UNESP, na prova de conhecimentos específicos.
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Figura 41 – Prova de Matemática do Vestibular UNESP,
2011.

A MACKENZIE, no seu vestibular de 2010, na prova tipo A, página 20, questão
24, refere à importante construção fractal – Conjunto de Cantor. Essa universidade usa a
construção desse fractal na resolução do problema, mas não enfatiza a Geometria Fractal
no seu contexto.

Figura 42 – Prova de Matemática do Vestibular da MACKENZIE, 2010.

A UNICAMP, no seu vestibular de 2012, 1a fase da prova de conhecimentos gerais,
página 6, questão 10, propõe um problema envolvendo um fractal de grande destaque: o
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Floco de Neve de Koch.

Figura 43 – Prova de Matemática do Vestibular da UNICAMP, 2012.

O processo seletivo vestibular UEL 2012, 1a fase 30/10/2011, página 11, questão
27, traz uma questão que atende a todas as características no processo de construção de
um fractal.
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Figura 44 – Prova de Matemática do Vestibular da UEL, 2011.

O livro MATEMÁTICA PAIVA, volume 1, de Manoel Paiva, Editora Moderna, 2a

edição de 2013, página 280, Capítulo 12, menciona, na seção exercícios complementares, a
questão 10, que usa um dos fractais citados no capítulo anterior: o Floco de Neve de Koch.
Ao observar que o tema fractal foi apenas inserido como uma atividade complementar
dentro do conteúdo de progressão geométrica, alguns autores perceberam a necessidade
de apresentar esse tema para os alunos só que ainda de maneira tímida, pois ele ainda
não recebe atenção necessária dentro da matriz curricular do Ensino Médio. Na referida
questão, o autor faz um breve comentário contextual para se certificar de que aluno tenha
uma pequena noção do termo fractal.
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Figura 45 – Livro MATEMÁTICA PAIVA volume 1, edição 2013.

Analisando o livro MATEMÁTICA ENSINO MÉDIO, de Kátia Stocco e Maria
Ignez Diniz, volume 1, Editora Saraiva, 8a edição, página 73 da unidade 3, observamos
que as autoras usam no exemplo 5, os padrões geométricos dos fractais (TAPETE DE
SIERPINSKI) para exemplificar a relação com conceito de funções. Mais uma importante
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combinação de fractal com função que devemos considerar para enriquecer as aulas de
Matemática. A fim de que isso realmente aconteça, precisamos trabalhar conceitos e ca-
racterísticas dos fractais para que o discente possa desenvolver melhor suas habilidades
para conceituar e compreender uma função.

Figura 46 – Livro MATEMÁTICA de Kátia Stocco Maria Ignez Diniz, volume 1.

Continuando no livro citado acima, nas páginas 140 e 141 da unidade 16, as auto-
ras usam as propriedades dos fractais, conhecidos como CURVA DO FLOCO DE NEVE
DE KOCH e TAPETE DE SIERPINSKI, como exemplo para introduzir os conteúdos de
sequências, progressão aritmética e progressão geométrica, a fim de mostrar essa impor-
tante ligação entre sequências e os padrões fractais. Percebemos também que para estudar
as progressões aritmética e geométrica precisamos conhecer os fractais, pois ambos tra-
balham com padrões na organização da sua lei de formação.
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Figura 47 – Livro MATEMÁTICA de Kátia Stocco Maria Ignez Diniz, volume 1.
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Figura 48 – Livro MATEMÁTICA de Kátia Stocco Maria Ignez Diniz, volume 1.

Na seção PARA SABER MAIS do livro citado acima, nas páginas 168 e 169 da
unidade 6, que tem como objetivo trazer um novo conteúdo que permitirá melhor a com-
preensão do tema, apresentando uma curiosidade ou aplicação do que está sendo estudado,
as autoras destacam a Geometria Fractal como um novo ramo da Matemática, ou uma
nova forma de encarar a ciência, que permite explicar fenômenos para os quais a Geometria
Euclidiana e a Física de Newton se mostraram ineficazes. As autoras também relacionam
a Geometria fractal com aplicações em outras ciências, podendo, assim, apresentar um
vasto campo de contextualização nas aulas de Matemática, tornando-as mais dinâmicas
e enriquecedoras para o conhecimento do aluno, mostrando, desse modo, mais uma vez a
importância de incluí-la na matriz curricular do Ensino Médio.
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Figura 49 – Livro MATEMÁTICA de Kátia Stocco Maria Ignez Diniz, volume 1.

Figura 50 – Livro MATEMÁTICA de Kátia Stocco Maria Ignez Diniz, volume 1.

Devemos mencionar a grande importância do NOVO ENEM. Atualmente, a sua
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proposta tem como principais objetivos democratizar as oportunidades de acesso às vagas
federais de Ensino Superior, possibilitar a mobilidade acadêmica e induzir a reestruturação
dos currículos do Ensino Médio. Novamente, destacamos a questão 54 da página 16 da
prova amarela do ENEM 2008 (figura 50), que é referente aos fractais. O interessante é
que o próprio ENEM traz no contexto da questão a definição e informações sobre fractais.
Acreditamos que essa atitude seja uma maneira de sanar a deficiência de conhecimento
apresentada pelos alunos, pois o conteúdo referido acima não consta na matriz curricular,
e, na maioria das vezes, não é sequer trabalhado em sala de aula.

Figura 51 – Questão 54 do ENEM 2008.

Apresentamos anteriormente questões de vestibulares, Enem e livros didáticos atu-
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ais que divulgam o conhecimento sobre fractais, afim de modernizar as aulas de Matemá-
tica, proporcionando uma maior aproximação da teoria com a realidade do aluno. Não
podemos deixar de destacar a importância da relação dos fractais com as progressões
geométricas, pois ambos trabalham na mesma linha de pensamento, podendo construir
uma contextualização enriquecedora para a aprendizagem do aluno.

5.3 Fractais na sala de aula
A prática pedagógica utilizada atualmente no ensino da Matemática procura apro-

ximar cada vez mais os fundamentos teóricos da realidade do aprendiz, correlacionando,
para isso, conhecimentos empíricos a aspectos observados no mundo em que vivemos para
construção do conhecimento.

Dentro desta perspectiva, trazer para a sala de aula atividades que, ao mesmo
tempo, desenvolvam o raciocínio lógico-matemático e utilizem elementos do mundo con-
creto do aluno, satisfaz plenamente à expectativa que a metodologia aplicada impõe.

Reforçando a ideia de que alunos precisam experimentar a Matemática por ca-
minhos diferentes do que aplicar algoritmos de papel e lápis a exercícios rotineiros, a
Geometria Fractal vem permiti-los explorar os conceitos matemáticos trabalhando com
as mãos, tanto na construção de modelos, quanto no desenho de quadros das consecutivas
interações dos fractais.

Contudo, acreditamos que o professor do Ensino Médio encontrará muitas outras
razões e justificativas num rápido crescente ao trabalhar a geometria da natureza ou
fractais na sala de aula, pois, assim, temos a pretensão de captar o interesse do aluno
para a inserção adequada dos temas voltados para o cotidiano.

A introdução dos fractais na sala de aula ocorreu por meio da proposta do professor
de trabalhar objetos fora dos padrões da Geometria Euclidiana, surgindo, então, uma
pesquisa aplicada com o tema fractal. O tema foi abordado inicialmente pelo professor
por meio do desenvolvimento de uma oficina com alunos do Ensino Médio, denominada
“Conhecendo a Geometria Fractal”, a qual contou com a aplicação de diferentes atividades,
exposições de trabalhos, construção de diferentes fractais e cálculo de perímetro, área e
volume, na intenção de permitir aos alunos a compreensão da existência e da aplicação
da Geometria Fractal. Sabemos que essas atividades envolvendo fractais possibilitam ao
aluno o desenvolvimento do raciocínio-lógico matemático, a integração entre conceitos
matemáticos e elementos do cotidiano, desenvolvimento do senso estético, criatividade,
dentre outras habilidades.

De acordo com Sallum ( 2005, p.1,):

"A introdução de fractais no Ensino Médio, além de satisfazer a curi-
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osidade de quantos já ouviram falar neles, propicia a oportunidade de
trabalhar com processos iterativos, escrever fórmulas gerais, criar algorit-
mos, calcular áreas e perímetros de figuras com complexidade crescente,
introduzir uma ideia intuitiva do conceito de limite e é um excelente
tópico para aplicação de progressões geométrica e estímulo ao uso de
tabelas."

A seguir, apresentamos evidências do desenvolvimento da pesquisa realizada pelos
alunos do 2o ano do Ensino Médio sobre “Conhecendo a Geometria fractal”.

Figura 52 – Introduzindo a ideia de fractal.
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Figura 53 – Apresentando o Conjunto de Cantor.

Figura 54 – Apresentando a Curva de koch.
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Figura 55 – Apresentando o Floco de neve de koch.

Figura 56 – Triângulo e Tapete Sierpinsk.Esponja de Menger.
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Figura 57 – Cartão Triângulo Sierpinsk.

Figura 58 – Cartão Degraus Centrais.
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Uma breve descrição dos procedimentos utilizados no resultado final da pesquisa
“Conhecendo a Geometria Fractal”.

Antes de abordar o tema em sala de aula com os alunos do segundo ano do Ensino
médio foi realizada a seguinte enquete: você conhece o termo fractal? Dos 64 alunos
entrevistado apenas 1 disse que conhecia os restantes dos alunos não conhecia o termo
fractal.

Após a pesquisa sobre geometria fractal realizada pelos alunos, onde enfocamos o
conceito, a aplicação e características dos fractais, retornei com uma segunda enquete de
forma simples e rápida. Por que é importante estudar fractais? Essas foram algumas das
respostas citadas pelos alunos:

Aluno 1 - É importante para entender as formas geométricas existente na “vida
real” e não apenas as formas engessadas em livros.

Aluno 2 - Porque em alguns caso, há problemas que não é possível de se resolver
apenas com a geometria estudada em sala de aula, como por exemplo, o perímetro exato
de um continente, quanto mais nos aproximamos mais falhas e irregularidades aparecerão.

Aluno 3 - Porque os fractais estão relacionados com as coisas do nosso dia a dia
e não fica apenas no papel.

Aluno 4 - Porque é uma geometria mais perto da natureza. Os fractais nos leva
a realidade, saímos do papel para algo concreto.

Aluno 5 - Porque compreendemos o que não é compreendido pela a geometria
de Euclides, esta que estudamos na sala de aula, também é um lado muito interessante
da matemática que nos faz pensar de forma diferente em relação a muitos conceitos já
estudados.

Nota-se a importância das opiniões citadas pelos alunos acima, demonstrando a
grande necessidade de trazer a geometria fractal para sala de aula, transformando- a numa
versão mais significativa e motivadora para desenvolver habilidades e competências dos
alunos em função de uma melhor aprendizagem.
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6 CONSIDERAÇÕES FINAIS

A Geometria Fractal tem se tornado bastante difundida no meio científico, devido
às suas características de representar a conexão de diversos temas da Matemática com
outras áreas, desde as ciências naturais até as econômico-sociais e a tecnologia. Com isso
percebe-se a necessidade de incluir a Geometria Fractal no contexto educacional permi-
tindo desenvolver a capacidade intelectual e experimental dos alunos de forma a entender
a importância da geometria de objetos não tradicionais e de compreender modelos mate-
máticos para melhor auxiliar os estudos dos fenômenos naturais.

É de grande importância ressaltar que, após ter feito a exploração da Geometria
Fractal em contexto de sala de aula, concluímos que seu estudo proporciona o desen-
volvimento das atitudes, dos valores e das competências dos alunos, na medida em que
promove a curiosidade e o gosto de aprender, de pesquisar e de investigar; impulsiona a
utilização da Matemática na interpretação do real, reconhecendo formas e processos que
envolvem conceitos matemáticos; ajuda na compreensão dos conceitos de perímetro, área
e volume e, acima de tudo, mantém uma relação entre a teoria e a vivência do aluno.

Estudar fractais é ter outra visão da geometria convencional aplicada na sala de
aula, é uma nova maneira de ver e organizar uma geometria não euclidiana, é buscar
na Natureza formas que exprimem o significado da geometria para o aluno. Precisamos
continuar trabalhando a Geometria Plana, Métrica e Posicional, mas não podemos nos
esquecer da Geometria Fractal, uma geometria encontrada fora dos parâmetros regulares,
aquela que enriquece e se apresenta de forma surpreendente no cotidiano do aluno.

Neste trabalho, buscamos desenvolver a integração do ensino, envolvendo os con-
ceitos de Geometria Euclidiana e Geometria Fractal, tendo em vista a orientação dos
documentos que indicam a inserção da Geometria Fractal , no Ensino Médio, a fim de
suprir a lacuna deixada pela Geometria Euclidiana, e também preparar os alunos para
obter melhor desempenho nos vestibulares e ENEM.

Para finalizar, apresentamos, para reflexão, a seguinte citação de Marjorie Séne-
chal,“Shape”, in On the Shoulder of Giants, org. por L. A. Steen (Veloso, 1998)

"O Estudo da forma tem estado historicamente esmagado debaixo da
geometria, a qual durante muitos anos foi dominada pelos postulados,
axiomas e teoremas de Euclides. Tal como Shakespeare não é suficiente
para a literatura e Copérnico não é suficiente para a astronomia, também
Euclides não é suficiente para a geometria..."
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