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Resumo

O presente trabalho busca mostrar de forma bem acessivel a teoria inicial do estudo
de Calculo Diferencial, ciéncia iniciada por Newton e Leibniz no século XVIII, bem
como algumas de suas inlimeras aplicagoes no nosso cotidiano. Vale salientar que
a matematica ¢ utilizada desde os primoérdios da humanidade para buscar resolver
situagoes enfrentadas no dia-a-dia e ganhou essa ferramenta facilitadora hé cerca de
300 anos que torna capaz a resolucao de problemas nas mais diversas areas, otimizando
tempo, espaco e dinheiro. Iremos iniciar com a parte teérica onde abordaremos a base
da célculo como sequéncias, limites e derivadas, explanando e demonstrando alguns
dos principais teoremas que norteam o estudo. Em seguida, buscaremos mostrar o
quanto essa ferramenta ¢ importante no cotidiano, elencando aplicacoes em situacoes-
problemas antes bem complexas e de complicada resolu¢ao e que agora sao possiveis e

diretas através do uso do Calculo.

Palavras-chave: Calculo Diferencial, Teoremas, Aplicacoes.



Abstract

This study aims to show in an easily accessible form, the initial theory Calculation
study, a science initiated by Newton and Leibniz at the 18th century as well as some
of its many applications in our routines. It should be pointed that a science like
Mathematics is used since the early days of humanity, solving daily faced situations
and it has earned this facilitating tool for about three thousand years that makes it able
to solve problems in several areas , optimizing time, space and money. We are going to
start with the theoretical part where we discuss the basis of calculation as sequences,
limits and derivatives, explaining and demonstrating some of the main theorems that
guide the study . Then we would like to show how this tool is important to daily, listing
applications in some difficult complex situations presenting a complicated solving and

that nowadays they are now possible and direct through the Calculation of use.

Keywords: Calculus, Endpoints, Aplications.
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1 Introducao

Desde a Antiguidade a Matemaética esta presente nas mais diversas areas e o homem
a utiliza para facilitar a vida e organizar a sociedade, pois a Matematica é a ciéncia
dos nimeros e dos calculos usada pelos egipcios na engenharia (piramides e diques) e
astronomia; passando pelos gregos que a utilizaram como ciéncia légica e chegando aos
dias atuais. Com o surgimento e sistematizacao do Calculo por Newton e Leibniz no
inicio do século XVIII criaram-se infinitas possibilidades de novas descobertas e apli-
cacoes da Matematica, pois essa ferramenta estende-se a todos os campos das ciéncias,
sejam exatas, sejam humanas.

Calcular os pontos de maximo e minimo de fun¢oes quaisquer é uma das dificuldades
enfrentadas pelos analistas em diversas areas, como economia, administragao, medicina,
ciéncias biologicas, engenharias e licenciaturas em exatas; onde quase sempre é neces-
sério definir e encontrar esses pontos extremos. Pensando como um administrador ou
um economista, devemos sempre maximizar os lucros e minimizar os prejuizos para
decidir sobre aquisicao adequada de matéria-prima, quantidade ideal a ser produzida
e expectativas reais de venda. Pensando como um engenheiro de transito que precisa
saber o tempo ideal de um semaforo para otimizar o fluxo. Pensando como um médico
que precisa avaliar peso e altura ideal para acompanhar o crescimento sadio de uma
crianca. Ou entao, pensando como um matemético que busca resolver problemas e
equagoes gerais, sem maiores dificuldades. O céalculo é uma das principais ferramentas
para facilitar a resolucao de problemas dessa natureza. Mais especificamente quando se
trabalha com a resolu¢ao de equagoes do tipo f(z) = 0 e define-se f’ como a primeira
derivada de uma funcao continua. Porém, tais problemas geram equacoes de longa
resolucao, sendo portanto necessario utilizar métodos numeéricos, que conseguem gerar
uma sequencia numeérica que converge para a real solucao desses problemas.

Com relacao ao ensino médio, temos que os PCN’s recomendam um maior aprofun-
damento dos conhecimentos matematicos adquiridos no ensino fundamental de forma
integrada a outras areas de conhecimento. E o calculo é capaz de fazer essa contex-
tualizacao tao necessaria com outras areas, pois o dominio de topicos como sequencia,
limite e derivada possibilita a alunos dessa etapa da educacao basica matematizarem
problemas do cotidiano e consequentemente conseguir obter a sua resolu¢ao. Portanto,

a nocao do Calculo Diferencial é uma ferramenta necessaria para compreensao da Fi-



sica, Quimica, Biologia, Geografia e da propria Matemaética, presentes no Ensino Médio
e a falta desse topico neste nivel de ensino torna para o aluno tais ciéncias mais dificeis

do que realmente parecem ser, podendo ocasionar uma rejeicao desnecesséria as areas.



2 Nocoes Preliminares

2.1 Sequéncias de niimeros reais

O principal objetivo desta secao é estudar a convergéncia de sequéncias numéricas
infinitas, em outras palavras, determinar o que ocorre com os termos dessas listas
de ntimeros quando n tende ao infinito. Iremos considerar o conjuntos dos ntimeros

naturais N com o menor elemento sendo o namero 1.

Definicao 2.1. Uma sequéncia de numeros reais € uma funcao f: N — R | definida
no conjunto N = 1,2,3.4,... dos numeros naturais e tomando valores no conjunto
R dos numeros reais. O wvalor f(n) serd representado por x,, para todo n € N, e
chamado o termo geral, ou n-ésimo termo da sequéncia. E comum usarmos as notagoes
(n), (xn)n € N, (21,29, x3,...) ou simplesmente x,, para reprensentar uma sequéncia.
Usaremos ainda a notagao x, para indicar o conjunto de valores da sequéncia. Fssa
distincao € importante, pois uma sequéncia pode possuir infinitos elementos, mesmo

que seu conjunto de valores seja finito.

Exemplo 2.1. A sequéncia dos niimeros naturais x : N — R dada por x,, = n, Vn € N

ou mais simplesmente (n),en.

Exemplo 2.2. A sequéncia de fibonacci 2o = 1,21 = 1,2, = Z_1 + Tp_o, Vn €
N, comn > 2.

Exemplo 2.3. A sequéncia 1,1/4,1/9,1/16,... é uma forma de representar x, =
1 1 1 1

1,951:?,952:?,963: ou seja, T, =

E,... —<7’L—|—1)2

Definicao 2.2. Uma sequéncia x, € dita ser limitada superiormente se existir um
numero real 8 tal que , para todo nimero natural n, temos x, < (. De maneira
andloga dizemos que uma sequéncia x, € limitada inferiormente se existir um nimero
real a tal que, para todo nimero natural n, temos x, > «. Se existirem reais o e
B tais que, para todo niumero natural n, temos o < x, < [, dizemos que x,, € uma
sequéncia limitada. Note que uma sequéncia € limitada se, e somente se, ela € limitada
superiormente e inferiormente. Em outra palavras, uma sequéncia € limitada se todos

0s seus termos pertencem ao intervalo [, 3.

10
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Exemplo 2.4. A sequéncia cujo termo geral é x,, = com n € N, tem todos os seus

=,
n
termos contidos no intervalo [0, 1]. Portanto, limitada.
Exemplo 2.5. A sequéncia cujo termo geral é z, = n, com n € N, é limitada in-
feriormente por zero mas nao ¢ limitada superiormente, pois o conjunto dos niimeros

naturais é ilimitado.

Definicao 2.3. Uma subsequéncia de uma sequéncia (x,)nen € uma funcao f: N — R,
onde N' C N e N ¢ infinito. A notacao usual para representar uma subsequéncia €
(xn)nEN’-

Como N' é enumerdvel, seus elementos podem ser escritos como {ny,na, ..., Nk, .. };,
e ainda podemos escolher a enumeracao de forma com que n; < n; , se 1 < j. Entdao
podemos identificar uma subsequéncia com uma sequéncia escrevendo (T, )ren. Por-

tanto, todos os teoremas que valem para sequéncias valem para subsequéncias.

Exemplo 2.6. Sejam a e ¢ nimeros naturais. Considere a sequéncia (x,),en tal que
Tn =a-q" ', n>1. Observe que (z,),en ¢ uma progressao geométrica de primeiro
termo a e razao q.

A progressao geométrica {x,, }ren de termo inicial a e razao ¢* é uma subsequéncia

de (x,)nen, pois, tomando ny = 2k — 1, k € N, obtemos:

np—1 (2k—1)—1 __ k-2 _ (q2)k—1‘

Definicao 2.4. Seja (x,) uma sequéncia. Dizemos que (x,) € crescente se 1 < o <
r3 < ... < Tp..., isto €, se x, < x, + 1. Agora se x1 > x9 > x3 > ... > T,..., ist0 €, se
Ty > xp, + 1 dizemos que a sequéncia € decrescente. A sequéncia (x,) € ndo-crescente
se ) < 19 < w3 < ... < xpy... € nao-decrescente se X1 > Ty > XT3 > ... > Tp... Oe uma

sequéncia satisfaz qualquer uma dessas propriedades ela ¢ dita mondtona.

Defini¢ao 2.5. Diz-se que uma sequéncia (x,) converge para o nimero L, ou tem
limite L se, dado qualquer nimero € > 0, é sempre possivel encontrar uwm numero n,
tal que n > no — |a, — L| < €. Para dizer que (x,) converge para a L, normalmente
escrevemos (r,) — L, ou lim, o x, = L ou apenas limz,, = L, quando nao houver
duvida que o limite trata de n tendendo ao infinito. Em outras palavras, a sequéncia
() fica arbitrariamente prozima de a desde que se tome um n suficientemente grande.
Em linguagem simbdlica: limx, = L <> Ve > 0,n,N:n >n, — |z, — L| <€

Caso contrdrio a sequéncia se diz divergente.

. . 1
Exemplo 2.7. A sequéncia cujo termo geral é z,, = —, com n € N, converge para
n

Zero.
1 . 1
De fato, dado ¢ > 0, tomemos ng € N tal que ng > —. Temos entao 0 < — < €.
€ o
1
Mas se n € N e n > ng, entao z, = — < — = x,, < €. Logo, temos que:
n ng

Ve >0, dng € Ntal que Vn > ng = |z, — 0| < e.



Sequéncias de niimeros reais 12

Teorema 2.1. Sejam os nimeros reais p e q e uma sequéncia (r,). Se limx, = p e

limx, = q, entao p = q.

Demonstracao. Vamos supor por absurdo que ocorra limzx, = p e limzx, = ¢q com
lg — pl
2

p # q. Tomando € = > (, existem ny,n9 € N tais que:

Vn>n = |z,—pl<e
Vn>ny = |x,—q| <e.
Escolha ng = max{ni,ny}. Sendo assim, para todo n > ng temos que:
p—al = (@0 —p) = (@0 = < fon —pl+|on —gl <e+e=2e=[p—ql <|p—dql
Um absurdo. Portanto, temos que p = q. O
Teorema 2.2. Se limx, = { entdo toda subsequéncia de (x,) converge para (.

Demonstrag¢ao. Sendo lim x, = {, segue que:
Ve>0,dnyeNtal que Vn>ng=uz,€ ({ —¢e,{+¢). (2.1)

Seja (xn, )ken uma subsequéncia qualquer de (x,)nen. Observe que para todo na-
tural n sempre que existe um natural k£ tal que ng > n. Deste fato e de 2.1 tem-se

que:

Ve >0,dny € Ntal que Vn > ng, Ing >n >ng =z, € ((—e,l+e)=limzx,, =/{.
O

Teorema 2.3. Toda sequéncia convergente € limitada.

Demonstracao. Seja (x,) uma sequéncia convergente e x = lim,,_,oox,. Tomando e = 1,
existe ng € N tal que, se n > ng, entdo z,, € (z — 1,2 + 1). Além disso, o conjunto
X = {xo,x1, ..., Tpy—1} forma um conjunto nao-vazio limitado, entdao existe s = min
X eSS =max X , definindo m = min{s,x — 1} e M = max{S,z + 1}, temos que
x, € (m, M), para todo n € N. ]

Teorema 2.4. Toda sequéncia mondtona e limitada € convergente.

Demonstra¢ao. Considere uma sequéncia (z,),ey mondtona, digamos ndo-decrescente.
Entao o conjunto A = {x; < 29 < -+ < x, < ---} possui supremo, pois (z,)nen é
limitada. Seja 8 = sup A, sendo assim, dado um ¢ > 0, existe um natural ng tal que
Vn > ng temos

B—e<xp <z, <P+e.

O que prova que (z,)nen converge para 3. Se (z,)nen for monotona nao-crescente, o

raciocinio é similar. O



Sequéncias de niimeros reais 13

Teorema 2.5. (Teorema de Bolzano Weierstrass). Toda sequéncia limitada de nimeros

reais possui uma subsequéncia convergente.

Demonstra¢ao. Seja (x,)neny uma sequéncia limitada. Considere o conjunto:
A={n€eN;z, >z, para todo natural m > n}

Se A for finito, existe um natural n; ¢ A que ¢ cota superior de A. Sendo assim,
existe ny ¢ A, com ny < ng e T, < Ty,. Como ny ¢ A, existe ng > ng com T, < Tp,.
Logo, por indugao, definimos uma subsequéncia (z,, )reny monédtona. Portanto, pelo
Teorema 2.4, esta subsequéncia é convergente.

Por outro lado, se A for infinito, escrevamos A = {ny; < ny < nz < ...}. Assim, se
i < j,n; <nje, comon; €N, obtemos x,, > x,,. Donde concluimos que a (zn, )ren ¢

mondétona. Portanto, convergente. O

Proposicao 2.1. Se uma sequéncia mondtona tem uma subsequéncia convergente, ela

propria € convergente.

Demonstra¢ao. Sejam (x,),eny uma sequéncia mondtona, digamos nao-decrescente e
(2n, )ken uma subsequéncia convergente de (2, )nen.

Por ser convergente, (x,, )ken ¢ limitada, logo existe A > 0 tal que z,, < A para
todo k natural.

Pela definicao de subsequéncia, para todo natura n existe um natural £ tal que
ng > n. Como (x,) ¢ mondtona nao-decrescente, temos entdo que z, < z, < A.
Logo, podemos concluir que, além de mono6tona ndo-decrescente, (z,,) é limitada supe-
riormente por A. Nesse caso, segue, pelo Teorema 2.4, que (z,,) é convergente.

Se (25,)nen for monotona nao-crescente, o raciocinio é similar. ]

Proposicao 2.2. Se uma subsequéncia de uma sequéncia mondtona converge para uwm

numero real o, a sequéncia também convergente para a.
Seque imediatamente do Teorema 2.2 e da Proposigao 2.1.

Definicao 2.6. Diz-se que um real xo € um ponto de acumulacdo do conjunto D C R
quando toda vizinhancaa de xo contém algum ponto de D diferente do proprio xy. Isto
quer dizer que para todo real € > 0 tem-se (xg —e,x0+¢) N (D — {xo}) # 0.
Teorema 2.6. Dados D C R e xy € R, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(1) xo € um ponto de acumulagdo de D;
(2) xg € o limite de uma sequéncia de pontos x,, € D — {xo};

(3) Todo intervalo aberto de centro xo contém uma infinidade de pontos D.
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Demonstra¢ao. Supondo (1), para todo natural n podemos achar um ponto x,, € D,
1 1

T, # To, na vizinhanca <:U0 — —, 29+ —). Logo limx,, = xp, o que prova (2). Por
n n

outro lado, supondo (2), entdo, para qualquer natural ny o conjunto {x,; n > ny} é
infinito porque do contrario existiria um termo xz,,, que se repetiria infinitas vezes e
isto forneceria uma sequéncia constante com limite z,, # zy. O que é um absurdo
de acordo com o Teorema 2.2. Pela defini¢ao de limite, vé-se portanto que (2) = (3).
Finalmente, a implica¢do (3) = (1) segue imediatamente da definicdo de ponto de

acumulagao. O

Teorema 2.7. Todo conjunto infinito limitado de nimeros reais admite ao menos um

ponto de acumulacao.

Demonstracao. Seja D C R infinito limitado. Como todo conjunto infinito contém
um subconjunto infinito enumeravel, assim D possui um subconjunto enumeravel D’ =
{z1,29,...,2,,...}. Fixando esta enumeracao, temos uma sequéncia (x,) de termos
dois a dois distintos, pertencentes a D, portanto uma sequéncia limitada, a qual pelo
Teorema de Bolzano-Weierstrass, possui uma subsequéncia (z,,) convergente. Seja
To = lim xy;. Como o0s termos Ty, sao todos distintos, no maximo um deles pode ser
igual a zy. Descartando-o, caso exista, teremos zy como limite de uma sequéncia de
pontos x,, € D — {x}. Logo, pela Definicdo 2.6, ro ¢ um ponto de acumulacao de
D. ]

2.2 Limites, Continuidade e Derivada de Funcgoes Re-
ais

Nesta secao procura-se fornecer uma base teérica para a demonstracao da existéncia
e unicidade de um minimo global de uma funcao coerciva e convexa. Para tanto,
abordaremos alguns dos principais conceitos e teoremas envolvendo a teoria dos limites
e continuidade de func¢ées. Enunciaremos o Teorema de Weiertrass, o Teorema do valor

intermediario, o Teorema de Rolle e o Teorema do valor médio.

Defini¢ao 2.7. Diz-se que um nimero real L € limite de f(x) quando x tende para

xg, € escreve-se lim f(x) = L, quando, para todo € > 0 dado arbitrariamente, pode-se
T—T0

obter 0 > 0 tal que 0 < |x — xo| < 0 implica em |f(z) — L| < e.

Teorema 2.8. Sejam dadas as funcgoes f,g : R — R e os reais a, L1 e Ly. Se
lim f(x) = Ly elim g(x) = Lo, entdo lim (f + g)(x) = L1+Le e lim (f - g)(z) = Ly-Lo.
T—a T—a T—a r—a

a) Para todo ¢ > 0 dado arbitrariamente, existem d; > 0 e d > 0 tais que

3

0 < |z —a| <6 implica em |f(z) — L] < 5
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0 < |z —a| < é9 implica em |g(z) — Lo| < g
Tomando § = min{dy,dy}, temos que 0 < |z — a| < ¢ implica em:

£ g g g
L1—§<f($)<L1+§ € L2—§<g(l‘)<L2+§

Somando membro a membro essas duas ultimas desigualdades temos:
Li+Ly—e< f(x)+g(x) <Li+Lo+e=|f(x)+g(x)— (L1 +L—-2)|<e=
= lim /(z) + g(x) = lim (f + ¢)(x) = Ly + L.
b) Sabe-se que existe d; > 0 tal que 0 < |z — a| < 0; implica em:
f@)— L <1=>Li—1<f(z)<Li+1=—|L]|-1< f(z)<|Li|+1=
= |F(@)] < L] + 1.

Também existem 6o > 0 e 93 > 0 tais que para todo ¢ = p+ k, com p, k£ > 0,

temos:

[f(z) = La| <

|L2|p—|—1 e 0<|z—al<d

|g(l’>—L2|<m e 0<|[E—a|<53

Tomando § = min{d, ds, 03}, para 0 < |z — a| < ¢, temos:

|f(x)g(x) — LiLls| = |f(z)g(zx) — f(z)La+ f(z)La — L1Ls| =
|f(x)g(x) — LiLs| = |f(x)(g(x) — L2) + La(f(z) — L1) =
|f(x)g(z) — LiLs| < [f(z)(g(x) — Lo)| + [La(f(x) — L1)| =
|f(@)g(z) — LiLs] < |f(2)] - |(9(x) — La)| + |Laf - [(f(x) — L1)| =
k p

|f(z)g(x) — Lils| < [f(2)]- ‘L1|+1+L2'm=>

p
|f(x)g(z) — L1Ls] < (|L1|+1)'m+(L2+1)' Lo+ 1

Sendo assim, |f(z)g(x) — L1Ls| <k+p=ec= li_r>n f(z)g(x) = Ly - Lo.

Definicao 2.8. Diz-se que lim f(x) = 400, quando dado M > 0 ezxiste um real
T—+00
positivo x1 tal que para todo x > x1 temos que f(z) > M.

Definigao 2.9. Diz-se que lim f(x) = +o0, quando dado M > 0 existe um real
T—r—00
positivo xo tal que para todo x < —xq temos que f(x) > M.
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Exemplo 2.8. Vamos mostrar que lim z? = +o0.
|z|—00

Solugao. Sendo f(x) = 2% e um M > 0, basta tomarmos xo = v M > 0. Pois nesse
caso, temos que:

z| > 20 = 22 > 20> = f(z) > M. (2.2)
Da equagao anterior e das definicoes 2.8 e 2.9 segue o que queriamos mostrar.

Definicao 2.10. Seja f : D — R wma func¢ao definida no conjunto D C R. Diz-se

que f € continua em um ponto xo € D, se:
Ve>0,30>0; |z —ao| <= |f(z) — flzo)] <e.

Observacao 2.1. Se z( pertence ao conjunto D e ao conjunto dos pontos de acumu-

lacao de D, entdo f é continua em xg se lim f(x) = f(xg).
T—T0

Definicao 2.11. Seja f : D — R uma funcao definida no conjunto D C R. Diz-se

que f € continua em D se f for continua em todos os pontos de D.
Proposicao 2.3. A soma e o produto de funcgoes continuas sao funcoes continuas.

Sejam f,g : D — R continuas em D e xqg € D. A demonstracao segue-se de
maneira similar a demonstragdo do Teorema 2.8 substituindo L; e Lo por f(zo) e

g(xo), respectivamente. Logo f + g e fg sao continuas em D.

Defini¢ao 2.12. Dada uma funcao f, seja ¢ € D(f)

. [ possui um mdximo local em c se existe um intervalo aberto I contendo c, tal
que f(c) > f(x) para todo x em I N D(f).

1. f possui um minimo local em ¢ se existe um intervalo aberto I contendo c, tal
que f(c) < f(z) para todo x em I N D(f).

1t. Se f possui um mdzimo ou minimo local em ¢, dizemos que f possui um extremo

local em c.

Definic¢ao 2.13. Dado ¢ € D(f), dizemos que f possui:
i. mdzimo absoluto ou global em c se e somente se f(c) > f(x) para todo x € D(f),

it. minimo absoluto ou global em c se e somente se f(c) < f(x) para todo x € D(f).

Teorema 2.9. (Teorema de Weierstrass). Seja f : [a,b] — R uma fun¢do continua
definida no intervalo [a,b], fechado e limitado da reta. Entdo, existem nimeros c e d
em [a,b], tais que, para todo = € [a,b], tem-se que f(c) < f(z) < f(d).

Daremos mais adiante condicoes e propriedades para obtencao dos pontos de mi-

nimo e maximo locais.

Definicao 2.14. A derivada de uma funcao f definida em um intervalo aberto D, e

denotada por ', é dada em cada x € D por:

o flath) = f(a)
f'(z) = lim 1D,

h—0
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se este limite existir e for finito.
Se em algum ponto xy de D este limite nao existir ou for infinito, diz-se que a

funcao nao € derivdvel em x.
Teorema 2.10. Seja f: R — R. Se f é derivavel em xy entao f é continua em x.

Demonstracao. Temos que

f(xo+h) — f(xo) = f(@o + h})Z — f(xo)

Passando o limite com A tendendo a zero, temos:

lim (f(zo + h) — f(z0)) = lim flooth) = f@0) o

h—0 h—0 h h—0

f(wo + 1) = f(o)
h

- h.

Porém, lim
h—0

= f'(z) e lim h = 0. Logo,

h—0

flLirr(l) (f(zo+ h) — f(z0)) = f'(x) -0 = 0= fé continua em z.

_)

]
Defini¢ao 2.15. Dada uma funcao f definida em um intervalo [a,b] e seja ¢ €]a,b],
dizemos que ¢ é um ponto critico para f quando f'(c¢) = 0 ou f'(¢) ndo existe. Os
pontos criticos sao candidatos a pontos nos quais f tem extremo local; entretanto, cada

ponto critico deve ser testado para verificar se € ou nao extremo local de f.

Teorema 2.11. Seja [ : [a,b] — R uma fun¢io continua e derivivel em (a,b). Se f

tem um minimo (ou mdzimo) local em xy € (a,b), entio f'(xo) = 0.

Demonstracao. Suponha que f tenha um minimo local em zy5. Como f é derivavel em

Ty, entao:
fim L@ =S@0) o S@ = S@e) o S@) = @)
=T~ T — X z—azot T — X T—T0 T — Xy

Como zy é minimo local em (a,b) segue que f(z9) < f(x), o que implica que
f(z) = f(zo) > 0, para todo = € (a,b).

Se x < 1 entdo x — 1o < 0 e, portanto, M < 0 para zg € (a,b), logo,
r — T
lim f(@) = f(wo) <0. (2.3)
T—ro r — X9
Por outro lado, x > xy entao x — xy > 0 e, portanto, f(@) = J (o) > 0 para
r — X
xo € (a,b), logo,
lim f(@) = fxo) > 0. (2.4)
r—xot T — X

Comparando as desigualdades 2.3 e 2.4 e sabendo que sao o0 mesmo numero, resulta

o @) = flw)

T—rx0 T — xo

em:

= f/(.ilﬁo) = 0.
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Analogamente podemos demonstrar para maximo local.

Teorema 2.12. (Teste da Primeira Derivada) Seja f uma fungao derivdvel sobre um
conjunto D(f), possuindo um ponto critico x = ¢ no interior de D(f), isto €, f'(c) = 0.
Se a derivada de f € positiva o esquerda de x = ¢ e € negativa o direita de x = ¢, entao
x = c é um ponto de maximo para f. Se a derivada de [ é negativa & esquerda de

x = c e é positiva a direita de x = ¢, entao x = ¢ € um ponto de minimo para f.

Teorema 2.13. (Teste da Segunda Derivada) Seja f uma funcio duas vezes derivdvel
sobre um conjunto D(f), possuindo um ponto critico x = ¢ no interior de D(f), isto
é, f'(c) =0. Se f"(c) <0 entdo x = ¢ é um ponto de mdzximo para a funcdo f; e se

f"(c) > 0 entao x = ¢ é um ponto de minimo para a fungdo f.

De forma geral, em resumo, para se determinar extremos absolutos de uma funcao
continua em intervalo fechado [a, b], devemos seguir o seguinte roteiro:

1. Ache todos os pontos criticos ¢ para func¢ao f no intervalo aberto |a, b|.

2. Calcule f(c) para cada ponto critico ¢ obtido no item 1.

3. Calcule f(a) e f(b)

4. O maior dos valores dos itens 2. e 3. é o valor maximo absoluto, e o menor dos

valores dos itens 2. e 3. é o valor minimo absoluto.

Teorema 2.14. (Teorema do Valor Intermediario).
Sejaf : [a,b] — R continua. Se f(a) < d < f(b) entio existe ¢ € (a,b) tal que
fle) =d.

Demonstracgao. Seja A = x € [a,b]; f(z) < d. O conjunto A nao ¢ vazio pois f(a) < d.
Afirmamos que nenhum elemento de A é maior do que todos os outros. Com efeito seja
a € A. Como f(a) < d, vemos que a # b e, portanto, « < b. Tomando € = d — f(«),
a continuidade de f no ponto « nos da um § > 0 (que tomaremos pequeno, de modo
a ter [a, a + 0] C [a,b]) tal que, para todo = € [o, a + ] tem-se f(z) < f(a) + €, ou
seja, f(x) < d. Assim, todos os pontos do intervalo [o, o + ) pertencem a A. Agora

ponhamos ¢ = supA. Como c é limite de uma sequéncia de pontos z,, € A, temos:

F(e) = limf(x,) < d.

Como A ndo possui maior elemento, nao se tem ¢ € A. Logo ndo vale f(c) < d, o

que nos obriga a concluir que f(c) = d. O

Teorema 2.15. (Teorema de Rolle). Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua, com
fla) = f(b). Se f é derivdvel em (a,b) entdo existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Pelo Teorema de Weierstrass, f atinge seu valor minimo m e seu valor maximo M
em pontos de [a,b]. Se esses pontos forem a e b entdao m = M e f sera constante, dai
f'(x) = 0 qualquer que seja = € (a,b). Se um desses pontos, digamos ¢, estiver em
(a,b) entao f'(c) = 0.



Limites, Continuidade e Derivada de Fun¢oes Reais 19

Teorema 2.16. (Teorema do Valor Médio). Seja f : [a,b] — R uma fun¢do continua
f(b) = f(a)

e derivdvel em (a,b). Entao, existe c € (a,b) tal que f'(c) = )
—a

Demonstra¢ao. Consideremos primeiramente, a reta que passa pelos pontos (a, f(a))
e (b, f(b)), isto é:
y—fla)=—=—F——
Essa reta é o grafico da funcao

ey — F0 = (@

0 -0+ S

Seja g a fungao que é a diferenca entre f e h, ou seja, g(x) = f(x) — h(x). Assim,

o) = 1) - [T -0+ )|

Quando = = a, temos:

e, quando x = b, temos:

o) = 10 = | L9100 04 10| = 10) - 110 - @)+ @] =0

Além disso, como g é a diferenga entre duas funcoes continuas em [a, b] e derivaveis
em (a,b), ela propria é continua em [a, b] e derivavel em (a,b).
Logo, pelo Teorema de Rolle, conclui-se que existe um ntimero ¢ no intervalo (a, b),

tal que ¢'(c) = 0.

Como ¢'(z) = f’(x)—w, temos que ¢'(c) = f’(c)—w e, portanto,
f'(c) — W =0, ou seja, f'(c) = w, como queriamos provar. ]

Observacao 2.2. Uma importante consequéncia do Teorema do Valor Médio é a re-

lacao do sinal da primeira derivada da funcao com o seu crescimento.
Proposicao 2.4. Seja f : [a,b] — R uma func¢dao continua e derivavel em (a,b) entdo:

i) f € nao-decrescente em |a,b] se, e somente se, f'(x) > 0 para todo x em (a,b).

Além disso, se f'(x) > 0 para todo x € (a,b) entdo f é crescente em [a,b].

ii) f € nao-crescente em [a,b] se, e somente se, f'(x) < 0 para todo x em (a,b).

Além disso, se f'(x) <0 para todo x € (a,b) entdo f é decrescente em [a,b].
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Suponha que f seja nao-decrescente em [a,b] e vamos determinar o sinal de f'(z).
Se h > 0, temos que z + h > x e, usando o fato de que f é nao decrescente:

flz+h) - [f(x)

> 0.

flx+h) = f(z) = flx+h) = flz) 2 0=

h
Em ambos os casos, tem-se que fle+ h})L — @) > 0. Portanto,
. fle+h)— f(z)
!/
= >
f@ = = 20

Suponha que f’(z) > 0 para todo = € (a,b).
Sejam zg, x1 € [a,b] com zg < x1. Aplicando o Teorema do Valor Médio no intervalo

[0, 1], temos que existe x € (zg, 1) tal que;

f/(l’) _ f(xl) B f(l’())

1 — X
Como x1 —xo > 0e f'(z) > 0 entdo f(x1)— f(xg) > 0= f(x1) > f(x0) e, portanto,
f ¢ ndo-decrescente. De maneira analoga pode-se provar o item (i7).
Corolario 2.1. Seja f : [a,b] — R uma funcio continua e duas vezes derivdvel em
(a,b) entao:
i) f' € nao-decrescente em [a,b] se, e somente se, f"(x) > 0 para todo x em (a,b).

Além disso, se f"(x) > 0 para todo x € (a,b) entdo f' € crescente em |a, b].

ii) f' € nao-crescente em [a,b] se, e somente se, f"(x) < 0 para todo x em (a,b).
Além disso, se f"(x) <0 para todo x € (a,b) entdo f' € decrescente em |a, b].



3 Aplicacoes Basicas

Nesse capitulo mostraremos algumas aplicacoes do calculo no cotidiano das pessoas,
de economistas, engenheiros, médicos, professores, etc. facilitando sobremaneira a

resolucao de situacoes-problemas nas mais diversas areas.

3.1 NA MATEMATICA

Aplicacao 1. Quais os zeros da equacdo % = 277

Solugao:

A Equacdo 22 = 2% é um problema na qual sua solucdo é feita essencialmente com
calculo, nao é dificil ver que ela tem trés solugoes, bastando para isso construirmos o
grafico da fungao f(z) = 2% que é uma pardbola com vértice na origem e concavidade
voltada para cima e o grafico da funcao g(z) = 2% que é uma curva que tem como
assintota o eixo x e toca o eixo y no ponto (0, 1), essa técnica de construcao de grafico
torna a algebra, envolvida em tal problema, mais significativa, no entanto a construgao
do grafico de uma func¢ao s6 é bem sucedida com o auxilio do calculo. Observamos que
o grafico das duas funcgoes se interceptam em trés pontos distintos, sendo um deles com
abcissa negativa. Observe a figura:

E facil ver que 2 e 4 sdo solucdes da mesma, de fato:
22 =922 ¢ 42 = 24,

Para encontrarmos as solucoes positivas dessa equacgao usando calculo tomaremos

[
duas fungoes auxiliares a fungao p(r) = 2% — 22 e a fungio ¥ (x) = n(z) , observe:
¥'(e) =0
1—lIn(x
Y(x) = :EQ( ) P'(x) >0, se O<z<e
P'(x) <0, se z>e
Portanto 1 é (estritamente) crescente em (0, e) e decrescente em (e, 00), e como 2

€ (0,e), segue-se:

21
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24 /
7
] x
5 4 0 2 4 6 8 0

se O<z<?2

, se 2<zxr<e

= , se e<xr<4

se >4

Nota-se, por serem valores positivos e aplicando-se propriedade de expoente do

In(z) < in(2) = 2In(z) < 2in(2) = In(z)? < In(2)* = 2* < 2°.

Analogamente nas demais desigualdades, observa-se que os tnicos zeros positivos da

logaritmando, que

fungio p(z) =2* —a?sdor =2ex =4
Tomando x < 0, tem-se ¢'(z) = (In(2))2* — 2z > 0, logo p(x) ¢é estritamente

—1 —1 1 1
crescente em (—o00,0). Também ¢p(—1) = — <0e ¢ <—> = 751 > 0, logo pelo

2 2
Teorema do Valor Intermediario (TVI), f tem um zero entre —1 e _7 Vamos mostrar
que essa raiz nao ¢ um nimero racional, e portanto ¢é irracional e que esse nimero nao
é algébrico, ou seja, ele ndo é raiz de um polinémio p(z) de coeficientes inteiros, logo
tal raiz € um nimero transcendente; o niimero e citado acima é transcendente.

De fato, suponhamos por absurdo, que a fracao irredutivel e positiva P fosse tal que
q
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2
—P —p .. . N A e
29 = (— . Eliminando denominadores e elevando ambos os membros, a poténcia

q

g, teriamos entao:
29 _ ,2q .
2P.p™ =g ;

Ora, se p for impar, o primeiro membro da igualdade acima é um nimero inteiro que
contém um numero fmpar de fatores iguais a 2 enquanto o segundo membro contém um
niimero par (talvez zero) de fatores 2. Se, entretanto, p for par entao ¢ sera impar, logo
o primeiro membro é divisivel por 2 mas o segundo nao é. Entao de qualquer forma
tem-se uma contradicao: concluimos que nao existe um nimero racional r = § >0
tal que 277 = (—r)%. Para mostrar que a raiz negativa da equagdo 2% = 2 é um
numero transcendente utilizaremos o Teorema de Gelfond-Schneider, cujo enunciado é
o seguinte:

Se a, b sdo niimeros algébricos e b é irracional entao a® é transcendente (exceto,
evidentemente, quando a = 0 ou a = 1).

Ora, 2 é claramente algébrico e, como vimos, a raiz negativa x de nossa equacao
é irracional. Se x fosse algébrico entao, pelo Teorema de Gelfond-Scheider 2% seria
transcendente. Mas se x é algébrico, 2% também sera. Logo nao pode ser 2% = z2.

Conclusdo a raiz negativa da equacao 2° = z? é um ntmero irracional e trans-
cendente. Agora vejamos um método para aproximar numericamente a raiz negativa

da equacao 2% = 22

. Consideremos a funcgao f : [0,4+00) — [0,+00), definida por
f(zx) =272. Se a >0 for tal que f(a) = a, entdo —a serd a raiz negativa de 2% = z2.
Para resolver equagoes da forma f(x) = z, existe um método, chamado "das aproxi-
magcoes sucessivas", que funciona muito bem quando a derivada da funcao cumpre uma
condicao do tipo |f'(x)] < A < 1, onde X é constante.

No nosso caso, temos f'(x) = —ln(2).6_71. Como o valor de [n(2) = 0,69, e

In(2 ’
n . . .
2) e como 0 < A < 1. O método das aproximacoes sucessivas

podemos escrever \ =
opera assim: comecamos com qualquer nimero xy > 0. A sequéncia de aproximagoes
x1 = f(xo), 22 = f(x1),...,xn + 1= f(xy,),... convergira para um limite a > 0, o qual é
a unica solugdo da equagao f(z) = x.

Entdo —a serd a tnica solucao negativa de 2* = 22. Fazendo os célculos, e co-
megando com zy = 0, obtemos as aproximagoes sucessivas: x; = 1,xo = f(x1) =
0,7071067811, x3 = f(xq) = 0, 7826540277, ..., 215 = 0,7666646959. E apartir dai, vém
T1g = T1g = Tog € etc. Isto signfica que aproximagoes melhores para a solucao pro-
curada s6 podem ser obtidas com 11 ou mais casas decimais. Na verdade, x5 € uma
excelente aproximacao para tal raiz; até mesmo exagerada para a maioria dos usos.

Entdo a raiz negativa da equacao 2% = 22 é v = —0, 7666646959.



NA MATEMATICA 24

Aplicacao 2. Da folha circular corta-se setor circular de modo que se obtenha o
funil conforme mostra a figura abaixo. Se o funil tem volume méximo, entao o angulo

central a,, em radianos, é igual a:

Figura 3.2: Folha circular e funil

Como sabemos que L = Ra e na circunferéncia do cone L = 27r é facil concluir

Ra
que r = —

Aplicando Pitagoras no triangulo retangulo interno do funil teremos:

2.2
P =R T e
472

R? R 2
:ﬁ(47r2—062):>H a
™

H2 - _
2T 472

Agora vamos obter o volume do cone, dado pela terca parte do produto da aréa da

base (circulo) pela altura H encontrada.

1 1 2 2
vz§m~2H=>V:§m~2<ﬁ> r 1—(0‘)

or) o o

e
Tomando-se o = y, vamos obter V'
i

3 2_2
V/:r_ 2y‘/1_y2+M
6 21 — 42

Igualando V’ = 0 para se obter os pontos criticos teremos (observa-se que é sufici-

ente igualar o valor entre colchetes a zero):

2y /1_y2+M = 0=y |2 1_y2_y—2 -0
24/1 — 32 24/1 — 42
4
y
=4(1-y*) = y' =4(1 - 2¢° +¢")

1—y2_

Portanto os valores que zeram V' sdo y = 0 e as raizes dessa equagao bi-quadratica,

2 o . N .
y=v2ey= \/g Os dois primeiros valores nao servem para a solucao pois zeram

e tornam maior que 1, respectivamente, a razao entre o angulo central a e o circulo
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« 2 ..
completo. Logo or = \/; e, portanto, o angulo que maximiza o volume do cone é
s

2
dado por a = 27‘(’\/;.

Aplicacao 3. Determine os pontos da curva zy = 1 mais proximos da origem.

Seja (z,y) um ponto da curva e (0,0) a origem. Assim a distancia d entre eles
é dada por: d((0,0), (z,y)) = \/m Minimizar d é equivalente a minimizar
d*((0,0), (z,y)) = x? + 3% mas como (z,y) pertence a curva, temos que y = '

logo, obtemos a seguinte funcao:

1
fla) =a*+ )
Derivando e igualando a zero obtemos:
2
fl(x) =2z — el 0,

6
obtém-se x = +1. Calculando a segunda derivada de f: f"(x) = 2 + — ,que ¢é
x
sempre positiva; logo, x = +1 sao pontos de minimo; concluimos entao que os pontos

mais proximos da origem sao (1,1) e (—1,—1).

Figura 3.3: Curva xy =1

3.2 NA ENGENHARIA DE TRANSITO

Durante varias semanas, o departamento de transito de uma certa cidade vem regis-
trando a velocidade dos veiculos que passam por um certo cruzamento. Os resultados
mostram que entre 13 e 18 horas, a velocidade média neste cruzamento é dada aproxi-

madamente por 3 — 10, 5% 4 30t +20km /h onde ¢ é o nimero de horas apés o meio-dia.
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Qual o instante, entre 13 e 18 horas, em que o transito é mais rapido? E qual o instante
em que ele é mais lento?

Solugao: O objetivo é determinar o maximo e o minimo absoluto da funcdo v(t)
no intervalo 1 < t < 6. Para isso, inicialmente calculamos a primeira derivada e

igualamos-na a zero para encontrar os pontos criticos:
V'(t) =3t =21t +30=0<«t=2o0ut=>.

Portanto, estes sdo os pontos criticos de v, ambos pertencentes ao intervalo (1,6).
Para verificar se sao pontos de maximo ou minimo locais, usamos o teste da segunda

derivada:

W1(t) = 6 — 21 = { v”(QH) =-9<0—>t=2 (? ponto de rnz:LX.imo local de v
v"(5)=9>0—t=>5 &ponto de minimo local de v
Para determinar os pontos de maximo e minimo globais de v em [1, 6], precisamos
comparar os valores que v assume nos pontos criticos, com os respectivos valores nos
extremos do intervalo, pois como v ¢ uma funcao continua definida em um intervalo
fechado, pode assumir seus valores maximo e minimo globais ou nos pontos criticos,

ou nos extremos do intervalo. Assim, temos:

v(1) = 40,5
v(2) = 46
v(5) = 32,5
v(6) = 38.

Com isso concluimos que t = 2 é ponto de méaximo global e ¢ = 5 é ponto de
minimo global de v no intervalo de interesse [1,6]. Isso significa que o transito é mais
rapido as 14h, quando os carros passam pelo cruzamento a uma velocidade média de
46 km/h e o transito é mais lento as 17h, quando os carros passam pelo cruzamento a

uma velocidade média de 32,5 km/h.

3.3 NA ECONOMIA

O preco da producgao de n unidades de carpetes para sala de estar é dado pela funcao
f(n) = 30 4+ 20n. Se o preco de venda de cada um ¢é 60 — % , para n < 50.000,

determine o nimero de carpetes que devem ser fabricados e vendidos para que o lucro

seja maximo.

SOLUCAO:
A funcao lucro sera denotada pela diferenca entre o valor total das vendas (receita)
e o custo de producado, ou seja, L(n) = R(n) — f(n) — L(n) = n. <60 - &) — f(n)
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Logo:

L(n) = n.(GO—-—ll—>-—(304%20n)

1000
2
= 600 — - 2
60.n — 7555 — (30 +20n)
1
= (4 —n?—
g+ (400000 — 1* — 30000)

Derivando a funcao Lucro e igualando a zero para determinar o ponto critico:
L'(n) = 40000 — 2.n

Igualando a zero, temos: L'(n) = 0 — 40000 — 2n = 0 — n = 20000. Nota-se que
a segunda derivada L”(n) = —2 < 0 para qualquer valor de n, logo 20000 é ponto de
méaximo da funcao lucro. Sendo assim, o nimero de carpetes fabricados para que o

lucro seja maximo ¢é de 20.000.

3.4 NA MEDICINA

O modelo Count ¢ uma férmula empirica usada para predizer a altura de uma

crianca em idade pré-escolar. Se h(x) denota a altura (em centimetros) na idade x (em

anos) para i < x <6, entdo h(x) pode ser aproximada por h(z) = 70,228+ 5, 104z +
9,222Inx.

a) Construa o grafico da fungao e da sua derivada, que representa a taxa de cresci-
mento da crianca.

b) Estime a altura e a taxa de crescimento quando uma crianca atinge a idade 2
anos.

¢) Quando a taxa de crescimento é maxima e minima? Quanto valem estas taxas?

Soluc¢ao:

a)

b) Substituindo achamos h(2) = 86, 83, ou seja, quando uma crianga atinge 2 anos,
mede aproximadamente 87 cm. A taxa de crescimento é dada pela derivada de h, a
qual é h/(z) = 5,104 + E%iﬁ Assim, quando x = 2, temos h/(2) = 9, 715, ou seja, aos
dois anos uma crianga cresce cerca de 9, 7em/ano.

¢) Pelo grafico observamos que a taxa de crescimento é decrescente no intervalo

considerado, o que pode ser confirmado pela derivada de h'(x), dada por h"(x) =
—9,9292

< 0 para todo z. Assim, a taxa de crescimento serd maxima no menor valor

. 1 . .
de x, ou seja, em x = — e serd minima, no maior valor de z, ou em z = 6. O valor

1
maximo da taxa de crescimento é, portanto, h’ (Z) = 41,99¢m/ano e o valor minimo,

h'(6) = 6,64cm/ano.
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Figura 3.4: Altura e taxa de crescimento da crianga

3.5 NA FISICA

Antes de mencionarmos alguma aplicagao vale ressaltar que o padrao espacial da
onda se desloca no espaco com o passar do tempo. Na figura abaixo, representamos a
onda no instante de tempo considerado como inicial (¢ = 0) e num instante posterior
genérico (t # 0).

Figura 3.5: Deslocamento da onda

Assim, parat = 0, escrevemos: y(x,0) = Asen(bz) em que A representa a amplitude
da onda. Esta equacao representa uma situagao particular porque, nela, condicao y = 0
parax =0et =0 A equacao geral da onda que se propaga sobre o eixo X no mesmo

sentido que aquele considerado positivo para esse eixo é:
y(x,t) = A.sen(mx — nt)

Aplicagao 1. Um movel desloca-se sobre um seguimento de reta obedecendo a
equagao horaria s = sent (Unidades do SI). Determine:

T
a) Sua velocidade instante ¢ = 1 segundos

. 7r
b) Sua aceleracao no instante ¢ = a3 segundos

Soluc¢ao:
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Portanto a questao trata-se de uma aplicacao da equacdo geral, onde A = 1 e

m = 0. Derivando-se a funcdo s(t) = sent, obtém-se:

Derivando a velocidade em fungao do tempo tem-se:

V'(t) = a(t) = —sent

2 1
Logo sua velocidade e sua aceleracao sao, respectivamente, \/7— e —3

Aplicagao 2. Um foton (raio de luz) parte de um ponto A para um ponto B sobre
um espelho plano, sendo repetido quando passa pelo ponto P. Estabeleca condigoes

para que o caminho APB seja o mais curto possivel.

Figura 3.6: Trajetoria do foton

Devemos minimizar o comprimento L, do percurso, considerando 0 < z < d:

L(z) =Va?+ 22+ \/b>+ (d — x)?

T d—=x
Derivando em funcao de x, L'(x) = —
¢ ( ) /a2+x2 62+(d—x)2
obtemos:

e igualando a zero,

x B d—uw
Vat+a2 02+ (d—z)?
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. a b ) ..
que é equivalente a — = R donde obtemos que o = . Esta é a condicao para
x —x
que o caminho APB seja o mais curto.
o ad . :
Vamos comprovar que o ponto critico x = 0 ¢ de minimo. Para isso vamos

ad
a+b

d
obter L(0), L (%), L(d) e L"(z) e em seguida mostrar que L (
a
que L(0) e que L(d):

) ¢ menor

L(0) =a+ VP2 +d?
Ld)=Va2+d+b

- (fb> e ﬁ+ \/b2+ <d‘ <acfb>)2
b

:L 2 2 - 2 2
— VP + @+ —— e+ b +d

:< ° 4 b ) (a+0b)%+d?

a+b a+b
=/ (a+b)?+d?
2 b2

LH(I> - - 7 T+ 3

(x24+a?)2  ((d—x)?+b?):2

. , " . ., ad

Observa-se que a segunda derivada é sempre positiva, em particular, L (ﬂ) > 0.
a

ad
I t Ll —— ) < L(0):
remos agora mostrar que (a i b) (0)

(a+0)?2+d><a+ Vb +d?
— a? 4+ 2ab+ 0% + d? < a® + 2aV/0* + d2 + b? + d°
—b< Vb +d?

que sempre ¢ verdadeiro, como queriamos demonstrar. Analogamente podemos

ad
d t L{—— L(d).
emonstrar que (a n b) < L(d)

3.6 NAS CIENCIAS BIOLOGICAS

Centenas de animais pertencendo a uma espécie em perigo estao colocadas numa

reserva de protecao. Depois de anos a populacao desses animais na reserva é dada por

t* 4 50t + 25
P = 100.—;_’_—2;. Apo6s quantos anos a populagdo é maxima?
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SOLUCAO:
Derivando-se a expressao da populacao dessa espécie em relacao ao tempo em anos

e em seguida igualando a zero tem-se o tempo em que a populagao é maxima, assim:

(2t +5).(t* + 25) — (t* + 5t + 25).2t

P’ =100.
[t2 + 25)?
—5t2 + 125
P =100.————+
[t2 + 25)2
(25 — t?]
P =500.——=
[t2 + 25]2

Fazendo P’ = 0 teremos:

(25 — t7]
500.————= =0
[t2 4 25]

25—t2=0—>t*=25=1t=5
Vamos obter agora a segunda derivada de P:

—2t(t* + 25)% — (25 — 12).2t(t* + 25) N 1000¢(¢? + 25)
(2 +25)4 (t2 + 25)*

P" = 500. [—25 — 25]
Observa-se que P” < 0,Vt > 0. Além disso temos que P(0) = 100, lim; o, P(t) =
100 e P(5) = 600.

Portanto, em 5 anos a populagao dessa espécie em perigo serd maxima.



4 Conclusao

Concluimos aqui esse trabalho na certeza de termos mostrado que com o surgi-
mento do calculo através dos estudos feitos por Newton e Leibniz, as mais complicadas
situagoes sao facilmente resolvidas aplicando-se conhecimentos bésicos de sequencias e
continuidade, sobretudo com o uso de derivadas.

Primeiramente foi feita uma explanacao basica das principais teorias do calculo
diferencial, bem como anunciar e demonstrar teoremas que sao bases dessa ciéncia.
Por fim mostramos sua total aplicabilidade no cotidiano de profissionais que buscam
sempre otimizar resultados positivos no desempenho de suas funcoes, e pra isso contam
com o calculo, ferramenta extremamente importante para facilitar essa busca.

Referente ao ensino médio, reportamos-nos aos PCN’s que entende nessa etapa
da educacao basica a necessidade de aperfeicoamento dos conhecimentos matematicos
previamente adquiridos, e podemos defender aqui uma pequena alteracao do curriculo
de matematica com a implantacao do topico de Introducao ao Calculo Diferencial nessa

etapa do ensino bésico.
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