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Resumo

Neste trabalho sao discutidos aspectos da Geometria do Taxi, uma geometria nao-
Euclidiana em que se mune o plano da distancia da soma, também chamada de distancia
do taxi. Sao discutidas algumas aplicacoes relacionadas a esta geometria e alguns de
seus aspectos que podem ser tratados pelo Professor do Ensino Bésico em suas aulas. E
feita a construcao da conica elipse nesta geometria. Sao apresentadas algumas proprie-
dades geométricas das conicas e condicoes de simetria que auxiliam no reconhecimento

de propriedades da mesma.

Palavras-chave: Geometria do Taxi, Taxi-Elipse, Elipse, Conicas, Métrica.



Abstract

In this work we discuss aspects of Taxicab Geometry, a non-Euclidean geometry in
which one equips the plane with the sum metric, also known as taxicab distance. It
is discussed some applications related to this geometry and some of its aspects that
can be handled by a Basic Education Teacher in their classes. The construction of the
conics ellipse is made in this geometry. It is presented some geometric properties of

conics and symmetry conditions that helps in the recognition of its properties.

Keywords: Taxycab Geometry, Taxycab-Ellipse, Ellipse, Conics, Metric.
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Introducao

Geometria ¢ uma palavra de origem grega: geo = terra e metria = medida. Geo-
metria significa, entao, medida da terra. Tal nomenclatura vem do Egito antigo, onde
os egipcios cultivavam terras que eram divididas em lotes, nas margens do rio Nilo.
Devido ao transbordamento do rio, a 4gua acabava apagando as divisorias desses lotes.
Entao,vinham funcionérios do faraé e refaziam as divisoes da terra. Para isso, mediam
comprimentos, larguras, angulos, e outras medidas necessarias a uma boa divisao. A
partir disso, os gregos aprenderam e aprimoraram esses conceitos, e os nomearam “Ge-
ometria”.

As propriedades e as relactes entre os nimeros sao estudadas na area da matematica
denominada Teoria dos Numeros. O estudo destes conceitos é tratado com maior énfase
nos cursos de graduagdo, principalmente na graduagao em Matematica. 8|

Apesar de trazer no proprio nome “medida”, a Geometria tem muito mais a ver com
formas geométricas. Tais formas instigam o interesse dos homens desde o comego da
historia.

Um grande problema encontrado em salas de aula acerca do ensino da Geometria é
o pouco destaque que se da a seu ensino. Isso é observado nos Parametros Curriculares
Nacionais (PCN’s)|[3]:

No entanto, a Geometria tem tido pouco destaque nas aulas de Matematica
e, muitas vezes, confunde-se seu ensino com o das medidas. Em que pese
seu abandono, ela desempenha um papel fundamental no curriculo, na medida
em que possibilita ao aluno desenvolver um tipo de pensamento particular
para compreender, descrever e representar, de forma organizada, o mundo em
que vive. Também é fato que as questoes geométricas costumam despertar o
interesse dos adolescentes e jovens de modo natural e espontaneo. Além disso,
é um campo fértil de situacdes-problema que favorece o desenvolvimento da
capacidade para argumentar e construir demonstragoes. (BRASIL, 1998)

O ensino da Geometria na Educacao Bésica as vezes é deixado de lado porque
alguns livros trazem os contetdos da mesma na parte final do livro, e outras vezes
porque os proprios professores julgam os contetdos de outras areas da Matematica,
como Calculo e Algebra, mais importantes que a Geometria. Com isso o aluno perde
algumas capacidades de raciocinio que s6 o ensino desta oferece.

Desenvolvida pelo matematico russo Hermann Minkovski (1864-1909), a Geometria
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do Téaxi é uma geometria aplicada em uma malha quadriculada, as linhas horizontais
e as verticais se confundem com ruas de uma “cidade ideal” ou “cidade imaginaria”. [§]

Por ser uma geometria de facil compreensao, pois pode ser empregada no cotidiano
das pessoas, nos seus deslocamentos a pé ou em um transporte, a Geometria do Taxi
pode trazer uma 6tima contribuicao ao aprendizado de uma forma bem mais flexivel e
criativa que a Geometria Euclidiana. Mesmo sendo pouco conhecida, faz parte do dia
a dia de todos nos em quase todo o tempo. |§|

Por essa quase obrigatoriedade das pessoas viajarem por ruas e calcadas, tal geo-
metria é um atil modelo na geografia urbana.

Veja o que afirma Krauze [7]:

A Geometria do Téxi é quase o mesmo que a Geometria Euclidiana. Os pontos
sao os mesmos, as linhas sao as mesmas, e os dngulos sao medidos da mesma
maneira. Somente a fungdo de distancia é diferente.(KRAUSE, 1986)

Uma Geometria semelhante, mais acessivel, com pouca diferenca da Geometria
Euclidiana, base dos estudos geométricos no Ensino Basico, sendo introduzida antes da
Euclidiana, tornaria facil a transicao para esta e ainda ajudaria em suas interpretagoes
mais complexas.

Sabe-se que uma elipse ¢ o lugar geométrico de todos os pontos de um plano em
que a soma das distancias de cada um deles a dois outros pontos fixos, chamados focos
é constante e maior que a distancia entre tais focos. O objeto principal desse estudo
é a Taxi-Elipse, elipse inserida na Geometria do Téxi, que é um tipo de geometria
“nao-Fuclidiana”. Tal expressao surge do fato de que essa estd em desacordo com
alguns principios (que uma Geometria Euclidiana deve satisfazer) estabelecidos por
Euclides, em seu Livro “Elementos”, como por exemplo, o azioma das paralelas. Um
dos objetivos deste trabalho consiste em discutir a importancia do conceito de distancia
quando se discute lugares geométricos, considerando o caso particular da elipse. Como
uma andlise criteriosa de modulos é imprescindivel, esta ¢ uma importante aplicagao
daquele conceito.

Por ser definida em uma geometria nao-FEuclidiana, podem surgir algumas indaga-
coes: E a Taxi-Elipse tem a mesma forma que a Elipse definida na Geometria Eu-
clidiana? Se nao, entao qual é a forma? Ao fim desse trabalho essas respostas serao
respondidas.

O desenvolvimento desse estudo se dard em 4 capitulos, divididos da seguinte forma:

Capitulo 1: E feito um historico das geometrias ndo-Euclidianas, dando énfase a
Geometria do Téaxi, tracando um paralelo entre esta e a Geometria Euclidiana.

Capitulo 2: Mostra-se que na Geometria do Téxi, o conceito de distancia utilizado
respeita todas as propriedades de uma métrica, o que faculta, a partir de entao, chamé-

la apenas de Métrica do Taxi.
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Capitulo 3: Serao comparadas, a Geometria Euclidiana e a do Téaxi, estabelecendo,
por exemplo, a diferenca entre distancia em cada uma delas.

Capitulo 4: Construcao geométrica e analitica da Taxi-Elipse, mostrando o com-
portamento grafico e analitico da mesma, dando essencial importancia ao movimento
de rotacao da reta focal da Taxi-Elipse, bem como sua interferéncia no comportamento
grafico desta.

E frequente da parte dos alunos, a cobranca de uma maior aplicabilidade do que se
ensina na Mateméatica em sala de aula. A apresentacao deste tema durante as aulas
de geometria, no contexto do estudo de conicas, pode servir como um motivador do
estudo das demais conicas e das propriedades de moédulo. Como antes foi dito, é uma
geometria que faz parte da vida desse aluno, o que a torna mais adequada a uma

contextualizacao, abrindo portas a compreensoes abstratas antes inatingiveis.
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1 As Diferentes Geometrias

Até meados do século XTX a comunidade cientifica acreditava que nao existia outra
forma de interpretar o espago em que vivemos se nao pela Geometria Euclidiana, ou
pela Geometria Esférica. Houve entao uma grande revolu¢cao no mundo matematico
quando foi descoberta a primeira Geometria nao-Euclidiana e diferente da Geometria
Esférica, a Geometria Hiperbodlica.

A Geometria Euclidiana exerceu, durante séculos, o dominio da visao do mundo
real e da nocao de distancia por uma linha reta. Ela ainda ¢ a geometria mais ensinada
nas escolas e seu nome ¢ homenagem a Euclides de Alexandria, matemético grego
que viveu entre os séculos 111 e IV a.C, e é conhecido como o “Pai da Geometria”. E de
Euclides o mais famoso trabalho de geometria ja publicado: “Os Elementos”. Desde sua
publicacao, muitos matemaéticos acreditavam que o V Postulado poderia ser demons-
trado utilizando como subsidio os quatro postulados anteriores, e muitos tentaram, sem
sucesso, realizar tal demonstracao, o que, no séc. X1.X levou a suspeitas de que talvez
pudessem ser desenvolvidas outras geometrias consistentes e que contradissessem o V
Postulado (das paralelas) sendo entdo, impossivel demonstra-lo utilizando os quatro
anteriores, levando a interpretacao de que tal postulado nao era consequéncia dos qua-
tro primeiros. Poderia, com isso, criar-se outras geometrias tao consistentes quanto a
Euclidiana, contradizendo o V Postulado. Matematicos da época, como N. I. Loba-
chevsky (1792-1856), J. Bolyai (1802-1860) e C. F. Gauss (1777-1855) axiomatizaram
que ou nao existiam retas paralelas a uma reta dada, passando por um ponto fora dela,
ou que por esse ponto poderiam passar mais de uma paralela a tal reta. Iniciava-se
assim o estudo sistematico das Geometrias nao-Euclidianas.

Afim de bem entender o que sera explanado lembremos quais os cinco Postulados

de Euclides [2], e que servem de base para a Geometria Euclidiana.

1. Uma tinica reta pode ser tracada passando por dois pontos distintos, quaisquer.
2. Uma linha reta pode ser prolongada indefinidamente.
3. Um circulo pode ser tracado com centro e raio arbitrarios.

4. Todos os angulos retos sao iguais.
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5. Por um ponto P, exterior a uma reta r, consideradas em um mesmo plano, existe

uma unica reta paralela a reta r, passando por P.

Figura 1.1: Euclides de Alexandria
Fonte: www.dec.ufcg.edu.br/biografias/EuclAlex

A Geometria do Taxi contradiz o V Postulado, e em seu lugar afirma que, por um
ponto dado P, exterior a reta r, ambos em um mesmo plano, existem mais de uma reta
paralela a esta reta r.

Veja na figura 1.2, a ideia de reta segundo a Geometria do Taxi:

»

3)

v

Figura 1.2: Reta do Taxi
Fonte: Geogebra

Perceba que a ideia de reta na Geometria do Taxi é a mesma da Geometria Eucli-
diana, isto é, uma linha que passa por dois pontos sem que haja curvas. A quebra que
h& nessa reta é bem aceita por essa geometria.

Observe na figura 1.3 a contradicao ao V Postulado, apontada pela Geometria do
Téxi:

Observe que pelo ponto K fora da reta r passam as retas s e t, paralelas a r.

A figura 1.3 nos diz também que a Geometria do Taxi nao é de Incidéncia, lem-

brando que uma Geometria de Incidéncia respeita os axiomas|1], que sao:
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[45]

Y

Figura 1.3: Retas do Téaxi Paralelas
Fonte: Geogebra

Axioma [; : Qualquer que seja a reta , existem pontos que pertencem e pontos que

nao pertencem a ela.

Axioma [, : Dados dois pontos distintos, existe uma tnica reta que os contém.

Note que a Geometria do Téaxi contradiz o Axioma I, pois as retas s e t, distintas,
contém os pontos K e L.

Convém lembrar que hoje existem intimeras Geometrias nao-Euclidianas, como por
exemplo, a Geometria Hiperbolica, a Geometria Eliptica, a Geometria Riemanniana,...
Tais geometrias foram criadas em meados do século XIX (exceto pela Geometria Es-
férica, que tem suas origens na Grécia Antiga) e desde entdo vém abrindo grandes

perspectivas para o desenvolvimento da Matematica.

1.1 Breve Historico da Geometria do Taxi

A Geometria do Téaxi foi desenvolvida pelo matematico russo Hermann Minkowski
(1864-1909). E uma geometria aplicada em uma malha quadriculada, na qual linhas
horizontais e verticais correspondem as ruas de uma “cidade ideal” ou “cidade imagi-
néria”.

Esta Geometria fornece um modelo 1til na vida urbana, pois modela suas trajetorias
através de quebras de linhas, onde pessoas e veiculos se deslocam entre quadras, ao
longo de ruas e avenidas. Na Geometria do Téxi, diferentemente do que afirma a
Geometria Euclidiana, a menor distancia nem sempre se dd em uma linha reta, sendo
apenas quando se desloca em uma mesma direcao. Tal distancia é medida como em
uma corrida de taxi nas ruas de uma cidade, onde as ruas sao horizontais e verticais,

e é dai que vem o seu nome. [8]
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Figura 1.4: Hermann Minkowski
Fonte: www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/PictDisplay /Minkowski

1.2 Analisando distancias

A Geometria Analitica moderna foi descoberta de forma independente e quase si-
multanea por Pierre de Fermat (1601 — 1665) em 1629 (num trabalho publicado
apenas em 1679) e por René Descartes (1596 — 1650) em 1937 num trabalho denomi-
nado La Geométrie publicado no mesmo ano como apéndice da sua obra Discurso

do método para bem conduzir a razdo e procurar a verdade nas ciéncias).

[5]

Figura 1.5: Pierre de Fermat Figura 1.6: René Descartes

Fonte:mathsforeurope.digibel.be/pierredefermat Fonte:ecalculo.if.usp.br/historia/descartes

A Geometria Analitica agrega os conceitos da Algebra e da Geometria e pode ser
vista como um modelo para a realizacdo da Geometria Euclidiana.

Para estudar a Geometria Analitica, utiliza-se o Plano Cartesiano, um sistema
formado por dois eixos ortogonais, como na figura 1.7.

No plano, Ox representa o eixo das abscissas e Oy, o eixo das ordenadas. Cada
ponto do plano possuird uma abscissa e uma ordenada, e serd indicado por um par

ordenado do tipo (z,y), onde x e y sdo chamadas coordenadas cartesianas.
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Figura 1.7: Plano Cartesiano
Fonte: Geogebra

Para se calcular a distancia entre dois pontos, segundo a Geometria Fuclidiana,

pode-se considerar os pontos A(x4,ya) e B(xp,yg), representados na figura 1.8:

YA
B
ul /
y £ b &
G °c
} } } f—
° Xp xg X

Figura 1.8: Segmento de Reta AB
Fonte: Geogebra

Sendo a distancia Euclidiana entre os pontos A e B a medida do segmento AB, e que
¢ possivel construir um triangulo retangulo ABC, conforme a figura 1.9, ao utilizar-se

o Teorema de Pitagoras obtém-se:

(AB)? = (AC)? + (BC)? ou diy(A, B) = (v5 — x4)* + (y5 — ya)?

Assim, a distancia Euclidiana entre pontos A(za,y4) e B(zp,yp) quaisquer do

plano, é dada por

dp(A,B) = \/(xp — v4)? + (yp — ya)?
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VA
B
Yo dglAB)
Y5 -¥a
vid
A ok B
1 1 1 1 L
O T T L ] T .
Xp 3 X

Figura 1.9: Triangulo ABC
Fonte: Geogebra

Na Geometria do Taxi pode-se pensar no plano cartesiano como um piso de cera-
micas quadradas, sendo que a maneira de localizar os pontos é semelhante & Geometria
Analitica. A diferenca esta na observacao do caminho de menor distancia entre dois
pontos. Diferentemente de como é feito na Geometria Euclidiana, na Geometria do
Taxi, essa menor distancia s6 serd um segmento de reta se ambos os pontos estiverem
na mesma horizontal ou na mesma vertical. Em uma cidade planejada, desconside-
rando obviamente a largura das ruas, casas, prédios, etc., pessoas e veiculos se des-
locam horizontalmente e verticalmente nas ruas e podemos considerar casas e prédios
representacoes de pontos. Dessa forma, para calcular distancia entre dois pontos que
nao estao em uma mesma rua, € preciso somar as medidas dos segmentos horizontais
e verticais percorridos.

De um ponto de vista metodologico para uma primeira apresentacao desses concei-
tos aos alunos, pode-se considerar apenas os pontos de coordenadas inteiras, tornando
qualquer distancia entre dois pontos sempre niimeros inteiros, pois tal distancia é me-
dida em ntimero de blocos que o taxi ultrapassa para se deslocar de um ponto a outro
da cidade, ntimero esse que serd representado por um ntimero inteiro.

Desse modo, assim como na Geometria Analitica, a distancia horizontal x entre
dois pontos é dada pelo valor absoluto da diferenca entre os valores das abscissas
desses pontos. Analogamente, a distancia vertical y entre esses pontos é o modulo da
diferenca entre os valores das ordenadas correspondentes.

Considerando dois pontos distintos nao-alinhados A(za,y4) e B(zp,ys), veja a
figura 1.10.

Logo, fica claro que a Téxi-Distancia (como é chamada a distancia na Geometria

do Téxi) entre os pontos A e B sera:

dr(A, B) = |vp — xa| + [y — yal,

em que dr(A, B) representa a Téaxi-Disténcia entre os pontos A e B.
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VN
Y5+ =
v AWEI Y
P
A [Xg - X4 .
5 } i } —>
Xg X X

Figura 1.10: Téaxi-Distancia
Fonte: Geogebra

Observe que mesmo no caso em que A e B estao na mesma linha horizontal ou

vertical vale a formula acima. Veja nas figuras 1.11 e 1.12.

y Y]
vt
|y5'yA|
Y A Xg = X4l B
-yA--

- T S S B T S
Figura 1.11: Pontos A e B Alinhados Figura 1.12: Pontos A e B Alinhados
Horizontalmente Verticalmente

Fonte:Geogebra Fonte:Geogebra

Na figura 1.11, y4 = yp e na figura 1.12, x4 = xp.
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2 A Métrica na Geometria do Taxi

Um conjunto para ser considerado um espaco métrico precisa obedecer as proprie-
dades proprias de uma métrica, que serao lembradas na se¢ao seguinte. Logo ap6s, na
secao 2.2 serd mostrado que a Taxi-Distancia obedece essas propriedades, e por isso,

pode ser chamada meétrica, mais precisamente, Métrica do Taxi.

2.1 O Conceito de Métrica

Seja um conjunto M. Uma métrica em M é uma funcao|6|

d:MxM-—=R

que possui as seguintes propriedades:

i. E sempre nao-negativa, ou seja,

d(z,y) > 0,Vz,y € M.

ii. E nula, apenas quando os pontos coincidem, ou seja,

dlz,y) =0z =y.

iii. K simétrica, ou seja, é tal que

d(z,y) = d(y,z),Vz,y € M.

iv. Obedece a Desigualdade Triangular, ou seja,

d(x,z) < d(v,y) +d(y,2),Vzr,y,z € M.

A distancia Euclidiana, por exemplo, verifica todas as condicoes acima.
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2.2 A Meétrica do Taxi

A distancia na Geometria do Téxi, para ser considerada uma métrica, devera obe-
decer as quatro propriedades basicas listadas acima. Mostremos que essas propriedades
sao satisfeitas por tal geometria.

Para demonstrar essas propriedades, usaremos a definicao de médulo ou valor

absoluto, que segue:|11]
Definicao 2.1. Seja x € R. O valor absoluto de x, denotado por |x| € tal que
-z, se x <0,
x| =
x, se x>0.

Definido valor absoluto, vejamos:
Sendo trés pontos A(xa,ya), B(zp,ys) e C(xc,yc) em um plano cartesiano, a

distancia-Taxi dr de A até B, por exemplo, é assim definida

dr(A,B) = |xg — za| + |ys — yal-

Provaresmos que essa equacao obedece as propriedades de métrica.

i. dr(A, B) > 0 De fato,

A distancia representada por

dr(A, B) = |vg — za| + |y — Y4

sera sempre nao-negativa, pois

|JIB—QTA| ZO

e
lys — yal > 0.
Logo, dr > 0.
(=) Sendo dr(A, B) =0, tem se
":EB_SEA"i_’yB_yA’ =0= ‘.CL’B—,CL'A| = —‘yB—yA‘

Como |zp — xa| e |yp — ya| sdo ambos nao negativos, a igualdade acima s6 se

verifica se

rp—2a=0eyp —ya=0.
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Dali,
Ip =TA€YB = YA

Logo, A = B.

(<) Se A = B, entao, (xa,ya) = (xp,yp) = x4 = xp € Y4 = yp. Dessa forma,
sendo

dp(A,B) = |tp — 24| + |yp — ya| = [xa — xa| + |ya — ya| = (0] +|0] = 0.

Logo, dr(A, B) = 0.
Portanto, dr(A,B) =0< A= B.

iii. dr(A, B) = dr(B,A)

Com efeito,

dr(A,B) = |rp—za|l+ lys — ya|
= | = (wa—zp)[+]—(ya—ys)l
= [ =1fza —zp|+ [ —1]lya — ysl
= 1.|ZL’A — ZL’B| + 1.|yA — y3|
= |za— gl +|ya — ysl = dr(B, A)
iv. dr(A,C) <dp(A,B)+dr(B,C)
Antes de demonstrar a desigualdade acima, recordemos a seguinte proposi¢ao:

Proposigao 2.1. Sejam a e b nimeros reais quaisquer, entao (cf [11])

|+ b] < laf + [b].

Dem.: Como z < |z|, qualquer que seja x € R, se a + b > 0, entdo

la+b =a+0b< |a| + [b].

Caso contrario, se a + b < 0, entao

la+b=—a—b<|a|+ b
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Vamos a demonstracao da propriedade v de métrica para a Geometria do Taxi:
Seja

dr(A,C) = |zc —xa| + Yo — yal
= [(v¢ —zB) + (v —2a)| + |(yo — yB) + (yB — Ya)l.

Usando a proposicao 3.1, temos que,

dr(A,C) = |(xc —xB) + (B —2a)| + |(yc — yB) + (yB — Ya)|
lzc — x|+ |r5 — 24| + lyc — yB| + [y — Y4

IN

(lrp = xal +lys = yal) + (Jro — 2] + |yo = ysl)
= dT(Aa B) + dT(87 O)

Logo,
dT(A7 C) < dT(A7 B) + dT(Bv C)

O

Portanto, a Geometria do Taxi satisfaz as quatro propriedades de métrica, podendo
ser chamada simplesmente de “Métrica do Taxi”.
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3 Relacionando Distancias

Diferentemente do que acontece na Geometria Eucliadiana, em que a menor dis-
tancia entre dois pontos ¢ determinada apenas pela medida do segmento de reta de
extremidades iguais a esses pontos, na Geometria do Taxi a Taxi-Distancia minima

entre dois pontos pode ser calculada tracando qualquer um de véarios caminhos.

3.1 Meétrica do Taxi e Combinatoéria

Observemos a figura 3.1, representando uma parte de uma cidade, em que as qua-
dras sao representadas pelos quadrados, todos de iguais dimensoes, e entre essas qua-

dras estao ruas e avenidas.

Exemplo 3.1. Um passageiro entra em um Téaxi no ponto A e descera no ponto O,

segundo a figura 3.1. Quantos seriam os caminhos minimos possiveis?

E J o]
o[ h__ [N
c H M
B G L
A E K

Figura 3.1: Parte de uma Cidade
Fonte: Geogebra

Observe que os pontos marcados sao cruzamentos de ruas ou avenidas. Por se tratar
de uma cidade, o Taxi nao podera seguir um caminho reto que va de A até O, pois
existem casas, terrenos fechados, prédios, etc. Ele precisa seguir por ruas e avenidas,

considerando movimentos na vertical (v) e na horizontal (h) até chegar em seu destino.
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Assim sendo, observe o diagrama na pégina seguinte detalhando os caminhos minimos
que esse Taxi pode seguir:

(Note que a linha do diagrama abaixo A - FF - K - L - M — N - O éo
caminho de soma AF U FK UKLULMUMN UNO. As demais linhas seguem o

mesmo padrao).

, KL% M%N2%0 — hhvvov

FAGMA L 2 MY N%0— hvhvoo

H -2 M5 N2 0 — hvvhov

N

h I N %0 hvovhv
J = O — hvvvvh
AL B G L % M5 NSO —vhhoww

H M2 N2 0 —vhvhoo

AN

I N %0 vhovhv

AN

Chg i NSO~ vvhhoy

AN

I <N = O — vvhvhv

J -~ 0 —~vvhvvh

<

J -~ 0 = vhvvvh

D1 N %O vvvhho

\ J -~ O — vvvhoh

E- 70~ vvvvhh

Portanto, para o Téxi percorrer de A até O ele tem 15 possiveis caminhos minimos.

E se esse mesmo Téxi tivesse que percorrer 15 quadras na horizontal e 10 quadras
na vertical dentro dessa cidade?( veja figura 3.2)

Demorariamos bastante para escrever todos os possiveis trajetos. Dai a inviabi-
lidade de resolver esse tipo de problema sempre usando o raciocicio da escrita dos
caminhos para s6 depois sabermos quantos eles sao.

Se observarmos bem o exemplo 3.1, todos os caminhos tém exatamente 2 quadras
horizontais (h) e 4 quadras verticais (v), mudando-se apenas a ordem dos mesmos.
Percebe-se ali um problema de Permutacao com repeticao, isto é, um problema de
Combinatoria, em que deve-se escolher os trechos horizontais e os trechos verticais,

dentre todos os trechos.
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Figura 3.2: Parte de uma Cidade 2
Fonte: Geogebra

Sabe-se que a formula da Permutacao com repeticdo em que dois elementos se
repetem ¢é (cf [9]):

ab _ n!
" alb!’

onde n é o total de elementos permutados e a e b sao os niimeros de vezes em que

(3.1)

cada elemento distinto se repete.

E nesse caso como em qualquer outro citado, a e b serao ntimeros de trechos ho-
rizontais e verticais, respectivamente, do plano. Como os movimentos s6 podem ser
nessas direcoes, entao, a + b = n.

Dessa forma o problema 3.1 seria facilmente resolvido da seguinte forma:

Para percorrer a menor distancia possivel o Taxi terd 2 trechos horizontais e 4
trechos verticais, totalizando 6 trechos. Utilizando a equacgao 3.1, fazemos da seguinte
forma:

274:6_!:&4!:@:@:15
6 ol o214l 21 2

Portanto, sao 15 os caminhos de distancia minima possivel, confirmando a quanti-

dade de configuragoes encontradas.

Assim fica “facil” resolver o caso de 15 movimentos horizontais e 10 verticais:

25!
15,10 _
P = 1501
Veja outro exemplo:

= 3268760 caminhos possiveis.
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Exemplo 3.2. Considere a figura 3.3 em que cada quadrado tracejado é uma quadra

de certa parte de um bairro:

Figura 3.3: Partes de um Bairro
Fonte: Geogebra

Quantos sao os caminhos possiveis para uma pessoa percorrer da esquina C' até a

esquina D? E da esquina E até a esquina F'?

Solugao 3.1. Em ambos os casos, basta utilizarmos a equacao 3.1.

i. De A a B ela percorrerd 3 trechos horizontais e 1 vertical. Assim,

14 430 4

4 T30 3 1

Serao 4 caminhos possiveis.

it. De C a D ela percorrerd 6 trechos horizontais e 4 verticais. Assim,

100 10.9.8.7.6! 5040

pPot — — —
107 6141 614.3.2.1 24

= 210.

Serao 210 caminhos possiveis.

Nota-se, pelos exemplos, que sendo dois pontos A e B, quanto mais pontos os
separem horizontal e verticalmente, o nimero de caminhos possiveis de A a B também
¢ aumentado, segundo a Métrica do Taxi. Diferente do que ocorre na Geometria
Eucliana, em que s6 haverd um caminho, o segmento de reta entre os dois pontos

extremos.
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3.2 Confiando na Métrica do Taxi

Em se tratando de aplicacao cotidiana, em que as pessoas precisam ter uma nocgao
mais “correta” da distancia que separa dois lugares em uma cidade ou um bairro,
de acordo como o seu interesse, a Métrica do Téaxi é mais confidvel que a Métrica

Euclidiana. Veja um exemplo:

Exemplo 3.3. Jéssica esta na escola localizada na esquina A(1,1). Seu pai trabalha
no prédio localizado na esquina B(2,6) e sua mae estd em seu Salao de Beleza, que
fica localizado na esquina C'(5,4), como ilustrada na figura 3.4. Sabendo que pai e mae
saem ao mesmo tempo dos respectivos locais, com a mesma velocidade e com mesmo

tipo de tramsito, para qual dos dois é mais viavel buscar Jéssica?

Ya
7+
B Trabalho do Pai
61 o
54
4T _.C
Saldo da Mae

34
24
1+ N ke

A scola de Jéssica

1 2 S & 5 & ¥ m

Figura 3.4: Trabalho - Escola - Salao
Fonte: Geogebra

Solugao 3.2. 1. Pela Geometria Fuclidiana:

Distincia da Escola ao Trabalho do Pai:

dp(A,B) =/(2—1)2+ (6 —1)2 =1 +25=+2625,10

Disténcia da Escola ao Salao da Mae:

dp(A,C)=/(6-12+(4—-1)2=y16+9=+25=5

Logo, o Mae estd mais perto que o Pai.

1. Pela Geometria do Tdxi:
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Distincia da Escola ao Trabalho do Pai:
dr(A,B) =2 =1+ |6 = 1] = [1[ + [5| = 6

Distdncia da Fscola a Salao da Mae:
dr(A,C)=5=1|+4-1=M4|+3|=T7
Logo, € mais vidvel que o Pai vd buscar Jéssica na Escola.

Observe que por mais que a mae esteja “euclidianamente” mais perto da Escola que
o pai se ambos pudessem dirigir em linha reta, o pai chegara primeiro, pelo fato que o

trafego de veiculos se da por ruas e/ou avenidas.

3.3 Relacao entre a Taxi-Distancia e a Distancia na

Meétrica Euclidiana

Convém notar que dg(A, B) < dr(A, B), valendo a igualdade apenas quando ambos
os pontos estiverem na mesma horizontal ou na mesma vertical. Pode-se entao afirmar
que:

A Tdxi-distdncia € sempre maior ou igual que a distdncia na Métrica Fuclidiana.
[10]

Vamos verificar tal afirmacao.

Verificao 3.1. Sejam os pontos A(xa,ya) e B(zp,yp). De fato, é verdade que

2|z — xal.lyg —yal >0, (3.2)

pela defini¢ao 3.1,

e também € verdade que

(x5 —x4)> + (ys — ya)* > 0. (3.3)

Somando a expressao 3.3 a ambos os membros da desigualdade 3.2, tem-se que

(xp —24)° + (yp —ya)* + 225 — 2allyp — ya| > (x5 —24)* + (yp —ya)* (3.4)

O primeiro membro da inequacao 3.4 € um trindomio quadrado perfeito cujos termos

sao |xtp—xal € lyg—ya|. Entdo, a essa inequacao pode ser reescrita da segquinte forma:

(lzp — zal + |y — yal)® > (x5 — 2a)* + (yp — ya)® (3.5)
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Como os dois membros da inequacao 3.5 $ao nao-neqativos, ao se extrair as raizes

quadradas de ambos, a desigualdade continua vdlida, ou seja,

V(lzs —zal + lys — yal)?> > V(xp — 24)> + (yp — ya)? (3.6)

Logo,

lzg — 24| + |y — ya| > \/(fUB —x4)?+ (yp — ya)? (3.7)

Portanto,

dr(A, B) = dg(A, B).



34

4 A Taxi-Elipse

Neste capitulo define-se a Téxi-Elipse, na qual a distancia, denominada Téaxi-
Distancia, é determinada pela Geometria do Taxi ou simplesmente, Métrica do Taxi.
Aqui, as regioes internas as Taxi-Elipses sao bem diferentes daquelas ovais internas a
Elipse da Geometria Analitica, como veremos.

A equacao da Téxi-Elipse também tem um formato diferente do da equacao da
Elipse Euclidiana, como é de se esperar. Faremos um estudo dessa equacao e seu

comportamento grafico.

4.1 Elipse Euclidiana e Taxi-Elipse

A Elipse na Geometria Analitica Euclidiana ¢ definida da seguinte forma:

Definicao 4.1. Uma elipse 5151’& de focos Iy e Fy € o conjunto dos pontos do plano
cuja soma das distincias a Iy e Fy € igual a uma constante 2a > 0, maior que a
distancia entre os focos 2¢ > 0. Ou seja, sendo 0 < ¢ < a e d(Fy, Fy) = 2¢ (cf [5]),

e, = {Pld(P, Fy) + d(P, F3) = 2a} (4.1)

Veja a figura 4.1 que retrata o grafico de uma Elipse segundo a Geometria Anali-

tica(com distancia Euclidiana).

'y

Yy I
gl B
d, d,
l
A4\ i Fy € Fy /A2
B1 .
[e X

Figura 4.1: Elipse Euclidiana
Fonte: Geogebra
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Sendo P(x,y) e focos Fi(z1,y1) e Fa(xs,y2), a equacao geral dessa elipse, com base

em sua definicao ¢ dada pela expressao:

20 = d(P, Fy) + d(P, Fy) = /(x —21)? + (y —11)2 + V(& — 22)2 + (y —12)?  (4.2)
A definicao de Téaxi-Elipse é¢ a mesma da Elipse na GGeometria Analitica, ou seja,

Definicao 4.2. Uma elipse 55171;2 de focos Iy e Fy € o conjunto dos pontos do plano
cuja soma das distdncias a Fy e Fy € igual a uma constante 2a > 0, maior que a
distancia entre os focos 2¢ > 0. Ou seja, sendo 0 < ¢ < a e d(Fy, Fy) = 2c,

€., = {P|d(P, Fy) + d(P, F») = 2a} (4.3)
Dessa forma, para P(z,y) e focos Fi(z1,y1) e Fa(xa,ys2), a equagao geral da Taxi-
Elipse é dada pela expressao (cf [4]):
|z — x|+ |y —y1| + |z — 22| + |y — y2| = 2a (4.4)
Veja um exemplo de um gréafico de uma Téaxi-Elipse, mostrado na figura 4.2:

y.n
c D

R4 N

= o

H G

Figura 4.2: Téaxi-Elipse
Fonte: Geogebra

Olhando para o grafico acima pode até parecer estranho em se tratando de uma
elipse, mas isso é devido a definicao de elipse nesta métrica, pois se baseia em somas
de modulos envolvendo linearmente as coordenadas de P € €f, . Dai, o motivo do

grafico ser formado por segmentos de reta.
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A secao seguinte tem como objetivo, observar o comportamento grafico da Taxi-
Elipse de acordo com a posi¢ao da reta focal(nota-se aqui que falamos da reta segundo

a métrica euclidiana), além da andlise da equacdo modular que a representa.

4.2 Analise e Construcao de Uma Taxi-Elipse

Observe a equagao geral da Taxi-Elipse,

5IT71,F2 o=z |y — | o — 2| + |y — 2| = 2a.

Por se tratar de uma equacao modular, faz-se necessaria uma analise dos valores
que suas coordenadas podem assumir.

Sejam Fy(x1,11) e Fo(xe,ys) os focos da Taxi-Elipse, como na figura 4.3:

/i i 5

%o B Py

Figura 4.3: Téaxi-Elipse de Focos Fi e F5
Fonte: Geogebra

Considere 1 < x5 € y1 < 1.

Veja que:

|z — x1| < 2a. Logo, —2a < x—x1 <2ao0uz —2a<zx<z+2a,
|z — 29| < 2a. Logo, —2a < x — x5 < 2a ou x5 — 2a < x < 29 + 2a,
ly — 1| < 2a. Logo, —2a <y —y1 <2aouy; —2a <y <y +2ae
ly — yo| < 2a. Logo, —2a <y —ys < 2a ou yo — 2a < y < yo + 2a.

Pela a equacao da Taxi-Elipse acima, faz-se as seguintes analises dos sinais com

base nas coordenadas dos focos:
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’ Anaélise de sinais de x e y ‘

(a)z<mey<y b)x<ziey <y<ys (c)x<xiey>ys
() <z<mey<y |(e)m<zr<mey <y<ys | )z <zx<zey>1y
(g) v >xey<uy () z>mey <y<uy ()r>z00y>1s

Tabela 4.1: Analise de Sinais

Existem outras 7 possibilidades para o estudo desses sinais, mas nao sao convenien-
tes, pois nao hé intersegio entre os valores das abiscissas e/ou ordenadas, como nesse
caso:
r<xT1exr>x0ey <Y1

Aqui os valores de x em relagdo a 1 e x5 tém sentidos contrarios. Veja a figura 4.4:

T
€T Ty 2
|
|
T > I ' L2
| |
rT<T1MNT > T ; ;
X1 9

Figura 4.4: Intervalo Inadequado
Fonte: Geogebra

Sabe-se ainda que 2a > dr(Fy, F5). Chamemos d; (distancia focal) a distancia entre
Fl € FQ.
Tal distancia é facilmente calculada pela expressao

df = dT(Fl,FQ) = |I2—J]1|+’y2—y1|. (45)
Por exemplo, uma Taxi-Elipse de focos Fi(1,3) e F»(—2,2) tera distancia focal
df=]—2-1]4|2—-3| =3+ 1=4. Veja a figura 4.5:
yil.
sl
F2

Figura 4.5: Distancia Focal da Téxi-Elipse de Focos F} e F5
Fonte: Geogebra
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Cada possibilidade citada resultard em uma equacao de reta diferentes uma da
outra. Veja os casos gerais para qualquer Taxi-Elipse, considerando em todas elas

r1 < 29 e yp < yo e utillizando a definicao 2.1:

o Caso (a): x < x1,y < Us.
2a = |z — 21| + [y — 1| + |z — 22| + |y — yo
implica que
20=(r1—2)+ (W —y) + (@2 —2)+ (12— y) = (@1 + 22 = 22) + (y1 + 32 — 2y)
ou
a:—l—y:%(xl—i—xg—i—yl—i—yg)—a

e Caso (b): x < zy,11 <y < yo.
2a = |z — 21| + [y — 1| + [z — 22| + |y — yo
implica que
2a= (1 —2) +(y—y1) + (22— 2) + (y2 — y) = (21 + 72 — 22) + (y2 — 1)
ou

1
$:§($1+I2+y2—y1)_a

e Caso (¢): x < x1,y > Yo
2a = |z — 21|+ [y — va| + |2 — 22| + |y — 10|
implica que
20 = (z1— )+ (y—y) + (@2 —2) + (y —y2) = (w1 + 22— 22) + 2y — y1 — 1)
ou

1
x—y=§(x1+xg—y1—yz)—a

e Caso (d): x; <z < w9,y <ty
2a = |z — oy + [y — 1| + |2 — 2| + |y — v2
implica que
20 = (z—x1) + (1 —y) + (22 —2) + (12 —y) = (x2 —21) + (11 +v2 — 2)
ou

1
y=§(w2—x1+y1+yz)—a

e Caso (e): 11 <z < xo, 1 <Y< Yo
20 = |z =z + |y — 1| + |2 — 22| + [y — 12
implica que
20=(z—21)+(y—v1) + (22 —2) + (g2 —y) = (v2 — 1) + (y2 — 11). A equagdo
nao possui soluc¢do, pois (zg — x1) + (Y2 — y1) = 2¢ < 2a
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e Caso (f):xy <z <x9,y > 9
2a = |z — o] + [y — 1| + |7 — 2| + |y — v2
implica que
2a=(x—x)+(y—wy)+ @ —2)+ Yy —y2) = (22 — 1) + 2y —y1 — v2)
ou

1
y=§(x1—x2+y1+yz)+a

o Caso (9): v 222,y <
20 = |v — x|+ ly — | + |2 — 22| + |y — 12
implica que
20=(z—21)+ (1 —y) + (@ —22) + (Y2 —y) = 22 — 21 — 22) + (Y1 + y2 — 2y)
ou

1
x—y=§(x1+x2—y1—yz)+a

e Caso (h): x> zo,y1 <y <o
20 = [z — x|+ |y — w1l + |z — 22| + [y — v2]
implica que
2a=(r—21)+(y—y)+(@—22) + (2 —y) = 2 — 21 — 22) + (v — ¥1)
ou

1
$:§($1+$2+y1—92)+a

e Caso (i): x > X9,y > Yo
2a = |z — x| + [y — 1| + |2 — 22| + [y — o
implica que
20=(z—a)+ (W —y)+(@—22)+ (Y —v2) = 2 —y1 —y2) + (2y — y1 — 1)

ou
1
vy =g(@taty ) ta
Observacoes:

e O Caso (e) nao possuira solucao, independentemente de qual equacao da Taxi-

Elipse seja;

e Os segmentos definidos pelos casos (a) e (), (b) e (h), (¢) e (g), (d) e (f) sdo para-
lelos (do ponto de vista euclidiano) e a distancia entre cada tal par de segmentos

paralelos é 2a.

Dessa forma, usando os valores das coordenadas dos focos e o valor de a na Taxi-

Elipse, encontra-se todas as equagoes possiveis para a construcao de seu grafico.
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Antes de construir graficos de Téaxi-Elipses baseados na analise de sinais acima,
convém uma discussao acerca dos movimentos de translacao e rotagao da reta focal de

uma Téaxi-Elipse.

4.2.1 Movimentos de Translacao e Rotagao da Reta Focal (eu-
clidiana) da Taxi-Elipse

As anélises dos movimentos de Translagao e Rotagao da Reta Focal e as suas in-
terferéncias na equacao e no comportamento grafico da Téxi-Elipse sao convenientes

antes de se construir graficos desta.

4.2.1.1 Movimento de Translacao da Reta Focal
Observe, na figura 4.6, a reta focal de uma Taxi-Elipse de focos F} e F, centrada

em (m, k):

y A

T e S

Fil

P SRR
e
[
14

> ¥

Ty Q e X9

Figura 4.6: Reta Focal de Centro (m, k) e Focos Fj e Fy
Fonte: Geogebra

Veja que nao hi perda de generalidade em se considerar sempre que as elipses
possuem seu centro (ponto médio do segmento que liga os focos) coincidindo com
a origem do sistema de coordenadas. Como consequéncia as coordenadas dos focos
podem ser tomadas como sendo Fy(—zg, —yo) € Fh(xo,%0) com xg,y0 > 0 e x5 +y2 > 0
(quer dizer zg, Yo ndo sdo simultaneamente nulos).

Para transladar a reta focal para uma posicao tal que o centro da nova Taxi-Elipse
seja a origem dos eixos coordenados, é preciso que todos os pontos desta reta também
sejam transladados. Para isso, basta transladar dois pontos. Translade, entao, os focos.

Sendo (z,v}) e (x},y4) os novos focos depois da translagao da reta focal, tem-se
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que:
rp=x1—m
Yi=un—k
Th=1T9 —Mm
Yo=1y2—k

E claro que sendo P um ponto da Téaxi-Elipse transladada, suas coordenadas 2’ e 3/
¥=x—m
y=y—k

Pz —m,y —k)

serao:

ou seja,

Veja a figura 4.7 esclarecendo o que foi dito:

y’ll
Foy P Reta Focal
A 7{
e l
- |
P |
L w | Reta Focal 2
-t
ol e I
Wt | |
________ T |
|k i |
F_1| . | ! |
= I | I
) [ [ ! [
= I I ] I "
’,,/i Ty —m ' xy m ‘mg—m Ty X
-~ |
|
I
I
I
|
1Fy h—k

Figura 4.7: Translacao da Reta Focal
Fonte: Geogebra

Como k e m sao constantes, a translacdo nao mudard o comportamento grafico
da elipse, pois as coordenadas dos focos da nova Téxi-Elipse serdao diminuidos (ou

acrescidos) os respectivos valores k e m. Suas respectivas equagoes serao:

el |z — |+ ly— |+ ]z — 22| + |y — 1| =2a
donde

(@ =m) = (21 =m)[+[(y = k) = (Y1 = k)| +[(x =m) = (w2 =m)[ +[(y = k) = (g2 = k)| = 2a.

J— / _ / _ / _ / _ / _ /
Comox—m=a"y—k=y,x1—m=a,y1 —k=yj, 12 —m=x5eys —k =ys,
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entao,

/T_’

eV =2y Y =l e = 2 4 Y = ys] = 2a.

Veja as duas Taxi-Elipses ilustradas na figura 4.8:

yn

Reta Focal
UpR et e e

Reta Focal

Figura 4.8: Téaxi-Elipses Transladadas
Fonte: Geogebra

4.2.1.2 Movimento de Rotacao da Reta Focal

Tomando como base o Sistema de Coordenadas xOy, o angulo de rotacao que a reta
focal da Taxi-Elipse 7 realiza com um dos eixos é parte importante para a analise de
sua equacao, bem como do seu comportamento grafico.

Seja 6 o angulo de rotacao da reta focal em relacao ao eixo Oz, no sentido positivo.

Observe a figura 4.9, onde a Circunferéncia de Centro (0, 0) e raio ¢ passa nos pontos
Fl(xlayl) € F2(952,?/2)1

Note que F} e Fy tém coordenadas opostas, isto é,

To9 — —T1

Y2 = —U1
Veja que AAOF] é retangulo em A. Dai,

senf = 2L = y; = c.senf
c
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Yy
C
i —=--- ; 1
|
|
|
B 0 A
172 O 21 X
|
|
|
| _________?j_ D
:
Fy U2

Figura 4.9: Angulo de Rotacio da Reta Focal
Fonte: Geogebra

T
cos = — = x; = c.cosb.
c

Assim,

Fi(c.cosb,c.sen?)

Fy(—c.cosf, —c.senf)

Pela definicao, uma Taxi-Elipse de Focos F e F; ¢ representada pela equacao:

|2 — a1+ [y — vl + [ = 2| + |y — 1] = 20,

que substituindo as coordenadas de Fj e F; encontradas, tem-se:
|z — c.cosB| + |y — c.senb| + |x + c.cos O] + |y + c.sen | = 2a (4.6)

Sabe-se que:

—1<senf<le—-1<cosh<I.

elo Estudo de Simetrias em relagao ao centro da Téaxi-Elipse e em relacao aos eixos
coordenados (veja Apéndice), a anélise do comportamento da Taxi-Elipse pode ser feita

apenas em um quadrante. Escolha o primeiro, ou seja,
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Dessas forma, temos

0<60<m/2.

0<senf <1 e 0<

cosf < 1.

Para se verificar o comportamento grafico de uma Taxi-Elipse, a diminui¢ao ou

aumento do seu nimero de lados, serd feita uma analise do angulo entre a sua reta

focal e um dos eixos coordenados em um dos quadrantes.

primeiro quadrante.

Escolha o eixo Ox e o

Considere, sem perda de generalidade, na equagdo 4.6, ¢ = 1 e a = 2 (lembre-se

que a > ¢), donde

|z — cosO| + |y —senf| + |z + cos | + |y + send| = 4.

(4.7)

Observe o comportamento da Téaxi-Elipse na equacao 4.7 com alguns valores de 6,

tal que 0 <6 < 7/2.:

e Caso (1): 0=0

0 =0=senf =0

e cosf =1.

Assim, a equacao serd |z — 1|+ |y|+ |z + 1|+ |y| = 4, cujo gréfico esta representado

na figura 4.10.

y
2
Ja
s Fy As Reta Focal
O|o 1 2 X
Ag

Figura 4.10: Angulo de Rotacdo da Reta Focal grau 0

Fonte: Geogebra
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9:116:>sen9:0,20 e cost =0,98.

Assim, a equacgao sera |z — 0,98| + |y — 0,20] 4+ |x + 0,98| + |y + 0, 20| = 4, cujo

grafico estd representado na figura 4.11.

ry
Yy
B4- | -Bs
Reta Focal
F

B | Bq

. 2 — ; »
QB -1 Qo | 2 X

B
Fy 7
g* .
1 BB

Figura 4.11: Angulo de Rotacdo da Reta Focal 7/16
Fonte: Geogebra

e Caso (3): 0=

%

92%#3(&11920,38 e cost =0,92.

Assim, a equacgao sera |z — 0,92 + |y — 0,38| + |« + 0,92| + |y + 0, 38] = 4, cujo
grafico estd representado na figura 4.12.

.

y
2]
C4‘ .Cs
[E Reta Focal
[of (o
3
Fi F1 6
T & ; T
2 -1 [1} 1 2 %
F, 0
(32 ¢,
-1
C1 Cq

Figura 4.12: Angulo de Rotacdo da Reta Focal 7/8
Fonte: Geogebra
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e Caso (4):9:%
V3
e cost = —.
3 1 3 1
Assim, a equacao serd |xr — \/7—| + |y — §| + |z + \/7—| +ly + §| = 4, cujo grafico

esta representado na figura 4.13.

DN | —

9:%:>sen9:

Reta Focal
B D

Figura 4.13: Angulo de Rotacao da Reta Focal /6
Fonte: Geogebra

e Caso (5): 6=

NS

9:%:>sen927 e cos@zé.

VI VR VR B

: o 2 2 2 2 o
Assim, a equagao seréd |r — 7| +|y— 7| + |z + 7| +ly+ 7| = 4, cujo gréafico
esta representado na figura 4.14.

29 Reta Focal

Figura 4.14: Angulo de Rotacdo da Reta Focal /4
Fonte: Geogebra
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OCaso(6):9:g

9:z:>sen9:7 e

3

v

1 3 1 3
Assim, a equacao serd |xr — §| + |y — 7| + |z + §| + |y + §| = 4, cujo grafico

esta representado na figura 4.15.

Gs Reta Focal

Figura 4.15: Angulo de Rotacdo da Reta Focal /3

Fonte: Geogebra

9:3%;»5(3119:0,92 e cost =0,38.

Assim, a equacdo serd |z — 0,38| + |y — 0,92| + |z + 0,38| + |y + 0,92| = 4, cujo
grafico esté representado na figura 4.16.

Hs /Reta Focal

Figura 4.16: Angulo de Rotacao da Reta Focal 37 /8

Fonte: Geogebra
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T
0 =—
e Caso (8) 16

I
0= 16 =senf =0,98 e cost =0,20.

Assim, a equacdo sera |z — 0,20] + |y — 0,98| + |z + 0,20] + |y + 0,98| = 4, cujo

grafico estd representado na figura 4.17.

I Reta Focal

Figura 4.17: Angulo de Rotacdo da Reta Focal /16
Fonte: Geogebra

o Caso(9):6:g
ngésenﬁzl e cost = 0.

Assim, a equagao serd |z|+|y — 1|+ |x|+|y+ 1| = 4, cujo grafico esta representado

na figura 4.18.

Y |Reta Focal

14

~N

190 F,
2
\ Jg
-2

Figura 4.18: Angulo de Rotacao da Reta Focal /2
Fonte: Geogebra
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Com esses casos particulares se observam certos comportamentos graficos da Téaxi-
Elipse. Afim de generalizar tais comportamentos, faz-se necessaria uma anéalise mais

apurada. Observe:
Sabe-se que sen?6 + cos?0 = 1 = senf = /1 — cos? . Substituindo na equacio
4.7, tem-se

|z —cosb| + |y — V1 —cos?8| + |z +cosO| + |y + V1 — cos? 0| = 4. (4.8)

Note que z + cosf e y + /1 — cos? 6 sao nao negativos. Dai, tem-se

|z —cosf| + |y — V1 —cos?0| +x +cosf +y+ V1 —cos?0 = 4. (4.9)

Considere 6 = cosfl. Dai, § € [0,1]. A equagao acima torna-se

lz =6l +|ly—V1I-3|+r+i+y+V1-6§=4 (4.10)

O estudo de sinais da equagao 4.10 serd resumido segundo a tabela abaixo:

’ Anélise de Sinais de z e y ‘
)z>dey>vV1—02 | (i)z>dey<v1-—62
i)z <dey>vV1—02|(iv)x<dey<V1—5?

Tabela 4.2: Anélise de Sinais da Equagao 4.10

Acompanhe a anélise de cada caso acima:

e Caso(i):x >dey>+1—42

b= —-0+y—V1-03+zr+d+y+vli-02=2r+2y=x+y=2

r=0=>y=2-90

Py SN Sy 11

Observe a figura 4.19:
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Ya

Figura 4.19: Distancia: Caso (i)
Fonte: Geogebra

Veja que A;(6,2 —d) e Ay(2 — V1 —62,v/1 — 62).

A parte da reta que interessa é a que corresponde aos intervalos deste caso, isto

é, segmento A; Ay de distancia [;. Assim,

ho= J@-VI— 02+ (VI— & —2+0)
= V202-V1-52-9) (4.11)

Note que [y estd em funcao de § e que 2 — /1 — 42 — § & positivo. Entao,

1(6) = V2(2 = V1 =52 —0)

Observe que [1(0) é continua e derivavel. Uma pergunta que podemos fazer é:
quao grande ou quao pequeno pode ser o segmento AB? Vamos utilizar o critério

da primeira derivada para encontrar os pontos criticos de 1;(9).

Calculo da primeira derivada:

1) = V2 (—2(_1—2_5)52 - 1>
(s )

Para calcular os pontos criticos faca 1 (0) = 0. Dai,
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) b
\/i(—w—1>—o:>—_l_52—1=0;» 1_62:1:>5:m;»
52:1—52:252:1:52:%:>5:g

2
)= 5 ¢ o ponto critico de [;(9).

Usando agora o teste da segunda derivada, sabe-se se o ponto critico é de maximo

ou de minimo.

Calculo da segunda derivada:

(T B
He) = Vo o
[ 1 — 6%+ 42
B ﬁ_(1—52).m
B V2
(1—62)/1-682
51 — 82
" G

2
Substituindo ¢ = — em I7(6), tem-se

()
2 1_<£>2

2

=

_ V.2

1 2

(1-3)

= %:4>0

4

2 2
Logo, > é ponto de minimo, ou seja [y (7) é a distancia minima do lado

obliquo.
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Calculando {4 (?) :

Como 6 = cosf, a distancia minima do lado obliquo acontecera quando cosf =

2 4

e Caso(ii): x> dey<v1—02

d=x—0+V1I-83—-—y+rx+i+y+vV1—06=2x+2V1—-05%

Donde,

r=2—V1-—42

Observe a figura 4.20:

Y&

\."":l — 2

Figura 4.20: Distancia: Caso (ii)
Fonte: Geogebra

Veja que By(2 — V1 —82,v/1 —62) e By(2 — 1 —62,0).
A parte da reta x = 2 — /1 — 2 que interessa é a que corresponde aos intervalos

deste caso, isto é, segmento B; B, de distancia ly. Assim,
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VE-VI—E -2+ VT8 + (VI 5 — )2
V1— 52 (4.12)

Note que [, estd em funcao de ¢. Entao,

1,(5) = V1 — 52

Observe que [3(0) é continua e derivavel. Novamente perguntamos quio grande
ou quao pequeno pode ser este segmento. Fazendo uso mais uma vez d o critério

da primeira derivada, encontra-se os pontos criticos de l5(6).

Calculo da primeira derivada:

lH(0) =

V1 — 02
Para calcular os pontos criticos faga [5(0) = 0. Dali,

o
Vi

=6=0

d =0 é o ponto critico de l5(6).

Usando agora o teste da segunda derivada, sabe-se se o ponto critico é de maximo

ou de minimo.

Calculo da segunda derivada:

(—9)
V1—-02 -6 —L=
B 1— 42
1 — 02
1 — 6% 462
V1-—62

1—62
1

(1-62)y/1— 02
Nigrs
Ty

l5(0) =

Substituindo 6 = 0 em 15(J) tem-se
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1-0
B(0) =~ —5 =-1<0

Logo, 6 = 0 é ponto de méaximo, ou seja l5(0) é a distancia minima do lado

obliquo.
Calculando 15(0):

1(0) =vV1I—0%2=1

Logo, o comprimento maximo do lado vertical da Taxi-Elipse no primeiro qua-
drante é 1. Pela simétria da Téaxi-Elipse, o comprimento do lado vertical no
quarto quadrante também ¢ 1. E imediato verificar que o comprimento minimo
deste segmento para a Taxi-Elipse se d4 quando § = 1, neste caso, o segmento
se degenera a um ponto. Dai o comprimento maximo de todo o lado vertical da

Téaxi-Elipse é 2.

T
Como cosf = § = 0, entao § = —. Logo, a distancia horizontal sera nula, ou seja,
a Taxi-Elipse tera vertice no eixo das ordenadas no ponto Bs(0,2) (veja a figura
4.11). Além disso, o comprimento do lado obliquo sera maximo. Para encontrar

esse comprimento, deve-se calcular a d(By, Bs), quando 6 = 0. Antes, lembre que
Bi(2 — V1 —6%,v/1—42), que para § = 0, tem-se B;(1,1).
Calculando d(By, Bs):

d(By,Bs) =/ (0 - 12+ (2-12=VI+1=12

Caso(iii): z < d e y > /1 — 02

d=0—ar4+y—V1I-3+r+d+y+v1-507=2y+26

Donde,

y=2-—9

Observando a figura 4.21 temos que C1(5,2 —9) e C5(0,2 — §).

A parte da reta y = 2 — § que interessa é a que corresponde aos intervalos deste

caso, isto é, segmento C1Cy de distancia [3. Assim,
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Ils = VO0—=8)2+(2—-6—2+06)2
= V2= (4.13)

Note que [3 estd em funcao de §. Entao,

Observe que [3(J) é continua e derivavel. Como nos casos anteriores, perguntamos
quao grande ou quao pequeno pode ser este segmento. Novamente fazendo uso

do critério da primeira derivada para encontrar os pontos criticos de l3(9).

'y

Y

o]

2—4

V1—024

Figura 4.21: Distancia: Caso (iii)
Fonte: Geogebra

Calculo da primeira derivada:

1,(0)=1>0 (4.14)
I3(9) ndo possui ponto critico, mas é crescente. Ela serd minima no extremo
esquerdo e maxima no extremo direito. Como ¢ € [0, 1]. Entao,
I3(0) = 0 ¢ minima e I3(1) = 1 ¢ maxima.

Logo, o comprimento maximo do lado horizontal da Taxi-Elipse no primeiro
quadrante é 1. Pela simétria da Taxi-Elipse, o comprimento do lado horizontal no

terceiro quadrante também é 1. E imediato verificar que o comprimento minimo
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deste segmento para a Taxi-Elipse se da quando 0 = 0, neste caso, o segmento
se degenera a um ponto. Dai o comprimento maximo dos lados horizontais da

Taxi-Elipse é 2.

Como cosf = § = 1, entao 8 = 0. Logo, a distancia vertical serd nula, ou seja,
a Taxi-Elipse tera vertice no eixo das abscissas no ponto C3(2,0) (veja a figura
4.12). Além disso, o comprimento do lado obliquo sera maximo. Para encontrar

esse comprimento, deve-se calcular a d(C1, Cs), quando § = 1. Antes, lembre que
C1(6,2 — 0), que para § = 1, tem-se Cy(1,1).
Calculando d(C, Cs):

d(C,C5) =/(2—-12+(0-12=V1+1=+2
Nos casos (ii) e (iii) os comprimento méaximos dos lados obliquos sao iguais.

e Caso (iv: z <dey<v1—42

A=6—a+V1I-2—y+r+5+y+vV1I-56=20+2V1-52

Donde,

§+V1—462=2

Dai,

VI—02=2-0=1-83=02-0>2=21-0"=4—-46+6>=2"-40+3=0
(4.15)

Resolvendo esta equacao do segundo grau em 4, temos que

A= -8.
Logo, 6 ¢ R
O que se pode observar com essas analises:

1. Quando # = 0 o grafico da Téxi-Elipse nao possui lados verticais, (isso é devido
y1 = yo) tendo a forma hexagonal, sendo que os lados obliquos e horizontais tém

seus comprimentos maximos;

2. Quando 0 < 0 < g o grafico da Taxi-Elipse possui lados verticais, além dos

obliquos e horizontais, tendo a forma octogonal. A medida que # aumenta
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a) os lados verticais aumentam e os horizontais diminuem;

.. s .
b) os lados obliquos diminuem até 6 = T quando alcancam seus comprimentos

minimos. A partir dai, voltam a aumentar.

T
3. Quando # = — o grafico da Téxi-Elipse nao possui lados horizontais, (isso é
devido 1 = z3) tendo a forma hexagonal, sendo que os lados obliquos e verticais

tém seus comprimentos maximos.

4. As rotacGes nao sdo movimentos rigidos nessa geometria, pois se assim fossem
a quantidade e os comprimentos dos lados, bem como a forma da Taxi-Elipse

permaneceria a mesma, independente da medida de 6.

Em cada subsecao que segue sera resolvida uma equagao de Téxi-Elipse utilizando

a anélise de sinais, findando com a construcao de seu grafico.

4.2.2 Analise da Taxi-Elipse com Reta Focal Paralela ao Eixo

Ox

Para que o grafico da Téaxi-Elipse tenha reta focal r paralela ao eixo das abscissas,

é necesséario que as ordenadas dos focos coincidam, isto é, y; = ys.

Exemplo 4.1. Seja uma Taxi-Elipse de equacao

lz+2|+ly—1+|z=3|+|y—1 =8 (4.16)
Analise os sinais da equagao da Téxi-Elipse e construa seu grafico.

Inicialmente, convém calcular d; afim de saber se a equagao est4 bem definida:
Os focos dessa Elipse sdo F1(—2,1) e F5(3,1). Assim,
dp=13—(-2)|+ |1 -1 =[3+2[+0=5

Como na equacao acima, 2a = 8 > 5, a elipse estd bem definida.

Analisemos os sinais com base na seguinte tabela:

] Andlise de Sinais de z e y ‘

(a) v <—2ey<l1 rx<—-2ey>1
(d) 2<z<3ey<l|(f)2<w<3ey>1
(g)v>3ey<l )zx>3ey>1

Tabela 4.3: Analise de Sinais da Equagao 4.16

Observe que faltam as possibilidades b, e e h nas anélises dos sinais. Sao justamente
aquelas em que y estaria entre as ordenadas do foco. Como y; = y», estas opgoes nao

existem.
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Vamos resolver a equacao 4.16 em cada possibilidade acima:

e Caso (a): z < -2,y <1
1
x+y:§(—2+3+1+1)—4:>:1:+y:-2,5
e Caso (¢): x < =2,y >1
1
m—y:§(—2+3—1—1)—4:>a:-y:-4,5
e Caso (d): —2<z<3,y<l1

y=-B+2+1+4+1)—-4=y =-0,5

DN | —

e Caso (f): 2<z<3,y>1
(—2-3+1+1)+4=y =25

DO | —

y:

e Caso (g):x>3,y<1
1
m—y:§(—2+3—1—1)+4:>:1:-y:3,5

e Caso (i): x >3,y >1

1
x+y:§(—2+3+1+1)+4:>m+y:5,5

A seguir, vé-se o gréifico da Taxi-Elipse pedida na figura 4.22.

. y s
Xfy:‘~4.5/// 4 X+y:55 N
77777777777777777 33/ y=25 Ry
Reta Facal R2 F1 FZ R5
i o 5 % 5 BE ; : 5 ; TR
' Ry, y=—05 . Re
X+y=—25". 7 x—y=35,"

Figura 4.22: Taxi-Elipse 1
Fonte: Geogebra



Anaélise e Construgao de Uma Téxi-Elipse 59

4.2.3 Analise da Taxi-Elipse com Reta Focal Paralela ao Eixo

Oy

Analogamente ao que foi feito na secdo anterior, sendo que a reta focal r sera
paralela ao eixo das ordenadas. Quem devem coincidir dessa vez sao as abscissas dos

focos, isto é, r1 = x».

Exemplo 4.2. Seja uma Téaxi-Elipse de equacao
2|+ ly = 2|+ [z] + |y =3[ =6 (4.17)

Analise os sinais da equacao da Téxi-Elipse e construa seu grafico.
Como na subsecao anterior vamos calcular dy:
Os focos dessa Elipse sao F1(0,2) e F»(0,3). Assim,
dp=10-0/+13-2|=1

Como na equacao acima, 2a = 6 > 1, a elipse estd bem definida.

Analisemos os sinais com base na tabela abaixo:

| Analise de Sinais de z e y |
(a)z<0ey<2|(b)x<0e2<y<3|(c)z<l0ey>3
(g)z>0ey<2|(h)xz>0e2<y<3|(i)xz>0ey>3

Tabela 4.4: Anélise de Sinais da Equacao 4.17

Desta vez, as possibilidades que foram excluidas foram d, e e f. Sao aquelas em
que x estaria entre as abscissas do foco, o que é impossivel, pois 1 = 5.

Vamos resolver a equacao 4.17 em cada possibilidade acima:

e Caso (a): x <0,y <2
1
x+y=§(0+0+2+3)—3:m+ y =-0,5
e Caso (b): x<0,2<y<3
1
a::§(0+0—2—|—3)—3:>a::—2,5

e Caso (¢): x <0,y >3

1
§(O+0—2—3)—3:>m-y:—5,5

T—y=
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e Caso (g): x>0,y <3
1
x—y:§(0+0—2—3)+3:>w-y:0,5
e Caso (h):2>0,2<y<3
1
x:§(0+0+2—3)+3:>:13 =25

e Caso (i): x>0,y >3

1
x+y:§(0+0+2+3)+3:>m +y=25,5

Segue o grafico da Téxi-Elipse pedida na figura 4.23.

: \\y\ 7Re}e(F/ocaI :
| S3 : |
ix=-25 | :
1 1
| |
x+y=-05 i I x—y=05"
Sz/\ 31Fz \34
5 P
S T+ S5
—y=-55 ) 1 i
= y | | X+ y = 5.5 bl
1 x =25
5 a 3 : 2 1 0 1 2 : 3 X

| \SB |

Figura 4.23: Taxi-Elipse 2
Fonte: Geogebra

Pelos focos estarem no eixo Oy a reta focal é o proprio eixo. Logicamente acontece

a mesma coisa quando os focos estao no eixo Oz.

Percebe-se também que

a. em ambos os casos, os graficos das Téxi-Elipses tém a forma hexagonal segundo

a Geometria Euclidiana;

b. a medida que os focos se aproximam, o grafico da Téxi-Elipse se aproxima de um

quadrado segundo a Geometria Fuclidiana, que, segundo a Métrica-Taxi, trata-se

de uma circunferéncia, a “Téaxi-Circunferéncia’.



Anaélise e Construgao de Uma Téxi-Elipse 61

4.2.4 Analise da Taxi-Elipse com Reta Focal Obliqua aos Eixos

Coordenados

Nessa subsecao trataremos de Téxi-Elipses nas quais as retas focais, segundo a
geometria euclidiana, sao obliquas aos dois eixos coordenados. Faz-se necesséria a

observagao dos coeficientes angulares dessas retas.

4.2.4.1 Reta Focal com Coeficiente Angular Positivo

Toda reta com coeficiente angular positivo tem inclinacao para a direita, ou seja,
tem o comportamento de uma funcao afim crescente. O que equivale dizer que os
focos da Taxi-Elipse, Fi(z1,y1) e Fy(z2,y2), sdo tais que z3 < z3 = 3 < Yy ou
Ty > To = Y1 > Y.

Exemplo 4.3. Seja uma Téaxi-Elipse de equacao

e =3 +ly—2|+ |z —-2|+|y+1=7 (4.18)
Analise os sinais da equacao da Téxi-Elipse e construa seu grafico.

Vamos calcular dy:
Os focos dessa Elipse sdo F1(3,2) e F»(2,—1). Assim,
dy=2-3|+|—-1-2/=4

Como na equacao acima, 2a = 7 > 4, a elipse estd bem definida.

Analisemos os sinais com base na tabela que segue:

| Analise de Sinais de z e y

(a)r<2ey<—1 (b)z<2e—-1<y<2 (c)xr<2ey>2
(d)2<z<3ey<—-1|(e)2<zr<3e—-1<y<2|(f)2<zr<3ey>2
(g)x>3ey<—1 (h)yz>3e—-1<y<2 (i)x>3ey>2

Tabela 4.5: Anélise de Sinais da Equagao 4.18

Aqui, temos as 8 possibilidades a testar, ja que no Caso (e) ndo é necessario, de
acordo com as andlise gerais.

Vamos resolver a equacao 4.18 em cada possibilidade acima:
e Caso (a): x <2,y < —1
1
m+y:§(2—|—3—1+2)—3,5:>m +y =-0,5
e Caso (b):x <2, -1<y<2
2+3+1+42)—3,5=2 =0,5

xr =

N | —
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e Caso (c): x <2,y>2

1
x—y:§(2+3+1—2)—3,5:>:1:-y:—1,5

Caso (d): 2<z<3,y<—1

y=-B8-2-14+2)-35=y =-2,5

N | —

Caso (f):2<z<3,y>2
(2-3-1+2)+3,5=y =35

| —

y:

e Caso (9): x> 3,y < —1
1
x—y:§(2+3+1—2)+3,5:>$'y:575

e Caso (h):z>3,-1<y<?2
1
x:§(2+3—1—2)+3,5:>w:4,5

e Caso (i): x >3,y >2

1
rty=52+3-1+2) 435>z +y =65

A seguir se vé o grafico da Téaxi-Elipse pedida na figura 4.24.

Figura 4.24: Téaxi-Elipse 3
Fonte: Geogebra
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4.2.4.2 Reta Focal com Coeficiente Angular Negativo

Toda reta com coeficiente angular negativo tem inclinacao para a esquerda, ou
seja, tem o comportamento de uma funcao afim decrescente. O que equivale dizer que
os focos da Téaxi-Elipse, Fi(x1,11) e Fa(x2,1y2), sdo tais que 7 < 23 = y; > Yz OU
T > X9 = Y1 < Yo

Exemplo 4.4. Seja uma Téaxi-Elipse de equacao

e+ 1|+ |y —2|+|z—3|+|y+3 =10 (4.19)
Analise os sinais da equacao da Téxi-Elipse e construa seu grafico.

Vamos calcular dy:
Os focos dessa Elipse sdo F(—1,2) e F5(3,—3). Assim,
di=13—(=1)|+|-3-2[=|3+1+5=4+5=9

Como na equacgao acima, 2a = 10 > 9, a elipse esta bem definida.

Analisemos os sinais com base na tabela abaixo:

’ Analise de Sinais de x e y

(aA)zx<—-ley< -3 (b)z<—-le-3<y<2 (c)z<—-ley>2
(d) -1<z<3ey<-3|(e)-1<zx<3e-3<y<2|(f)-1<zx<3ey>2
(g x>3ey<—3 (h)z>3e-3<y<2 i)z>3ey>2

Tabela 4.6: Analise de Sinais da Equacao 4.19

Assim como na subsubsecao anterior, aqui também temos as 8 possibilidades a
testar.
Vamos resolver a equacao 4.19 em cada possibilidade acima:
e Caso (a): x < —1,y < —3
1
x+y:§(—1+3—3+2)—5:m +y =-4,5
e Caso (b):x < —1,-3<y<?2

1
:E:ﬁ(—1+3+3—|—2)—5:>:1: =-1,5

e Caso (¢): x < —1,y > 2

1
x—yzﬁ(—1+3+3—2)—5:>m-y:-3,5
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e Caso (d): -1 <z <3,y < -3

y=-B3+1-3+2)-5=y =-3,5

DN | —

e Caso (f): —1<x<3,y>2

y=-(-1-3-3+2)+5=>y =25

N | —

e Caso (9): >3,y <—3

1
x—y:§(—1+3+3—2)+5:>m-y:6,5

Caso (h):x>3,-3<y<2

r=-(-143-3-2)+5=x = 3,5

N | —

Caso (i): © > 3,y > 2

1
x+y:§(—1+3—3+2)+5:>w+y:5,5

A seguir, vé-se o gréifico da Taxi-Elipse pedida na figura 4.25.

Reta Focal 3 x|=23.5
y=25 V3/ Vs

Figura 4.25: Téaxi-Elipse 4
Fonte: Geogebra

Observacoes:
O que se pode perceber nos casos em que a Reta Focal é obliqua aos eixos é que:

e A possibilidade e da andlise dos sinais nunca teréd solucao, pois os sinais tanto de

x quanto de y sao opostos e teremos sempre uma falsidade;
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e a Taxi-Elipse tem formato octogonal (euclidiano);

e a medida em que a distancia entre os focos se aproxima da constante 2a a Taxi-

Elipse vai se aproximando da forma de um retangulo (euclidiano).

Para resolver essas equacoes, foram utilizadas as expressoes encontradas na analise
dos casos gerais. Recomenda-se, porém, ao leitor, que as resolva da forma completa,

utilizando a definicao de modulo.
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5 Consideracoes Finais

A Geometria do Taxi é de grande valia ao aprendizado, devido sua acessibilidade
no dia a dia, nao s6 na Mateméatica, mas também na Geografia, por tratar, de forma
simples e direta, da distancia entre dois pontos de uma cidade.

Tal Geometria nao-Euclidiana, nao foge ao conceito de métrica, respeitando, para
isso, propriedades fundamentais, podendo ser chamada de Métrica do Téxi.

A Métrica do Téaxi indica varios caminhos possiveis para se calcular a distancia
minima entre dois pontos de um plano. Essa quantidade de caminhos pode ser inter-
pretada como um problema de Combinatoéria, mas precisamente de permutacao com
repeticao.

Por mais que quase sempre a Téaxi-Distancia entre dois pontos seja maior que a
Distancia euclidiana entre esses mesmos dois pontos, podendo, até ser igual, quando
tais pontos estao em um mesmo eixo coordenado, quando se trata de movimentos em
uma cidade, por exemplo, ela é mais viavel, pois em uma cidade, temos que trafegar
pelas ruas. E claro que estamos supondo que tais ruas tenham o comportamento de
retas paralelas ou perpendiculares, segundo a Geometria euclidiana.

E interessante perceber como é descrito o grafico de uma Taxi-Elipse. Ele & formado
basicamente por segmentos de reta, bem diferente do que acontece com o gréafico da
Elipse euclidiana. A explicacao para isso estd no fato de que na Geometria do Taxi,
sua equagao geral é definida pela soma de valores absolutos. Tais graficos apresentam
aparéncias de dois tipos de figuras planas euclidianas: o Hexagono e o Octognono,
depende apenas da direcao em que estiverem suas retas focais. Isso se da ao fato de o
movimento de rotacao nessa Geometria nao ser um movimento rigido, diferentemente
do movimento de translacao, que o é.

A construgao desses gréficos se da pela resolucao da equagao da Téaxi-Elipse, que
depende da anélise de sinais das coordenadas de seus focos.

Por se tratar de uma conica e ter esse comportamento em uma Geometria que difere
da Euclidiana, convém se perguntar:

E com as demais conicas? Acontecera algo parecido se as tratarmos segundo a
Geometria do Taxi?

Em um primeiro momento, pensa-se que sim, pois todas as conicas, na Geometria

Euclidiana, partem de uma mesma equagao qual seja (cf [5]):
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Ar? + Bay +Cy* + Dax+ Ey+F =0

Essas indagacoes podem ser objetos de estudos futuros.
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A Simetrias em uma Taxi-Elipse

Simetria de uma Téaxi-Elipse em Relacao ao seu Centro e aos Eixos

Coordenados

Segundo observacao feita na pagina 52 nao ha perda de generalidade em assumir que os
focos sejam simétricos em relagao a origem, ou seja da forma Fy(—xo, —yo) € Fa(0o, Yo)
com 22 + y3 > 0 (quer dizer g, yo ndo sao simultaneamente nulos)

Observe a figura A.1:

y.i

mer-——-—————~=--- 1

m
O

el —————
>

——————-s
=
b

Figura A.1: Focos Simétricos
Fonte: Geogebra

Sabe-se que, de acordo com a figura acima, os focos de uma Téxi-Elipse 7 de
equagao

2 — 21|+ |y =l + o — 2o + [y — 42| = 20

sao Fi(x1,y1) e Fo(xe,ya). Pela observacao feita F) e F sdo simétricos em relagao
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ao seu centro, isto é, ro = —x; e yo = —y;. Tais focos estao nos primeiro e terceiro

quadrantes, respectivamente. Dai,

[z =2l +ly =l + o+ ol + [y + 5l = 2a (A1)

Para que a Taxi-Elipse € seja simétrica em relacdo & origem ¢ preciso que, sendo
P(z,y) € ¢, tem-se P'(—x,—y) € ¢.
Vejamos:

20 = |—z—x|+|—y—wm|+|—z+a|+|—y+ul
= | =1z +azi| +| =y +ul +| =1z — 21| + | = 1|y — w1
= |z +zi|+ |y +y| + |z — 21| + ly — w1

que é essencialmente a equacao de 7.
Da mesma forma, ela é simétrica tanto em relacao ao eixo das abscissas como em
relacdo ao eixo das ordenadas. Ser simétrica em relacao ao eixo das abscissas significa

que se P(x,y) é um ponto da Téxi-Elipse, entao P’(x, —y) também o é. Vejamos:

20 = |lv—x|+|—y—wml+lz+az|+|—y+u
= lz—a|+|=Uly+ul+lz+o]+| -1y -yl
= |z =]+ |y + |+ v+ 21| + |y — w1l

Se simétrica em relagdo ao eixo das ordenadas significa que se P(z,y) é um ponto

da Téaxi-Elipse, entao P'(—z,y) também o é. Vejamos:

20 = |—z—xi|+|ly—wnml+|—z+x]+ |y +ul
= |=1lllz4+azi|+ly—wn|+| -1z —z1|+ |y + u
= |z +zi|+ |y =l + v — 2| + |y +u1l

Portanto, a analise do comportamento de uma Taxi-Elipse esta totalmente deter-

minada pelo seu comportamento no primeiro quadrante.



