UNIVERSIDADE FE
CENTRO DE CIENCIAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL

ALEXMAY SOARES NUNES

AS PERMUTACOES CAOTICAS, O PROBLEMA DE LUCAS E A TEORIA DOS
PERMANENTES

FORTALEZA
2015



ALEXMAY SOARES NUNES

AS PERMUTACOES CAOTICAS, O PROBLEMA DE LUCAS E A TEORIA DOS
PERMANENTES

Dissertacdo de Mestrado apresentada ao
Programa de  Pés-Graduacdo em
Matematica em Rede Nacional, do
Departamento de Matematica da
Universidade Federal do Ceard como
requisito parcial, para a obtencdo do
Titulo de Mestre em Matematica. Area de
concentracdo: Ensino de Matematica.

Orientador: Prof. Dr. Fabricio Siqueira
Benevides.

FORTALEZA
2015



Dados Internacionais de Catalogagio na Publicagio
Universidade Federal do Ceard
Biblioteca do Curso de Matemitica

N923p MNunes, Alexmay Soares
As parmutagtes cadticas, o problema de Lucas & a teoria dos permanentas / A lexmay Soares Nunes,
- 2013,
77 £ 7l color, enc; 31 cm

Dissertacdo (mestrado) — Universidade Federal do Ceard, Centro de Ciéncias, Departamento de
Matemitica, Programa de Pds-Graduagio em Matemitica em Rede Nacional, Fortaleza, 2015,

Ama de Concentragio: Ensino de Matematica.

Orientagdo; Prof, Dr. Fabricio Siqueira Benevides,

1. Anilise combinatdria. 2. Lemas de Kaplansky. 3. Problema de Luocas. 1. Titulo.

CDD 31l







A minha mée e & Rosangela.



AGRADECIMENTOS

A minha mae, que batalhou muito em sua vida para educar seus filhos.

A Rosangela, por ndo me abandonar na soliddo das madrugadas em que
escrevia.

A dona Zuila, por ser uma sogra bem melhor do que eu mereco.

Ao meu orientador, Fabricio Benevides pela generosa paciéncia com que
lidou com minhas duvidas e teimosias.

Ao amigo Marcio, por dividir comigo um pouco de sua sabedoria.

A minha amiga Otavia, que mesmo de longe nunca deixou de torcer por
mim.

Aos meus amigos e companheiros de viagens, Marcelo, Robson e
Fernanda pela incansavel disposicdo em me ouvir tagarelar e ndo me deixar cochilar
ao volante.

Ao amigo Adriano, pela amizade sincera ao longo de tantos anos.

Ao professor Cleiton Albuquerque, que sempre ofereceu seu apoio e
sempre sera para mim uma referéncia de professor, amigo, colega e cidadao.

A todos os meus professores e colegas do PROFMAT, pelas valiosas

licbes de Matematica, de vida e companheirismo.



"Nds somos aquilo que fazemos repetidamente. Exceléncia, entdo, ndo é um modo de agir,
mas um habito”.

Aristoteles



RESUMO

Neste trabalho abordamos algumas técnicas de contagem utilizadas para solucionar
alguns problemas classicos da Andlise Combinatéria. Mostramos também uma
relacdo entre o problema das cartas mal enderecadas, o problema de Lucas e 0s

permanentes de uma matriz quadrada.

Palavras-chave: Lemas de Kaplansky.Problema de Lucas. Permanentes.



ABSTRACT

In this work we cover some counting techniques used to solve some classic problems

in Combinatorics. We also show a link between the so called “rencontre problem”,

the “ménage problem” and the permanent of a square matrix.

Keywords: Lemmas of Kaplansky. Ménage Problem. Permanents.
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1 INTRODUCAO

O problema das cartas mal enderecadas, proposto por Nicolaus Bernoulli
e resolvido por Euler, trata da quantidade de formas de distribuirmos n cartas
enderecadas a n pessoas distintas de modo que nenhuma pessoa receba
corretamente sua correspondéncia. O problema de Lucas, proposto por Edouard
Lucas e resolvido por Kaplansky, pergunta de quantos modos podemos acomodar n
casais, marido e mulher, em 2n cadeiras distintas dispostas em uma mesa circular
de modo que pessoas do mesmo sexo ndo sentem juntas e nenhum homem sente
ao lado de sua esposa. Ambos sao problemas sobre o nimero de permutacfes com
restricbes sobre as posicbes dos elementos permutados e estdo também
relacionados com o problema de contar a quantidade de quadrados latinos.

Neste trabalho, discutimos algumas técnicas de contagem usadas para
solucionar o problema das cartas mal enderecadas, o problema de Lucas e que
fornecem também estimativas para o nimero de quadrados latinos. Comegamos por
apresentar e demonstrar o Principio da Inclusdo e Exclusdo (PIE) seguido de
algumas aplicacdes notaveis. Em seguida, exibimos os conceitos de retangulos e
guadrados latinos e enfatizamos uma relacédo direta entre quadrados latinos e as
permutacbes calticas. No Capitulo 4, apresentamos, generalizamos e
demonstramos os Lemas de Kaplansky e em seguida apresentamos uma série de
aplicacdoes. No Capitulo 5, apresentamos o problema de Lucas e uma solucéo
diferente da que foi apresentada por Kaplansky. Finalmente, no Capitulo 6, tecemos
alguns comentéarios sobre permanentes e explicamos sua ligacdo com a contagem
das permutacdes, em especial com as permutacdes cadticas e o problema de
Lucas.

Este trabalho tem por objetivo servir como ferramenta didatica para o
aprofundamento de técnicas de contagem usadas no Ensino Médio. Os assuntos
tratados e a linguagem usada para resolver os problemas sdo compativeis com a
Matematica desenvolvida no curriculo do Ensino Meédio. N&ao obstante, tais
problemas séo desafiadores e podem despertar a curiosidade dos alunos e

contribuir com a melhoria do ensino da Mateméatica.
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2 PRINCIPIO DA INCLUSAO E EXCLUSAO

Comecaremos por apresentar uma importante ferramenta de contagem
que € largamente conhecida na comunidade Matematica como O Principio da
Incluséo e Exclusdo ou simplesmente pela sigla PIE.

Basicamente, este principio nos fornece uma maneira de determinar a
guantidade de elementos da unido de uma quantidade finita de conjuntos finitos
caso seja conhecido as quantidades de elementos de cada conjunto e das
interseccdes entre eles.

Inicialmente, vamos considerar a situacdo onde temos apenas dois

conjuntos finitos. Em seguida vamos generalizar essa situacao para mais conjuntos.

A partir daqui, iremos representar a cardinalidade de um conjunto finito A por |A|

2.1 A cardinalidade da unido de dois conjuntos finitos

Sejam A e B dois conjuntos finitos. Cada elemento do conjunto AUB

pertence a um e somente um dos seguintes subconjuntos da unido de A com B:
A\B, B\A e AnB. Tal afirmacido é verdadeira devido ao fato de os trés
subconjuntos formarem, notadamente, uma particdo de AUB . Assim,
|AUB|=|A\B|+|B\A/+|ANB|.
Por outro lado, |A\B|=|A~|ANB| ¢ [B\A=|B|-|ANB] Logo,
[AUB|=|Al+[B]-[ANB],

O sinal de "-" precedente a |A“B| também pode ser justificado pelo de
fato de que cada elemento da interseccdo entre A e B estd sendo contado
duplamente, uma vez em |A| e outra em |B| dai surge a necessidade de retirar o

excesso da soma |A| + |B| )

A seguir, um exemplo de aplicacdo deste caso particular do PIE.

Exemplo 2.1.1
Em certo municipio brasileiro, ndo ha sistema de coleta de esgoto, tal fato

favorece a propagacdo de parasitoses, sendo que as mais comuns sao causadas



13

por Ascaris lumbricoides (conhecida como lombriga) e Enterobius vermiculares
(também chamada de tuxina). Considere que nesse municipio haja uma comunidade
de 800 habitantes e que apds uma rapida pesquisa, constatou-se que:
e 460 apresentavam ovos de lombriga;
e 380 apresentavam ovos de tuxina e
e 20% dos habitantes ndo apresentavam infestacdo por estes vermes.

Quantos habitantes dessa comunidade estavam infestados pelos dois
tipos de vermes?

Solucéo:

Vamos definir os conjuntos:
A Conjunto dos habitantes infestados pela “lombriga”,

B : Conjunto dos habitantes infestados pela “tuxina”.

Veja que, nesta notacéo, estamos procurando a cardinalidade de ANB e

nos foi informado que A/ =460 e que [B|=380.
Ora, sabemos 20% dos habitantes ndo apresentavam infestagdo por

estes vermes, assim 80% dos 800 habitantes, isto &, 640 habitantes estdo infestados
por ao menos um dos dois tipos de vermes, logo: |AB|=640.
Como |AB|=|A[+[B[-[ANB| segue que:
640 = 460+380—|ANB]
Portanto, |ANB|=200

Dessa forma, concluimos que 200 habitantes da comunidade citada estédo

infestados pelos dois tipos de vermes. 0

2.2 A cardinalidade da uni&o de trés conjuntos finitos

Sejam A, B e C trés conjuntos finitos. Estamos interessados em
determinar |AYBUC| podemos pensar em B UC como um Gnico conjunto. Assim,

desde que AUBULC :AU(BUC)’ podemos aplicar o resultado obtido na secéo

anterior para dois conjuntos e obter:
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IAUBUC|=|AU(BUC) =|Al+[BuUC|-|An(BUC)|.

Por outro lado, sabemos que AN(BUC)=(ANB)U(ANC). paj;

|An(BUC)|=[(AnB)U(ANC)|=|ANB|+|ANC|-|(AnB)~(ANC).

Assim,

|IAUBUC|=|A]+|B|+[C|-|B mC|—(|AmB|+|AmC|—|AmBmC|),

|AUBUC|=|A|+|B|+[C|-|AnB|-|ANC|-|BNC|+|AnBNC|.

Tal como na Secédo 2.1 podemos justificar o resultado acima da seguinte

forma: cada um dos elementos das trés interseccdes ANB, ANC e BNC foi

duplamente contado na soma |A| +|B|+|C|, dai se justifica a subtracdo das parcelas

|/AnB||AnC| e BNC|. contudo,

triplamente incluido (uma vez em

cada elemento do conjunto ANBNC foi

|Al, outra em [B| e mais uma vez em [C|) e

triplamente retirado (uma vez em cada uma das trés interseccdes ANB, ANnC ¢

BNC) e isso justifica a inclus&o de |Am B mC| no final da féormula.

Exemplo 2.2.1

(UERJ - Adaptada) Em um posto de saude foram atendidas, em

determinado dia, 160 pessoas com a mesma doencga, apresentando, pelo menos, os

sintomas diarreia, febre ou dor no corpo, isoladamente ou ndo. A partir dos dados

registrados nas fichas de atendimento dessas pessoas, foi elaborada a tabela

abaixo.

Sintomas Frequéncia
Diarreia 62
Febre 62
Dor no corpo 72
Diarreia e febre 14
Diarreia e dor no corpo 8
Febre e dor no corpo 20
Diarreia, febre e dor no corpo ?

Determinar o numero de

pessoas que apresentaram, a0 mesmo tempo,



0s trés sintomas.
Solucéo:
Vamos comecar definindo os conjuntos A, B e C como segue.

A conjunto das pessoas que apresentaram diarreia,
B : conjunto das pessoas que apresentaram febre,
C : conjunto das pessoas que apresentaram dor no corpo.

Dessa forma, fica evidente que: |AVUBUC| =160, |A|=62, |B|=62,
C|=72, |AnB|=14, |]AnC|=8 e [BNC|=20.pede-se para calcular ANBNC]|.

Ora, pelo PIE, sabemos que

|AUBUC| =|Al+|B|+|C|-|AnB|-|ANC|-|BNC|+|AnBNC|.

Assim,

|AUBUC| =|Al+|B|+|C|-|ANB|-|ANC|-|BNC|+|AnBNC|
160=62+62+72-14-8-20+|AnBNC|.

Logo,
|AnBNC|=6. 0

A seguir, veremos o0 caso geral do PIE e uma prova de tal resultado.

2.3 Caso geral do principio da inclusédo e exclusao

A seguir enunciamos o PIE em sua forma geral. Ha varias formas de

demonstrar este resultado. A demonstracdo que segue fard uso do Principio de
Inducéo Finita (PIF).

Teorema 2.3.1

Sejam Av A - A, conjuntos finitos. Entéo,

15
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onoonl- 35 ara o]

Sl ¥ loals ¥

I<i;<n I<ig<ip <n I<iy<ip<iz<n

> A NA A A ()T ANA N LAA]

I<iy<iy<ig<iy<n

A, NA, A,

Demonstracdo do Teorema 2.3.1:

Vamos usar inducdo sobre n. O Teorema 2.3.1 € claramente verdadeiro
para N =1 e ja provamos que ele também é verdadeiro para N=2 e N =3.

Para o passo indutivo, vamos assumir que o Teorema 2.3.1 é verdadeiro
para N =T | quaisquer que sejam os conjuntos Au A A

Vejamos o que ocorre no caso N=r+1,

Para N =1 +1 teremos:

A UA ULLUA UA |=|(AUA U.LUA)UA

Tratando (AVYA,U..UA) como um Gnico conjunto e usando o
resultado obtido na Secéo 2.1, temos:

AUAULUA UA |=|(AUAU..UA)UA ,
AUAULUA UA [=|AUA UL UALHA |- [(AVAULUA)NA

=

Aplicando a hipétese de inducdo para os conjuntos Au A A tem-se:

AUAULUAUA =Y Al- T [ANAl+ Y

I<iy<r I<iy<ip <r 1I<iy<iy<ig<r

A (F) A NA AL AAHA LA VA ULLUA)AA
A,

A, NA A,

tem- se:

AUAULUAUA= Y [Al- S [ANAl+ S

. MA M
, 2 2 ANANA,
I<ip<r+1 I<iy<iy <r I<iy<ip <ig<r

(AAUA,U.LUA)NA

Inserindo |'°»+1| em Kizl;r

et (FD) A NA, NLAA |-
Por outro lado, sabemos que:

(AVAULUA)NA | =[(ANA)U(ANAL)ULU(ANA )
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Observe que devido ao fato de (ANAL)U(ANAL)U..U(ANA,)

representar a unido de ' conjuntos finitos podemos, novamente, aplicar a hipétese

de inducéo para esses conjuntos e obter:

+...

(ANAL)U(ANAL)ULUANA L= DA NA -

I<iy<r I<iy<ip <r

et () TIANA N LAA NA

ANANA,

Assim,

AU.LUA = DAL Z ANA |+ D

I<ip<r+1 I<iy<ip<r I<iy<ip<ig<r

- > AlmAzmA3mA4‘+...+(—1)r_l-|AlmA2m...mA|

I<iy<iy<ig<iy<r

—[Z A NAL= X A NA NA+ X

I<iy<r I<iy<ip <r 1I<iy<iy <ig<r

A, NA A,

ANA NA NA,

(D) > ‘Al NanA NA

1<y <ip<ig<.<ip_y<r

+(-1) A NA, m...mAHl|J.

Veja que para 2<K <r temos:

> ‘Ailm...mAik‘+ > A NnA NAL= D AlmAizm...mAik‘.
I<iy<ip <...<i <r 1<iy <ip<...<i_4<r I<iy<ip <..<iy <r+1
Dessa forma, podemos escrever:
AULUA L= DAL= D A NA+F D A NA NA |-
I<ip<r I<ig<ip<r+1 I<iy<ip<ig<r+1

D)7 Y A nenA AA]HY A NANLAA .

I<iy<ip<ig<...<i, <r+1

Isso encerra a prova do Teorema 2.3.1. 0

Exemplo 2.3.2

Considere que haja quatro cartas, digamos a, b, ¢ e d, enderecadas a
quatro pessoas distintas, isto é, cada carta possui um Unico destinatario. Quantas
sdo as formas de realizar a entrega dessas correspondéncias de modo que

nenhuma das quatro cartas seja entregue ao destinatario correto?

Solucao:
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O total de permutacdes possiveis entre quatro elementos distintos é
4!=24  Portanto, € claro que a resposta do problema sera no maximo igual a 24.

Considerando uma entrega como sendo uma distribuicdo arbitraria das
quatro cartas entre 0s quatro destinatarios, em que cada destinatario recebe

exatamente uma das quatro cartas, podemos definir os seguintes conjuntos:

A conjunto das entregas em que carta a vai para o destinatario correto.

B : conjunto das entregas em que carta b vai para o destinatario correto.

C : conjunto das entregas em que carta ¢ vai para o destinatario correto.

D: conjunto das entregas em que carta d vai para o destinatario correto.
Desse modo, a resposta do problema proposto é claramente:

24—|AuBUCUD|.

Aplicando o PIE para os conjuntos A, B, C e D, temos:

|AUBUC UD|=|A|+|B|+[C|+|D|-|AnB|-|ANC|-|AND|-[BNC|-
|BND|-|CD|+|AnBNC|+|AnBND|+
|IANC ND|+BNCND|-|AnBNCAND|.

Vamos determinar |A| No conjunto A, a carta a vai para o destinatario

correto, isto s6 pode ser feito de uma Gnica maneira. Por outro lado, ha 3! formas de

distribuir as 3 cartas restantes entre os outros 3 destinatarios. Entéo, |A| =1.3!=6,
Analogamente,
/Bl =Ic|=[p|-6.
Vejamos agora o valor de |A“B|- O conjunto ANB é aquele em que as
cartas a e b sdo entregues corretamente aos seus respectivos destinatarios, mais

uma vez, isto s6 pode ser feito de modo Unico. Deste modo, restaram 2 cartas e

estas podem ser distribuidas de 2! entre os 2 destinatarios remanescentes. Logo,

IAnB|=1-21=2.
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Analogamente,
|ANC|=|AnD|=|BNC|=BnD|=[CD|=2!=2.

Os conjuntos ANBNC, AnBND, AnCNnD e BNCND sjo aqueles
em que 3 das quatro cartas sdo corretamente entregues a seus respectivos
destinatarios. Por outro lado, ao fazer tal distribuicdo teremos que entregar a quarta
carta ao destinatario restante, que necessariamente sera o destinatario correto
dessa carta, haja visto que os 3 demais ja receberam suas cartas corretamente.
Essa distribuicdo s6 pode ser realizada de forma Unica. Assim:

|IAnBNCND|=|AnBNC|=|AnBND|=|AnCND|=BNCND|=1=1.

Dessa forma, a resposta do problema é:

24—(4-6-6-2+4-1-1)=9. 0

O exemplo acima foi motivado por um problema mais geral proposto por
Nicolaus Bernoulli (1687-1759), e posteriormente resolvido por Leonard Euler (1707-
1783). O problema perguntava de quantas formas podemos distribuir N cartas
destinadas a N enderegos distintos de modo que nenhuma carta seja entregue no
endereco correto. Tal problema ficou conhecido como problema das cartas mal
enderecadas e sua solucdo esta relacionada ao conceito de permutacdo cadtica. A

préoxima secdao tratara desse tema.
2.4 Permutacdo cadtica ou desarranjo

Seja n um namero inteiro. Considere um grupo de n objetos distintos
dispostos em certa ordem. Uma permutacdo desse grupo € dita cadtica (ou um
desarranjo) se, ao reordenarmos esses objetos trocando-os de posicdo entre si,

nenhum deles torna a ocupar sua posi¢cao original. Em geral, representa-se a
quantidade de desarranjos de n elementos por D.» cOmn=1. Ademais, também
definimos Do =1

Teorema 2.4.1

Seja n um numero inteiro. A quantidade de desarranjos de n elementos
distintos € dada por

D, =n!£1—1+i—i+...+ij,
2 3! n!



ou ainda, na forma mais compacta:

n

k
o -3 Y
k!

k=0

Demonstracao do Teorema 2.4.1:

20

Vamos comecar definindo cada conjunto A em que 1<i<n, como o

conjunto das permutacfes dos n objetos em que o i-ésimo deles esta na posicéo

original.

Com esta notacéo, a solucdo deste problema sera dada por:
ni—|A UA, U...UA.

Assim, aplicando o PIE para os conjuntos A' obtemos:

Dnzn!—[zml— > ANAl+ Y |ANANA

I<ip<n I<ip<i <n I<ip<ipy <iz<n

(YA N A AL A

Ou ainda, em uma forma mais compacta:

o 5 eaneoal]

Vamos determinar o valor de Z ‘Aﬁ a Az m...mAk ‘

I<ip<ip <...<i<n

Perceba que uma vez fixados os indices lvla-lk,

tais que

1<iy <i; <...<i <N o conjunto A, NA, DDA ¢ formado pelas permutagdes em

que os objetos das posicdes vl 1k estdo em suas posices originais e isto s6

ocorre de uma Gnica forma. Como os demais N —K objetos podem ser distribuidos

arbitrariamente de (n - k)! maneiras nas posi¢coes restantes, podemos concluir que:

A, A AAA = (n-k)

n

Por outro lado, h& (k] escolhas possiveis para gl Assim:

D ‘Ailm...mAik‘:(E]-(n—k)!.

I<ip<..<i <n
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Dai,

E, desde que

podemos escrever

Considerando que,

Assim, obtemos que

Por fim, como Do =1 a férmula acima torna-se valida para todo nimero

natural.

No capitulo 5, apresentamos também a solucao dada por Euler ao
problema das cartas mal enderegadas.

Exemplo 2.4.2

Quatro pessoas aguardam atendimento em uma clinica
médica. Todas deverdo ser consultadas por dois médicos diferentes. O atendimento
de ambos os médicos estd marcado para iniciar as 14:00h e terminar as 15:00h. Os
meédicos deverdo gastar, em cada atendimento, exatos 15 minutos. De quantas

formas poderiam ser organizadas os horarios das duas consultas?

Solucao:
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Considere a tabela a seguir como forma de ilustrar os possiveis horarios

em que podemos distribuir os quatro pacientes dadas as condi¢cdes impostas pelo

problema.
Horério de Atendimento
14:00 — 14:15 | 14:15-14:30 | 14:30 — 14:45 | 14:45 - 15:00
Médico 1
Médico 2

Perceba que ha 4! formas de se preencher o horario de atendimento do
Médico 1, pois ndo ha nenhuma restricdo sobre ele. Contudo, uma vez montado o
horario do Médico 1, note que o paciente que estiver em atendimento com ele néo
podera estar em atendimento no mesmo horario com o Médico 2, ou seja, o
preenchimento dos horarios de atendimento do Médico 2 deverd ser uma

permutacdo cadtica do horario do Médico 1. Dessa forma, para cada horario do

Médico 1, ha D, formas de se montar o horéario do Médico 2.
Como

D4=4!(1—1+i—i+ij=9,
21 31 4l

a resposta do problema é:
41.D, =24-9 =216. 0

Uma generalizacdo do exemplo anterior consiste em determinar a
guantidade de formas em que n pessoas podem ser atendidas por n médicos em um
conjunto determinado de n horarios. Este problema, no entanto, ainda se encontra
sem solucao, ou seja, ndo se conhece uma formula fechada para esse valor. Como
veremos, ele é igual a quantidade de quadrados latinos de ordem n. Discutiremos
mais sobre esse assunto no préximo capitulo. Antes, veremos na proxima secao

mais uma notavel aplicacéo do PIE.

2.5 A quantidade de funcdes sobrejetoras entre dois conjuntos finitos

Antes de partir para o objetivo principal desta secédo, vamos apresentar

algumas definices pertinentes. Neste trabalho, trataremos apenas de funcdes entre
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conjuntos finitos, contudo a definicdo que serd dada pode ser ampliada para

quaisquer conjuntos.
Definicdo 2.5.1

Sejam A e B dois conjuntos finitos ndo vazios. Uma funcéo f de A em B,

denotada por f:A—>B, ¢ um conjunto de pares ordenados (X, y) tais que as trés

seguintes condicbes sdo observadas:

xeAeyeB, V(xy)ef

ayEB tal que (X,y)Ef, VXEA;

. Se (X’yl)Ef € (X’Yz)ef .entdo Y1 =Y.

O valor de Y €B tal que (x,y) ef ¢ frequentemente representado por f(x) e

chamado de imagem de x pela funcdo f. O conjunto A é chamado de Dominio da
funcéo e o conjunto B € chamado de Contra-dominio da fung&o. O subconjunto de B
formado por todas as imagens dos elementos do dominio é chamado de Conjunto

Imagem da funcéo.
Teorema 2.5.2
A quantidade de funcdes de A em B, em que A e B séo conjuntos finitos
~ . plA
n3o vazios é |B| .
Demonstracao do Teorema 2.5.2:

Cada um dos |A| elementos de A pode ser associado a um unico dos

|B|elementos de B. Assim, aplicando o Principio Fundamental da Contagem (PFC)
temos |B|‘A‘ fungdes distintas. i
Definicdo 2.5.3 - Funcéao Injetora

Sejam A e B dois conjuntos finitos. Uma funcdo f de A em B é dita

injetora quando quaisquer elementos diferentes no dominio corresponderem-se com

imagens diferentes. Isto &, se XX} A g X %X, entao T (%) =T (X,).
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Podemos também usar a contrapositiva da afirmacdo acima para definir

uma funcéo injetora, ou seja, uma funcéo injetora é uma funcdo com a seguinte
propriedade: VX, X; € A: f(%)=F(X,)=X% =X,
Observe que a definicdo de funcéo injetora acarreta a necessidade de

que |A| < |B| do contréario seria impossivel construir uma fungéo injetora de A em B,
pois necessariamente haveria pelo menos dois elementos de A com a mesma

imagem.
Teorema 2.5.4

A quantidade de fungdes injetoras entre dois conjuntos finitos ndo vazios

)

Demonstracdo do Teorema 2.5.4:

AeBé:

Considere os conjuntos A= {Xl’ X2""’X‘A‘} e B= {yp)’z’---ay\s\} . Veja que se

f:A— B ¢ uma funcdo injetora, entdo seu conjunto imagem possui exatamente |A|

elementos. Fixemos uma das possiveis escolhas para o conjunto imagem, digamos

B*:{yil’yiz""’yiw}, em que {il’iZ""’i‘A‘}C{lz"“’|B|}. Uma funcdo de A em B, em

que B* € o conjunto imagem dessa funcéo, € um conjunto do tipo
{(Xl,al),(xz,az),...,(X‘A‘,a‘A‘)} ,

em que % %%y é uma permutacdo dos elementos de B*. Sabemos que a
quantidade de permutagGes de n objetos é n!, e como |B *| - |A| concluimos que h&a

|A!' funcBes distintas de A em B, em que B* é o conjunto imagem. Por fim,

B]
observando que existem (|A|j escolhas possiveis para B*, concluimos, pelo

Principio Fundamental da Contagem, que o total de fun¢des injetoras de A em B é:
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2] |

Definicdo 2.5.5 - Funcao Sobrejetora

Sejam A e B dois conjuntos finitos. Uma funcdo f de A em B é dita

sobrejetora quando todo elemento de B é imagem de ao menos um elemento de A.
Isto &, se Y €B entio Ix €A tal que ¥ =f(x).
Observe que a definicdo de funcao sobrejetora acarreta a necessidade de

que |A| 2 |B| , do contrério seria impossivel construir uma fungéo sobrejetora de A em
B, pois necessariamente haveria pelo menos um elemento de B desassociado de
qualquer elemento de A.

O calculo da quantidade de fungBes sobrejetoras de A em B nédo é téo
elementar quanto os dos dois teoremas anteriores. Mas podemos contornar essa
dificuldade aplicando o PIE. Antes, vamos a um exemplo que ilustra as ideias do

proximo teorema.

Exemplo 2.5.6

Sejam A=1{1234} e B={ab,c} Quantas sdo as funcées sobrejetoras

de AemB?
Solucéo:
De acordo com o Teorema 2.5.2, sabemos que h&a ao todo 81 funcbes de

A _ a4 ~ ~
A em B, uma vez que |B|” =3"=81. vamos calcular quantas dessas funcées nao

sao sobrejetoras.

Vamos comecar definindo os conjuntos:

M. conjunto das funcées f de A em B em que @ ndo pertence ao conjunto imagem

de f.

M, conjunto das funcbes f de A em B em que b n&o pertence ao conjunto imagem

de f.
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M; : conjunto das funcdes de f A em B em que ¢ néo pertence ao conjunto imagem

de f.
Dessa forma, a quantidade de funcbes de A em B que ndo séo
sobrejetoras & [M; UM, UM,|,
Note que, |M1|:24, pois, neste caso, cada um dos 4 elementos de A
. Sy . 4
possui duas possibilidades para sua imagem. Analogamente, [M,| =|My| =2,
4 . P
Por outro lado, [M: "M,|=1 pois, neste caso, cada elemento de A tera
apenas ¢ como possibilidade de imagem. Analogamente, |M1 mM3| = |M2 m'V|3| =1’
Por fim, [M; M, "M,|=0% nois; neste caso, os elementos de A no
possuem possibilidade de imagem.
Assim,
M, UM, UM, |=3-2*-3-1* + 0 =45.

Logo, a quantidade de funcdes sobrejetoras de Aem B é : 81 — 45 = 36."

Teorema 2.5.7

Sejam A e B dois conjuntos finitos ndo vazios tais que |A|Z|B|. A

guantidade de funcBes sobrejetoras de A em B é dada por:

> ([l

k=0

A demonstracdo que segue faremos uso do principio de inclusdo e da
exclusdo que é totalmente acessivel aos alunos a partir do segundo ano de ensino

médio, pois faremos uso de técnicas de contagem vistas nesse periodo.
Demonstracédo do Teorema 2.5.7:
Considere os conjuntos A={al1azv--a%}’ B ={b1:bz’---’%\} e M, em que

M, e definido como o conjunto das funcées de A em B em que P no é imagem de

nenhum dos elementos A, para (15 k < |B|)

Assim, a demonstracdo do Teorema 2.5.7 consiste em calcular
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|B|‘A‘ _

Bl]"

Seja k um numero natural, tal que 1<k S|B|. Perceba que cada um dos

conjuntos do tipp M M-.NM;,  com 1<j<..<j<PB| terda a mesma

Al
cardinalidade (|B|—k)‘ ‘, pois cada elemento de A terd |B|—k possiveis imagens.

S M, (WM‘_[ Q(B| o

1<jy<..<j <[B|

M, M,,...,M

Assim, aplicando o PIE para os conjuntos B obtemos:

A (B Al
(%) - {15} Gei-2 .
k1 (B A n-1 |B| Al
SR R TR b TR
& k-1 |B|J A
=>'(-1) - (IB]-k)".
>0 (- et-n)
Deste modo, a quantidade de funcdes sobrejetoras de A em B € dada por:

YR MR AR A e N (U TC RN

k=1 k=1

Bl

Isto e, ]

B
Desde que |B|‘A‘ (-1)° U |J(|B| O)W, podemos reescrever a expressao

acima na forma:

3 RETANGULOS E QUADRADOS LATINOS

Registros apontam que o primeiro matematico a publicar um texto sobre

guadrados latinos foi Leonhard Euler em 1783. A expressao quadrado latino



28

deveu-se ao fato de Euler (DELAHAYE) ter usado letras latinas para os seus
quadrados.

Euler teria sido desafiado com o seguinte problema:

"Suponhamos que seis regimentos fornecem seis oficiais de patentes
diferentes. Por exemplo, um general, um coronel, um capitdo, um major, um tenente
e um alferes. Sera possivel colocar os oficiais numa disposicdo quadrangular seis
por seis, para que em cada linha e cada coluna n&o haja nenhuma repeticdo de
patente nem de regimento?"

Para tentar resolver esse problema, Euler definiu o que hoje chamamos
de quadrados latinos e, a partir destes, introduziu o conceito de quadrados latinos
ortogonais, ou quadrados greco-latinos. Euler sabia que caso encontrasse um par de
guadrados latinos ortogonais de ordem 6, o problema estaria resolvido. Mas, Euler
nao obteve sucesso e langou a conjectura de que ndo existiriam quadrados latinos
ortogonais de ordem N=4k+2 com K €l | De fato, em 1901, o matematico francés
Gaston Tarry mostrou que realmente ndo existem quadrados greco-latinos de ordem
6, o que vinha a dar algum crédito a conjectura de Euler. Contudo, em 1959, os
matematicos Bose, Shrikhande e Parker (DELAHAYE) provaram que a conjectura
estava errada, mostrando que é possivel encontrar quadrados latinos ortogonais
para qualquer ordem N =4k +2 com k >1. O resultado obtido por Bose, Shrikhande
e Parker (BOSE, SHRIKHANDE e AND PARKER, 1960) foi matéria de primeira
pagina do The New York Times (1959), e também a capa da revista Scientific
American (1959). Mesmo hoje, ha varias perguntas centrais em torno desse tema
gue ainda se encontram sem resposta.

Neste capitulo, iremos introduzir os conceitos de retangulos e quadrados
latinos. Vamos discutir alguns importantes resultados, sobretudo no que se refere a
guantidade de retadngulos e quadrados latinos que podem ser construidos com um

dado conjuntos de simbolos.

3.1 Definicéo e existéncia de retangulos e quadrados latinos

Definicdo 3.1.1

Sejam k e n nimeros inteiros positivos. Um retangulo latino do tipo kKxn

em que K <N, ¢ uma quadrupla (M;N,P,Q) em que M, N e P sdo conjuntos tais que
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IM|=k, [N|=|P|=n ¢ Q & uma aplicagio Q:MxN =P ta| que, fixados 1 €N e
PeP 3 equacao Q(i' j) =P apresenta, no maximo, uma solucéo para i €M

E possivel visualizar um retangulo latino do tipo KxNn como uma matriz
kxn cujas entradas s&o elementos de um conjunto P de cardinalidade N. Nessa

matriz, todo elemento de P aparece disposto em cada linha exatamente uma vez e

em cada coluna no maximo uma vez.

Séao exemplos de retangulos latinos:

@| | ¥ |07
¥ 0@ T~
@~ [¥]|0
Retéangulo Latino 3 x 5
112345

Retangulo Latino 2 x 6

Definicdo 3.1.2

Um quadrado latino é um retangulo latino em que kK =n,

Comumente um quadrado latino NXN é chamado de quadrado latino de
ordem N.

Séao exemplos de quadrados latinos:

@| = | ¥
) ¥ @
¥ 0

Quadrado Latino 3x3

D P WD
R N AW
O] B O
W O O1
gl o N B
Nl W o &~
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Quadrado Latino 6x6

Deste ponto em diante, faremos uso apenas dos elementos do conjunto

{12'---1”} como elementos de entrada da matriz que representa os retangulos

latinos do tipo kxn.

Definicdo 3.1.3 — Quadrados latinos ortogonais

Dois quadrados latinos de mesma ordem sdo denominados ortogonais se
os pares ordenados, formados por elementos em posi¢cdes correspondentes, forem
todos distintos.

A seguir temos um par quadrados latinos ortogonais.

1123 1/3]2
2|3 2 3
3112 3121

De fato, os 9 pares ordenados sdo: (1,1); (2,3); (3,2); (2,2); (3,1); (1,3);
(3,3); (1,2) e (2,1). E, conforme podemos constatar eles séo todos distintos.

E importante observar que para qualquer inteiro positivo n existe um
quadrado latino N XN, De fato, podemos proceder da seguinte forma para obter um
quadrado latino de ordem n.

Vamos dispor os n elementos 1, 2, 3, ..., n nessa ordem na primeira linha.
Na segunda linha, dispomos os elementos na ordem 2, 3, ..., n, 1. Isto €,
deslocamos a primeira linha uma casa para a esquerda e colocamos o elemento 1
na ultima posi¢cdo. Seguindo esse formato, teriamos na j-ésima linha os elementos

dispostos na seguinte ordem: j, j*1, ..., n, 1, 2, ..., j~ 1. Finalmente, a uUltima linha
teria a seguinte configuragdon, 1, 2, ..., n~ 1.
Abaixo, temos uma ilustracéo:

1| 2 3 L. nT2|n71 n
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2| 3 4 n—1 n 1
Jlj+L 42 737271
ni 1 2 N3/ n"2|n"1

Além disso, é possivel obter varios quadrados latinos a partir de um
quadrado pré-fixado, para isso, basta permutar entre si suas linhas ou colunas ou
ainda pode-se renumerar seus elementos.

Outro resultado bastante importante € o fato de que qualquer retangulo
latino pode ser completado até se tornar uma quadrado latino. Acompanhe o

exemplo a seqguir.

Exemplo 3.1.4

Observe o retangulo latino do tipo 3*6 abaixo.
3|6|2|5(1|4
2|5(1|4|6]|3
1/4/6|3|5|2

Ele pode ser expandido para um quadrado latino de ordem 6, conforme a

ilustracéo a seguir.

Al O O | N W
R W N B O] O
Wl o B O PN
O N P W h~| O
N B W O] O
g Bl O N W b

Antes de iniciar a demonstragdo desse fato, convém algumas
consideracgoes.
Definicao 3.1.5

Considere o conjunto & ={AsA,A.}  em que cada A, para 1<i<n, ¢

um conjunto finito n&o vazio.
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Um sistema de representantes distintos (SRD) do conjunto <, ou
associado aos conjuntos A A, - A, & um conjunto {8 &, - &} tal que:
o €A e
e dado {lifc{12...N}se i # ] ento & *2;
Exemplo 3.1.6

Sejam A =1{123} A, ={13} e A, ={14} Um SRD de A={AAA} &

234,
Exemplo 3.1.7

Sejam A ={124} A, ={13}, A, ={3} , A, ={23} e A = {12},
Nao ¢é possivel obter um SRD associado aos conjuntos

A, A Ass Ay e Ay pois necessariamente teremos de escolher @& =3 e, dessa

forma, teremos apenas os valores 1 e 2 para distribuir entre & &, € 8 o que , pelo
principio da casa dos pombos, ndo pode ser feito sem que algum dos valores seja

repetido.

Teorema 3.1.8 (HALL, 1935)
Seja A=1AAA L em que cada A, com 1€{3 2 ... N} & um
conjunto finito ndo vazio. Entéo, existe um SRD para 4 se, e somente se, para cada

ke{l2...n}  tivermos ‘Ail VA, UL UA ‘ >k quaisquer que  sejam

1<i <, <...<i, <n.

Demonstracao do Teorema 3.1.8:

A primeira parte da prova consiste em mostrar que a existéncia de um

A, VA, U..UA |2k, comke{l2..n} ¢

SRD, digamos {ayaz’---’an}, implica

1<i <, <..<i . <n.
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De fato, seja A, A,-+A, uma escolha arbitraria de k elementos de A,
com 1<i;<i,<..<i <n. geja D={a,&,.+&} um SRD para <. Podemos
selecionar um conjunto de k elementos de D, digamos E ={311’3ﬁ2'---’3n-k}, tal que

tenhamos & €A, para todo i€{12..K} Pela definicio de SRD, todos os

elementos de D s&o distintos entre si e como E <D segue que todos os k

elementos de E também séo distintos entre si, dai podemos concluir que |E| =K. por

outro lado, como cada elemento de E pertence a pelo menos um dos conjuntos
Al’AZ,""Ak Segue que E c Ai UAZ UUAk , aSSIm ‘A|1 UA‘Z U...UAik‘Z |E| = k . E

isto encerra a primeira parte da prova do Teorema 3.1.8.
Para a segunda parte, isto &, provar que se ‘Al VA, U---UAK‘ >k, entso
existe um SRD para o conjunto 4, em que AyA,A, é uma escolha arbitraria de

k elementos de A (com 1<k <n e 1<i; <i, <..<i, <N),jremos aplicar o principio
de inducéo finita sobre n.

O resultado é trivialmente verdadeiro quando N =1, pois A1 deve conter
pelo menos um elemento e tal elemento pode ser escolhido para o SRD. Assumindo
que o resultado seja valido para todo r, tal que 0 < r < n, vamos provar que ele
também é valido para ' =0,

Vamos dividir o problema em dois casos.
1°Caso: Suponhamos que para qualquer escolha de k elementos de A,

digamos A:A, A, A tenhamos |A, VA, U...UA |2k +1 em que 1<k <n-1.
Deste modo, segue, pelo principio da casa dos pombos, que existe um
16{12’---’k} tal que Aﬁ,» possui pelo menos 2 elementos. Sem perda de
generalidade, vamos dizer que tal conjunto seja A: e destaquemos um de seus
elementos, digamos que & €A,

Pode ser que, eventualmente, & também pertenca a algum outro
elemento de <A, nesse caso vamos retirar & desses conjuntos e vamos passar a

considerar os seguintes N—1 conjuntos: A, \{31}’ A; \{al}’ o A \{al}' E claro que

nenhum desses novos conjuntos € vazio, pois do contrario isso negaria a hipotese
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(em particular, no caso K =1) de que para qualquer escolha de k elementos de

devemos ter ‘Al UAiz u...uA,k‘ >k+1

Agora, perceba que a unido de qualquer escolha de k dos conjuntos

A \af, AMa), ... A\, sendo 1<k <n | tera de ter pelo menos k elementos,

isto é, necessariamente devemos ter ‘Aal \ajuA \aju..UA \{al}‘ 2K uma vez

que ‘Al VA, U... U'Aﬁk‘ 2k+1 g retiramos no maximo um elemento dessa unido.

Assim, aplicando a hipotese de inducdo, podemos assumir que 0 conjunto
A'={A\a} A\ a} . A\{a}}  admite um SRD, digamos {882},
com & €A \a} . Uma vez gue cada & e{a,,a,,..,a,] & diferente de &, podemos
concluir que o conjunto &= {A, A, A,} admite o seguinte SRD: {8188+, .

2°Caso: Suponha agora que para alguma escolha de k, com 1<k <n,
existem elementos AvA, A, de A tais que ‘Ail VA, U---UAk‘=k (note que a

hipétese do Teorema 3.1.8 ndo permite tal cardinalidade seja menor do que k).

Como k<n-1 podemos aplicar a hipétese de indugdo para 0s conjuntos
AsA,A e obter um SRD, digamos {3111312’---’%}. Vamos ent&o tomar os N—k
conjuntos restantes e retirar de cada um deles os elementos do conjunto

{ai17ai2""’aik}. E claro que nenhum desses novos N-K conjuntos formados é vazio,

pois se houvesse um tal conjunto ele ndo possuiria nenhum elemento diferente dos

elementos de A YA, Y--YA e nesse caso a unido de A YA, Y--YA com

esse conjunto teria cardinalidade k, que € menor do que K+1 e isso estaria em
desacordo com a hipétese do Teorema 3.1.8. Note também que, devido a mesma

hipétese, a escolha de quaisquer p desses novos N-K conjuntos devera ter pelo

menos p elementos. E, como 1<p<n, podemos aplicar novamente a hipétese de
induc&o, para obter um SRD que tera N—K elementos, digamos {aim’aﬁmv--’aﬁn} e
todos diferentes dos k elementos de {ail’a'iz""’aik}. Dessa forma, podemos obter

{a,a,...a,.a_.a ... | como SRD de .

E com isto, encerramos a segunda e ultima parte da prova. 0
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Observe que, de acordo com o Teorema 3.1.8, 0 conjunto & do Exemplo
3.1.7 ndo possui SRD pelo fato de que para K =4 podemos tomar os conjuntos

A, ALA, € A para os quais obtemos |A VA UA, UA|=3 que é menor do que 4.

Teorema 3.1.9

Um retangulo latino do tipo Kxn, em que 1<k <n, pode ser expandido

para um outro retangulo latino do tipo (k +1)>< N pelo acréscimo de uma linha.
Demonstracao do Teorema 3.1.9

Em qualquer retangulo latino Kxn com 1<k <n cada coluna possui k
elementos distintos pertencentes ao conjunto {l 2’---1”}. Seja A, com

] e{l 2’---1”}, o conjunto dos N-K elementos de {l 2’---'”} gue nao aparecem na

coluna |j. Para provar o Teorema 3.1.9, é suficiente mostrar que existe um SRD

associado aos”, uma vez que, por definicdo, o elemento &; € A nao aparece na

coluna j. Por outro lado, para provar a existéncia de um tal SRD devemos, de acordo

com o Teorema 3.1.8, mostrar que qualquer escolha de p dos conjuntos A,

digamos AvA,-A, 6 tal que |A, VA, Y-UA |ZD em que 1<SP<N. vamos
trabalhar com a hipo6tese contraria, isto €, vamos supor que exista uma escolha de p

conjuntos A;, nomeados como Al’Az""’Ap , para o0s quais tenhamos
A VA, U---UAF‘ < P—1 e mostrar que isso nos leva a uma contradicao.

Considere uma escolha de quaisquer p conjuntos A, descritos como

acima. Note que |A|=N-K para todo J €{L 2...Nn}. deste modo concluimos que

Zp:
j=1

Aij‘:p'(n‘k)’ em que 151 <i;<..<i, <N. gyponha agora que tivéssemos

‘Al VA, U---UAp‘S P—-1 isto significaria, de acordo com o principio da casa dos

pombos, que algum elemento de {l 2,...,n} pertenceria a pelo menos N —k +1 dos

conjuntos A Seja x um desses possiveis elementos.
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Cada elemento do conjunto {l 2,.,.,n} aparece exatamente uma vez em
cada uma das k linhas do retangulo latino. Assim, existem k colunas nas quais o

elemento x aparece exatamente uma vez e existem N—K colunas nas quais ele ndo

aparece. Deste modo, o elemento x pertence a exatamente N—K dos conjuntos A

e isto contraria a nossa suposicéo de que |A, VA, V...V A 1<P-1 | ogo, devemos

ter |A, WA, U...UA | 2D para qualquer p, tal que 1< P <N
Deste modo, podemos obter um SRD associado aos A e esse SRD

determina uma possivel escolha para a (k+1)-ésima |inha do retangulo latino kxn

que queriamos completar. 0
Colorario 3.1.10

Todo retangulo latino Kxn em que 0<k <n pode ser completado com

n-K linhas de modo a se tornar um quadrado latino de ordem n.
3.2 Da quantidade de retangulos e quadrados latinos

Saber quantas sao as formas de se preencher um quadrado latino de
ordem n, com um dado conjunto de n simbolos, ainda € um problema em aberto. Na
verdade, até o0 momento sabe-se com exatiddo apenas quantos sdo os quadrados
latinos de ordem até 11. A respeito da quantidade de quadrados latinos de ordem
12, 13, 14 e 15 tem-se uma aproximagdo usando métodos probabilisticos. O
problema de se determinar a quantidade retangulos latinos do tipo Kxn, com k
pequeno, poderia parecer mais acessivel, porém, mesmo este tem se mostrado de
alta dificuldade.

A partir de agora, iremos denotar a quantidade de retangulos latinos do

tipo Kxn por L(k, n).
Teorema 3.2.1
Seja n um numero natural, vale que:

a) L(1 n)=n!

b) L(2 n)=ntD, em que D. é a quantidade de desarranjos de n elementos



37

Veremos, no capitulo 4 que o valor de Y., definido na parte c, esta

profundamente relacionado a solu¢cdo do chamado Problema de Lucas.
Demonstracao do Teorema 3.2.1:

Faremos a demonstracdo dos dois primeiros itens. A demonstracdo do
item ¢ pode ser encontrada em (MOSER, 1982) e em (PRANESACHAR, 1982) e
nao colocamos aqui por envolver conceitos e técnicas que vao além dos objetivos
deste trabalho.

Com efeito, um retangulo latino do tipo 1xn contém n elementos distintos
distribuidos arbitrariamente em sua Unica linha. Cada permutacdo desses elementos
corresponde a um retangulo latino distinto. Deste modo, ha n! retangulos latinos do
tipo 1xn

Em relagdo aos retangulos latinos do tipo 2xN, sabemos que ha n!
permutacdes dos elementos da primeira linha. Para cada permutacdo desses

elementos, os n elementos da segunda linha devem formar um desarranjo e
sabemos que isto pode ocorrer de D formas. Assim, pelo principio fundamental da

contagem, concluimos que ha N* D, retangulos latinos do tipo2xn . 0
Exemplo 3.2.2

Vamos aplicar a formula do item ¢ do Teorema 3.2.1 para determinar a

guantidade de quadrados latinos de ordem 4.
Basta perceber que '—(31 4):L(4’ 4). De fato, uma vez determinado de
guantas formas podemos preencher as 3 primeiras linhas de um retangulo latino

3x4  a quarta linha sera preenchida de modo Unico, pois em cada coluna teremos

exatamente 3 dos quatro valores possiveis. Passemos as contas:

(4 4 4
L(3, 4)=4! o | Ps Dy Uyt [ :DsoD Uy 4| |-D; D, U |

Ora,



“Jon-2[ 2 2)on-c

Logo, L(3. 4)=24-(1-9-1.2+4.2.0-0+6-1-1.1) =576,

E assim concluimos que: L(4 4)=576.

Definicdo 3.2.3

(
Bl er2(S)er &[S o 2(s)or-2

38

Um retangulo latino reduzido do tipo Kxn, emquel<k<n, ¢ ym

retangulo latino em que a primeira linha é (12.-.N) e a primeira coluna & (12.....k) .

Exemplo 3.2.4

Abaixo, temos um retangulo latino reduzido do tipo 3% 6.

A quantidade de retangulos latinos reduzidos do tipo Kxn sera, a partir de

agora, representada por I(k, n) ., N&o e dificil perceber que podemos expressar

L(k. n) em funcéo del(k, n)  De fato, o teorema seguinte nos fornece uma relacgao

entre tais nidmeros.

Teorema 3.2.5
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Sejam '—(k’ ”) e Ik, n) respectivamente as quantidade de retangulos

latinos e a quantidade de retangulos latinos reduzidos, com 1<Kk <n | ento:

n!(n-1)!

(n—k)!

L(k,n) = -I(k,n).

Corolério 3.2.6
L(n,n) =nk(n-1)%1(n,n).

Demonstracao do Teorema 3.2.5

Para o caso em K =1 observe que existem N! retangulos latinos 1xn e

nk(n-1)!
somente um deles é reduzido. Dessa forma, L(Ln)=n!= ﬁ"(l”)-

Para o que segue, considere K = 2.

Seja 4 0 conjunto de todos os retangulos latinos do tipo Kxn . Deste

modo, podemos afirmar que L(k.n)=|+A| Agora, considere B, ¢ e ® como
subconjuntos de 4 definidos da seguinte forma:

B : conjunto de todos os retangulos latinos em que o primeiro elemento da primeira
linha é 1.

G : conjunto de todos os retangulos latinos em que a primeira coluna é (l 2.---.k)T .

W : conjunto de todos os retangulos latinos reduzidos.

Vamos obter uma relacdo entre |@Aﬂ| e |C“3| Para tanto, considere o

seguinte algoritmo que permite obter elementos de B a partir de transformacdes nos
elementos de JA.
Fixe um elemento de 4, digamos A1, e identifiqgue o valor da entrada que ocupa a

primeira linha e primeira coluna de A:. Seja x o valor dessa entrada.
Substitua por 1 todas as entradas de A: que s&o iguais a X e vice-versa, ou seja,
permute o simbolo 1 com o X.

Dessa forma, o retangulo latino A: seréa transformado de modo Unico em

um elemento de B. Por outro lado, para cada elemento de B, existem exatamente n
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elementos de # que podem gera-lo, uma vez que para realizar a operacao inversa

ha n valores distintos para x. Assim, concluimos que |‘A’|: n|7f3|

Agora, vamos relacionar |73| e |@| Seja B1 um elemento de B, identifique

- - - T - -
os valores de entrada da primeira coluna de Bi. Seja (lxz,Xg,,-..,Xk) a primeira

coluna de Bi, em que, em que X; €12.3,..n} ¢ j€{23,...k}. Aplique o seguinte
algoritmo a Ba:
Em todas as entradas de B1, permute os valores iguais a x; com j.

Dessa forma, B1 se transformara, de modo Unico, em um elemento de G e
aplicando esse algoritmo aos demais elementos de B obteremos o conjunto G.

n-1
Assim, considerando que ha [k—lj'(k_l)! possiveis escolhas para

PR

n_
(1X,,%g,-0% )", concluimos que |B|=/C| (k— ]'(k_l)!’ ou seja;

oj-lcl- -2

(n—k)

Vamos agora estabelecer uma relacédo entre |@| e |7D| Fixe um elemento

de ¢, digamos Ci. Mantenha fixa a primeira coluna de C; e reordene as n-1
colunas restantes de forma que a primeira linha do novo retangulo obtido seja

(123,...n), note que, dessa forma, transformamos Ci, de modo Gnico, em um

elemento de M, digamos Di. E claro que se fizermos o mesmo com os demais

elementos de G iremos obter o conjunto dos retangulos latinos reduzidos, isto €,
obteremos o conjunto M. Observando que ha (n _1)! permutacées das N —1 colunas
de A1, concluimos que [6|=[®]- (n-1)!.

Por fim, a definicdo de ® nos permite afirmar que |7’3| =I(k,n). Deste

(n-1)!

modo, concluimos que |4 =n-(n-1)" (n—k)! 1(k,n), ou seja:

|A|=n!-(n;l?)!!-l(k,n). )

(n-
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Certamente o esforco computacional para determinar o valor de I(k, n) é
reduzido quando comparado ao de L(k, n). Contudo, mesmo o valor de I(k, n) tem se
mostrado um desafio, de forma que muito pouco se sabe a respeito de retangulos
latinos com mais de 4 linhas. Entretanto, a partir dos resultados do Teorema 3.2.1 é

possivel mostrar, conforme encontramos em (RIORDAN, 1958), que:

L(Ln)

0

=e

-1

A partir das observacfes expostas nos itens acima, conjecturou-se que

lim M - e@

N> (n') e, de fato, Kaplansky e Erdds (I. KAPLANSKY, P. ERDOS,

3
1946) mostraram que tal conjectura é verdadeira para k <(Iogn)5. Posteriormente,

Yamamoto (YAMAMOTO, 1951) ampliou o limite superior de k, ao provar que

lim M = e_@

1
ol (n!)k € valida para i - 3.

A sequir, apresentaremos duas tabelas, a primeira mostra os valores

conhecidos de (N:n)  a segunda apresenta alguns valores conhecidos para ' (k’ n).

N I(n,n) Referéncias

1 1

2 1

3 1

4 4

5 56 L. Euler

6 9408 M. Frolov

7 16942080 A. Sade

8 535281401856 M. B. Wells

9 377597570964258816 S. E. Bammel e J. Rothstein




10

7580721483160132811489280

B. D. McKay e E. Rogoyski

11

5363937773277371298119673540771840

B. D. McKay e I. M. Wanless

nilk I(k, n) n |k I(k, n)
111 1 1 1
5 1 1 2 16687
2 1 3 103443808
1 1 4 207624560256
312 1 915 112681643083776
3 1 6 12952605404381184
1 1 7 224382967916691456
4 2 3 8 377597570964258816
3 4 9 377597570964258816
4 4 1 1
1 1 2 148329
2 11 3 154999232
513 46 4 147174521059584
4 56 10 5 746988383076286464
5 56 6 870735405591003709440
1 1 7 177144296983054185922560
2 53 8 4292039421591854273003520
6 3 1064 9 7580721483160132811489280
4 6552 10 7580721483160132811489280
5 9408 1 1
6 9408 2 1468457
1 1 3 798030483328
2 309 4 143968880078466048
3 35792 5 7533492323047902093312
714 1293216 11] 6 96299552373292505158778880
5 11270400 7 240123216475173515502173552640
6 16942080 8 | 86108204357787266780858343751680
7 16942080 9 | 2905990310033882693113989027594240
1 1 10| 5363937773277371298119673540771840
2 2119 11| 5363937773277371298119673540771840
3 1673792
8 4 420909504
5| 27206658048
6 | 335390189568,
7 | 535281401856
8 | 535281401856

42
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Os valores das tabelas acima foram obtidos em (B. D. MCKAY AND I. M.
WANLESS, 2005) e na enciclopédia virtual das sequéncias no endereco

www.oeis.org. Tal sequéncia esta registrada sob o cédigo A000315.

4. LEMAS DE KAPLANSKY

Neste capitulo iremos tratar das ferramentas introduzidas por Kaplansky
(KAPLANSKY, 1943) para solucionar o famoso problema de Lucas. Antes, porém,
convém uma secao para apresentar um importante conceito da analise

combinatéria.
4.1. Combinacgdes completas

Geralmente definimos as combinacdes simples de n elementos distintos

n
tomados r a r, e usualmente denotadas por Cor ou (r j da seguinte forma: dados n

n n!
e r nGmeros naturais, com 0<r <n o ntimero Cu, :(rJ:—r'(n—r)l , representa a

guantidade de formas de escolhermos r objetos distintos de um grupo de n objetos

distintos dados. E, quando I >N, definimos Cnr =0,

Mas, e se 0s r objetos escolhidos nédo forem necessariamente distintos?
Nesse caso, trata-se das combinacBes completas (também chamadas de
"combinagbes com repeticdo”) de r objetos (distintos ou nao) escolhidos entre n
objetos distintos.

Esse problema equivale a determinar de quantas formas podemos
separar r objetos em n classes distintas (podendo, eventualmente, algumas dessas

classes permanecerem vazias).

Vamos representar essa quantidade por CR.., e determinar seu valor.
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Teorema 4.1.1

A quantidade CR., de combinacGes completas é dada por:

n+r-1
: r

em que n e r s&0 nimeros naturais e convencionamos CRno =1-

Demonstracao do teorema 4.1.1:

Perceba que se =1, nenhuma repeticdo é possivel, assim podemos

n+1—1]

colocar esse objeto em qualquer uma das n classes, ou seja,CRn,1 =n =( 1

Por outro lado, se N =1, entdo s6 ha uma possibilidade para dispor os r objetos, dai

1+r -1
Chalz[ }
r

Agora, considere I >1 e fixe uma dada classe, podemos dividir o valor de

CR,. em dois casos disjuntos.

1°Caso: A classe fixada contera algum elemento. Neste caso, a classe escolhida

devera ter pelo menos 1 elemento. Assim, restardo I -1 elementos para serem

distribuidos em n classes.

Ou seja, havera CRu. 1 possibilidades.

2° Caso: A classe fixada ndo contera nenhum elemento. Neste caso, teremos r

elementos para serem distribuidos em N-1 classes. Ou seja, havera CRi

possibilidades.

Assim: CRn,r =C|:\)n—],r
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Usando a recorréncia acima juntamente com indugao finita sobre n,

n+r-1
vamos provar que CR,, = c

;
De fato, para N =1 teremos CR,, = (rj =1, resultado que esta em perfeito

acordo com nossas discussoes anteriores.

Vamos assumir que para N <Kk o resultado seja verdadeiro e analisar o
que ocorre quandon =K +1, Nessa hipotese, teremos:

CR.., =CR,, +CR

k+1r-1,

Por outro lado, CRuir1=CR, 2 +CR ;1 ¢ prosseguindo dessa forma,

chegaremos a:

CR..,, =CR,, +CR  ,+CR,, , +...+CR,, +CR, ..
Assim,
K+r-1) (k+r-2 K+r-3 k+1) (k k-1
CR..i = + + +ot + + :
r r-1 r—2 2 1 0
—_—
CRy,11=k+1

Aplicando o Teorema das diagonais do Triangulo de Pascal teremos:

K+r
CRk+],r = r .

E isto encerra a prova do Teorema 4.1.1.

Uma forma alternativa e muito util de se provar o Teorema 4.1.1 é

associar R a guantidade de solugdes inteiras ndo negativas da equacao

X Xy +ont X, =T

De fato, cada Xi corresponde a uma das n classes, e devemos escrever o
namero r como a soma de n parcelas inteiras e ndo negativas.

Vamos a um exemplo no qual ilustraremos uma forma de determinar a

quantidade de solucdes desse tipo de equacdo sem aplicar a formula para CR,,
deduzida acima.
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Exemplo 4.1.2 - Admita que uma loja de calcados possua em seu
estoque trés modelos de ténis e uma pessoa deseja comprar 5 pares de ténis. De

quantas formas essa pessoa podera realizar sua compra ?
Solucdo: A equacao associada a esse problema é:

X, + X, +X; =5.

Em que, % é a quantidade de pares de ténis do modelo i, com 1<i <3.
Vamos esquematizar as solucbes da equacdo acima com 0 uso dos
simbolos * e /. Teremos cinco simbolos * para representar os cinco pares de ténis

que serdo comprados e teremos dois simbolos / para separa-los em trés classes de

objetos. Por exemplo, uma a solugao (X1’ X2’X3) = (l 2’2) pode ser esquematizada da

seguinte forma:

*/**/**
Outra solucao seria (3,0,2) cujo esquema seria:

***//**

Jé a solucéo (5,0,0) teria o seguinte esquema:

*kkkk / /

Por outro lado, os esquemas:

/*****/
*/****/
*/*/***

correspondem, respectivamente, as soluc¢des: (0,5,0), (1,4,0) e (1,1,3).

Constatamos que existe uma relagéo biunivoca entre as permutacdes dos
simbolos **/**/* e as solu¢des inteiras e ndo negativas da equacéo X1 +X; +X; =3.
Dessa forma, a quantidade de solu¢cbes da equacdo serd a quantidade de

permutacbes, com elementos repetidos, dos 7 simbolos *x[Ek[* O isto €,
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7!
P? “Eial 21 note-se que este resultado esta de acordo com o Teorema 4.1.1,

.
uma vez que CR;s = [5] =21. 0

Em geral, uma esquematizagdo da equagédo *i+X;+...+X, =T envolve r
simbolos * e n-1 simbolos /, temos portanto N+r —1 simbolos para permutar
(com repeticdo de r simbolos * e N —1 simbolos /). Como sabemos, a quantidade de

tais permutacoes é:

(n+r-1)!

n-1r __ —

n+r-1 = CRnr .
(n=D!r! '
4.2. Lemas de Kaplansky

Nesta secdo iremos apresentar os lemas de Kaplansky, mas suas
demonstracdes serdo deixadas para a se¢do seguinte que tratard de uma
generalizagcao desses lemas.

Primeiro Lema de Kaplansky 4.2.1: O numero de subconjuntos de p

elementos de A=1{12 3..,N} nos quais ndo ha nimeros consecutivos &
{n -p +1J
0 :
Exemplo 4.2.2 - Um colégio deve aplicar duas provas na ultima semana

de aula, de segunda a sadbado. De quantas formas isso pode ocorrer de modo que

as provas nao caiam em dias consecutivos?

Solucéo: Temos uma aplicacdo direta do Primeiro Lema de Kaplansky

5
emn=6¢eP=2 Logo, a resposta é (ZJ =10. 0
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Segundo Lema de Kaplansky 4.2.3: O numero de subconjuntos de p

elementos de A:{l 2, 3,0 n} nos quais nado ha numeros consecutivos,

n (h-p
considerando 1 e n como consecutivos, € igual a: |~ p( D ]

Exemplo 4.2.4 - (IME) Doze cavaleiros estdo sentados em torno de uma
mesa redonda. Cada um dos doze cavaleiros considera seus dois vizinhos como
rivais. Deseja-se formar um grupo de cinco cavaleiros para libertar uma princesa,
nesse grupo ndo podera haver cavaleiros rivais. Determine de quantas maneiras €

possivel escolher esse grupo.

Solucéo: O problema é uma aplicacdo direta do Segundo Lema de

_ 12(7
Kaplansky em que N =12 e P=5_ Assim, a resposta é: Zls)™ 36. D

4.3. GeneralizacGes dos Lemas de Kaplansky

Nesta secdo, iremos apresentar e demonstrar uma generalizacdo dos
Lemas de Kaplansky apresentados na secdo anterior. Em seguida, apresentaremos

alguns problemas em que podemos aplica-los.

Teorema 4.3.1- Primeiro Lema de Kaplansky - Generalizado

Sejam n, p e g numeros naturais. Considere o conjunto A:{l 2,3,.., ”},

em que ”Z(F’—l)'(q—l)- A quantidade | de subconjuntos de A que possuem p
elementos tais que o valor absoluto da diferenca de dois quaisquer desses

elementos seja pelo menos igual a g (isto €, dados i e j dois elementos quaisquer de

algum subconjunto de A, devemos ter |i - j| 2d) é uma funcéo de n, p e q dada por:

|(n.p,Q)=(n_(p_l)'(q _1)}

p
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Demonstracao do Teorema 4.3.1

Considere os elementos de A dispostos em fila e em ordem crescente, isto

é, formando a sequéncia (123...n) . cada subconjunto com p elementos de A é
formado por uma escolha de p elementos da fila. Vamos associar cada subconjunto

de A a uma sequéncia, com n entradas, dos simbolos "*+" e . Faremos da

seguinte forma: para cada subconjunto de A, quando o i-ésimo termo da sequéncia

(l2,3,...,n) for um elemento de um desses subconjuntos iremos representar esse
fato colocando o simbolo "+" na i-ésima posi¢do, caso contrario, colocaremos 0

simbolo . Desse modo, cada subconjunto de A com p elementos sera associado

a uma sequéncia com p simbolos "+" e " =P simbolos "~ dispostos em uma dada

ordem. Por exemplo, o conjunto 123:4.N} sera associado com uma sequéncia de 4
simbolos "+" e N—4 simbolos "~". Nesse exemplo, os simbolos "~" ocorrerdo em
todas as posigoes, exceto nas posicdes 1, 3, 4 e n, pois estas serdo ocupadas pelos

simbolos "+ ", conforme ilustracdo a seguir.

+—++————...——+

Nesses termos, o conjunto A sera associado a sequéncia com n simbolos
"+" e 0 conjunto vazio a sequéncia com n simbolos "~". Ademais, como h& duas
possibilidades (+1‘) para cada uma das n entradas possiveis para a sequéncia de

simbolos, concluimos haver 2" sequéncias desses simbolos distintas, nimero igual

ao de subconjuntos de A.

Seja B o conjunto de todos os subconjuntos de A, com p elementos, nas

condicbes do teorema. Podemos aplicar os seguintes passos para obter um

elemento de B.

Comecamos inserido o primeiro simbolo "+ " na primeira posicao.
Em seguida, inserimos 41 simbolos "~" seguido de um novo simbolo "+". E

continuamos dessa forma, intercalando um simbolo "+" com 9—1 simbolos "-", até

que utilizemos p simbolos "+" e (P=1-(d-1) simbolos "~

Alocamos todos os "= P=(P-1)(d-1) simbolos "-" que restaram a direita do Gltimo

simbolo "+". Conforme ilustracdo a seguir:
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Fo—— Lt —— b —— = ——— .. —

g1 g1 g1 n—-p—(p-1)(a-1)
simbolos simbolos simbolos simbolos

Essa configuracdo corresponde ao seguinte elemento de B:
{1g+129+13q+1...(p—-1)q+1}

Podemos obter todos elementos de %, a partir da configuragdo acima,

bastando para isso distribuir os n—p-(P-1)(a-1) simbolos "-" restantes, e que
inicialmente foram todos alocados & direita do Gltimo simbolo "+" nos P+1 espacos

que intercalam os simbolos “+". Tais espacos ocorrem desde a esquerda do

primeiro simbolo "+", passando por entre os simbolos "+" intermediarios e

terminando & direita do Gltimo simbolo "+", dai porque P+1 espacos.
Desse modo, a quantidade de formas de distribuirmos os

n—-p-(p-1)(a-1) simbolos "-" excedentes corresponde a quantidade de
solucdes inteiras ndo negativas da equacao:

X\ + X, + X+ 4 X, =n—-p—(p-1)(q-1).

Por sua vez, de acordo com o Teorema 4.1.1, a equacdo acima tem

p%%p—n(q—D

D ] solucdes inteiras ndo negativas.

Concluimos, portanto, que

Mmpﬂ):pv%p—ﬂ(q—nj_ ;

Y

Note que para:

n+p-1
j qgue corresponde ao numero de combinacdes

a) =0 temos I(n,p,O)z(

completas de n elementos tomados p a p, isto €, em nossa contagem podemos

repetir elementos. A interpretacdo para esse fato é que quando tomamos 9 =0
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estamos considerando que a diferenca entre dois elementos pode ser zero,

estamos, portanto, estabelecendo a possibilidade de repeticdo de elementos.

n
b) d =1 temos |(n’P,1) = (pj gue corresponde ao numero de combinacdes simples

de n elementos tomados p a p. A interpretacdo é ébvia.
n-p+

1
0 j gue corresponde ao primeiro Lema de

C) d=2_ temos I(n,p,z):(

Kaplansky.

Exemplo 4.3.2 - Um atleta precisa realizar 5 treinos de preparacdo para
uma competicao, para isso ele dispde de 19 dias seguidos. Contudo, para evitar
risco de lesGes deve guardar pelo menos 3 dias entre os treinos. De quantas formas

ele pode escolher os dias para realizar os 5 treinos?

Solucédo: De acordo com os dados do problema, temos N =19 p= 5e

q=4 (pois, a "distancia" entre os treinos é 4, uma vez que deve haver 3 dias entre

0s treinos).

Assim, a resposta é:

|(19,5,4)=@: 21. 0

Como sao poucos casos, vamos exibi-los aqui a titulo ilustrativo.

Sejam os dias 1123, ..., 19},
As possiveis escolhas para os treinos sao:

A ={1591317}, A,={1591318}, A, ={1591319},
A,={1591418}, A, ={1591419}, A, ={1591519},
A, ={151014,18}, A, ={151014,19}, A, ={1510,1519},
A, ={15111519}, A, ={16101418}, A, ={1671014,19},
={16,10,1519}, A, ={16,111519}, A, ={17,111519},
{2,6,10,14,18}, A, ={2,6,10,14,19}, A, ={26,10,15,19},
={2,6,111519}, A, ={27,111519}, A, ={3,7,11,1519}.

A
A
A
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Exemplo 4.3.3 - Um médico recomenda a seu paciente que faca 3
caminhadas curtas semanalmente. O paciente dispde de 4 dias livres na semana
para fazer tais caminhadas, ele pode fazer mais de uma caminhada ao dia, mas ndo
pretende caminhar trés vezes em um mesmo dia, pois teme ficar exausto no dia

seguinte. De quantas formas o paciente pode escolher fazer suas caminhadas?

Solucao: Deixemos de lado, por um momento, a restricdo de néo fazer as

trés caminhadas no mesmo dia. Temos entdo, de acordo com o texto, que NOSSOS

parametros sdo =4, P= 3e0=0 (o valor de g é zero porgue ele pode fazer mais
de uma caminhada ao dia, isto € 0 mesmo que dizer que a “distancia" entre dois dias

com caminhadas é pelo menos zero). Assim,

1(4,3,0) :[2] _20.

Contudo, a resposta seria 20 se ndo houvesse a restricdo citada. Como
ha apenas 4 modos de se fazer as 3 caminhadas em mesmo dia, segue que a
resposta é 20 - 4 = 16. 0

De fato, veja a tabela abaixo que exibe tais possibilidades.
Sejam A, B, C e D os dias disponiveis. As escolhas para as trés
caminhadas séo:
AAB ABC ADD BCD
AAC ABD BBC BDD
AAD ACC BBD CCD
ABB ACD BCC CDD
Exemplo 4.3.4 - Em um estacionamento ha 30 vagas consecutivas. De
guantas formas podemos dispor 24 carros distintos nessas vagas, de forma que haja

pelo menos 4 carros entre duas vagas vazias?

Solucao: Temos 24 vagas ocupadas pelos carros, dessa forma restam 6
vagas ociosas. Devemos colocar pelos menos 4 carros entre as vagas ociosas.

Vamos comecar calculando de quantas formas podemos escolher as
vagas ociosas.

Se numerarmos as vagas de 1 a 30, devemos escolher 6 numeros tais
que a diferenca seja pelo menos 5 (quatro carros entre as vagas).

Assim, temos:
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1(30,6,5) = ﬁ?j _210

Para cada escolha das 6 vagas ociosas podemos permutar as posicoes

dos 24 carros entre si, dessa forma a resposta é 210-241!. 0

Teorema 4.3.5 - Segundo Lema de Kaplansky - Generalizado

Sejam n, p e q nGmeros naturais. Considere o conjunto A=1{1 2, 3,..., n},

em que n2p-(q—1). A guantidade K de subconjuntos de A que possuem p

elementos tais que o valor absoluto da diferenca de dois quaisquer desses

elementos seja pelo menos igual a g, considerando que o valor da diferenca entre 0os
elementos de A, digamos i e j, seja 0 menor entre os nimeros | —i| e n - | =i|, com

{i,i} ={123,...,n} & uma fungéo de n, p e q dada por:

n n+p-pq
eon)-ro(" )

Antes de iniciar a demonstracdo, convém observar que a situacdo dada
acima pode ser interpretada intuitivamente da seguinte maneira. Considere 0s
elementos do conjunto A dispostos regularmente ao redor de um circulo. Adotemos
um sentido qualquer, digamos horario, e coloquemos os elementos de A em ordem
crescente no sentido adotado, de forma que teremos a configuracdo a seguir, que se

assemelha a um relégio que marca n horas, em vez de as 12 convencionais.
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Essa configuracao ilustra que, para todo para n = 7, a distancia entre os
elementos N—1 e 2 é 3. O segundo lema é especialmente Util em situagdes em que

os elementos a serem escolhidos formam uma sequéncia de periodo n, como por

exemplo os meses do ano (N =12) ou os dias da semana (N =7).
Demonstracdo do Teorema 4.3.5:
Podemos dividir o problema em g casos disjuntos.

1° Caso: Os subconjuntos possuem o elemento 1.

Neste caso, n&o podemos escolher os elementos do conjunto
{n-4-1n-q,..,n-1n,234,.,0-1 restando "-2d+1 elementos dos quais
teremos que escolher P-1 com a distancia minima g, e isto pode ser feito, de
acordo com o] Teorema 4.3.1, precisamente de

n-2q+1-(p-2)-(q-1)

Nn—2q+lp—lq)=( 51

j formas.

2° Caso: Os subconjuntos possuem o elemento 2. Neste caso, 0s elementos do
conjunto {n—q,n—q+l...,n—1n,13,4,...,q} ndo podem ser escolhidos, restando

N-20+1 elementos dos quais teremos que escolher P—1 com a distancia minima

g, € a quantidade de formas em que isto pode ser feito € novamente:

I(n-2q +1,p—1,q):(n_2q+1_(p_2)'(q_1)].

p-1



55

Os casos 3, 4,..., 4-1 sao analogos, aplicando-se respectivamente para

os elementos 3, 4,..., 41,

Temos agora o ultimo caso a analisar.

Q-ésimo_caso: Os subconjuntos a serem escolhidos ndo possuem nenhum dos

elementos do conjunto {l2,3,4,...,q—l}, dessa forma, restam N—d+1 elementos,
dos quais deveremos escolher p deles com a "distancia minima igual a q". Isto pode

n-q+1-(p-1)-(q-1
ser feito de |(n—Q+lp,Q)=[ (p ) )j

Assim,

p-1 Y

K(mpn)=m—4{n_zq+L{p_2y““40+(”_q+L*p‘”(q‘”}

Simplificando teremos:

A

p

n+p- n+p-pq-1 n+p-
(q-1)-— P .n+P pq( p-pq j% p qu
n+p-pg P p-1 p

pg—-p (N+pP-Pq n+p-pq
K(np,g)=——"F
vl o

K(npa)= "0 PPy

Y n+p-pq

K(n,p,q):L.(Mp_qu_ 0

K(n,p,q)

K(n,p.,q)

n+p-pq P

Note que para:

n+p L p p

combinagdes completas de n elementos tomados p a p. A interpretagcdo para esse

n n+p n+p-1
a) d =0 temos K(n,p,O) = ( j=( j gue corresponde ao numero de

fato € a mesma relativa ao Teorema 4.3.1.
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n
d=1 temos K(n,p,1)=(p] gue corresponde ao numero de combinacdes simples

de n elementos tomados p a p.

n-p

0 j gue corresponde ao segundo Lema de

n
=2 K(np2)=——-
4=2, temos K(n.p.2) n—p(

Kaplansky.

Exemplo 4.3.6 - Em uma entrevista de emprego € solicitado ao candidato
que escolha trés dias para comparecer semanalmente a sede da empresa (no
restante da semana ele poderé trabalhar em casa), no entanto a escolha ndo pode
conter dias consecutivos (observe que sabado e domingo sédo considerados dias

consecutivos). Quantas séo as formas de o candidato realizar a sua escolha?

Solucéo: Trata-se de uma aplicacdo do segundo lema de Kaplansky,

paran=7,P=3 e 0=2 temos entio:

7 7+3-6
K<7’3’2)=m( 3 ]

K(7,3,2):£~(gj: 7.

Exemplo 4.3.7 - Uma empresa de turismo possui um navio que realiza
cruzeiros teméaticos em diversos paises da América Latina. Por motivos estratégicos,
a empresa desloca seu navio para atender ao Brasil apenas duas vezes ao ano,
com pelo menos 3 meses entre um atendimento e outro. Contudo, cada cruzeiro
realizado no ano é com um tema diferente e as escolhas dos meses e do tema serdo
mantidas pelos anos seguintes. Quantas sdo as formas de essa empresa realizar

seus cruzeiros no Brasil?

Solucéo: Como a escolha dos meses sera mantida pelos anos seguintes,

temos uma aplicagéo do segundo Lema de Kaplansky generalizado. Nesse exemplo,

temos N=12, P=2 ¢ 0=4 (pois, deve haver pelo menos 3 meses entre 0s

atendimentos).
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Dessa forma, a escolha dos meses podera ser feita de

12
K(12,2,4)= 3(2] =30 formas diferentes. Uma vez escolhidos os meses, ha duas
formas de escolher os temas. Assim, a resposta é 30-2=60. i

Exemplo 4.3.8 - Bruna gosta de viajar, contudo sé consegue economizar
0 necessario para viagens a cada 12 semanas. Ela pretende viajar pelo menos uma
vez ao ano e pretende escolher as semanas do ano em que viajara de modo a
montar um calendario de viagens que se mantenha fixo para os proximos anos. Por
exemplo, ela pode escolher viajar apenas uma vez por ano. De quantas formas
Bruna pode escolher as semanas em que viajard? Considere um ano com 52

semanas exatas.

Solucdo: Como a escolha se mantera fixa pelos préximos anos, temos
uma aplicacdo do segundo Lema de Kaplansky generalizado, pois caso ela escolha

a 502 semana do ano para viajar, ndo podera viajar novamente antes da 102 semana
do ano seguinte. Neste exemplo, temos N=52, 4=12 ¢ pe{l1234} pois para
P>4 teremos K(52, p,12) igual a zero, isto mostra que 0 maximo de viagens que
Bruna poderé fazer ao ano € 4. De fato, para que K (“' p,q) nao se torne igual a zero

é necessario que NTP—PA=P=N2pqd como temos N =52 e =12 deveremos

13
ter 922p-12&p< 3 sendo p um numero natural, e devendo-se fazer ao menos

uma viagem ao ano, temos gque 0s Unicos valores viaveis para p sdo os elementos

do conjunto {l 2,3, 4}.

Assim, temos 0s seguintes casos:

1° Caso: P=1
52+1-1-12 41
K(52,l12)=5—2~ + =5_2. = 52.
52+1-1-12 1 41 \ 1
2° Caso: P=2
52+2-2-12 30
K(52212)=— 22 [>F =22 129 = 754,
52+2-2-12 2 30 \ 2
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3° Caso: P=3
52+3-3-12 19
K(52312)=— 22 =92 (191 2652,
52+3-3-12 3 19 (3
4° Caso: P=4
52+4-4-12 8
K(52,4,12):5—2- :5—2- =455,
52+4-4.12 4 8 (4
Logo, a resposta € 52 + 754 + 2652 + 455 = 3913. 0

5 O PROBLEMA DE LUCAS

Em 1891, o matematico francés Edouard Lucas (LUCAS, 1891) formulou

0 seguinte problema:

De guantas maneiras N casais podem sentar em 2n cadeiras diferentes
em torno de um circulo de modo que pessoas do mesmo sexo ndo sejam vizinhas e

gue nenhum homem fique ao lado de sua mulher?

Esse problema ficou conhecido como Ménage Probleme. Embora seja
mais conhecida a versdo de Lucas para esse problema, na verdade, alguns anos
antes, um problema equivalente da teoria dos nds havia sido formulado pelo fisico
Peter Guthrie Tait (TAIT, 1876-1877). Ainda, em 1934, o matematico francés
Jacques Touchard (TOUCHARD, 1934) apresentou a seguinte formula que

solucionava o problema de Lucas: MnZz‘n!'kz_(;(—l)k'anﬁk(znk_k](n—k)!-

Contudo, Touchard apresentou a formula sem uma deducdo da mesma.
Somente em 1943, Irving Kaplansky publica o artigo Solution of the probleme des
ménages no Bulletin of the American Mathematical Society, com uma solucdo para o
problema. Foi neste artigo que Kaplansky apresentou os lemas que usou para

solucionar o problema.

5.1 Solucao de Kaplansky para o problema de Lucas
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A solucédo dada por Kaplansky ao problema de Lucas foi:

1° Passo: Numerar os lugares de 1 a 2n e acomodar as mulheres em lugares
alternados. Dessa forma, os homens podem ocupar os lugares impares e as
mulheres os pares ou vice-versa. Assim, ha dois tipos de escolhas possiveis para o

primeiro passo.

2° Passo: Escolhidos os lugares das damas (se impares ou pares), passaremos a

acomoda-las em suas cadeiras. Ha n! formas de realizar este passo.

3°Passo: Deve-se alocar os homens tomando-se o cuidado de que nenhum deles

sente ao lado da esposa. Iremos representar a quantidade de formas de isso ocorrer

por Us.

Logo, se usarmos M, para representar a quantidade de formas de dispor
0S n casais ao redor da mesa, de acordo com as restricbes do problema, teremos

gue a resposta ao problema de Lucas é:

M, =2-nlU,.
Vamos demonstrar que:
4 k 2n (2n-k
U = -1) - n—Kk).
e P S0
Renumere 0s espac¢os vazios disponiveis aos homens por 1, 2, 3, ..., n.

Em seguida, defina, para 1<i <n, 0s conjuntos:

H: conjuntos das permutacfes dos homens (livres de qualquer restricao).

i
H: conjuntos das permutacdes dos homens em que o0 i-ésimo homem esta a

esquerda de sua esposa.

H'I: conjuntos das permutacdes dos homens em que o i-ésimo homem esta a direita
de sua esposa.
Com essa notagédo, obtemos, como aplicacdo do PIE visto no segundo
capitulo, que:
U, =[H|-|H,UH" U...UH, UH" U...UH, UH" |.

Vejamos as cardinalidades:

Claramente, H[=n!.
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Por outro lado, [Hi|=[H"|=(n-1)! com 1<i <n. Assim,
YIHI=XH |=2:n-(n-1)
= =
Agora, vamos dispor 0s 2n conjuntos da seguinte
forma; HiH ', H,.H %, HLHY e estudar as possibilidades de interseccdes.
Em relacdo as interseccbes de k desses conjuntos, elas podem ser de
dois tipos:

1° Tipo: Podem conter dois conjuntos consecutivos (considerando a disposicao
citada acima), por exemplo: Hi"Hs "Hy AR sAH"y oy HgnH',AH | Nestes

casos, a interseccdo é sempre vazia. Interseccdes do tipo Hi "H'i s3o vazias, pois

um mesmo homem nédo pode estar simultaneamente a esquerda e a direita de sua

esposa. Também s&o vazias interseccées do tipo H'iMHii neste caso, a
impossibilidade reside no fato de que dois homens devem sentar-se em lugares
alternados.

2° Tipo: N&o podem conter dois conjuntos consecutivos, considerando que
H', € H,sa0 consecutivos. Neste caso, temos as permutacdes de n homens em
que k deles estdo em lugares fixos. Desse modo, ha (n—k)! permutacoes.

Contudo, de acordo com o segundo Lema de Kaplansky, h&a

2n (2n-k
2n—k( K j formas de escolhermos k conjuntos ndo consecutivos entre 0s 2n

conjuntos. Perceba que 1<k<n. Pois se K>n, teriamos, necessariamente
(principio da casa dos pombos), dois conjuntos consecutivos e, portanto, a
cardinalidade da intersec¢édo de mais de n conjuntos € nula .

Dai, a soma das cardinalidades de k conjuntos dos conjuntos citados €&

2n (2n-k
dadapor: 5.7 |

j(n—kﬂ

Assim, podemos, de acordo com o PIE, escrever que:

|H1K)H'1L)...kJHn UH'n|:i(_l)kil.—2n (znk_k

> P j.(n—k)!.

Deste modo,
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n K—1 2 2n -k n K 2 2n -k
U, =ni->"(-1) '2n2k[ ) j-(n—k)!:n!+2(—l) -Znﬂk[ ) j-(n—k)!.

k=1 k=1

2n (2n-0
Por outro lado, desde que n!:2n—0[ 0 j-(n—O)!' podemos

reescrever U, na forma a seguir:

0 k 2n (2n-k

k=0

]-(n—k)!.

Assim, a solucdo, apresentada por Touchard e demonstrada por

Kaplansky para o problema de Lucas é:

n k 2n (2n-Kk

M =2-nl>» (-1) - n—k).

23 () 2 2 i

Note que, como era de se esperar, U1 =U, =0 pois, claramente, ndo é

possivel acomodar apenas um ou dois casais com as restricbes impostas pelo
problema. Além disso, é usual convencionar que Yo =1.

Veja ainda, que:

6(6 6(5 6(4 6(3

Logo, M, =2-3111=12.

Isto significa que ha 12 formas de acomodarmos 3 casais com as
restricbes dadas.

O proximo exemplo, ilustra o problema de Lucas para o caso que envolve

guatro casais.

Exemplo 5.1.1

Quantas sao as formas de acomodarmos 4 casais em 8 cadeiras distintas
em torno de uma mesa circular sem que nenhuma marido sente-se ao lado de sua
esposa ?

Solucao:

Claramente, a resposta € M, :
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M, =241 (-1) -i(s_kj-m—k)!:

k=0

8(8 8(7 8(6 8(5 8(4
M, = 48(g[oj-(4)!—7(1J~(3)!+E(Zj-(2)!—5(3]-(1)!+Z(4]-(0)!j -

M, =48-(24-48+40-16+2)=

8-k k
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M, = 96 0
A tabela a seguir apresentara alguns valores de YU, € de M
n u" M"
0 1 2
1 0 0
2 0 0
3 1 12
4 2 96
5 13 3120
6 80 115200
7 579 5836320
8 4738 382072320
9 | 43387 31488549120
101439792 | 3191834419200

5.2 Outra solucao para o problema de Lucas

A solucdo que segue, a partir do paragrafo seguinte, deve-se a Bogart e
Doyle (BOGART e DOYLE, 1986). De forma alguma desmerece o trabalho
apresentado por Kaplansky, mesmo porque faz uso de seus lemas, mas possui a
vantagem de obter a resposta de forma mais direta, ao fazer uso técnicas mais
elementares e conhecidas dos alunos do ensino médio. Basicamente, Bogart e
Doyle eliminam a escolha de colocar as mulheres em primeiro lugar (ou 0os homens)

e procuram trabalhar com a alocacéo dos casais.



63

Primeiro, vamos observar que ha 2-n!n! formas de acomodarmos as 2n
pessoas alternando entre homens e mulheres (n! formas de assentar os homens
nas cadeiras impares e n! formas de assentar as mulheres na pares ou vice-versa).

Segundo, vamos escolher k casais e acomoda-los de modo que cada
homem desse casal sente-se ao lado de sua esposa. Note que tal escolha pode ser

n
realizada de (k] formas. Uma vez escolhidos os k casais, devemos acomoda-los

em torno da mesa. Devemos escolher k lugares ndo consecutivos, digamos

igigsni O j-ésimo casal sera acomodado nas posi¢oes iy ei;+1. pe acordo
2n (2n-k
com o segundo lema de Kaplansky, isso pode ser feito de on_kl K formas.

Devemos ainda decidir se a posicdo | serd ocupada por um homem ou por uma

mulher, note que, uma vez tomada essa deciséo, a paridade dos nimeros l2:13:--- 1
determina se nessa posi¢des iremos acomodar o homem ou a mulher do casal. Os k

casais selecionados previamente poderdo permutar entre si de k! formas.
Em seguida, podemos assentar os N—K homens restantes de (n—k)!

formas e as N -k mulheres restantes também de (N =K)! formas.
Dai, a quantidade de formas de acomodarmos 0s n casais em que

determinado grupo de k deles sdo formados por marido e mulher é:

.fok[zr‘k‘k}kg.(n_k)y(n_k)!.

Deste modo, segue do PIE que:

M, =2(nl) =3 (-1)* 2. ZnZT - (2nk— k]-[mk!-(n —K)H(n—k)L

k=1

2n (2n-0) (n
Porem, como 2(n!)2:2-2n_0( 0 j-(oj-O!-(n—O)!-(n—O)! entao,

2n [Zn -k

ané(_l)k.z.Zn_k . j.@.kl.(n_k)l.(n_k)!.

n
Esta ultima expressao para M € equivalente a obtida por Kaplansky, uma vez que:
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n
Para terminar esta secao, ressaltamos que o valor de U definido acima é

0 mesmo utilizado no Teorema 3.2.1.

6 PERMUTAC}()ES E PERMANENTES

No ensino bésico, o contato dos alunos com o a teoria dos determinantes
ocorre geralmente no segundo ano do ensino médio, ainda que sem uma defini¢cdo
formal do que € um determinante. Em relagdo ao permanente, ele ndo costuma fazer
parte do curriculo do ensino basico, mesmo durante a graduacdo em Matematica é
raro que seja incluido no curriculo. Contudo, existe uma forte relagdo entre o calculo
do permanente associado a uma matriz de ordem n e a quantidade de permutacfes
de n elementos.

6.1 Permanetes

Determinantes de matrizes quadradas desempenham importante papel na
Algebra Linear. Além de diversas propriedades CUteis, eles possuem algumas
interpretacbes e aplicacdes praticas. Na Geometria Analitica, por exemplo, é
possivel associa-lo a area de um tridngulo ou ao volume de um paralelepipedo
definido pelas linhas (ou colunas) de uma matriz de coordenadas dos vértices
dessas figuras. A grosso modo, permanentes sdo nimeros associados a uma matriz
guadrada e que sao obtidos basicamente do mesmo modo que os determinantes, a
diferenca reside no fato de que nos permanentes ndo had a mudanca de sinal
(relativa a ordem das permutacdes) observada no calculo dos determinantes. No
gue segue, iremos representar o determinante e o permanente de uma matriz A por,
respectivamente:

Det(A) e Per(A).
Definicdo 6.1.1 - Considere uma matriz quadrada A de ordem n.

Definimos o permanente da matriz A da seguinte forma:
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Per(A)= >’ f[am(i).

€S, i=1
Na soma acima, S» é o conjunto de todas as n! permutacdes dos n
ndmeros 1, 2, 3,..., n. Para cada permutacdo 7, seja X. ={a‘1,n(i)}’ 0 conjunto

formado por n elementos da matriz A em que, para cada i, em que 1<i<n,

tomamos entre os elementos da linha i da matriz A apenas aquele que esta na
coluna ”('). A parcela correspondente a permutacao 7 é o produto dos elementos

de X:- Observe ainda que o conjunto X. tem a propriedade de conter exatamente
um elemento de cada linha e de cada coluna da matriz. Sendo assim, podemos
interpretar a definicdo de permanente de uma matriz quadrada como uma soma de
n! parcelas em que o valor de cada parcela € igual ao produto de n elementos em
que nenhum desses n elementos pertence a mesma linha ou coluna dessa matriz.

Vejamos alguns casos particulares do calculo permanentes e determinantes.

Exemplo 6.1.2 - Permanentes e Determinantes de primeira ordem. Seja a
matriz A=[2,], entdao Det(A)=Per(A)=a,,.

Exemplo 6.1.3 - Permanentes e Determinantes de segunda ordem. Seja

a; Ay

] entdo Det(A) =, ', —a,-3, € Per(A) =, +, -8,
A Ay

a matriz A= [

note que no permanente nédo ha inversdo de sinal do termo &2 " &1,

Exemplo 6.1.4 - Permanentes e Determinantes de terceira ordem. Seja a

a; Q, a5
matriz A=|8y @, & |, entdo:
aSl a32 a33

Det(A):a11'azz'aas+azl'a32'ais+a31'a12'a23
—853 78y, "8y 8 3 Qy, "8y, —8y3 -8y, "4

Per(A):an'a?z'333+321'332'a13+a31'a12'a'zs"'
Q33 -8y, "8y T3 @y, "8y +8yg -8y, - Ay3-
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Ao contrario do que ocorre com os determinantes, ainda € um problema
em aberto obter um algoritmo eficiente para o célculo dos permanentes. De fato, ha
um teorema de Valiant (1979) que, em termos de complexidade computacional,
afirma que o célculo de uma matriz com entradas 0 e 1 é #P-completo, ou seja,
mesmo com a informacé&o adicional de que as entradas sédo apenas 0 ou 1, o céalculo
do permanente continua dificil. Contudo, alguns resultados conhecidos da teoria dos
determinantes continuam validos para os permanentes e podem nos ajudar a
calcula-los, por exemplo o fato de que o permanente de uma matriz € igual ao da
sua transposta. Outros resultados precisam de pequenos ajustes, por exemplo: o
valor do permanente ndo muda caso troquemos duas filas paralelas de posicéo,
além disso, o Teorema de Laplace admite um variante que permite calcular o valor
do permanente, a saber: seja A uma matriz quadrada de ordem n, o permanente de
A é o numero obtido somando-se os produtos dos elementos de uma linha (ou

coluna) pelos seus respectivos complementos algébricos, em que o complemento

algébrico do elemento a' é o permanente da matriz obtida ao eliminarmos a linha i e
a coluna j da matriz A.
Veja como fica a aplicacado desse resultado em uma matriz de ordem 4.

Considere a matriz

a b c d
e f h
a=|® 1Y
] ko
mn o p
entao, Per(A) ¢é igual a:
f g h e g h e f h e f g
a-Per||j k I ]||[+b-Per||i Kk I ]||+c-Per||i | | ||+d-Per||i | k
n o p m o p m n p m n o

6.2 Permutacdes e permanentes

O permanente das matrizes cujas entradas sdo apenas 0 ou 1 possuem
uma forte relagdo com os problemas de permutacdo. No restante deste trabalho,
trataremos apenas deste tipo de matrizes, ou seja, matrizes cujas entradas sao

apenas 0 ou 1.
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Considere os n objetos a serem permutados e vamos numera-los de 1 a
n. Se a entrada a;j , na matriz An, for igual a 1, isto representard a possibilidade de o
i-esimo objeto a ser permutado poder ocupar a posi¢cao j. Assim, 0 permanente da
matriz An, cujas entradas sao todas iguais a 1, pode ser interpretado como a
guantidade de permutacOes de n objetos em que qualquer um deles pode ocupar
qualguer posicdo. Na eventualidade de o i-ésimo elemento ndo poder ocupar a

posicéo j, o elemento ajj da matriz A, sera 0.

Seja An a matriz quadrada de ordem n tal que:An =

Entdo, Per(A,)=n!,

Realmente, o permanente da matriz A, é a soma de n! produtos de n

termos, cada produto vale 1, pois todas as entradas da matriz séo iguais a 1. Assim,

Per(A,) é a soma de n! parcelas iguais a 1, isto &, n'.
Suponha agora, que desejamos contar a quantidade de permutacdes em
que o primeiro objeto ndo pode ocupar a segunda posi¢cdo. Neste caso, a matriz

guadrada, de ordem n, associada a esse problema sera:

10111
111..11
11111
111 ..11
111..11

Para obter o valor de seu permanente, podemos usar a variante do
Teorema de Laplace desenvolvendo a primeira linha.

Dessa forma, como um dos elementos da primeira linha € 0 e os demais
sdo iguais a 1, segue que o permanente de B, sera a soma de N —1 permanentes
de matrizes de ordem Nn-1 cujas entrada sdo todas iguais a 1. Logo, o

Per(B,)=(n-1)-(n-1)!
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Perceba que esse é exatamente o resultado obtido quando calculamos a
quantidade de permutacfes de n elementos em que o primeiro elemento ndo pode

ocupar a segunda posigao.

Exemplo 6.2.1 - Um grupo de 6 modelos, entre as modelos estado Bruna e
Livia, ird desfilar em uma passarela. Quantas sdo as formas de o desfile ocorrer,
considerando que nem Bruna nem Livia podem ser a primeira ou a Ultima a desfilar?
Solucéo: Adotando-se Bruna e Livia como os dois primeiros objetos a
serem permutados, podemos construir a matriz associada a essa permutacdo como

sendo:

B R R R OO
N N T
N e e e
L = S S =
[ S S N N
R R R B OO

Para calcular o Per(Cs), vamos usar a variante do Teorema de Laplace
aplicada a primeira linha de Ce. Como as entradas extremas sdo nulas e as demais

entradas da primeira linha possuem o mesmo complemento algébrico, temos:

01110
11111
Per(C;)=4-Per||1 111 1
11111
111111
0 111 0]
1111
11111
Per{|1 1 1 1 1||=3-Per 1111 =3-4!
Por sua vez, = 111 17 E
11111
1111
11111 1]
Assim, Per(C,)=4-3-4!=288 [

6.3 Uma formula de recorréncia para os desarranjos e a engenhosa solucéo de

Euler
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O problema das permutagfes cadticas (desarranjos) de n elementos, foi
tratado na Secao 2.4 deste trabalho. A solucéo apresentada foi baseada em uma
aplicacao do PIE. Contudo, Euler apresentou uma solucdo bem engenhosa a partir
de uma relacéo de recorréncia. Inicialmente, vamos obter a relacdo de recorréncia a
partir do uso de permanentes, em seguida vamos apresentar a solucéo de Euler.

A matriz quadrada, de ordem n, associada ao desarranjo de n elementos

é claramente:

Pois em um desarranjo, o i-ésimo objeto ndo pode ocupar a i-ésima
posicdo. Ou seja, Tn é a matriz quadrada, de ordem n, cujas entradas da diagonal

principal sdo nulas e as demais entradas sao iguais a 1. Assim, o permanente de Tn

é a quantidade de desarranjos de n elementos, isto &, Per(T,)=D,.

Para "=1 temos:

Per (T,) =Per ([0])=0=D,.

Para N =2, temos:
Per(T)— 01 =1=D
211 o T %

Para N>2, facamos a expansdo do permanente de T, por meio da variante do
Teorema de Laplace aplicada a primeira linha. Como a primeira entrada é zero,
restardo N —1 permanentes e todos eles serdo iguais, pois suas matrizes associadas
(cuja ordem é n-1) diferem apenas pela ordem de suas linhas e isto ndo altera o
valor do permanente. Deste modo, poderemos trabalhar com o complemento

algébrico do segundo elemento da primeira linha e assim, teremos

D, =(n-1)-Per (X,.).- Em que:
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111 11
1 1 11
110 - 11

Xng = .
11 - 01
11 - 10

Para calcular Per(xn—l)' faremos, mais uma vez, a expansao via a
variante do Teorema de Laplace novamente aplicada a primeira linha. Salvo pelo

primeiro elemento da primeira linha, cujo complemento algébrico é claramente
Per (T, ,)=D,,, o restante do célculo equivale ao permanente da matriz associada
ao desarranjo de n—1 elementos, isto é Per (Tn—l):Dn—l. Deste modo, podemos

escrever que Per(X,,)=Per(T,,)+Per(T,,)=D,,;+D,, Assim, chegamos a

recorréncia:
D, =(n-1)-(D,,+D,,).

Euler reescreveu a recorréncia acima da seguinte forma:
D,-n-D,,=-D,,+(n-1)-D,_, =
D,—-n-D,,=-(D,,—(n-1)-D,,).

Em seguida, ele aplicou essa Ultima identidade para os valores
3, 4,5, ..., n obtendo as seguintes expressoes:
D,-3:D,=-(D,-2-D,)
D,-4-D,=-(D,-3-D,)
D,-5-D, =—(D,—4:-D,)

D,,-(n-1)-D, ,=-(D,,-(n-2)-D,,)
D,-n-D,,=—-(D,,—(n-1)-D,_,)

Apds multiplicar todas as expressdes obtidas e cancelar os termos idénticos, Euler

chegou ao resultado abaixo

n-2

D,-n-D,,=(-1)""-(D,-2-D,).

n-2 n
Como D, =1 D,=0e (-1) " =(-1) , esta a Gltima expressao equivale a:
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D, =(-1)"+n-D,...

Em seguida, dividindo por n!, Euler obteve:

D_ (_1)“+ Doy
nt nl  (n-1)

Ele aplicou esse ultimo resultado para os valores de 2, 3, 4, ..., n e em

seguida somou todas as expressoes, cancelando os termos idénticos, como segue:

D2 _ (_1)2 D1

21 21 1

D, _ (_1)3 &

31 31 21
+

(n-1)! (n-1)! " (n—2)!
D,

_(_1)n+ D,
n! nt  (n-1)

D, _Db, () (Y

n

(-1
nt 1 2l IR

A partir dai, obtém-se:

Considerando a convencao D, =1 a expressao pode ser reescrita na

forma:

6.4 O problema de Lucas e os permanentes
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No Capitulo 5, tratamos da solu¢do do problema de Lucas via técnicas de
contagem da Andlise Combinatoria. Nesta secao, veremos outra forma de abordar o
problema.

Vamos considerar que ja temos todas as mulheres assentadas em
lugares alternados, digamos os lugares impares. Restam n lugares para assentar 0s
n homens, vamos renumerar esse lugares de 1 a n. Perceba que cada homem esta
impedido de sentar em dois lugares (um a esquerda e outro a direita de sua esposa).
Digamos que os dois lugares proibidos ao primeiro homem sejam os lugares 1 e 2.
Ao segundo homem, os lugares proibidos sejam os lugares 2 e 3 e assim por diante,
até o n-ésimo homem que ficara proibido de sentar nos lugares n e 1. Dessa forma,

a matriz quadrada, de ordem n, associada a esse problema sera:

001 .11
100 - 11
110 - 11

Como ha n! formas de acomodarmos as mulheres e, ainda, poderiamos
alternar homens e mulheres nos lugares pares e impares, entdo a solugdo do

Problema de Lucas passa a ser:
M, =2-n!-Per (L,).
Vejamos algumas situacdes particulares.

Para N =1, temos:
L, =[0].
Neste caso, Per(L) =0 jogo M,;=2-1-0=0

Para N =2, temos:

Também neste caso, Per(L;)=0 jogo M, =2-210=0
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Para N =3, temos:

001
L,=/1 0 0
010

Nesta situacdo, temos Per(L;) =1 jogo M; =2-311=12

Para N =4, temos:

R O O
= O O
O O - B

Agora, temos Per(L,)=2 jogo M, =2-42=96

Facamos um Gltimo exemplo. Para N =5, temos

00111
10011
L,=/1 100 1
11100
0111 0f

Nesta ultima situagdo, temos Per(ls) =13 jogo Ms =2-5!13=3120,

Se adotarmos Per(L,)=H, . entdo:

M, =2.nLH_.

Contudo, o calculo de Per (Ln) ndo é elementar, conforme pode ser visto
em (SHEVELEV, 2011). Trabalhando independentemente em um problema
relacionado a teoria dos nds e proposto por Tait (TAIT, 1876-1877), Arthur Cayley

(CAYLEY, 1891) encontrou a  seguinte relacéo de recorréncia

(n>4,H,=0eH, =1) aqui em notacdo moderna:
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_q\n-1
+LH +ﬁ_

H,=n-H 2
n-2 n-2

n n-1

Considerando a definicdo de permanente e as discussdes anteriores, ndo
é dificil concluir que Hn =U,- Contudo, apenas, em 1934, devido as pesquisas feitas

por Touchard constatou-se que Hn =U,.
Vamos dar outra demonstracdo de que de fato, a férmula obtida por

Touchard, satisfaz a relacao de recorréncia de Cayley.

n-1
n 'Un—2 +ﬂ
n-2 n-2

Ou seja, vamos mostrar que U,=n-U_,+ . Para

tanto, considere:

>
[y

2n-2 (2n-k-2
Unfl = (—1)k 'bk , em que bk :m( k j(n —k —1)!,

=
Il
o

U_,= ‘ (- -c. , em que Ci

>
N

2n-4 (2n-k -4
:—Zn—k—4( ) j(n—k—z)!.

I
[=]

Vamos mostrar que:

=}
=

_ n n-2 4.
n- (_1)k 'bk +E.k_o(_1)k -C, +rE—: (_l)k ‘a,

2n (2n-k
em que & :2n—k( " j(n—k)!.

T
o

Assim, mostrar que a férmula de Touchard satisfaz a relacdo de Cayley,

n
equivale a mostrar que N-by T o Ci2 =3 para 2<k<n-1 Pois:

= n o2 4.(-1)""
k-0 ko0
n-1 n-3 . n-2 o n-1
b S s S e e, T
k=2 k=0 — — —
o LT e
‘b,—n-b 1) -|n-b
n-b,-n l+k:2( ) (n o+ ck_2j+ 5 Chet——,



n-u

n—
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o o _2n-4 n-2
Vejaainda que “n2 =" 75| 5

j'O!:z e que n-b,—n-b=a -a, pois

n-b,-n-b, =

n-zn_z(zn_ZJ(n—l)!—n-Zn_z(zn_Sj(n—Z)!:
2n -2 0 2n-3 1

%(Zno_ ZJ(” -0)- 2?11[2“1_1)(” ~1l=a;-a,

Deste modo,
n_ Ayt o e ()T A ()T
1+n—2 U, ,+ — = a, a1+k:2( 1) -a, + - 2+ P
n-1 _ n-2 . _ n-1
(3 a DS g a2
k=0 k=0
n-1 n
(-1) -, +(-1)"-a, =>.(-) -a, =U,
k=0 k=0

n
Resta provar que N Dy + 5 %2 =% para 2<k<n-1.

De fato,

PELI .%((n _1)(2n & _2]+(n _k)(znk-fz_znj

—k)(2n =2k —2)I _ _ oKk — _
b, + cH:Zn-(n k)(2n-2k -2)! ((2n-2)(2n -2k -1)+k (k -1) N
n—2 2n—-k -2 k! (2n—2k)!
n 2n(n-k)!(2n-2k -2)! ( 4n* -2n(2k +3)+ (k +1)(k +2)
bk+ C,= =
2n—k -2 k!-(2n - 2k)!
k)20 — 2k —2)I _k— Kk
b, + n Ck72:2n(n k)(2n-2k -2)! ((2n -k -1)(2n -k - 2) N
n-2 2n-k -2 k!-(2n - 2k)!
_ | — |
b, + n Ck72:2n(n K)'( (2n-k)! N
n-2 2n—k [ k!(2n-2k)!
n 2n (2n-Kk
'b"+ﬁck‘2=2n—k[ ‘ j(n—k)!zak.
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7 CONCLUSAO

Apesar do enunciado simples, o problema de Lucas apresentou certa
resisténcia para ser resolvido e algumas das técnicas usadas em sua solucéo estédo
relacionadas com modernas pesquisas na area de Matematica Discreta, algumas
das quais possuem problemas em aberto como é o caso dos quadrados latinos.
Nessa perspectiva, e considerando que problemas de contagem estédo presentes no
curriculo do ensino médio, tentamos dar uma abordagem elementar a algumas
dessas técnicas de contagem que foram utilizadas para resolver o problema de
Lucas. Apresentamos também algumas relagcdes entre esse problema e outras areas
da Matematica como a Algebra Linear (teoria dos permanentes). Acreditamos que
os problemas tratados neste trabalho constituem um tema desafiador e instigante
aos alunos do Ensino Médio, assim como podem servir de inspiracdo para

pesquisas mais avancadas em trabalhos futuros.
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