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Resumo

Nesta dissertacao estudamos o triangulo de Pascal, desde sua cons-
trucao até a analise de alguns padroes encontrados nele; assim como
a possibilidade de utilizar este triangulo em oficinas de matematica
experimental com alunos do ensino médio. Identificando os elemen-
tos do triangulo Pascal com os numeros binomiais, e escrevendo
estes nimeros usando uma notacao simétrica, é possivel descrever
os padroes observados como propriedades deles. Além disso, esten-
dendo a notagao simétrica dos niimeros binomiais para descrever os
numeros trinomias, construimos a piramide de Pascal, que é uma
versao tridimensional do triangulo de Pascal. Descrevemos também
a inclusao de duas oficinas de matematica experimental com este
conteudo, realizada durante uma unidade letiva do ensino médio
numa escola publica no sul da Bahia.

Palavras-chave: = Numeros binomiais, triangulo de Pascal,
nimeros trinomiais e piramide de Pascal.



Abstract

In this dissertation we study Pascal’s triangle, from its construc-
tion up to an analysis of some patterns found on it; as well as
the possibility of using this triangle in experimental mathematics
workshops with high school students. Identifying the elements of
Pascal’s triangle with the binomial coefficients, and writing them
using a symmetric notation, it is possible to describe the obser-
ved patterns as algebraic properties of these numbers. In addition,
extending the symmetric notation of the binomial coefficients to
describe the trinomial coefficients, we construct the Pascal’s pyra-
mid, a 3-dimensional version of Pascal’s triangle. We also describe
the inclusion of two workshops of experimental mathematics con-
taining these topics, executed during a bimester in a public high
school in the south of Bahia.

Keywords: Binomial coefficients, Pascal’s triangle, trinomial co-
efficients, Pascal’s pyramid.
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Introducao

O triangulo de Pascal nao foi inventado pelo famoso matematico do século XVII, Blaise
Pascal, nem por seu pai, Etienne Pascal, também matematico. Na verdade este triangulo
ja era conhecido pelos indianos, os chineses e os arabes desde tempos remotos; e no século
que antecedeu Pascal, mais de uma dezena de matemaéticos europeus trabalharam com o
triangulo aritmético, como ele era conhecido. Porque entao o nome “Triangulo de Pascal”?

Os primeiros registros do triangulo aritmético sao atribuidos ao Matematico indiano
Pingala, que viveu por volta de 200 aC. O documento chinés mais antigo que reporta o
triangulo aritmético data de 1050 dC, enquanto sabe-se que os islamitas conheciam este
triangulo através dos escritos indianos datados de 1000 dC. O triangulo aritmético ficou
conhecido como “Triangulo de Pascal” devido a monografia de cerca de sessenta paginas
sobre este triangulo escrita por Blaise Pascal: “Traité du triangle arithmétique”, a qual foi
publicada s6 postumamente, em 1665. Nesta monografia, Pascal introduziu o triangulo de
um modo bem complicado e usando uma notagao estritamente geométrica.

Objeto de estudo, motivacao e definicao do tema

O intuito desse trabalho é ajudar o professor a conduzir os seus alunos a aprender como
realizar descobertas matematicas utilizando o triangulo de Pascal; uma ferramenta de cons-
trucao simples e muitas propriedades curiosas, capaz de despertar interesse e motivagao pela
matemadtica nos alunos. O artigo do Tom Davis [2] foi a motivac¢do inicial para o nosso
trabalho.

Estudar conceitos matematicos com outras concepgoes me fizeram acreditar que a escolha
em fazer o PROFMAT ja teria valido a pena. Além disso, em MA 12, Matematica Discreta,
pude também experimentar outra metodologia de trabalho, o que para nds professores de
matematica é algo bem desafiador. No final dessa disciplina ja imaginava por onde seria o
meu passeio para desenvolver minha dissertacao. Ao procurar o professor German Gomero
Ferrer, ele me falou sobre suas pesquisas e me propos trés temas para que um deles fosse
escolhido: i) Triangulo de Pascal; ii) Equagoes Recursivas; iii) Relacdo entre o Principio
de Inducgao, o Principio da Boa Ordenagao e o Teorema de Recursao. Com o pouco que
conhecia de cada tema escolhi o triangulo de Pascal, pois o tema era o mais familiar e
imaginei desenvolver algo que pudesse ser utilizado no ensino médio.

Trabalhar com uma estrutura de construcao simples e que pudesse ser associada a ou-
tros conteudos, enriquecendo as possibilidades de intrumentos para resolver problemas ma-
tematicos foi um excelente atrativo naquele momento. O inicio da pesquisa despertou um
encantamento inusitado devido a diversidade de informacoes que o triangulo de Pascal for-
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nece. Uma variedade de temas transversais poderiam ser explorados neste trabalho. Quanto
mais padroes encontrava, a busca por mais informacoes a respeito do triangulo de Pascal
aumentava, o que acabou desvirtuando a idéia inicial do trabalho que era trabalhar com re-
solucao de problemas. Foi entao que surgiu o aparecimento de uma versao 3D do triangulo,
a Piramide de Pascal, e decidimos fazer um longo passeio do triangulo a Piramide de Pascal.

Estrutura e Organizacao do trabalho

No primeiro capitulo descrevemos a construcao do triangulo de Pascal de trés maneiras,
sendo que a segunda e terceira sao apenas extensoes da primeira, mais convenientes para
certas aplicagoes. Apresentamos também uma lista de padroes elementares encontrados no
triangulo de Pascal e argumentos que sustentam a validade destes argumentos usualmente
observados em oficinas por alunos com pouca experiéncia em matematica experimental. E
por fim, apresentamos uma lista de padroes no triangulo e resultados mais sofisticados, que
nao costumam ser observados por estes alunos, mas que esperamos que possam surgir em
oficinas com alunos mais experientes.

No capitulo segundo, apresentamos uma notagao simétrica para nimeros binomiais, des-
crevemos quatro defini¢oes para estes nimeros utilizando esta notacao e apresentamos uma
prova formal de que as quatro definicoes para nimeros binomias sao equivalentes. Exibi-
mos algumas propriedades dos nimeros binomiais e suas respectivas demonstracoes, onde
algumas delas descrevem os padroes identificados no Capitulo 1.

No capitulo terceiro é feita a extensao dos niimeros binomiais para os nimero trinomiais,
apresentando quatro definicoes e a prova da equivaléncia entre elas, de maneira analoga
ao que foi apresentado no capitulo anterior. Os ntimeros trinomiais sao fundamentais para
construirmos, nesse mesmo capitulo, a piramide de Pascal.

No quarto capitulo é feito um relato de experiéncia realizado durante uma unidade do
ano letivo de 2015 no IFBA (Instituto Federal de Educacao Tecnoldgica da Bahia) campus
[Théus, numa turma de quarto ano do ensino médio, desde o processo de investigacao de
observagoes e curiosidades encontradas no triangulo de Pascal até a construcao da piramide
de Pascal numa oficina de encerramento da unidade.

Finalmente, no ultimo capitulo, fazemos alguns comentarios sobre os topicos matematicos
apresentados, bem como as oficinas de matematica realizadas com os alunos do IFBA. Um
outro fato discutido nesse capitulo foram alguns questionamentos que surgiram no decorrer
do trabalho e possibilidades para trabalhos futuros.
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Capitulo 1

O triangulo de Pascal

Enquanto no ensino médio o triangulo de Pascal é utilizado quase que exclusivamente
para identificar os coeficientes da expansao do binomio de Newton, na verdade ele oferece
muito mais possibilidades de aplicagoes; fornecendo assim um exemplo fantastico de como
muitas areas da matematica estao interligadas entre si, ou até mesmo de como a matematica
estd ligada a outras dreas. Assim, o objetivo deste capitulo é ilustrar a enorme gama de
padroes que existem no triangulo de Pascal.

A apresentacao é baseada no artigo de Tom Davis, [2], onde o autor descreve como usar
o triangulo de Pascal em oficinas de Matematica Experimental, para estimular estudantes
no processo de descoberta destes padroes e no desenvolvimento de argumentos que justifi-
quem suas observagoes. Na proposta de Davis, estes argumentos nao precisam ser provas
formais, mas devem ser convincentes e explicativos ao ponto de, em principio, puderem ser
transformados nelas.

Na Secao 1.1, descrevemos a construcao do triangulo de Pascal de trés maneiras, sendo
que a segunda e terceira sao apenas extensoes da primeira, mais convenientes para certas
aplicacoes. Na Secao 1.2, apresentamos uma lista de padroes elementares e seus argumentos
correspondentes usualmente observados por alunos em oficinas com pouca experiéncia em
matematica experimental. Por fim, na Secao 1.3, apresentamos uma lista de padroes no
triangulo e resultados mais sofisticados, que nao costumam ser observados por estes alunos,
mas que esperamos que possam surgir em oficinas com alunos mais experientes.

1.1 Construcao do tridngulo de Pascal

Nesta se¢ao descrevemos inicialmente a construcao mais conhecida do triangulo de Pascal,
usualmente utilizada por professores e alunos do ensino médio e apresentada na maioria dos
livros didaticos. A seguir apresentamos outras duas construgoes, mais convenientes para
certas aplicagbes como a construgao do hexagono de Pascal [3], a generaliza¢ao dos nimeros
binomiais para coeficientes negativos [4] e a rela¢do entre o triangulo de Pascal e PA’s de
ordem maior ou igual 1, entre outras.

O triangulo de Pascal, na sua forma convencional, é um arranjo triangular infinito de
nimeros, uma parte do qual é mostrado na figura 1.1. Observe que ele ¢ formado por fileiras
de numeros. A primeira fileira, que constitui o vértice do arranjo, é formada apenas pelo
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Figura 1.1: Tridngulo de Pascal (Fonte: [2])

numero 1. Cada uma das outras fileiras comega e termina em 1, e cada um dos outros
numeros de cada fileira é a soma dos dois nimeros vizinhos a ele na fileira imediatamente
superior. Embora se apresente sempre apenas um arranjo finito de niimeros, é conveniente
enfatizar que o triangulo de Pascal é um arranjo infinito e continua sempre para baixo.

H4 outras construgoes equivalentes do triangulo de Pascal; uma delas consiste em escrever
o numero 1 com uma linha infinita de zeros a cada lado. Cada linha inferior é construida
usando a mesma prescricao que na construcao original; isto é, cada ntimero do arranjo é
a soma dos dois nimeros vizinhos a ele na linha imediatamente superior. Os nimeros nao
nulos formam o triangulo de Pascal construido na prescricao original, como mostra a figura
1.2. Esta construgao do triangulo de Pascal é usada para introduzir os nimeros binomiais

com indices inteiros (positivos ou negativos), necessarios para a construgao do hexdgono de
Pascal [4].

0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0
0 ] 0 0 0 1 2 1 ] 0 0 0 0
0 0 ] 0 1 R 3 1 0 ] I ]
0 0 0 0 1 4 6 < 1 0 0 0 0
0 0 0 1 s 10 10 5 1 0 0 0
0 0 0 1 6 15 20 15 6 1 0 0 0

Figura 1.2: Triangulo de Pascal extendido

A terceira versao do triangulo de Pascal é na verdade um arranjo retangular e portanto
sua construgao segue um procedimento bem distinto das duas versoes anteriores. Comegamos
escrevendo uma coluna de 1’s. Cada elemento das colunas a direita desta primeira coluna é
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35 56 84
15 35 70 126 210
21 56 126 252 462
28 84 210 462 924
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Figura 1.3: Triangulo de Pascal na forma retangular

a soma de todos os elementos da coluna mais proxima a esquerda até o elemento que esta
localizado na mesma linha. Assim por exemplo, o elemento da quinta linha e quarta coluna
¢é 35, que ¢ a soma dos cinco primeiros termos da terceira coluna,

3B=1+3+6+10+15.

Da figura 1.3 pode-se observar que girando o arranjo retangular 45° no sentido horario
obtemos o triangulo de Pascal. Esta nova construcao permite visualizar facilmente a regra
do L, padrao observado no item 5 da proxima secao, e permite também perceber que as
sequéncias paralelas aos lados do triangulo de Pascal, em sua forma convencional, sao PA’s
de ordem maior ou igual a 1.

1.2 Padroes elementares no triangulo de Pascal

Nesta secao listamos alguns padroes do triangulo de Pascal usualmente identificados por
alunos em oficinas de Matemédtica Experimental do tipo sugerido por Davis em [2]. Um
exemplo deste tipo de experiéncia foi realizado no IFBA - Ilhéus durante uma unidade
do ano letivo 2015 e é relatado no Capitulo 4. A lista que segue nao é completa, mas
representativa. Com ela é possivel ter uma idéia do potencial que o triangulo de Pascal
oferece para estabelecer conexoes entre diversos tépicos de matematica.

Lembre que na proposta destas oficinas de Matematica Experimental procuramos incenti-
var os alunos a relatar qualquer padrao que eles consigam observar, até o mais 6bvio. Nestas
oficinas procuramos também estimular os alunos a desenvolverem argumentos convincentes
que, a principio, possam ser transformados em provas formais; mas estas provas formais nao
sao exigidas pois alunos neste nivel nao possuem conhecimento técnico, nem maturidade
necessaria para desenvolver argumentos logicos-dedutivos formais. No entanto, na Secao
2.3 oferecemos provas formais destes padroes, algumas das quais se deram dos argumentos
apresentados a seguir.

1. Os nimeros do triangulo de Pascal sao positivos

Cada numero do triangulo de Pascal é 1 ou a soma de dois nimeros de uma linha
superior. A primeira e segunda linhas sao formadas apenas pelo numero 1, ou seja, sao
formadas por nimeros positivos. Cada elemento da terceira linha ou é 1 ou a soma de dois
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numeros positivos; e portanto sao positivos. Este argumento se repete para quarta linha e
as seguintes.

2. O triangulo de Pascal é simétrico em relagao a linha vertical que passa pelo
vértice

Da figura 1.1 vemos que a linha 5 é simétrica. Vamos mostrar primeiro que a linha 6
também é simétrica sem escrevé-la explicitamente. Tomemos como exemplo, os terceiros
elementos dessa linha da esquerda para direita e da direita para esquerda, como mostra o
esquema abaixo,

1 5 10 10 5 1
U U X U X U U

Pela maneira como o triangulo de Pascal é construido, esses elementos sao determinados
somando os segundos e terceiros elementos da esquerda para direita e da direita para esquerda
da linha 5, respectivamente. Como a linha 5 é simétrica essas somas sao iguais. Esse
procedimento pode se repetir para quaisquer dois elementos em posicoes simétricas da linha
6, 0 que mostra que a linha 6 é simétrica. Ja que a linha 6 é simétrica, podemos usar o mesmo
procedimento para mostrar que a linha 7 também é simétrica. Claramente, podemos fazer
isso em qualquer linha, desde que saibamos que a linha anterior seja simétrica, e portanto
vemos que o triangulo de Pascal tem a simetria indicada.

3. A soma dos elementos de cada linha é uma poténcia de 2

Denotemos a primeira linha do triangulo de Pascal, a linha formada apenas pelo vértice,
de “linha 07, a segunda linha de “linha 1”7, e assim por diante. Observa-se entao que a soma
dos nuimeros que formam a linha n é 2", pelo menos para n =0, 1,2,...,6; esta observacao
pode ser descrita visivelmente como na figura 1.4.

{inha 0 1 =2°
linhal 1+1 =2}
linha 2 1+2+1 =27
linha3 1+3+3+1 =2
linha 4 1+4+6+4 +1 =2*
linha5 1+5+10+10+5+1 =2°

linha6 1+6+15+20+15+6+1 =2

Figura 1.4: A soma dos termos de cada linha do triangulo de Pascal é uma poténcia de 2.

Observe por exemplo a linha nimero 6. Somando os termos desta linha, e levando em
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conta a regra da construgao do triangulo de Pascal temos,

146+15+20+154+64+1 = 14+ (1+5)+(5+10)+ (10+10) +
(104+5)+(5+1)+1
(1+1)+(5+5)+ (10 +10) + (10 + 10) +
(5+5)+(1+1)

= 2-14+2-54+2-10+2-10+2-5+2-1
= 2-(14+5+10+10+5+1).

Vemos assim, que a soma dos termos da linha 6 é o dobro da soma dos termos da linha 5; e
este argumento pode ser repetido para qualquer linha do triangulo de Pascal. Observe agora
que a soma dos termos da linha 0 é 1 = 2%, ou seja, uma poténcia de 2. Como a soma dos
termos de cada linha é o dobro da soma dos termos da linha anterior, e ja vimos que para
a linha 0 esta soma é uma poténcia de 2, segue-se que a soma dos termos da linha 1 é uma
poteéncia de 2, e daqui que a soma dos termos da linha 2 é uma poténcia de 2; e assim por
diante, para cada linha do triangulo de Pascal a soma dos seus termos é uma poténcia de 2.

4. Se alternarmos os sinais dos nimeros em qualquer linha a soma desses
nimeros sera zero

Para linhas que tem uma quantidade par de elementos é facil ver que a soma desses
numeros ¢ nula, pois com a alternancia de sinais e a simetria em relacao ao eixo vertical
que passa pelo vértice, os nimeros que aparecem em posi¢oes simétricas sao sempre iguais.
Se uma linha tiver uma quantidade impar de elementos o argumento é mais elaborado.
Considere por exemplo as linhas ntimero 5 e 6,

1 ) 10 —10 5 -1
1 —6 15 —20 15 —6 1

Escreva a soma dos termos da linha 6 (com sinais alternados), decompondo seus termos de
acordo com o processo de construgao do triangulo de Pascal, e depois reagrupe conveniente-
mente, como se mostra a seguir,
1-64+15—-20+15—-6+1 = 1—(1+5)+(5+10)— (10+10) +
(104+5)—(B+1)+1
= (1-1)4+(=5+5)+ (10 —10) +
(—10+10)+ (5 —=5)+(—-1+1).

Observe que esta soma € nula.

5. Regra do L

A soma dos elementos de uma sequéncia paralela a qualquer lado do triangulo a partir
do nimero 1 é o nimero logo abaixo fazendo um giro de 90° para baixo formando um L,
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como mostra a Figura 1.5. Utilizando a definicao da construcao do triangulo de Pascal em
cada passo das expressoes abaixo temos,

35 = 20415
= 20+ (10 +5)
= 20+[10+(4+1)].

Intuitivamente podemos utilizar esse procedimento para qualquer sequéncia paralela a
um lado do triangulo, como mostrado na Figura 1.5.

Figura 1.5: Regra do L.

Este procedimento informal conduz o raciocinio para uma prova por inducao deste padrao
quando visto como uma propriedade.

1.3 Outras observacoes

Nesta se¢ao apresentamos observacoes um pouco mais sofisticadas relacionadas ao triangulo
de Pascal. Algumas delas sao padroes no triangulo, enquanto as outras estabelecem relacoes
entre o triangulo de Pascal e outras areas da matematica. O objetivo agora é apenas listd-las
sem preocupac¢ao com justificativas ou provas, pois um tratamento adequado delas iria nos
afastar dos objetivos deste trabalho.

1. Dada uma PA de grau maior ou igual a 1, o triAngulo de Pascal permite
encontrar a férmula que gera essa sequéncia

Vamos descrever um procedimento para deduzir o termo genérico de uma PA, ou seja, de
uma sequéncia em cujo esquema de diferencas consecutivas obtém-se uma sequéncia cons-
tante. Como é bem conhecido, se o operador de diferencas for aplicado n vezes até encon-
trarmos a sequéncia constante, a progressao aritmética sera de ordem n; equivalentemente,
n sera o numero de filas acima da sequéncia constante.

Considere por exemplo a sequéncia

0 2 14 42 92 170 282 ... . (1.1)
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O esquema das diferencas consecutivas mostra que ela é uma PA de ordem 3, pois o operador
de diferencas foi aplicado trés vezes até encontramos a sequéncia constante.

0 2 14 42 92 170 282
2 12 28 20 78 112
10 16 22 28 34
6 6 6 6

Para encontrar o termo genérico da sequéncia (1.1) pegamos os primeiros termos de cada
fila do esquema de diferencas e escrevemos a expressao

1) o(0) () o)

Usando a expressao familiar

obtemos
n! n! n!
- 9. " __110- 6 -
f(n) Tn—n 7 2m—21 " 31 =31

= n>+2m%>—n.

Vale ressaltar que os nimeros binomiais sao justamente os elementos do triangulo de Pascal,
como veremos no Capitulo 2.

2. As sequéncias paralelas aos lados do tridngulo de Pascal sao PA’s
Observe as linhas paralelas aos lados laterais do triangulo.

1. Por exemplo, a terceira linha é formada pela sequéncia
136101521 ..]

Esse nimeros sao chamados de nimeros triangulares, pois determinam a quantidade
de moedas utilizadas para formar um triangulo equilatero.

Figura 1.6: Numeros Triangulares (Fonte:[7])

2. Os numeros na seguinte linha paralela,
(141020 35...]

sao chamados de ntimeros piramidais, pois determinam a quantidade de esferas empi-
lhadas para formar uma piramide de base triangular.
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Figura 1.7: Nimeros Piramidais (Fonte:[8])

3. Estas duas sequéncias estao associadas as figuras 1.6 no plano e 1.7 no espago, respec-
tivamente. Assim, a sequéncia de nimeros da segunda linha,

123..]
determinam arranjos de moedas em uma dimensao (arranjos lineares).

4. Podemos pensar entao que as sequéncias posteriores representam arranjos em di-
mensoes superiores a 3.

Essas sequéncias numéricas estao dispostas com outra abordagem e de maneira mais cuida-
dosa na dissertagdo de mestrado [1].
3. Sequéncia de Fibonacci.

Tomando as linhas inclinadas e somando os niimeros que cruzam cada linha, obtemos os
termos da sequéncia de Fibonacci.

W e

1 3
NN SN
Nl Segl NN

3

[~ ]

Figura 1.8: Sequéncia de Fibonacci(Fonte: [2])

4. Poténcias de 11

11 = 1

11 = 11
112 = 121
11> = 1331
11 = 14641 .

19



Note que os algarismos nas poténcias pequenas de 11 correspondem as primeiras linhas
do triangulo de Pascal. Mas cuidado com as poténcias maiores, por exemplo 11°, pois na
linha 5 do triangulo de Pascal, ha nimeros com mais de um algarismo. Temos entao, pelo
desenvolvimento do binomio de Newton temos que,

11°=(10+1)° =1-10° +5-10* +10- 10* + 10 - 10* + 5- 10" + 1 - 10° = 161051 .

Note que para as poténcias de 101 e 1001 a idéia é analoga.

101° = 1

101" = 101

1012 = 10201

101> = 1030301

101* = 104060401
101° = 10510100501 .

5. Um exemplo na trigonometria

Os coeficientes dos termos da tanna vistos de forma alternada (denominador - numera-
dor) correspodem aos coeficientes do triangulo de Pascal

2t
tan2a = 1T_ g
3t — 13
tan3a = 1T 32
tanda = 415_—4153
1—6t2+ ¢4
fan By — 5t — 1083 + ¢°
1 —10t2 + 54’

com t = tan a.
Mostramos uma prova informal dessa observacao utilizando o caso particular n = 4.
Usando a exponencial complexa

e'“ =cosa+isina,

temos
MY = cosda + i sin 4o .
Por outro lado
e = (cosa +isina)

= cos*a — 6cos® asin®a + sin? o + (4 cos® asina — 4cosasin® a) .

Destas igualdades podemos afirmar,

cosda = costa — 6cos® asin®a + sin® o

sindae = 4cos®asina —4cosasin®a ;
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) sindae ., .. )
assim, como tan4a = ———, dividindo numerador e denominador por cos* o tem-se
cos 4o
4tan a — 4tan® o
1—6tan?a +tan*a

Considerando ¢ = tan «, encontramos a seguinte relacao:

tan4da =

At — 4¢3

tanda = —
T e+

Note que os coeficientes, vistos de maneira alternada, denominador, numerador, denomina-
dor, numerador,...sao exatamente os nimeros do triangulo de Pascal de forma que os sinais
dos termos do numerador e denominador se alternam.

6. Tridngulo de Pascal médulo n.

Quando identificamos os nimeros pares e impares do triangulo estamos separando os
numeros do triangulo nos elementos do conjunto das classes médulo dois. Pintando esses
dois elementos de cores diferentes, encontramos o fractal da figura abaixo.

Figura 1.9: Fractal Médulo 2 (Fonte: [2])

O mesmo fenémeno é encontrado ao associarmos cada nimero aos elementos do conjunto
das classes modulo trés. Como pintamos apenas em duas cores distintas, temos os multiplos
de trés de uma cor e os nao multiplos de outra cor.
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Figura 1.10: Fractal Moédulo 3 (Fonte: [2])
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Capitulo 2

Numeros binomiais

Neste capitulo apresentamos uma notacao alternativa para os numeros binomiais, a
notacao simétrica, e com ela escrevemos quatro definicoes equivalentes para estes niimeros.
Termos varias definigoes equivalentes dos niimeros binomiais é muito conveniente, pois isso
fornece varias propriedades que os caracterizam; e assim, dada uma situacao ou problema
podemos utilizar a definigdo (a propriedade) mais adequada para sua resolugao. Além disso,
termos duas notagoes para os nimeros binomiais é vantajoso, pois héa situacoes onde uma
delas é mais conveniente do que a outra.

Na Segao 2.1 apresentamos a notacgao simétrica para nimeros binomiais e descrevemos
quatro defini¢oes para nimeros binomiais utilizando esta forma. Na Secao 2.2 apresentamos
uma prova formal de que estas quatro defini¢oes para niimeros binomias sao equivalentes. Na
Secao 2.3 exibimos algumas propriedades dos niimeros binomiais e suas respectivas demons-
tragoes. Algumas destas propriedades correspondem aos padroes elementares identificados
no triangulo de Pascal do Capitulo 1.

2.1 Definicoes dos nimeros binomiais

A maneira mais usual de introduzir os nimeros binomiais no ensino médio é denotd-

n . , . ~ ;.
los por , e defini-los como sendo o ntmero de combinagoes possiveis de r elementos
r

tomados de um conjunto de n elementos; ou equivalentemente, como a quantidade de sub-
conjuntos de r elementos que hd num conjunto de n elementos. Desta ultima definicao se

segue imediatamente que
n\ n
r) \n—-r)"

Esta igualdade justifica uma notagao simétrica para os niimeros binomiais, (

n
),onder e

rs
s sao numeros inteiros nao negativos tais que, r + s = n.

Esta notacao ¢ essencial na construcao deste trabalho, a vantagem de utilizd-la é poder-
mos definir os niimeros trinomiais como sera feito no Capitulo 3, etapa fundamental para
trabalhar conceitos matematicos como o trinomio de Newton e a construcao da Piramide
de Pascal, tema culminante desta dissertacdo. Assim, nesta secdo apresentamos quatro
defini¢oes equivalentes dos niimeros binomiais usando a notagao simétrica.

23



A primeira definicao consiste na descrigao das regras da construgao do triangulo de Pascal.
Com esta definigao estabelecemos que os niimeros binomiais sao os nimeros do triangulo de

rs
pela esquerda, na fila n do triangulo de Pascal; ou equivalentemente, na posicao s, contando

a partir de 0 e comecando pela direita.

.~ n , .~ .
Pascal. Nesta descrigao, ) ¢ o termo na posigao r, contando a partir de 0 e comecando

4
y=u_"u' r=1
00} ¢
1 Y( 1 r=2
=R R e lles]
2 0\ (2 2 r=3
n=2=> loa)lui)lze) v
SN 3 3 N3 r=4
o3 jlra)lza)lsn, 4
woa o2 Y 44 &Y e e
o04)l13)l22)l31)l40)
2 A RN S
g=d =4 s5=17 5=0:8=10

Figura 2.1: Triangulo de Pascal e os niimeros binomiais na forma simétrica (Fonte: [6])

Observe que o triangulo de Pascal, na sua forma convencional, é formado por fileiras,
sendo que:

e Os extremos de cada fileira sao formados pelo nimero 1;

e Cada numero do interior de cada fileira é a soma dos dois nimeros superiores mais
préximos.

Assim denotamos a primeira fileira com o indice n = 0, a segunda n = 1, e assim por diante.
A descrigao formal dessa construcao leva a seguinte definicao recursiva.

Definigao 2.1 (Recursiva) Para cada n inteiro ndo negativo, os nimeros binomiais sao

definidos pela recursao
nY_ (") _q
0On n 0

()= ( )
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A definicao seguinte considera os coeficientes binomiais como sendo os coeficientes da

é o coeficiente
rs

n
expansao das poténcias naturais do binémio (a + b). Nesta descricao, (
do termo a”"b® na expansao da poténcia (a + b)".

Definigcao 2.2 (Algébrica) Os numeros binomiais sdo os coeficientes da expansao do
binomio de Newton, ou seja
n
a+b)" = a"b’ .
@ =3(")

. .~ . , . .. n . . ~
Na terceira definicao relacionamos os ntimeros binomiais ( ) com a seguinte situacao
rs

combinatoria. Dadas n bolas enumeradas e duas caixas também enumeradas, os numeros
binomiais sao a quantidade de maneiras de colocar r bolas na caixa 1 e s bolas na caixa 2,
denotada por C)»*, com r + s = n.

Defini¢ao 2.3 (Combinatéria) Se C)»* é o nimero de maneiras de colocar r bolas na
caixa 1 e s bolas na caixa 2, dadas n bolas, entao

()-er
rs

A 1ltima definicao é uma férmula que fornece o valor dos niimeros binomiais.

Definicao 2.4 (Férmula) Os nimeros binomiais sdo definidos pela férmula

n _n!
rs) rlsl’

comn=r+senl=1-2-3- ... .n

2.2 Equivaléncia entre as definicoes

Nesta secao mostramos que as quatro defini¢coes apresentadas na se¢ao anterior sao equi-
valentes. A demonstracao segue a cadeia de implicacoes

Def. 2.1 = Def. 2.2 = Def. 2.3 = Def. 2.4 = Def. 2.1.

Def. 2.1 = Def. 2.2. Queremos mostrar que se os nimeros binomiais sao definidos re-
cursivamente, entao eles fornecem os coeficientes da expansao do binémio (a+0b)". Em
outras palavras, escrevendo

(a+b)" =Y Nya'v,

vamos mostrar que para todo n € N vale

v-(2)
rs

n
onde o simbolo ( ) obedece a recursao dada na Definicao 2.1. A prova procede por
rs

indugao sobre o expoente n.
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1. Como (a + b)° =1, pela condigdo inicial da recursao para n = 0 temos

Ny? = (000) =1.
()
TS

n+1
N» = :
n+1 ( r s >
Por hipdétese podemos escrever

n n n
nr = n n—lb n—2b2
(a+0) (n())a +(n—l 1)a +(n—2 2)a *

n 21n—2 n n—1 n n
. b" .
+(2 n—z)ab +<1 n—1>a’b +(On)
Temos entao

(a+b)"™" = (a+b)(a+b)"

— (a+D) Knno) a4 (n _Ti 1) a1 + <n _T; 2) T
ot (2 :_2)a2b"2—0— <1 :_ 1>ab"1 + (Onn)b"}
= (o) G o) () o
(A
) (Y ()

Esta tltima expressao pode ser simplificada usando a definicao recursiva dos
nimeros binomiais, obtendo como resultado

+1 n-+1 n—+1
b n+1 — n n+1 nb n—1b2 o
(a+9) (n+10a+n1a+n—12a *

n—+1 n+1
nb n+1.
+(n 1)a +(n+1 0)“

Comparando com a expansao do binémio (a + b)"*! tem-se que

s n+1
Nojr = (r s) ’

que era o que queriamos provar.

2. Suponha, por hipétese que

queremos entao mostrar que
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Def.

Def.

Def.

Pelo Principio de Inducao segue—se que
()
rs

2.2 = Def. 2.3. Queremos mostrar que dadas n bolas, os coeficientes da expansao
do binémio de Newton (a + b)" determinam a quantidade de maneiras de colocar r
bolas na caixa 1 e s bolas na caixa 2, onde n = r + s. Iremos analisar inicialmente
a poténcia (a + b)*. Note que, dispensando por um momento a comutatividade da
multiplicagao,

vale para todo n € N.

(a+b)* = (a+b)(a+Db)(a+0b)(a+Db)
= aaaa + (aaab + aaba + abaa + baaa)
+(aabb + abab + abba + baab + baba + bbaa)
+(abbb + babb + bbab + bbba) + bbbb .

Assim cada termo é dado pelo produto de quatro letras escolhidas do conjunto {a, b}.

Veja que se tomarmos todas as permutacoes de um a e trés b's, escrevendo da forma

ab®, temos que a quantidade de termos serd serd dada pela combinaciao dessa letras,
[P}

. 1.3 . . .
ou seja, C”, que denota a quantidade de maneiras de colocar 1 bola na caixa “a” e
trés bolas na caixa “b”. Do mesmo modo se tomarmos (a + b)% temos,

(a+b)(a+Db)---(a+Db)
seis vezes. Como exemplo, o coeficiente de a*b? é o nimero de termos que obtemos ao
A~ . . 472 ~ . .
permutarmos sequéncia aaaabb, ou seja, Cy™”. Podemos entao dizer que cada coeficiente

dos termos do binémio (a+b)" que é dado pelo niimero binomial ) ¢ o numero de
rs
[P

maneiras de colocar r bolas na caixa “a” e s bolas na caixa “b”, ou seja, o coeficiente
do termo a"b* é dado por C)°.

2.3 = Def. 2.4. Observar que para determinar o nimero de maneiras de colocar
r bolas na caixa 1 e s bolas na caixa 2, devemos determinar de quantas maneiras

diferentes podemos escolher r bolas, dentre uma colecao de n bolas, e este nimero

i n!
denotado por C7*, com r + s = n, pela férmula C] = ﬁ como se prova na
rl(n —r)!

disciplina de Matematica Discreta.

2.4 — Def. 2.1. Vamos mostrar que os ntimeros binomiais dados pela expressao
(2.4) Satisfazem a relacao recursiva da Definigdo 2.1. A condigao inicial é imediata
pois,

n n! ] n n! ]
= — = e = — =
n0 n! 0! 0On 0!'n!
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Observe agora que

(#: 1 s) " (rns_—l 1) - (in—_nl!);! " r?zs_—li!)!

(n=1! nr (n-1! mns

(r—Dls! nr rl(s—1)! ns
n!

rls!

(")

onde na passagem da segunda linha para a terceira usamos a relagao r + s = n.

2.3 Algumas propriedades dos niimeros binomiais

As definigoes apresentadas na Secao 2.1 utilizam a notacao simétrica. Esta notagao é
muito conveniente para definirmos os nimeros trinomiais, etapa essencial para o desenvol-
vimento do trinomio de Newton, além da piramide de Pascal. Esses trés elementos sao
apresentados no Capitulo 3.

Na Subsecao 2.3.1 demonstramos formalmente que os padrdes no triangulo de Pascal,
observados no Capitulo 1, sao propriedades gerais. No entanto, nao podemos perder de vista

,
como mostrado na Subsecao 2.3.2 esta notagao permite visualizar de modo mais claro certas

identidades algébricas.

- ~ . , . .. n . ~
a grande utilidade da notacao convencional dos niimeros binomiais < ) ; em certas situacoes

2.3.1 Propriedades elementares

Mostramos nesta secao as cinco propriedades elementares do triangulo de Pascal apre-
sentadas na Secao 1.2.
1. Os nimeros do tridngulo de Pascal sao positivos.

De fato, utilizando a Definicao 2.4, temos que os nimeros binomiais sao dados pela
razao entre dois ntimeros positivos, ou seja,

|
n n!
( >:—>0.
rs rl sl

Observe que esta propriedade também pode ser demonstrada usando outras definicoes.

2. O triangulo de Pascal é simétrico em relagao a linha vertical que passa pelo
vértice.

De fato, a notacao simétrica que é utilizada para os niimeros binomiais ja nos ajuda a
justificar essa propriedade pois, utilizando novamente a Definicao 2.4 temos,

n n! n! n
rs) rlsl syl \sr/)’
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3. A soma dos elementos de cada linha é uma poténcia de 2.

Algebricamente, esta propriedade diz que para todo n € N vale,

") o)) (o) e (o) =

Apresentamos duas provas desta identidade. Na primeira delas basta tomar a =b =1
na expansao do binémio de Newton,

= (") + (o) o amg) e ()

. , . . . n
Uma outra maneira é percebermos que cada coeficiente binomial <
rs

ao nimero de subconjuntos de r (ou s) elementos de um conjunto com n elementos.

Assim a soma
n n n n n - n
0 n 1 n—1 2 n—2 n 0

corresponde a quantidade de todos os subconjuntos possiveis (subconjuntos com zero
elementos mais os subconjuntos com um elemento mais os subconjuntos com dois
elementos, e assim por diante) de um conjunto de n elementos. Mas lembre-se que essa
quantidade na teoria dos conjuntos é dada pela poténcia 2.

) corresponde

4. Se alternarmos os sinais dos nimeros de qualquer linha a soma desses
nimeros sera zero.

Algebricamente esta propriedade diz que para todo n € N vale,

(500 I A R (R I N

Para mostrar esta propriedade basta reescrever a expressao do lado esquerdo utilizando
a forma recursiva,

(on;—11) - Konn_—ll) * (1n71_—12)] * [<1n;—12> - <2n;—13>} a
e [ ) G ) e ()

¢ reagrupar os termos para obter

[ B )| R Ol B (R

S RN iy AR AN N |
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onde claramente se percebe que cada colchete é nulo. Uma outra maneira de mos-

trarmos essa propriedade é tomarmos a = 1 e b = —1 na expansao do binémio de
Newton,
n n n n
1-1)" = — — . (=1)" .
( ) (0 n) <1 n—1>+(2 n—2> * )<n 0)
5. Regra do L

Algebricamente esta propriedade diz que para todo n, k € N vale,
n N n+1 n n -+ 2 . n+3 R n+k\ (n+k+1
0 n 1 n 2 n 3 n k- n) \k n+l/)’
A prova é dada pelo principio de inducgao em k.

<0nn) -h

condi¢ao inicial da definicao de recursividade. Utilizando o mesmo argumento

podemos concluir também
n—+1 _ 1
0 n+1)

O que prova a primeira condicao da inducao.

(a) Fazendo k = 0 tem-se,

(b) Suponha, por hipdtese de indugao, que a expressao abaixo é vélida para qualquer
k, ou seja,

n +n+1+n+2+n+3+ +n+k_n+k’+1
0 n 1 n 2 n 3 n E n) \k n+1)°

Queremos mostrar que a expressao ¢ valida para k+1. Usando a relagao recursiva,

temos entao que,
n N n+1 N n—+2 T n+k n+k+1\
0 n 1 n 2 n k n k+1 n N

n+k+1 N n+k+1\ n+k+2
E n+1 k+1 n)  \k+1 n+1

_|_

como queriamos mostrar.

2.3.2 Outras Propriedades

Nesta se¢ao mostramos outras propriedades envolvendo niimeros binomiais e o triangulo
de Pascal. A primeira propriedade pode ser rapidamente identificada como um padrao no
triangulo, como mostra a figura 2.2. Os padroes correspondentes as outras duas propriedades
nao sao de facil visualizacao.
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1. Soma dos quadrados dos termos de cada linha

Para todo n € N vale,

) () +G) () =) - ()

Apresentamos uma prova combinatéria analisando por separado os dois lados da igual-

Figura 2.2: Soma dos quadrados de cada linha (Fonte:[2])

dade.

2n
a numero representa o nimero de subconjuntos de n elementos num con-
O nt t ] de subconjuntos d 1 t
n
junto de 2n elementos.

(b) Seja A ={1,2,3,4,...,2n} um conjunto com 2n elementos e considere os subcon-
juntos A" = {1,2,3,....,n}t e A” = {n+ 1,n+2,....2n}; temos A/ UA" = Ae
ANA" =.

n
Note que o niimero binomial < k) fornece a quantidade de subconjuntos de k elementos

n
n—=k
A'UA” = A, entao o nimero de subconjuntos de n elementos de A, sendo que k deles
estao em A’, é dado pelo produto

(D0")-()

Fazendo k variar de 0 a n, temos que o nimero de subconjuntos com n elementos de

A é dado pela soma
2 2 2 2
() () (T
0 1 2 n)
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Os itens (a) e (b) nos fornecem duas expressoes para calcular a mesma quantidade; o
nimero de subconjuntos com n elementos d A , e portanto sao iguais.

. Para todo n € N vale,

O(Z) n 1(?) +2(Z) ¥ +n<2) — pon!

Apresentamos uma prova que usa o cédlculo diferencial. Derivando a expansao do
binomio de Newton

(1+z)" = (g) + (T)x+ (Z)x2+...+ (Z)a;"
n(l+ )" = (Tll) +2(Z)x+ —i—n(Z)x”l .

Fazendo nesta expressao x = 1, obtemos

n n n
2" = 2 :
. Para todo n € N vale,

1n+1n+1n++1 n_2"+1—1
1\0 2\1 3\2 T n+1\n)  n+1

Apresentamos uma prova que usa o calculo integral. Tomemos novamente a expressao

(1+z)" = <g) + (T)a:—i— (Z)ﬁ + .ot (Z)x”

mas desta vez integremos, obtendo,

(14 z)"*t! n 1/n\ , L (n\ .4
- = - " C.
nt 1 o) T\ )t )T

Fazendo x = 0 temos que C' =
como

temos,

e assim podemos reescrever a expressao integrada
+1’

(1+ z)"*! AV 1(n > 1 [n nil 1
= T+ = i x _
n+1 0 2\1 n+1\n n+1

Fazendo x = 1 nesta tltima igualdade obtemos

gntl 1_n+1n++1n
n+1 n+1 \0 2\1 T n+1\n/c
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Capitulo 3

Os numeros trinomiais

n n
Resulta natural estender o simbolo ( ) para ( t) , estendendo também as restricoes
rs rs

r,s>0er+s=nparar,s,t >0er+s—+t=mncomn,r,s, et inteiros nao negativos.
Na Secao 3.1 vamos definir uma familia de niimeros, denotada por este simbolo, de maneira
andloga a como definimos os niimeros binomiais, e vamos chamé-los de niimeros trinomiais.
A prova de equivaléncia destas definicoes € feita na secao 3.2; e na Secao 3.3 usamos estes
niumeros e a definicao recursiva para a construir a piramide Pascal, em completa analogia
com o triangulo de Pascal.

3.1 Definicoes dos nimeros trinomias

A primeira definicdo determina que, essencialmente, um nimero trinomial é a soma de

" ), duas das

alguns elementos anteriores. Escrevemos trés condigoes para o simbolo ( ;
rs

quais sao “condicoes iniciais”.

Definigao 3.1 (Recursiva) O elemento ( "

t) com n, r s et inteiros nao negativos e
rs

r+ s+t =mn éum numero definido por,

(ngo> - (OZO) B (Ogn) -
(S B S B G I

valendo igualdades andlogas quando s =0er,t > 1, e quandor =0 ¢ s,t > 1.

en>0

en>2ers>1

en>3 er,s,t>1
n B n—1 n n—1 n n—1
rst) \r—1 s t r s—1 t r s t—1)°
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A segunda defini¢ao considera os coeficientes trinomiais como sendo os coeficientes da

7

n
expansao das poténcias naturais do trinémio (a + b + ¢). Nesta descrigao, ( t) ¢ o
rs

coeficiente do termo a"b*c’ na expansao da poténcia (a + b+ ¢)".

Definicao 3.2 (Algébrica) Os nimeros trinomiais sdo os coeficientes da expansao do
trinomio de “Newton”, ou seja,

- n
b n _ § rbs t
(a+ +C) r,8,t (rst)a ‘ 7

onde a soma se estende a todos os ntimeros inteiros r, s,t > 0 tais que r + s+t = n.

. .~ . , . .. n . . ~
Na terceira defini¢ao relacionamos os niimeros trinomiais ( t) com a seguinte situacao
rs

combinatoria. Dadas n bolas enumeradas e trés caixas também enumeradas, os numeros
trinomiais sao a quantidade de maneiras de colocar r bolas na caixa 1, s bolas na caixa 2 e
t bolas na caixa 3, denotada por C"*! com r + s+t =n.

Definicao 3.3 (Combinatéria) Se C"*! é o nimero de maneiras de colocar r bolas na
n
caixa 1, s na caixa 2 e t na caixa 3, dadas n bolas, entao

n — C«r,s,t
rst "

Na tltima definicao iremos determinar uma féormula que fornece o valor dos nimeros
trinomiais.

Defini¢ao 3.4 (Férmula) Os ndmeros trinomiais sdo definidos pela férmula

n B n!
rst)  rlsel’

comn=r+s+tenl=1.2-3. ... .n

Da mesma forma que a notagao usada para os ntimeros binomiais reflete uma propriedade
de simetria, a notacao dos niimeros trinomiais reflete a seguinte propriedade,

(/lt) - <r?s> - (s?;t) - (JZT) - (t?:s) - (lf?s) |

que fica evidente ao olharmos para a ultima defini¢ao.
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3.2 Equivaléncia entre as definicoes

Nesta secao mostramos que as quatro defini¢oes apresentadas na secao anterior sao equi-
valentes. A demonstracao segue a cadeia de implicacoes

Def. 3.1 = Def. 3.2 = Def. 3.3 = Def. 3.4 = Def. 3.1.

Def. 3.1 = Def. 3.2. Queremos mostrar que se os niimeros trinomiais sao definidos re-
cursivamente, entao eles sdo os coeficientes da expansao do trinémio (a+ b+ ¢)". Para
isto escrevemos

(a+b+c)" = Z N"Sta"bch

e mostramos que para todo n € N os coeficientes N;* sao os nimeros trinomiais, ou

seja,
Nr,s,t — n
" rst)’

t) obedece a recursao dada na Defini¢cao 3.1. A prova procede
rs

por inducao sobre o expoente n.

onde o simbolo ( "

1. Como (a+ b+ ¢)? = 1, pela condicao inicial da recursiao para n = 0 temos

NOO0 _ 0 -1
0 000

2. Suponha, por hipétese que
Queremos mostrar que

Segue entao,

(a+b+c)"" = (a+b+c)at+b+c)"

- (a+b+c)2(rzt)arbsct

_ n ris t n ris t n ris t
= aZ(TSt)abc +bZ(rSt)abc+cZ(rst)abc
_ n r+1zs t n ris+1 t n ris t+1
= Z(rst>a bc—l—Z(TSt)ab c—l—Z(rst)abc

De maneira analoga ao que foi feito na demonstragao para o binomio temos que
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Def.

Def.

existem wu, v e w tal que a ltima expressao pode ser escrita como,

n+1 . n+1 n+1
n bn+l n+1
(n+1 0 o)a +<o n+1 o) +(0 0 n—l—l)c *

n+1 n+1 n+1
n+1 n+1 n+1
ubU u v bu v
Z (u v O>a +u§::1 (u 0 v)a o Z (0 u v) “F

u,v=1 u,v=1

E a“b’c
u v w

u,v,w=1

3.2 = Def. 3.3. Considere que os coeficientes da expansao do trinomio sao niimeros

trinomiais, ou seja,
n
a+b+c)" = a"bict |
( ) Z (r S t)

n
— C«r,s,t
(r s t) "

Analisemos, por exemplo, o trindmio de expoente 9

queremos mostrar que

(A+B+C)?=(A+B+C)-(A+B+C)----- (A+B+C)=---

Cada termo desse produto é dado pela combinacao de A’s, B’s e C’s em nove posicoes.
Por exemplo,
ABCABCCAC.

Se tomarmos todas as combinacoes de 3A’s, 2B’s e 4C"s temos,
9 .

De acordo com a Definigao 3.3, a combinagao citada determina o ntimero de possibili-
dades de dadas de colocarmos 3 bolas na caixa A, 2 bolas na caixa B e 4 caixas na bola
C. Claramente podemos fazer isso com todos os termos da expansao (A + B + C)°.
Generalizando, cada coeficiente da expansao do trinémio (A + B + C)" é dado por

CrotATBCY

3.3 = Def. 3.4 Vamos provar que se

n
— Cr,s,t
(7“ s t) "
n B n!
rst) rlslel’

Se tivermos entao n bolas e quisermos distribuir 7 na caixa A, s na caixa B e t na
caixa C', temos pelo Principio Multiplicativo

entao

rst __ mn S t
Crst=CmCs_,.Cl_ ) -
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Como por hipdtese temos,

n :Crst
rst L

(n> ol (n—r)! (n—7—s)!

rst rln—r)l'sln—r—s)!'t(n—r—s—1)!

obtemos entao

n!
rlslt!’
onde a ultima linha ¢é obtida usando a restricao n =r + s + ¢.
Def. 3.4 — Def. 3.1. Vamos mostrar que os nimeros trinomiais dados pela expressao

(3.4) satisfazem a relagao recursiva da Defini¢ao 3.1. A primeira condi¢ao é imediata
pois,

n n! n n! n n!
:—:1 s :—:1 e :—:1
n00 n!0!0! 0no0 0! n! 0! 00n 010! n!

A segunda condicao é andloga ao caso dos ntimeros binomiais,

< n—1 >+< n—1 >_ (n—1)! N (n—1)!
r—1 s 0 r s—1 0 (r—1tstol =~ rl(s—1)!0!
(n—1! nr (n—1)! mns
(r—DIsl0l nr ' 7l(s—1)10! ns

n!
rls! 0!

:(TZO);

onde na passagem da segunda linha para a terceira usamos a relacao r + s = n. Por
ultimo, para a terceira condigao temos

n—1 . n—1 n n—1 B
r—1 s t r s—1 t r s t—1 B

n—=1!  nr (n—1)! ns (n—1" nt  nl(r+s+t)
(r—D!s!t! nr  rl(s—=DIt! ns rlsl(t—1)! nt rlsttin
n!
Tl

a (7" s t>’
3.3 A Piramide de Pascal

A piramide de Pascal é uma versao em trés dimensoes do triangulo de Pascal, onde cada
camada da piramide corresponde a uma linha do triangulo, e cada elemento do interior da
piramide é calculado somando os nimeros vizinhos de cada camada imediatamente superior.
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Lembremos que os elementos do triangulos de Pascal podem ser representados pelos

, . .. n .1 . . N
numeros binomiais onde n indica a linha e r e s as linhas (sequéncias) paralelas aos
rs

lados. Por uma questao de comodidade na leitura repetimos a figura abaixo.

4
y=u_"u' r=1
00} ¢
1 Y( 1 r=2
=R R e lles]
2 0\ (2 2 r=3
n=2=> loa)lui)lze) v
SN 3 5 3N 3 r=4
o3 jlra)lza)lsn, 4
woa o2 Y 44 &Y e e
o04)l13)l22)l31)l40)
2 A RN S
g=d =4 s5=17 5=0:8=10

Figura 3.1: Triangulo de Pascal e os niimeros binomiais na forma simétrica (Fonte: [6])

Da mesma maneira, cada elemento da piramide é identificado com um nimero trinomial
n . .
4 ) onde n enumera a camada triangular e r, s e t enumeram as linhas paralelas a cada
rs

lado desta camada. Fazendo uma analogia da relacao entre defini¢ao recursiva dos niimeros
binomiais com a construcao do triangulo de Pascal, podemos perceber que a defini¢ao recur-
siva dos numeros trinomiais nos leva diretamente a construcao de uma “piramide”.

1. A primeira condi¢ao, em que os numeros trinomiais tém duas entradas nulas,

<n30) - (OZO) - (ogn) =1,

fornece os elementos das arestas da piramide.
2. A segunda condicao, em que apenas uma das entradas dos niimeros trinomiais é nula,
n n—1 n—1
= 4 7
rs( r—1 s 0 r s—1 0
fornece os elementos das faces da piramide, que correspondem aos niimeros do interior
do triangulo de Pascal. No caso acima temos os elementos da face ¢t = 0.

3. Por ultimo, os elementos do interior da piramide sao definidos pela terceira condicao,

n B n—1 n n—1 n n—1
rst) \r—1 s t r s—1 t r s t—1)°
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que indica que “cada elemento é determinado pela soma dos trés superiores mais
préximos”.

Na Figura 3.2 é possivel visualizar os elementos de cada camada representados com
os numeros trinomiais. Nesta figura pode—se perceber também como a definicao descrita
anteriormente de fato funciona.

E40)
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n=1 [ [ 1 1
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ol 3
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3
1
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Figura 3.2: Piramide de Pascal com elementos na forma de nimeros trinomiais (Fonte: [6])

A Figura 3.3 mostra uma possivel realizacao concreta da piramide Pascal sugerida por
Hans Walser em [6]. Neste modelo cada elemento ¢ representado por um dodecaedro rombico
que permite encaixes perfeitos, facilitando a visualizagao de forma concreta a estrutura da
piramide, e possibilitando assim a realizagao de oficinas de matematica experimental analogas
as realizadas com o triangulo de Pascal.
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Figura 3.3: Piramide de Pascal (Fonte: [6])
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Capitulo 4

Um relato de experiéncia

O artigo de Tom Davis [2] foi a motivagao inicial para a realizagao desse trabalho. A
pergunta que este artigo inspirou em mim foi: O que de fato eu poderia despertar baseada
neste artigo numa turma do ensino médio de uma escola publica técnica aqui na Bahia? Ini-
cialmente foi reproduzir as acoes sugeridas pelo artigo: Apresentar a construcao do triangulo
de Pascal em uma oficina de matematica experimental e motivar os alunos a identificar que
propriedades eram percebidas a partir de observagoes e discussoes. O espirito desafiador e
investigador nos alunos deveria ser acionado naquele momento.

4.1 Descricao do Relato

No inicio do ano letivo de 2015, no Instituto Federal da Bahia, Campus Ilhéus, analisando
a ementa da disciplina de Matematica do quarto ano do curso integrado em Seguranga
do Trabalho, foi observado que 70% dos contetdos j4 tinham sido contemplados nos anos
anteriores. Nesse mesmo periodo, ja em fase conclusiva das pesquisas desta dissertagao,
surgiu a idéia de reproduzir as experiéncias sugeridas por Tom Davis em sala de aula. Os
alunos gostam de trabalhar com elementos concretos e isso poderia despertar o interesse deles.
O desafio era realizar uma atividade totalmente fora da rotina das aulas convencionais de
matematica, tanto em relagao a disposicao de conteidos, quanto a metodologia de ensino
e avaliacao em matematica. Planejado e discutido com a pedagoga da escola Girlene Dias,
que se mostrou muito animada, o trabalho foi colocado em pratica durante a 1* unidade do
deste mesmo ano. (Vide caderneta figura 4.1).

No primeiro dia de aula foi apresentada a turma uma proposta de planejamento para a 1*
unidade. Jovens nao se assustam com o novo, pelo contrario, em geral se sentem motivados.
Os alunos perceberam que seria uma proposta interessante trabalhar com o triangulo de
Pascal com a possiblidade de construir uma versao tridimensional do mesmo, algo que nao
é feito no ensino médio.

No segundo encontro a aula comegou como na proposta de Davis. Apresentada a cons-
trucao, usando a defini¢cao convencional, tentei motivar os alunos a encontrar padroes e justi-
ficativas, que comprovassem tais padroes. Perguntei se eles conseguiam perceber padroes no
triangulo; algum fato interessante, alguma propriedade; mas a sala se manteve em siléncio
absoluto. Foi quando resolvi fazer a seguinte afirmagao:
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26/03 Oficina de Contrugdo da Piramide de Pascal 2
09/04 Autovaliagdo de encerramento da unidade 2

Figura 4.1: Registro de Aulas - 1* Unidade - Turma I'TST41 - 2015

”Todos os niimeros do triangulo sao niimeros positivos”.

Questionei porque eu poderia fazer tal afirmacao, e a partir desse momento todos os
alunos queriam explicar porque, o que gerou uma sequéncia de falas sobre as disposicoes
numéricas do triangulo.

A discussao generalizada gerou diversas observacoes, algumas delas pertinentes, outras
nem tanto, mas todas elas foram discutidas. Alguns dos padroes identificados pelos alunos
puderam ser sistematicamente unificados na seguinte lista:

1. As sequéncias numéricas paralelas aos lados do triangulo localizadas em la-
dos opostos sao iguais. Pode se ver aqui uma visualizagao da simetria do triangulo
de Pascal em relagao ao eixo vertical passando pelo vértice, de forma diferente apre-
sentada no Capitulo 2.

2. As sequéncias numéricas paralelas aos lados do triangulo sao sempre cres-
centes.

3. A diferenca entre os elementos das sequéncias paralelas aos lados do triangulo
forma uma outra sequéncia igual a sequéncia numérica anterior. Esta ob-
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servagao € a semente da Observacao 2 da Segao 1.3, segundo a qual estas sequéncias
sao PAs.

Figura 4.2: Sequéncias paralelas aos lados do triangulo de Pascal

4. A soma dos elementos de uma sequéncia, a partir do nimero 1 esta logo
abaixo no sentido contrario a diagonal. Esta é a regra do L. Nas figuras 4.2 e
4.3 podemos ver os registros no quadro feito pelos proprios alunos, correspondentes as
duas ultimas observagoes.

Figura 4.3: Regra do L

Vale a pena ressaltar que a aula se deu de forma bastante agitada, mas muito participa-
tiva, ainda que a apresentagao dos argumentos que justificassem de tais observagoes quase
que nao foi percebida. Muitos dos padroes observados pelos alunos ja faziam parte dos ci-
tados no artigo do Tom Davis mas outros nao, o que me deixou muito entusiasmada em
continuar.

No final desta primeira aula foi requisitado aos alunos que pesquisassem mais algumas
propriedades e trouxessem para sala de aula para socializar com seus colegas. Isso seria
o inicio de um trabalho que eles organizariam em grupo em sala. Nao foi determinado o
numero de equipes na sala, nem tampouco niimero de alunos por equipe; mas de acordo com
as afinidades de propriedades encontradas tentei organizar os grupos para que os trabalhos
se iniciassem. Eles deveriam organizar uma lista de padroes e justificativas, se possivel, de
forma ilustrada e apresentarem na aula seguinte.
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Com todos os grupos reunidos na aula seguinte, quarta aula, foi realizado o sorteio para
a ordem das apresentacoes, onde cada grupo deveria apresentar uma propriedade com a jus-
tificativa correspondente. Alguns alunos utilizaram animacoes que ajudaram a visualizacao
da propriedade apresentada. A pesquisa realizada pelos alunos foi significativa, pois eles per-
ceberam que varios fatos percebidos em sala de aula eram temas citados em muitos artigos
publicados, o que envaideceu o ego de muitos alunos.

No encontro seguinte foi apresentada a notagao simétrica dos niimeros binomiais, citada
no Capitulo 2. A principio esta nova notacao parecia ser um problema, mas eles se famili-
arizaram rapido. O objetivo era apresentar que a partir dali eles poderiam ter uma forma
3D do triangulo de Pascal, cujos elementos eram formados a partir dos ntimeros trinomiais,
0 que os deixou mais animados.

No ultimo encontro realizamos a oficina de construcao da piramide de Pascal. A piramide
foi construida a partir da idéia sugerida pelo artigo [6], onde cada camada da piramide é
composta por dodecaedros rombicos, como foi descrito no final do capitulo anterior. De inicio
houve uma dificuldade muito grande para planificarmos esse sélido. Houve uma dificuldade
muito grande para entender o procedimento sugerido por este artigo. S6 depois com a
intervencao do professor Esequias Freitas, professor de desenho técnico desta mesma escola,
é que conseguimos um modelo adequado para que comecgédssemos os trabalhos de construcao
da piramide. Os numeros que apareciam em cada face do dodecaedro foram calculados por
eles e a posicao onde cada um deles se posicionava era visualizado na hora da construcao. A
sala se mostrou bem unida e motivada em realizar todo o trabalho. A medida que a piramide
ia tomando forma o entusiasmo era cada vez maior.

4.2 Fatos Interessantes

Um aluno relatou, no encontro proximo a primeira aula experimental, que alguns colegas
ainda tentaram encontrar alguns desses padroes dentro do 6nibus voltando pra casa. As aulas
de matematica acontecem nessa turma sempre nos dois ultimos hordrios (10:50 - 12:20) de
uma quinta-feira e o mais comum é nas proximidades de 12:00 os alunos ja sinalizam um certo
cansaco e fome. Logo o interesse que os alunos demostraram em sala de aula e principalmente
fora de sala, nas condigoes em ocorrem as aulas de matemaética citadas, superaram as minhas
espectativas nesta primeira aula de matematica experimental.

Um outro fato bastante relevante aconteceu na segunda aula quando os alunos deveriam
apresentar alguns resultados pesquisados na internet para socializar e comecar a elaborar
um trabalho em grupo, como descrito na primeira parte do relato de experiéncia. Uma das
alunas, muito intrigada com a riqueza de informagoes do triangulo, encontrou um padrao cu-
riosissimo ilustrado na figura 4.4. De acordo com o relato da aluna, ela percebeu este padrao,
analisando sequéncias formadas a partir de somas de elementos contidos numa sequéncia de
quadrados superpostos dois a dois com quatro elementos. As sequéncias formadas pelas so-
mas destes quatro elementos tém as mesmas propriedades das sequéncias paralelas aos lados
do triangulo, ou seja, a diferenga entre os elementos da sequéncia é extamente a sequéncia
anterior a partir do primeiro ntmero.

Sequéncia 1.

(I+1+1+42),(1+14+2+3),(14+14+344),(1+1+4+5),(1+1+5+6),--
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5, 7,9, 11, 13,--- .
Sequéncia 2.
(1+2+1+4+3),(2+3+3+6),(3+4+6+10),(4+5+10+15),(b+6+15+21),---
7,14, 23, 34, 47, - .
Sequéncia 3.
(1+3+1+4),(3+6+4+10),(64+10+10420), (104+15+20+35), (15+214+35+56). - - -

9, 23, 46, 80, 127,--- .

E assim por diante.

Observe que a sequéncia formada tomando o primeiro elemento de cada sequéncia é
exatamente a Sequéncia 1. Da mesma forma, a diferenca finita da Sequéncia 2 é a Sequéncia
1 sem o primeiro elementos; a diferenca finita da Sequéncia 3 é a Sequéncia 2 sem o primeiro
elemento, e assim por diante.

E por fim, durante o periodo em que foi realizado este trabalho, nesta mesma turma,
a professora de biologia, Amanda Mendes, estava trabalhando com tépicos de genética e
apresentou uma tabela com a distribuicao de probabilidades de fenétipos. Os alunos bateram
o olho e logo perceberam que estavam observando uma fila de niimeros do triangulo de Pascal.
Pra entender melhor o ocorrido na aula de biologia segue uma descrigao suscinta do contetido.

A heranca quantitativa é o caso dos caracteres de variacdo continua como a estatura
na espécie humana, a cor da pele, produtividade de leite no gado, frutos nas plantas entre
outros. Nesses casos exitem fendtipos intermediarios entre os fenétipos extremos. Tomemos
como exemplo a heranca da cor da pele em seres humanos. Admitamos que a quantidade
de melanina produzida dependa de dois genes, os alelos A e B. Estes genes condicionam
a producao do pigmento de melanina e tem efeito adtivo. Note que na figura 4.1 ¢é feito
o cruzamento de dois pares de genes heterozigotos, ou seja, quatro alelos diferentes Aa e
Bb. Sendo assim, a distribuicao de caracteristicas fendticas estd associada a quarta linha
do triangulo de Pascal (1 4 6 4 1). Neste caso ha cinco classes fenotipicas esperadas:
preto, mulato escuro, mulato médio, mulato claro e branco.

A Associacao feita entre o tema trabalhado em biologia e o triangulo de Pascal foi um
fato inusitado pela professora nas aulas de biologia, visto que aquele tépico ja havia sido
trabalhado em outras duas turmas desta mesma escola e associa¢cao nao tinha ocorrido.
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Figura 4.4: Caderno de uma das alunas com propriedade observada por ela.
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Fendtipos:
1716 B 4716 W 616 i 4716 i 1/16

Bra o mulats clars mulate médic  mulatc =scur negrs

Figura 4.5: Tabela de destribuicao de fenétipos (Fonte:[9])

Figura 4.6: Alunos fazendo cédlculo numérico dos elementos da piramide
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Figura 4.9: Envolvimento da turma com a atividade
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Figura 4.10: Piramide de Pascal
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Capitulo 5

Discussao e conclusoes

Existem inimeras razoes que justificam a relevancia desta monografia, tanto na riqueza
dos conteidos matematicos, quanto pela valiosa experiéncia que pude realizar com os meus
alunos, relatada no capitulo anterior. Apesar dos longos anos de magistério é dificil acreditar
que, até antes de iniciar esta dissertacgao, o triangulo de Pascal nao passasse para mim de um
processo pratico para encontrar os coeficientes do desenvolvimento do bindmio de Newton.
A compreensao de certos conceitos matematicos relacionados com o triangulo de Pascal, e
a habilidade de usé-los em diferentes situacoes foram ampliadas de maneira significativa no
processo de elaboragao desta dissertacao.

5.1 Comentarios sobre a parte matematica da dissertacao

No Capitulo 1 foram apresentadas trés construcoes diferentes, porém equivalentes, do
triangulo de Pascal. Neste capitulo apresentamos também uma lista representativa de
padroes elementares que sao facilmente identificaveis por alunos com pouca experiéncia em
matematica experimental, assim como argumentos intuitivos que os justificam, e que sao
geralmente construidos por eles nas oficinas de matematica experimental. Foi apresentada
também uma relacao de padroes mais sofisticados no triangulo de Pascal e resultados de
matematica discreta e trigonometria, intimamente relacionados com o triangulo de Pascal.

No Capitulo 2 sugerimos o uso da notagao simétrica para os nuimeros binomiais, e esta
notacao foi utilizada para formularmos quatro defini¢coes equivalentes para estes niimeros.
Estas defini¢oes nos permitiram provar formalmente os padroes elementares no triangulo de
Pascal citados no capitulo anterior, para os quais s6 tinham sido apresentados argumentos
intuitivos. Ainda neste capitulo apresentamos trés propriedades dos niimeros binomiais, uma
das quais tem associado um padrao dificil de ser detectado a olho nu no triangulo de Pascal.

Por tltimo, no Capitulo 3 a notagao simétrica dos niimeros binomiais foi utilizada para
definir, por extensao, os nimeros trinomias. De maneira andloga aos nimeros binomias,
apresentamos quatro definicoes equivalentes para estes numeros, a primeira das quais, a
defini¢ao recursiva, foi fundamental para a construcao da piramide Pascal.
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5.2 Resultados da experiéncia com os alunos

Nao menos nem mais importante, a experiéncia realizada com os alunos do IFBA teve
um sabor especial. Nestas oficinas foi percebida nos estudantes uma postura diferente da
apresentada por eles em aulas convencionais. Os alunos se mostraram mais participativos e
entusiasmados com as atividades, o que naturalmente levou a uma melhor compreensao do
tema trabalhado da parte deles. O entusiasmo dos alunos nestas oficinas foi bem perceptivel,
comparado com o trabalho realizado com eles no ano de 2013, onde apresentamos a teoria
combinatéria em aulas convencionais e resolvemos alguns problemas propostos pelo livro
texto.

Na verdade, como foi descrito no Capitulo 4, os alunos se mostraram bastante motivados
em desenvolverem o trabalho durante toda a unidade, tanto nas oficinas de matemaética
experimental, assim como nas aulas convencionais e nas atividades desenvolvidas fora de
sala. Alguns inclusive se mostraram entusiasmados em trabalhar com outros topicos de
combinatoria; basicamente assuntos vistos no segundo ano nos quais eles mostraram, na
ocasiao, uma grande dificuldade na resolugao de problemas. Infelizmente nao houve tempo
habil na unidade para realizarmos este tipo de atividade.

Este nivel de participacao e envolvimento foi gerado nos alunos durante as atividades
das oficinas de matematica experimental, ao perceberem que podiam identificar padroes no
triangulo de Pascal por conta propria. Movidos pela curiosidade de encontrar mais padroes,
a pesquisa desenvolvida por eles fora do contexto de sala de aula os deixou ainda mais envol-
vidos com o tema; assim como envaidecidos pelo fato de terem encontrado posteriormente
nos textos os padroes identificados por eles nas oficinas. Essa mesma curiosidade os levou
a estarem mais atentos em sala de aula quando precisei trabalhar outros tépicos adicionais
em aulas expositivas.

Um fato surpreendente foi a inesperada identificacao de uma relacao entre o triangulo de
Pascal e a distribuicao das caracteristicas fenotipicas, realizada pela maior parte dos alunos
da turma em uma aula de biologia. A ocorréncia deste fato parece sugerir que os alunos
que participam destas oficinas conseguem obter uma compreensao melhor dos tépicos de
matematica que lhes permite estabelecer por conta prépria conexoes entre a matemética e
outras areas.

Ter alunos entusiasmados e motivados a trabalhar é o sonho de qualquer professor. Os
alunos se mostraram muito entusiasmados quando falei sobre a possibilidade de descrever a
experiéncia com eles na dissertacao do meu mestrado.

5.3 Consideracoes para o futuro

H& muitas diregoes em que este trabalho pode ser continuado, tanto da parte puramente
matematica, quanto da parte relacionada ao ensino-aprendizagem. Por exemplo, a segunda
descricao do triangulo de Pascal vista no Capitulo 1, permite estender os nimeros binomiais
para indices inteiros (ndo apenas naturais), e a figura geométrica associada a estes nimeros
é chamada de hexagono de Pascal. Da mesma forma, estendendo os niimeros trinomiais para
indices inteiros, podemos esperar ter um poliedro associado a eles. Uma analise preliminar
sugere que este poliedro tem 14 faces triangulares, e portanto nao é um poliedro regular.
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Estes topicos merecem ser melhor estudados.
A conexao entre niimeros binomiais e niimeros trinomiais é tao direta, que nao é possivel
deixar de se formular perguntas como as seguintes.

1. Como sao os padroes na piramide de Pascal andlogos aos padroes no triangulo de
Pascal?

2. Cada construcao do triangulo de Pascal tem sua construgao andloga da piramide de
Pascal?

3. Os numeros trinomiais tem propriedades analogas as dos nimeros binomiais?

4. Existem propriedades ou identidades algébricas envolvendo ao mesmo tempo nimeros
binomiais e trinomiais?

Da mesma forma que estendemos os niimeros binomiais para os trinomiais, é possivel gene-
ralizar esta ideia e definir os niimeros multinomiais; e todas as observacoes feitas sobre os
nimeros trinomiais se aplicam também aos nimeros multinomiais.

Nao podemos perder de vista os fatos acontecidos nas oficinas de matematica experi-
mental e relatados no Capitulo 4. Estes resultados nos fazem refletir se outros temas de
matematica nao poderiam ser melhor explorados em aulas que tivessem esta mesma meto-
dologia. Como ¢ facil perceber, este tema é extremamente rico em possibilidades a serem
exploradas.
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